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OZET

Bu tez calismasinda konik metrik uzaylarda biiziilme doniisiimii prensibi ve
bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ilk olarak metrik uzaylardaki
doniisiimler icin sabit nokta teorisi ile ilgili 6n bilgiler ve baz1 temel tanim ve
teoremler verildi. Bundan sonra konik tanimu, ¢esitleri ve bazi 6zellikleri verildi.
Burada normal sabiti K <1 olan hicbir normal konigin olmadigi, her regiiler
konigin bir normal konik oldugu ve her bir k > 1 says1icin K >k olacak sekilde
bir K normal sabitine sahip bir normal konigin oldugu incelendi. Sonra konik
metrik uzay tammm ve bazi temel ozellikleri verildi. Daha sonra konik metrik
uzaylarda biiziilme sartim1 saglayan doniisiimler icin baz1 sabit nokta teoremleri
once P nin K normal sabiti ile bir normal konik olmasi1 varsayim altinda ve
sonra da miimkiinse normallik varsayimi ihmal edilerek genellestirilmis hali
incelendi. Ayrica konik metrik uzaylarda biiziilebilirlik sartlarim saglayan
doniisiimlerin cakisim ve ortak sabit noktalarimin varhgr ve bazi teoremleri
incelendi. Sonra konik metrik uzaylarda en iyi yaklasim kavrami, temel tanim

ve teoremleri incelendi.



Son olarak da konik metrik uzaylarda kiime degerli doniisiimler icin sabit

nokta tanimi verilerek bu doniisiimler i¢cin bazi sabit nokta teoremleri incelendi.
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ABSTRACT

In this thesis, principle of contractive mappings and fixed point theorems in
cone metric spaces have been investigated. First of all, background information,
some basic definitions and theorems of fixed point theory were given for
mappings in metric spaces. Secondly, definition, types and some properties of

cone were given. Here, there are no normal cones with normal constant K <1,

every regular cone is normal and for each k>1, there are cones with normal
constant K >k were investigated. Also definition and basic properties of cone
metric spaces were given. Then some fixed point theorems have been
investigated for the mappings which satisfy the contractive condition before
under the assumption of normality in P after that if it is possible by omitting
the assumption of normality in P. Also presence of coincidence and common
fixed points of mappings which satisfy the contractive condition in cone metric
spaces were investigated. Then characterization of best approximations and

properties were given in cone metric spaces.
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Finally endpoints and fixed points of set-valued contractions were given and

some fixed point theorems of these mappings were investigated.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan bazi simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler
(X.p)
p(xy)
(X.d)
d(xy)
supA

infA

&

Simgeler

Aciklamalar

Metrik uzay

Metrik, x ile y arasindaki uzaklik
Konik Metrik uzay

Konik Metrik, X ile y arasindaki uzaklik

A nin en kiigiik {ist sinir1 (supremum)
A nin en biiyiik alt sinir1 (infimum)
Bos kiime

A kiimesinin tiimleyeni

Dizi

{x,} dizisi xe yakimsar

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Altkiimesidir

Elemanidir

Elemani degildir

Aciklamalar



Oyle ki

En az bir
Her (Herhangi)

Konik

Reel Banach Uzay1

P nin i¢i
(y-x)eP

x <y fakat x =y

y—Xeint P

T, X ten X e bir doniisiim

Norm
Normlu Uzay

Sifir vektori

X1

[a,b] araliginda m. dereceden tiirevi siirekli, reel degiskenli

ve reel degerli fonksiyonlar

Mutlak deger



1. GIRIS

Matematigin evrensel gelisimi analizin ¢alisma yontemlerinden etkilenmistir. Diger
taraftan kiimelerin cebirsel Ozellikleri analizin gelisimi i¢in yetersiz kaldigindan

metrik uzaylara ihtiya¢ duyulmustur.

Metrik uzay kavramini ilk olarak 1906 yilinda Maurice Fréchet vermistir [15].

Boylece klasik analizden modern analize gec¢is saglanmistir. Nitekim metrik ve
metrik uzay kavrami reel ve kompleks teorilerde bilinen bir ¢cok énemli 6zelliklerin
herhangi bir uzaya nasil aktarilacagini bize gosterir. Ayrica topoloji teorisinde soyut
olan bir takim kavramlar, metrik uzay teorisinde daha somut kavramlarla agiklanma

imkan1 bulur. Maurice Fréchet 1926 yilindaki bir ¢alismasinda da lineer metrik

uzaylar1 tanimlamistir [16]. Bunun ardindan metrik uzaylarla ilgili detayl calismalar

yapilmis ve uygulama alanlar1 incelenmistir [12,17,27,29,30] .

Daha sonra 1910 yilinda Brouwer normlu lineer uzaylarda sabit nokta ¢alismalarini
baslatmistir. Oyle ki Brouwer, = nin kapali birim yuvarindan kendi {izerine
tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit noktasinin varligini kanitlamistir [1 1]. Ardindan
1930 da Schauder, Brouwer’in teoremini r* yerine herhangi bir normlu lineer uzay

alarak su sekilde genisletmistir [28]:

“x bir normlu lineer uzay, - x kapali ve konveks bir alt kiime ve ,.c¢ - ¢

olsun. O zaman /¢ de bir sabit noktaya sahiptir. ”

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ise 1922 de Banach’in biiziilme dontigiimii

prensibi ile baglamistir [8].

Sonrasinda sabit nokta teori ¢aligmalari iki yonde gelismistir. Bunlardan birincisi tam

metrik uzaylar lizerinde tanimli biiziilme ve biiziilme tipi doniistimler i¢in sabit nokta



teorisi, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri {izerinde

taniml siirekli doniisiimler icin sabit nokta teorisidir.

Sabit nokta teorisinin matematigin, genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer olmayan
fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operator teori, diferensiyel denklemler,
potansiyel teori, yaklasim teorisi, kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi bir ¢ok
alaninda calisma ve uygulamalari vardir. Bunun disinda istatistik, miihendislik,
matematiksel ekonomi, esneklik teorisi gibi alanlarda da ¢alisma ve uygulamalarini

gorebiliriz.

Yukarida bahsedilen sabit nokta ile ile ilgili calisma ve uygulamalar1 su kaynaklarda

bulabiliriz: [3,4,5,9,10,14,18,19,23,24,31,,35,36].

Tiim bu ¢alismalarin ardindan son zamanlarda sabit nokta teorisinin uygulanabilecegi

daha kapsamli bir uzayin olup olmadig1 sorusu soruldu.

Ardindan 2007 de Huang ve Zhang sabit noktay1 incelemek i¢in metrik uzaylarin
tamamen yeterli olmadigint ve metrik uzaylardan daha kapsamli bir uzayin
olabilecegini gordiiler ve bu sorunun iistesinden gelmek i¢in de konik metrik uzay

kavramini verdiler [20]. Ayrica ¢aligmalarinda konik metrik uzaylarda yakinsaklik,

tamlik tanimini verip biiziilebilir doniisiimlerle ilgili bazi sabit nokta teoremlerini

ispatlamiglardir.
£-r:ve P={(x,y)€E:x20,y20} ve x - R

alarak 7 . x -, x bir doniisiim tanimlamiglardir. Bu doniistim konik metrik uzayda

biiziilebilir oldugu halde 6klid metrik uzayinda biiziilebilir degildir.

Ayrica k <1 olacak sekilde x normal sabitine sahip hi¢ bir p normal koniginin



olmadigint ve her bir , . ; reel sayist i¢in ¢ -, olacak sekilde x normal sabitine

sahip normal koniklerin oldugunu gostermislerdir [26].

Ayrica verilen bazi sonuglart p koniginin normallik sartin1 kaldirarak, normal
olmayan konikler i¢in genellestirmislerdir [26]. Ardindan konik metrik uzaylarda
bazi ortak sabit nokta teoremleri ispatlanmistir [1,7,13,21,32,34,37]. Abbas ve
Rhoades, Huang ve Zhang’in ¢aligmalarinda verilen bazi sabit nokta teoremlerini
kendi c¢alismalarindaki konik metrik uzaylarda ispatlamiglardir [2,20]. Tiirkoglu ve
Abuloha konik metrik uzay topolojisiyle ilgili baz1 topolojik 6zellikleri ve sabit nokta
teoremlerini vermislerdir [33]. Altun ve arkadaslar1 da sirali konik metrik uzaylarda
bazi sabit nokta teoremlerini vermislerdir [6] Ili¢ ve Rakocevi¢ konik metrik
uzaylarda zayif  biiziilme tanimini1 vererek bazi sabit nokta teoremlerini
ispatlamiglardir [22]. Konik metrik uzaylarda kiime degerli biiziilme doniisiimi
tanmi ilk kez Wardowski tarafindan verilmistir [38]. Rezapour da konik metrik

uzaylardaki en iyi yaklasimlarin ayirici niteligi hakkinda bazi sonuglar vermistir

[25].

Bu Yiiksek Lisans tez calismasinda yukarida adi gegen yazarlar tarafindan verilen
tanim, lemma, teorem ve sonuglar iligskilendirilerek aktarilmistir. Ayrica okuyucuya
konu hakkinda daha somut bilgi verebilmek i¢in bu yazarlarin vermis oldugu
ornekler ayrintili incelenmistir. Boylece konu hakkinda yapilacak yeni ¢alismalarda

bu calismamizin destekleyici olmasini amaglamaktayiz.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR
Bu béliimde ileride kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
2.1. Tanim

x bos olmayan bir kiime ve 7 . x -, x bir doniisiim olsun. Bu durumda

Tx, = x,

olacak sekilde bir varsa, . noktasina r doniisimiinin x de bir sabit noktast

e X

denir.

Asagidaki Orneklerden de goriilecegi gibi r.x - x ile tanimlanan bir 7
doniistimiiniin bir tek veya birden fazla sabit noktasi olabilecegi gibi hi¢ bir sabit

noktas1 olmayabilir.

2.1. Ornek

(]) X =[O’oo) Ver.x » x ,Tx =~ olsun. Budurumda . _, bu déniisiimiin bir tek
3 0

sabit noktasidir.

(2) X=[0,©) Ve 7.x 5 x, 7=, olsun. Bu durumda _ _, ~_ bu
doniisiimiin iki sabit noktasidir.
3 X=(—0+0) Ve r :x 5 x ,ry-, olsun. Budurumda ., ~_ ve |

bu doniisiimiin ii¢ sabit noktasidir.

(4) X=[0,0) Ve 7 - x » X , 7rx=- x5, 05>0 Olsun. Budurumda r nin hi¢ bir

sabit noktas1 yoktur.

1, x uzerindeki birim doniigiim olmak lizere r . x _, x dOniisiimiiniin sabit

noktasi aslinda



(T-1)(x)=0

denkleminin ¢6ziimleridir. O halde bu denklemin ¢oziimiinii bulmak i¢in standart bir

teknik, buna karsilik gelen doniisiimiin sabit noktalarin1 bulmaktir.
2.2. Tanim

x bos olmayan bir kiime olsun. Eger p: X x X — R" doniisiimii her v Icin

X,y,z€

(Ml) p(x,y)=0<:>x=y
(M2) p(x.y)=p(y:x)

(M3) p(x,y)<p(x.2)+p(z,p)

kosullarim sagliyorsa , ya x iizerinde bir metrik ve (X, p) ikilisine de bir metrik

uzay denir. Buradaki (A/1)—(M3) kosullar1 metrik aksiyomlar1 olarak adlandirilir.

2.3. Tanim

x bos olmayan bir kiime olsun. Eger p: X x X — R" doniistimtiiher . , . _ , i¢in

(Y1) vrc x icin p(x,x)=0
(Y2) p(x.y)=p(r.x)

(Y3) p(x,y) < p(x,z)+p(z,y)
kosullarim sagliyorsa ,, ya x iizerinde bir pseudo (yart) metrik ve (X, p) ikilisine

de bir pseudo (yar1) metrik uzay denir.

2.4. Tanim



(X,p) herhangi bir metrik uzay olmak iizere bir | ve > o reel sayisi

e X

verildiginde
B(xo,r) = {x eX: p(x,xo) < r}
kiimesine  merkezli r yarigapl agik yuvar,

B[xo,r]z{XEXip(xaxo)Sr}

kiimesine merkezli r yarigapl kapali yuvar,

S[xo,r] = {x eX: p(x,xo) = r}
kiimesine kiire (yuvar yiizeyi) denir.
2.5. Tanim

(X , p) bir metrik uzay ve y da x in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger her
ey I¢in B(x,r)cU olacak sekilde bir , » ¢ sayisi varsa ¢y kiimesine , ...,

denir.
2.6. Tanim

Bir (X, p) metrik uzayinda bir  alt kiimesi igin 4« - x - 4 kiimesi , ,,,, ise,

4Ya , _ ta,a kiime denir.
2.1. Onerme

(X, p) bir metrik uzay olsun.



(a) (X,p) icindeki her agik yuvar , . ,,, .

(b) (X.p) icindeki her kapali yuvar , ., .4, -

2.7. Tanim

(X, p) bir metrik uzay ve 4 ve 5 de xin bos olmayan iki alt kiimesi ve , < x olmak

uzere

p(A4,B)= inf{p(a,b) cac Abe B}

sayisina 4 ve g kiimeleri arasindaki uzaklik,
p(x,4)=inf{p(x,a):ae 4]

sayisina x noktasimin 4 kiimesine olan uzakligi,
p(A)=sup{p(a,b):a,be 4}

sayisma 4 kiimesinin ¢apt denir. Eger p(A)<oo ise 4 kiimesine suurl: kiime, eger

p(A4)=co ise 4 kiimesine sinirsiz kiime denir.

2.8. Tanim

Bir (X,p) metrik uzayinda {x,} bir dizi olsun. Her ..o sayisina karsilik
hern>n(¢) igin x, € B(x,¢) olacak sekilde bir n(&) dogal sayisi varsa {x,} dizisi

x noktasina yakinsar denir. Kisaca = ile gosterilir.



2.2. Onerme

(X,p) bir metrik uzay ve 4 c x olsun. A nin olmasi i¢in gerekli ve

p — kapal

yeterli kosul her {x,} c 4 igin _ | oldugunda . < 4 olmasidir.

2.9. Tanim

Bir (X,p) metrik uzayinda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger her . . ¢ sayismna
karsilik m,n>n(¢) igin p(x,.x,)<e olacak sekilde bir n(g) dogal sayisi var

ise{x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Eger (X,p) metrik uzayr igindeki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya

yakmnsiyor ise (X, p) ikilisine tam metrik uzay denir.

2.3. Onerme

(X , p) bir tam metrik uzay ve 4 < x olsun. 4 kiimesinin tam olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul 4 nin olmasidir.

p — kapal
2.10. Tanim

(X , p) bir metrik uzay , ., , , herhangi bir doniisiim olsun. Her . , _ , icin

p(fe, fr) <kp(x,y)

kosulunu saglayan bir ; . o reel sayis1 varsa , doniisiimiine Lipschitz kosulunu

sagliyor denir.



Burada 4 <1 ise , doniisimiine biiziilme doniigiimii, -1 ise genislemeyen

doniisiim denir. Ayrica . , olanher , , _ , i¢in

p(fe, )< p(x,y)

ise bu durumda , doniisiimiine biiziilebilir doniisiim ( zayif biiziilme doniisiimii )

denir.

2.11. Tanim

(X,p) ve (Y, p'") metrik uzaylar ve ,.y ., y birddniisiim olsun. Verilen

her . .o sayisma karsillk p(x,x,)<5 oldugunda p'(f(x),f(x,))<& olacak

sekilde pozitif bir s sayis1 varsa, , doniistimiine | noktasinda siireklidir denir. Yani,

da stirekli

fax,e X

& veso icin 35(6)>03p(x,x0)<5:>p'(f(x),f(xo))<g.

Eger ,., ., , donisimi her ..x noktasinda siirekli ise, , doniisiimiine

xuzayinda siireklidir denir.
2.4. Onerme ( Sabit Nokta Teoremi)

, doniisimii [a,b] den [a,b] ye tamml siirekli bir doniisim ise, f(x)=x

denkleminin [a,b] aralig: i¢inde en az bir kokii vardir.

2.12. Tanim
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x bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki
kosullar saglaniyorsa x kiimesine 1k cismi lizerinde bir lineer uzay veya vektor uzayi

denir.

Her , , ..y veher, ,_ ¢ icin

V1) .., . x (Kapalilik 6zelligi )
X+ (y + Z) = (x + y) + z ( Birlesme 6zelligi )

++0 -0+ x - x Olacak sekilde ¢  x vardir. ( Birim eleman 6zelligi )

=
+
<
Il
<
+
=
)
a
Qc
—_
E
[¢]
(eH
N
[¢)
—_—
—
o
gQc
—.
~

2.13. Tanim

x bir lineer uzay olsun. || |: X — R* doniisiimiiniin x deki degerini | ile

gosterelim.

Bu doniisiim asagidaki sartlarini saglarsa || || a x tlizerinde bir norm denir. (X ,

1)

ikilisine de normlu uzay adi verilir.

(Nl) ||x||=0<:>x=6’

(N2) o < x olmak iizere ||ax|| = |a|||x||
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(N3) |lx+y||< x|+ ( Usgen esitsizligi )

(X,” ||) normlu uzay olsun. p: X xX > R", p(x,y)=|x-y| seklinde tammlanan

, bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Dolayisiyla her normlu uzay bir

metrik uzaydir.
2.14. Tanim

x normlu lineer uzay olsun. Eger x norm metrigine gore tam ise x uzayina Banach

uzayt denir.

2.2. Ornek

X

n

I = {{xn}:i|xn| < oo} lineer uzay1 | | :/, = R", her x e/, igin |x], :Zw:

n=1 n=1
seklinde tanimli normuyla bir reel Banach uzayidir.

2.3. Ornek

L, ={{x,}:{x,}simurlt} lineer uzay1 || | :1, >R", her xel,
i(;in”x”m = sup {|xn| :nelN *} seklinde tanimli normuyla bir reel Banach uzayidir.

2.4. Ornek

Co ([0.1])={f: /:[0,1]] > R} lineer uzay | |, : Cy ([0.1]) >R, her feC,([0.1])

igin || /], =sup {‘ f (x)‘ xe [O,l]} seklinde tanimli normuyla bir reel Banach uzayidir.

2.15. Tanim
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(a,) dizisi verilsin. s, =a, +a,+...+a, olmak iizere ((a,),(s,)) ikilisine bir seri
denir. Burada (a,) dizisinin ilk n teriminin toplamindan olusan (s,) dizisi serinin
kismi toplamlar dizisi, , ifadesi de serinin genel terimi adim alir. Bundan boyle
((a,).(s,)) serisini iak ile gdsterecegiz.

k=1

2.5. Ornek

=1
25

k=1

ifadesi bir seri olup genel terimi , = !

n

2.16. Tanim

Bir serinin kismi toplamlar dizisi yakinsak ise o seriye yakinsak seri adi verilir.
Kismi toplamlar dizisinin limitine serinin toplam: denir. Yakinsak olmayan serilere

de raksak seriler ad1 verilir.

00 00
. e e . n . .
Yani E @ Serisiigingg — g 4q,+.+a, = q olmak tizere lu_gsn =5 E a, =s.
k=1 k=1 k=1

2.5. Onerme

Yakinsak serilerin genel terimlerinin limiti O dir. Yani Zan yakinsak ise lima, =0.

n—»0
n=1

2.17. Tanim

LI . .
Z— bi¢imindeki serilere p-serisi denir.

n=l



2.6. Onerme

P-serileri , 1¢in yakinsak . icin 1raksaktir.

p > > p <

3. KONIK METRIiK UZAYLAR

13
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3.1. Konikler ve Ozellikleri

Bu béliimde konik tanimina, ¢esitlerine ve bazi 6zelliklerine yer verecegiz [20, 26].

3.1. Tanim

£ bir reel Banach uzay1 ve £ nin bir p alt kiimesi

(P1) pkapali, p . o veP={6},

(P2) a,be R »a,b>092 x,ye P lseax+by€P7

(P3)xeP V€ _x e P isex:ﬂ

kosullarini sagliyorsa p kiimesine bir konik (cone) denir [20].

3.2. Tanim

g bir reel Banach uzayr1 ve , . ; bir konik olsun. Bu durumda her
x,yerl¢in. . . ., olarak tammli bagintiya g iizerinde kismi siralama

denir.

. <, fakat , . , oldugunu gostermek i¢in ise , . , yazilir.

Ayrica ,_yc intp iken de ., yazilirr Burada i,cp, p nin igini

belirtmektedir[20].

Simdi in¢ p ile ilgili olarak sik kullanacagimz bir lemmay1 verelim [26]:
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3.1. Lemma

£ bir reel Banach uzay1 ve , . ; bir konik ve ; . o reel say1 olsun. Asagidaki

ifadeler vardir.

(l) intP +intP < int P

(if) 2intp cintp.
Ispat

() vcintr Ve , iy p olsun. Bu durumda en az ve vardir dyle ki

g, >0 > 0

B(x,e)cP ve B(y)cP. Simdi B=B(x+y,e=min{e,é&,})c Poldugunu

gosterelim;

ze B olsun. |z—x—y|<e olur.
Buise ||z —x—y| <& ve||z—x—y|<e¢, olmasim gerektirir. Buradan
(z—x)eB(y,gz)cP ve (z—y)e B(x,gl)c P.

Simdi (P2) Ozelliginden, (2z-x—y)eP. .cp oldugundan (2z—-x-y+x)eP

olur.

Buradan (2z-y)eP. ,., oldugundan (2z—y+y)eP. Buradan 2:< p. (P2)

Yy €

den 122 e p olur ve boylece - c p .
2

Yani B(x+y,¢)c P olur. O halde (x+y)eint P olur.
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(if) 2 >o bir reel say1 ve yc inip olsun. Bu durumda xeB(x,6)c P olacak
sekilde bir ..o vardir. ;.cinip oldugunu gostermek i¢in B(Ax,Ae)c P

oldugunu gosterelim;

z € B(Ax, Ag) olsun. Bu durumda |z—Ax| < A& olur.

1 1
Yani i‘—z—x <Ae ve |—z—x| <& olur.

Bu ise 1..p demektir. (P2) den :cp ve boylece B(Ax,Ae)c P. Yani
A

Axcintp olur
3.3. Tanim

£ bir reel Banach uzayi ve » . ; birkonik olsun. Her , , . , i¢inenazbir .o

sayist var yle ki, . , . , iken |[x|< K |y| oluyorsa p konigine normal konik denir.

Yukaridaki kosullar1 saglayan en kiigiikk x pozitif sayisina p normal koniginin

normal sabiti denir [20].

3.4. Tanim

£ bir reel Banach uzayi ve » . ; bir konik olsun. Eger p kiimesinden alinan iistten
siirlt her artan dizi yakinsak ise p konigine regiiler konik denir.

Yani {x,}, ., s olacak sekilde bir dizi Syle ki bir . £

i¢in ||xn —x|| -0 (n — ) oluyorsa p konigine regiiler konik denir.
Esdeger olarak p kiimesinden alinan alttan sinirli her azalan dizi yakinsak ise p

konigine regiiler konik denir [20].



17

Simdi ispat edelim ki normal sabiti x <1 olan hi¢ bir normal konik yoktur [26].

3.2. Lemma
Normal sabiti ¢ <1 olan hi¢ bir normal konik yoktur.
jspat

(X,d) bir konik metrik uzay ve » de x <1 normal sabiti ile bir normal konik olsun.

Simdi . . ¢ olacak sekilde . < » segelim ve ¢ < . <1 olmak iizere x <1- . olsun.

Bu durumda < p ve . > o iken (P2) den x—(1-¢)x=¢exeP olup (I-&)x<x.

Fakat (1-¢)|x|>K|x|. Bu durum p nin x <1 normal sabiti ile bir normal konik

olmasiyla ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanlis olup normal sabiti x <1 olan hi¢ bir

normal konik yoktur.
Ayrica orneklerle normal sabiti x =1 olan koniklerin oldugunu gdsterelim:

3.1. Ornek

E=C, ([0,1]) supremum normuyla tammlansin ve P={feE:f>6} olsun. ,

x =1 normal sabiti ile bir koniktir. Oncelikle P bir koniktir. Ciinkii;

(i)P kapali ( P kiimesi simrimi kapsadigindan ), p » g ( en azindan, _, _, ),
P#{0} (,_, ., oldugundan).
(i) apcmoanso V€ fgcp = ;50 V.5, dir.Her xe[0,1] igin

= f(x)=0 ve g(x)>0

= af (x)>0 ve bg(x)=0
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() () (be) ()20
= (af +bg)(x)=0

= af +bg 20
= af +bg e P

oldugu goriiliir.

(iii) ,ve ;. p = ;59 Ve _ ,., dir.Her xe[0,1] igin

= f(x)=0ve —f(x)>0
= f(x)zO

= =0
olup konik olma kosullar1 saglanir.
Simdi P nin x -1 normal sabiti ile bir normal konik oldugunu gosterelim;

o < 5 < ¢ Olacak sekilde herhangi , , . ; elemanlarin alalim.

Bu durumda ||f| = st]|f(z)| ve ||g]|= st]|g(t)| dur. , . , ., oldugundan , _,_,,
te(0,1 te|0,1

yani , .., dir.

Her 1 [0,1] igin f(1)<g(t) = ‘f(t)‘ﬁ‘g(t)‘
= [s:[zl?]|f(t)| < sup]|g(t)|

te[O,l

= I/1=lel-

Boylece x -1 olmak iizere | /| < K|g| oldugu goriiliir. Yani p, x -1 normal sabiti

ile bir normal koniktir.

Simdi bu p normal koniginin bir regiiler konik olmadigin1 gosterelim;
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£ nin elemanlarmin x €[0,1] olmak tizere f, (x)=x" seklinde tamml alttan smnirh
azalan bir {f, (x)} dizisini alalm. x> x> > x* > ... > ¢ oldufundan bu dizi alttan 4 ile

siirhidir. Fakat bu dizi g iginde yakinsak degildir.

Kabul edelim ki bu dizi £ i¢inde 4 ya yakinsak olsun. Bu durumda her . . ¢ i¢in en

azbir y < v vardyle ki her , - y igin an(x)—euz

x" - HH < ¢ olmalidir.

n 1 1
Fakat f (1)=1"=1€E ve =2 alinirsa |5, (1)-0||=1< > olur.

Bu durum kabuliimiizle ¢eligir. Dolayisiyla da bu dizi £ de 4 ya yakinsak degildir.

Burada ¢ yerine diger ,_ , elemanlari alinarak segilen bu dizinin £ deki hi¢ bir

noktaya yakinsamadigi goriilebilir. Boylece p koniginin regiiler konik olmadig1 yani

normal konik olmanin regiiler konik olmay1 gerektirmedigi goriiliir.

3.2. Ornek

- Ve P= {{xn}nZl €eE:x,>0,Vne N*} olmak tizere p, x =1 normal sabiti ile bir

normal koniktir.
Oncelikle p bir koniktir. Ciinkii;

(i)p kapali ( p kiimesi smirin1 kapsadigindan ), » . ( en azindan

{x,} . =(0,0,..,0,...)=0 € P oldugundan ), P={6} ( {x,}

n=l

(LL1,..,1..) e P

n=l

oldugundan ).
(i) abcm>an>0 vex={x} vey={y} P olsun

Her , . n -, her a,beR" igin ve

x, 20 y, 20 ax, =2 0
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= a{x’l}nzl +b{yn}n21 € P

= ax + bye P -
(iii) x={x,}  ve —x={-x,} €P olsun.

Her , . v~ igm ., ve L=

olup konik olma kosullar1 saglanir.

Simdi P nin x -1 normal sabiti ile bir normal konik oldugunu gosterelim:

olacak sekilde keyfi x={x,} ~ve y={y,} €E alahm. O zaman

0 < x <y

y —xe P

Bu durumda

o0 00

<=2l

n=1 n=1

= o, <ol =l <&,

yl‘l

=, <, =

Yo x"

Yani x =1.0O halde , x -1 normal sabiti ile bir normal koniktir.

3.3. Lemma

Her regiiler konik normaldir [26].

jspat
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Kabul edelim ki p normal olmayan bir regiiler konik olsun. Her bir , > i¢in

oldugunda . ve n’ ||tn ||< elemanlarim

C e e p . s, || olacak sekilde D e p

secebiliriz. Ciinkii » normal konik olmadigindan .

iken x > 1 icin K|, | <|

S}’I

Su < f”

T . . . t N .
Simdi her bir , - i¢in y =" ve x, =—- olarak segelim.
t t

n

S.u’tu - ‘yu € p

n

oldugundan, her , » 1 igin ||y, [|=1 ve n* <||x,|.

s V.Y, - X, € P

1

2

Boylece iiz”yn” serisi yakinsaktir. Ciinkii |y,[|=1 iken iiz|
n n

n=1 n=1

Yn

Il
—_

n

» - 2 > olan p-serisi yakinsaktir.

Mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan zizyn =y olacak sekilde , elemani
n

n=l1

vardir.

» < ¢ ve g bir reel Banach uzayr iken normlu uzay dolayisiyla metrik uzay

; . =1 . . :
oldugundan 2.17. Tanim ve 2.2. Onerme nedeniyle Z—zyn =y iken bu serinin kismi

n=1

toplamlar dizisi de , ye yakinsar ve p konik iken kapal1 oldugundan , _ , .

Diger taraftan yani

- x, e P <y

.. 1 1 1 .. .
Boylece ()gylgy]+2_2y <y1+2_2y2+3—2y3g.__gy Ve v, > dgin _  iken

9 =

1
X <.y

1
0<x, <x, +—x,<x +
1 1 2 = 1
22 32

2—2x2 +

1
Yani ) —x =S, kismi toplamlar dizisi iistten , ile sinirli, artan bir dizidir.
PR p ¥y
n=1
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e . o 1 .
p konigi regiiler oldugundan bu dizi yakinsaktir dolayisiyla da Z—zxn serisi
n=1 n

yakinsaktir.

2.5. Onermeden fim *s = g = |im ”x_,;”: 0 -
n— 0 n n—> © n

Bu durum her ,>: i¢in ,2 < e 1 < %0 olmasiyla celisir. Dolayisiyla da

2
n

kabuliimiiz yanlis olup p konigi regiiler iken normaldir.
3.4. Lemma

Her bir . 1 sayisi igin ¢ - olacak sekilde bir K normal sabitine sahip bir normal

konik vardir [26].

Ispat

Keyfi , » 1 verilsin.

E= {ax+b ca,beR,xe {1 —%,1}} reel vektdor uzayini supremum normu ile

gbzoniine alahm ve P={ax+beE:a<0,h>0} da r iginde bir konik olsun. p

konigi regiilerdir. Gergekten;

Simdi {a,x+b,}  istten sirly, artan bir dizi ve . + 4 e £ de Gist stir olsun. Yani

1 .
her x€|:1_z,1 lgln a,x + b, < a,x +b, < . ..<a,x+ b, <. .. < cx+d Olsun'

Bu durumda {a,} ve {b,} , r iginde dyle iki dizidir ki ve

b, < b, < ... d

. - Boylece {a,}  ve {b,}  dizileri yakinsaktir. Ciinkii r de {istten

a, 2 a, 2 ...2
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sinirli her artan dizi ust sinirina ve alttan sinirli her azalan dizi de alt sinirina

yakinsar.

Oyleyse W5 oo Ve,

Budurumda ..+ s c » Ve, .., Cunkii g reel vektor uzay1, a, >c ve

x+ b, > ¢

H M

b, —d iken ax+b —>cx+d.

Gosterelim:

a8 (exs ), =, <)+ (0, -
=sup{|(a, —¢)x+(b,~d)|:neN'}
<sup{la, —c||x|+|p, ~d|:ne N}
<|+fsup{ja, —c|:n e N} sup{[b, —d]:n e N}
<|X|ﬁ+§=5 dur. (= sonlu boyutlu iken biitiin normlar

denk oldugundan)

Boylece p regiilerdir. Dolayisiyla 3.2. Lemmasindan p normaldir. O halde 3.1.
Lemmasindan , . , . , olacak sekilde her , , . , igin enazbir x > 1 normal sabiti
var dyle ki |lg| < K|/

Simdi ¢ >+ oldugunu gostermeliyiz:

Oncelikle f(x)=—kx+ke P, g(x)=keP alahm.Ohalde , ,_, yani,.,. .

Bu nedenle de
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||g||=sup{\g<x)\:xe[l_ﬂ}
:sup{|k| :xe[l—%,l}}

=k

Ve

I-sw]r(o)ive)1-1a

= sup{|—kx+k|:x € [1—%,1}

=—k (1 — %J +k ( x kiigtildiikge ifade buytidiigiinden )

=1

iken & =g < K[ /]=K.

1
Diger taraftan eger f(x)= —(k+%}c+k ve g(x)=k olarak alirsak , , , ..,

Ayrica g]| =k ve | 1| = PR

kK’

Boylece

I 1).
k:||g||SK||f||:K(l—;+Fj ek ok
I-——+—
kK
0<1_l+L<1oldugundanE< k <K yani 4 < g .
kK LT

ko Kk
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Simdi normal olmayan koniklerin de bulunduguna dair bir 6rnek verelim [26].

3.3. Ornek

E=C] ([0,1]) reel Banach wuzays, |f]|=|f], +|/], normuyla tammh ve

P={feE:f>80} daE iginde bir konik olsun.

Simdi her bir 4 » 1 i¢in f(x)=x ve g(x)=x* doéniisimlerini alalim. Bu durumda

0 < g< f-

A= 171 +1771.
=sup {|x| X e [O,l]} +sup {|1| :x €0, 1]}

=2

A%~

|l =l .
=sup{|x*|: x € [0,1],k > 1} + {2k | - x £[0,1], k= 1}
=1+ 2k

oldugundan ,

2k =k| f]|<|g|=1+2k.

Yani ||g|<K|f| olacak sekilde hi¢ bir x >1 yoktur. Dolayisiyla da p normal

olmayan bir koniktir.
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3. bolimiin devami, 4. ve s. boliimlerde £ bir reel Banach uzay1 ; p, intp » @ olacak

sekilde £ i¢inde bir konik ve < bagintis1 da p {lizerinde bir kismi siralama bagintisi

olarak kabul edilecektir [20].

3.2. Konik Metrik Uzaylarda Baz1 Temel Tamim ve Teoremler

Bu boliimde konik metrik uzayr tanimlayacak ve bazi temel o6zelliklerini

inceleyecegiz.
3.5. Tanim

x » @ , E bir reel Banach uzay1 olmak iizere s . x « x - ¢ dOnlisiimi

(d,) Her . , e x icin <d(x,y) ve d(x,y)=0=x=y
(d,) Her ., c x i¢in d(x,y)=d(y,x),

(dy) Her o .- c x igin d(x,y)<d(x,2)+d(»,2),

kosullarini sagliyorsa, 4 doniisiimiine x iizerinde bir konik metrik ve (X ,d ) ye de

konik metrik uzay denir [20].

Konik metrik uzaylar metrik uzaylarin bir genellemesidir.

3.4. Ornek

E :RZ,P:{(x,y)EEIX,yZO}CRz,X -R VE€a4:xxx » r fonksiyonu , > o

olmak iizere d(x,y)= (|x —y|.alx —y|) olsun. Bu durumda (.X,d) bir konik metrik

uzaydir.

Gergekten;
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Oncelikle p nin konik oldugunu gésterelim:

(i) P kapali (p kiimesi sinirmi kapsadigindan ), » » ¢ (¢ < p oldugundan), P = {6}

((x,y)=(1,0) e P oldugundan ).

(i) wpcmsanso vez=(x,y) vet=(x,,y,)eP olsun.

Bu durumda =ax, 20, ay, 20, bx, 20, by, 20

Yy, 20 X,,y, 20

Ve

= ax, + bx, 20 ay, + by, 20

= az+bt=a(xl,y1)+b(xz’J’z)

=(ax, +bx,,ay, +by,) e P.
(iii) z:(x,y),—z:(—x,—y)eP olsun.
Budummdax,yzove—x,—yzo éxZO,—xZOVGyZO,—yZO
= x=0 V€ y =0

22=(0,0)=9.

olup konik olma kosullar1 saglanir.
Boylece p, £ i¢inde bir koniktir.

Simdi (.X,d) nin bir konik metrik uzay oldugunu gosterelim;

(d)) d(x,y)—t9=(|x—y

alx=y])=(0,0)=(jx~y

,a|x—y)e P (p tammi geregi)

oldugundan @ <d(x,y) ve

d(x,y):6?<:>(|x—y

,alx=y])=(0.0)
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c>|x—y|:0 ve a|x—y|=

o x-y V€(a =0 veya x - ,)

=)
~a])

(d,) Her « £ icin d(x,y)=(|x-

:d(x,y).

(d,) Her .y -c £ icin d(x,y)=(|x—y|,a|x—y|)
(- )

<(jx=zl+lz =l a(lx=+[- 1))

—2[)+(lz- [+ alz- )

(k-
d(x.z)+d(zy)

:d(x,z)+d(y,z).

kosullar1 saglandigindan 4, x lizerinde bir konik metrik ve (X,d ) bir konik metrik

uzaydir.
3.6. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. {x,}, x de bir dizi ve . x olsun. Eger ¢ « .

olacak sekildeki her .c r i¢in en az bir y < n var Oyle ki her ,.y icin

d(x,,x)<c oluyorsa, {x,} dizisi x’ e yakinsar veya {x,} dizisinin limiti » dir

n > X

denir ve bu limx, =x yada . | (n—> ) ile gosterilir [20].

3.5. Lemma
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(X,d) bir konik metrik uzay ve her bir . < r de ¢ « . olacak sekilde verilsin. Bu

durumda ||x|| <0 oldugunda . - < in¢ p olacak sekilde bir s - o vardir.

Ispat
0 <  olacak sekilde . ¢ ¢z verildiginde ¢ < int p -

N,(c)={xeE:|x—c|< 5} cintP olacak sekilde en az bir s . ¢ vardir. (En az bir

ce £ igin ce Ny(c) oldugundan N, (c)=.)

Simdi hipotezden x| < &

:>||x—c+c||<§:>|—1|||x—c+c||<5 = ||—x+c—c||< o :>H(c—x)—c”<5

:>c—xeN(,(c)cintP:, c—xeintP -
3.6. Lemma

(X,d) konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun. {x },

n

x de bir dizi olsun. Bu durumda {x,} dizisinin x’ e yakinsak olmas i¢in gerek ve

yeter sart d(x,,x) —>6 (n— oo)olmasidir.

Yani

. (n>x)ed(x,,x)> 6 (n—>x) [20]

(=), ., ., (n—>) olsun.d(x,,x) > 6 oldugunu gosterelim;
Her ..o i¢in g«. ve K|c|<e olacak sekildeki .. yi segelim.

oldugundan en az bir y < n var dyle ki her , > v igin d(x,,x)< ¢ dolayisiyla da
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¢—d(x,,x)eintPc P olup 8 <d(x,,x)<c.

Boylece d(xn,x),ceE ve p de x normal sabiti ile bir normal konik iken
Hd(xn,x)HSK”c”. Yani en az bir ycn var Oyle ki her ,.y igin

s = Kl <.
Oyleyse d(x,,x)—>8 (n— ).

(<:) Tersine d(x,,x)—>6 (n— o) oldugunu kabul edelim. 3.5. Lemmasindan
0 « o olacak sekilde herhangi . x i¢in ||x| <& iken .- . cinip olan bir 5. o
say1st vardir. d(x,,x) -6 (n— o) oldugundan s - o i¢in en az bir y < n var dyle
Kiv,s> v igin “d(xn,x)“<5. s > o sayismin segilisinden ¢—d(x,,x)eintP. Yani

d(x,,x)<c.
Dolayistyla ¢ « . olacak sekilde her . < £ i¢inen az bir y < v var Oyle ki her , - »

igin d(x,,x)<c.Dolayisiylada . (n—>w).

3.7. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.
{x,}, xde bir dizi olsun. Eger x, - x(n —>®) ve x, - y(n—>w) ise - ,. Yani

{x,} dizisinin limiti tektir [20].

fspat
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x, > x(n—> o) ve x, > y(n— o) olsun. Bu durumda 4 « . olacak sekilde her

cer i¢inenazbir y ¢ v var ylekiher ,. x i¢in d(x,,x)<c ve d(x,,y)<c.

Béylece p, x mnormal sabiti ile bir normal konik olup 6<d(x, y)£2c ve
d(x,y),2c € E oldugundan |d(x,y)|<2K|| dur. ¢ keyfi oldugu icin d(x,y)=0

dolayistylada , - .
3.7. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve {x,}, x de bir dizi olsun. Eger 4 « . olacak sekilde
her . c ¢ igin en az bir y  n var Oyle ki her , , . , i¢in d (xn,xm)<<c oluyorsa

{x,} dizisine x i¢inde bir Cauchy dizisi denir [20].
3.8. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. Eger x igindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise

bu durumda (X,d) konik metrik uzayma tam konik metrik uzay denir [20].

3.8. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve {x,} x de bir dizi olsun. {x,} dizisi x elemania

yakinsiyorsa, {x,} bir Cauchy dizisidir.
Yani konik metrik uzaylarda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir [20].

Ispat
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x, = x(n— o) olsun. Bu durumda 4 « . olacak sekildeki her . . z igin en az bir

v e~ varOylekiher , , . , i¢in d(xn,x)«%ve d(xm,x)<<§~
Boylece
d(xn,xm)ﬁd(xn,x)+d(xm,x)<<%—i—%:c-

Yani {x,} x de bir Cauchy dizisidir.

3.9. Lemma

(X ,d) bir konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

{x,}, xde bir dizi olsun.
Bu durumda {x,} bir Cauchy dizisidir < d(x,,x, ) —> @ (n,m — =) [20].

fspat

(=1) {x,}, x de bir Cauchy dizisi olsun. Her . » ¢ i¢in y « . ve K|c|<e olacak
sekilde bir . < ¢ secelim.{x,},x de bir Cauchy dizisi oldugundan en az bir y <
var Oyle ki her , , . y i¢in d(x,x,)<c. p, k normal sabiti ile bir normal konik
oldugundan en az bir y < v var oyle ki her , , ., i¢in §<d(x,,x,)<c ve
d(x,.x,).c€E iken||d(x,.x,)|<K|c|<e.

Yani d(x,,x,)—>0(n,m— o).

(<) Tersine d(x,,x, ) — 6(n,m — ) olsun. 3.5. Lemmasindan 4 « . olacak

sekilde herhangi . <  igin ||x| <& iken ¢ -« intp Olanbir 5 » ¢ sayisi vardur.
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d(x,,x,)— 60(n,m — ) oldugundan s - ¢ i¢in enazbir y < v var Syle ki her

v icin Hd (x,,x, )H <& . s nin segilisinden dolayr ¢—d(x,,x,)eint P.

n,m >

Boylece ¢ « . olacak sekildeki Her < z icin en az bir y v var Oyle ki her

wom >~ d6ind(x,x,)<c.Yani {x,}, x debir Cauchy dizisidir.

3.10. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

{x,} ve {y,} «x icinde iki dizi ve, | _, y, > y(n— ) olsun. Bu durumda

d(x,,y,)—>d(x,y)(n—>»)[20].
fspat

olacak sekilde bir ¢ c  segelim. = ve

Her ; > o i¢in g « » Ve lle]) <
4K +2

, , oldugundan en az bir y < n var dyle ki her , > v i¢in d (xn,x) <Kc Ve

d(y,,y)<c.Bu durumda

d(xn,yn)Sd(xn,x)+d(x,y)+d(yn,y)sd(x,y)+2c (3.1)
ve
d(x,y)<d(x,,x)+d(x,,y,)+d(y,.y)<d(x,,,)+2c (32)

Es.3.1denfd<d(x,y)+2c—d(x,,y,) ve Es. 3.2 den de

d(x,y)<d(x,,y,)+2c.



O halde @ <d(x,y)+2c—d(x,,,)
<d(x,,y,)+2c+2c—d(x,,y,)

= 4c¢ -

Yani 0<d(x,y)+2c—d(x,,y,)<4c.

P, k normal sabiti ile bir normal konik ve en az bir y < v var Oyle ki her
x> N I¢In ¢9<d(x,y)+20—d(xn,yn)ﬁ4c oldugundan d(x,y)+2c—d(xn,yn),

4c e E iken
ld (x.y)+2c—d(x,.9,)|< K |4c|=4K]¢|.-
Bu durumda

Hd(xn,yn)—d(x,y)uSHd(xn,yn)—d(x,y)—ZcH+||20||

=[-1]|d (x,y)+2¢=d(x,,¥,)

+[2d]

:Hd(x,y)+2c—d(xn,yn)

< 4K ] +2]c]

+[2¢]

~(4x+2)d

< €.
Bu nedenle de d(x,,y,)— d(x,y)(n— ) dur.

3.9. Tanim

34
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(X.d) bir konik metrik uzay olsun. x igindeki her {x,} dizisinin, x iginde yakinsak
bir {x, } alt dizisi varsa bu durumda (X,d) konik metrik uzayma, dizisel kompakt

konik metrik uzay denir [20].
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4. SABIT NOKTA TEOREMLERI
4.1. Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
Bu boéliimde biiziilme sartin1 saglayan doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremlerini

once p nin ¢ normal sabiti ile bir normal konik olmasi varsayimi altinda ve sonra da

mimkiinse normallik  varsayimmi  ihmal ederek genellestirilmis  halini

incelecegiz|20,26].
4.1. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

r . x - x doniligiimi biiziilme sartini saglasin. Yani her . , _ , i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k [0,1) sabiti olsun. Bu durumda r, x iginde bir tek sabit
noktaya sahiptir ve herhangi .. x i¢in iterasyon dizisi {T”x} bu sabit noktaya

yakinsar [20].
fspat

: _ _ _ 72 _ _ mn+l
ce x secelim. Ve  x,=Ix,,x,=Tx,=1"x,,...,x,,, =Tx,=T""x,,...  olarak

tanimlayalim.

Bu durumda

d(x,..x,)=d(Tx,,Tx, )< kd(x,,x,_ ) <k’d(x,_,x,,)<..<k"d(x,x,).

n+1°""n > n-1
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Bundan dolay1 » > m igin;

d(x,,x,)<d(x,x,_)+d(x,.x,_,)+..+d(x,..x,)

no>m m+1°>"m

< (k"‘1 +E T+ k”’)d(xl,xo)

m

1-k

<

d(xl,xo)

. n—1-m
(Burada 1 <1 ve n—>w iken |, 24 4prtm o 12K <1 olmasmi
1-k 1-k

kullandik.)

m

p, x normal sabiti ile bir konik, n>m i¢in g <4 (x,.x,)< k

l_kd(xl,xo) ve

m

d(x,,x,), l—k

d(x.%,)e E oldugundan ld (x,.x,)| <

k_m K||d(x1axo)||' ke[O,l)

1-k

oldugundan d(x,,x, )—> 6(n,m —> ). Boylece {x,} bir Cauchy dizisidir. x in
tamhigindan bir .- . y vardyleki x, - x"(n—> ).
Diger taraftan

d(Tx*,x*)S d(Txn,Tx*)+d(Tx x*)

n?

<kd (xn,x*)er (xm,x*) ( Biiziilme sart1 ve {T”x} tanimi ) olup;
p,k normal sabiti ile bir normal konik,
9<d(Tx*,x*)Skd(xn,x*)+d(xn+1,x*) ve d(Tx*,x*),kd(xn,x*)+d(xn+1,x*) ek

oldugundan,
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Hd(Tx*,x*)

SK(k”d(xn,x*)H+Hd(xn+l,x*)u)—>0(n—>oo). ( x,>x (n—>o) iken

d(xn,x*)—>0(n—>oo) ve d(xnﬂ,x*)—)@(n—)oo) oldugundan )

Boylece Hd (Tx*,x*)H:O dolayisiyla da ;.- - .- olur. Yani -, 7 doniisimiiniin bir

sabit noktasidir. Simdi bu sabit noktanin tekligini gésterelim:

Kabul edelim ki . da r nin bir diger sabit noktas1 olsun. Yani . . . dolayisiyla da

#

< d(x*,y*) . Bu durumda

0<d(x'.y")=d(Tx".Ty")<kd(x",y")<d(x",y") olup bu durum geliskilidir. O
halde kabuliimiiz yanlis olup d(x*, y*) =60 yani . _ .. Bodylece r nin sabit noktasi
tektir. Keyfi

_, i¢in T"x,=x, > x" oldugundan {T "x} iterasyon dizisinin ,- a

yakinsadig agiktir.
Simdi 4.1. Teoremini normallik sartin1 ihmal ederek genellestirmesini inceleyelim:
4.2. Teorem

(X,d) tam konik metrik uzay ve r . x - x doniisiimii biiziilme sartii saglasimn.

Yaniher . , . , i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir ke[O,l) sabiti olsun. Bu durumda r, x iginde bir tek sabit
noktaya sahiptir ve herhangi bir ( x i¢in iterasyon dizisi {T ”x} bu sabit noktaya

yakinsar [26].
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fspat

. 2 1
secelim ve x, =Tx,,x, =Tx, =T x,,...,x,,, =Tx, =T""x,,... olarak

e X n+l

tanimlayalim.

Bu durumda

d(x,,.x,)=d(Tx,,Tx, )< kd(x,,x,_ )< k’d(x,,x,,)<..<k"d(x,x,) olur ve

n+1°"*n > n-1

boylece n>m igin;

d(xn,xm)ﬁd(xn,xn_l)+d(xn_l,xn_2)+...+d(xm+l,xm)

< (k"“ +K7 k’")d(xl,xo)

m

k
l_kd(xl,xo)

<

. n—=1-m
(Burada <1 ve n—>w iken |, g2, 4t 12K <_1  olmasim

1-k 1-k

kullandik.)

0 < « olacak sekilde . < g verilsin. Bu durumda . ¢ in¢ p .

Diger taraftan N, (6)= {y eE:|y|< 5} oldugunda ¢+ N, (6) < P olacak sekilde

s >0 secelim.

L
1—k

‘%d()ﬁ,xo) = ||d(x1,x0)||—>0(m—>oo).

m

k
kd(xl,xo)

Dolayisiylada 5 » o iken < ¢ . Diger taraftan s nin se¢ilisinden

dolay1 c—%d(xl,xo)e int p yani %d(xl,xo)« c(m—> x)-
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Ohaldeenazbir , _, vardylekiher , ., i¢in *° ;. .y« .Boylece
‘ S -k ’

m

1k— —d (x,.x,)< c - Bunedenlede {x,}|  dizisi (X,d)

her o> igin 4 (x x )<

iginde bir Cauchy dizisidir.

(X,d) tam konik metrik uzay oldugundan en az bir .- . y vardyleki x, =>x".

O halde en az bir , _ , var Oyle ki her | . , i¢in 4 (x,.2")< £ . Boylece her
2 2 2 n 2

, . v icin,

d(Tx*,x*)S d(Txn,Tx*)+d(Tx x*)

Skd(xn,x*)+d(xn+l,x*)

Sd(xn,x*)+d(xn+l,x*)

C C
K —+—=c-
2 2

m > iken g <L <1 olup AintPcintP(0<A<1) oldugundan .cinip iken
m

£ cintp bulunur. Dolayisiyladaher ., ve » > igin 4 (Tx*, x*)<< £
m m

£ _u (Tx*,x")e P Ve £ 5 0(m — ) olup p kapaliiken 2. 2. Onermesinden
m m

i—d(Tx*,x*)e p iken lim(i—d(Tx*,x*)jeP.

m m

Bu durumda

lim < — lim d(Tx*,x*)e P = H—d(Tx*,x*)e P = —d(Tx*,x*)e p bulunur.

m—o m m—»o©

Fakat 6 <d (Tx*,x*) oldugundan d (Tx*,x* ) e P. Oyleyse (P3)

dend (Tx* , x*) =0 =Tx" =x". Ayricabu .- noktasi tektir.
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Gergekten;

Kabul edelim ki . da r nin bir diger sabit noktas1 olsun. Yani _ . dolayisiyla da

=y

9<d(x*,y*).

Bu durumda 6 < d(x*,y*) = d(Tx*,Ty*) < kd(x*,y*) < d(x*,y*) olup bu durum
celigkilidir. O halde kabuliimiiz yanlis olup d(x*, y*) =6 yani .. _ .. Boylece r

nin sabit noktas1 tektir.
4.1. Sonug

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay ve pde x normal sabiti ile bir normal konik olsun.
o < ¢ olacak sekilde her . x ve | _ , igin B(x,,c)={xeX:d(x,x)<c}olsun.

Kabul edelimki 7 . x -, x dOniislimii biiziilme sartin1 saglasin. Yani her

x,y € B(x,,c) igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde k €[0,1) sabiti var ve d(Tx,,x,)<(1—k)c olsun. Bu durumda r

doniisiimii B(x,,c) i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [20].

Ispat

B(x,,¢c)c X intam ve her x e B(x,,c) i¢in Tx € B(x,,c) oldugunu gostermek
yeterlidir. Boylece 4.1. Teoreminde x yerine B(x,,c) alinmus olur ve ispat biter.

Kabul edelim ki {x,}, B(x,,c) i¢inde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda {x,}, x
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iginde de bir Cauchy dizisidir. v in tamhigindan, x, — x(n — o) olacak sekilde bir

e x vardir.

Boylece d(x,,x)<d(x,,x,)+d(x,,x)<d(x,,x)+c gerceklenir.

n’

( x, € B(x,,c) oldugundan d(x,,x,)<c.)

Ayrica x, - x < d(x,,x) = 6 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla da
d(x,,x)<d(x,,x)+c<c. Yani x € B(x,,c). Bunedenle de B(x,,c) tamdir. Diger

taraftan her x € B(x,,c) igin;

d(x,,Tx) < d (Txy,x,)+d (Tx,,Tx)
<(1-k)c+kd (x,,x)
<(1-k)c+ke

=c.
Yani Tx € B(x,,c).
Simdi 4.1. Sonucunu normallik sartin1 ihmal ederek genellestirmesini inceleyelim:
4.2. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay olsun. » « . olacak sekilde her . < ¢ ve e x

igin B(x,,c)={xe X :d(x,,x)<c}olsun. Kabul edelim ki 7 .x - x doniisimi

biiziilme sartini saglasin. Yani her (x,y)e B(x,,c) igin

d(Tx,Ty) < kd(x,y)



43

olacak sekilde ke[0,1) sabiti var ve d(Tx,,x,)<(1-k)c olsun. Bu durumda 7

déniisiimii B(x,,c) i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [26].
Ispat

4.1. Sonucunun ispat1 yeterlidir. Boylece 4.2. Teoreminde x yerine B(x,,c)alinms

olur ve ispat biter.
4.3. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

Kabul edelim ki r . x . x dOniisiimii baz1 pozitif » tamsayilar1 ve her , , _

i¢in
d(T"x,T”y) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k €[0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda r, x i¢inde bir tek

sabit noktaya sahiptir [20].

fspat

Hipotez geregi 4.1. Teoreminden r+ doniislimiiniin x i¢inde bir tek sabit noktasi
vardir. Simdi bundan yararlanarak 7 nin de x icinde bir tek sabit noktasinin

oldugunu gostermeliyiz.

Yani x, r nin bir sabit noktasidirex, 7 nin bir sabit noktasidir, oldugunu

gostermeliyiz.
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(=) x, r nin bir sabit noktast olsun. Bu durumda r,- .. O halde
T'x=T""(Tx)=T""x=T"7(Tx)=T""x=..=Tx=x olup ,c x noktast 7~ nin de

bir sabit noktasidir. O halde 7 nin her x sabit noktasi 7 nin de bir sabit noktasidir.

(<) », r nin bir sabit noktasi olsun. Bu durumda ;... .. O halde
T"(Ix)=T (T ”x) =Tx olup Tx de 7 nin bir sabit noktasidir. 7 nin x iginde bir tek

sabit noktasi oldugundan r, - , . Yani x, r nin de bir sabit noktasidir.

Boylece r ile 7 nin sabit noktalar1 aynidir. 7 nin bir tek sabit noktas1 olduguna gore
r nin de bir tek sabit noktasi vardir.

Simdi 4.3. Sonucunu normallik sartin1 thmal ederek genellestirmesini inceleyelim:

4.4. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay olsun. Kabul edelimki 7 . x -, x doniisiimii baz1

pozitif n tamsayilar1 ve her . , c x i¢in

d (T"x,T”y) <kd (x,y)

olacak sekilde bir k €[0,1) sabitine sahip olsun.

Bu durumda 7, x iginde bir tek sabit noktaya sahiptir [26].

jspat

Hipotez geregi 4.2. Teoreminden 7 doniisiimiiniin x i¢inde bir tek sabit noktasi

vardir. Ispatin devami 4.3. Sonucunun ispat1 ile aynidir. Bdylece ispat biter.

4.3. Teorem
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(X,d) bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve p de bir regiiler konik olsun.

r.x » x donlsimi , . , olacak sekilde her , , . , i¢in

d(Tx,Ty)<d(x,y)

olacak sekilde zayif biiziilme sartin1 saglasin. Bu durumda 7, x iginde bir tek sabit

noktaya sahiptir [20].

Ispat

: 2 n+1 -
Keyfi ., segelim. x =Tx,x,=Tx =T"X,...x,, =Tx, =T""x,,... olsun. Eger
bazi n tamsayilart i¢in = ise ., _ . Dolayisiyla da r bir sabit noktaya
sahiptir.

Kabul edelim ki her » tamsayisiigin =, = olsun. Eger d, =d(x,,x,,,) dersek,

bu durumda zayif biiziilme sart1 geregi

d,.=d(x,.,.x,,)=d(Tx,,Tx,, )<d(x,,x,.,)=d,.

n’ n’

Yani {d }m alttan » ile sinirli bir azalan dizidir.

p bir regiiler konik oldugundan ,- . ; var 6yle ki d, >d"(n—>). x in dizisel
kompakthgmndan, x igindeki {x,} dizisinin bir {xni} alt dizisi var ve bir ,- . y i¢in

n

x, =X (i—>o).

Zayif biiziilme sart1 geregi, d (Txn[ ,Tx*) <d (xn[ X ),i =12,....
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Bu durumda p regiiler konik iken normal de oldugundan p nin x normal sabiti igin,

Hd (Txn[ ,Tx*)

< KHd(xn[,x*)H —0(i > o) dur. Boylece Tx, — Tx" (i > ).
Benzer sekilde 7°x, — T°x" (i — o). 3.10. Lemmasim kullanirsak,
d(Txn[ X, ) - d(Tx*,x*)(i — )

Ve

d(sz Tx, ) —d (sz*,Tx*)(i — ) oldugu gdriiliir.

Yanid(Tx,.x, )=d, »>d"=d(Tx",x")(i > ).

Simdi ;.- - .- oldugunu ispatlamaliy1z.

Eger ;.- . .- is€ 4+ . o .

Bu durumda

0<d = d(Tx*,x*) > d(sz*,Tx*) = }i_)n;d(szni,Txni) =limd, - 4.

Bu durum celiskilidir. Ciinkii dizi azalandi fakat d(7°x",Tx")>d" yani 4. 4

bulundu.

Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup .- - .- . Yani ,-, 7 nin bir sabit noktasidir. ,-

sabit noktasinin tekligi aciktir. Ciinkii | . G (R . ise

# y =y

d(x',y")=d(Tx".Ty")<d(x’,y") bulunur fakat bu durum gelikilidir.

Oyleyse kabuliimiiz yanlis olup 7 nin bir tek sabit noktasi ,-.
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4.4. Teorem

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

T :x - x donisimiiher ,  _ , i¢in

d(Tx,Ty)Sk(d(Tx,x)+d(Ty,y))

1
sartin1 saglayacak sekilde k € [O,E) sabitine sahip olsun. Bu durumda 7, x iginde

bir tek sabit noktaya sahiptir ve keyfi . x i¢in iterasyon dizisi {T ”x} bu sabit

noktaya yakmsar [20].
fspat
secelim. x, =Tx,,x, =Tx, =T°x,,...,x,,, = Ix, =T""'x,,... olsun.

e X

Bu durumda,

d(xnﬂ,xn): d(Txn,TxH)S k(d(Txn,xn)+d(Txn71,xH)) = k(d(xnﬂ,xn)+d(xn,xnfl))

= (1=k)d (x,,x,) < kd (x,.x, )

k d(x,,%,,)=hd(x,,x,,) oyle ki 5, __k dir.usm igin;

:>d(xn+1,xn)£1_k -

0<d(x,,x,)<d(x,,x,)+d(x,_,x,_,)+..+d(x,.,.x,)

m+12"m

s(h"’l +h" +...+h’”)d(x1,x0)

m

<

l_hd(x],xo)-

p, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan |4 (x ,x, )| < h" g ld (x,.x0)|
n?o m 1 _ h bl
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ke {O,%) oldugundan 4 €[0,1) olup d(x,,x, ) = 6(n,m — ) oldugu goriilir.

Oyleyse {xn}n21 x icinde bir Cauchy dizisidir. x tam konik metrik uzay

oldugundan bir .- . y var dyleki x, > x(n— ).

Bu durumda d(Tx*,x*)Sd(Txn,Tx*)+d(Txn,x*)
Sk(d(Txn,xn)+d(Tx*,x*))+d(an,x*)

:>(l—k)d(Tx*,x*)Skd(Txn,xn)+d(xn+1,x*)

1

= d(Tx*,x*)S -

(kd (Tx,,x,)+d (X,M,x* )) .
P, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan,

b= 5 (e el o o))

Boylece Hd(Tx*,x*)

=0.Yani 7, _ ,-.

Dolayisiyla da .-, 7 nin x icindeki bir sabit noktasidir. Bu sabit noktanin tekligini

gosterelim:

Kabul edelim ki ', 7 nin bir diger sabit noktas1 olsun.
Bu durumda 6< d(x*,y*) = d(Tx*,Ty*) < k(d(Tx*,x*)er(Ty*,y*)) =60 . Boylece
d (x*, y*) =6 olmak zorundadir. Yani _. _

Dolayisiyla da 7 nin x i¢inde bir tek .- sabit noktas1 vardir.

Simdi 4.4. Teoremini normallik sartin1 ihmal ederek genellestirmesini inceleyelim:
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4.5. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve 7 . x - x doniisiimiiher . , . , igin

d(Tx,Ty)Sk(d(Tx,x)+d(Ty,y))

1
sartin1 saglayacak sekilde & e [O,Ej sabitine sahip olsun. Bu durumda 7, x iginde

bir tek sabit noktaya sahiptir ve her bir . x i¢in iterasyon dizisi {T”x} bu sabit

noktaya yakinsar [26].
fspat

: L _ _ _ 72 _ _ n+l
Her bir ve , > 1 i¢in, x, =Tx,,x, =Tx, =T"x,,....,x,,, =Tx, =T"" x, olsun.

e X n+l

Bu durumda,

d(x,,,x,)=d(Tx,,Tx, )< k(d(Tx X )+d(TxH,xn71))

n3>"n

= k(d (x,1+1,xn)+d(xn,xn_l)).

Bundan dolay1
d(xm,xn)Sﬁd(xn,xnfl):hd(xn,xnfl)Oye lh:ﬁ'

n>m igin,

d(xn,xm)éd(x xnfl)+d(xn71,xn72)+...+a’(x x)

n’ m+1°>"m

S(h”“ +h"? +...+h”’)d(xl,xo)
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h

Sl_hd(xl,xo)'

Simdi » « . olacak sekilde keyfi ¢ <  verilsin. Bu durumda her | ., i¢in

hm

d(x,x,)< ¢ olacak sekilde
1- 4 1> %0

yi secebiliriz.

N, e N

Béylece her n>m i¢in d(x,,x,)<c. Bunedenle de {x,}  dizisi (X,d) icinde bir

Cauchy dizisidir.

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay oldugu i¢in .- . » var 6yleki x, — x". Simdi bir

secelim ~ 6yle ki her ., d¢in g4 (y oy )< c(l-k) ye

N R —.

2k

N, e N

n+12

x" ) < C(l—_k) Olsun

d(x 3

Boylece her |

Ly, deing

n?

d(Tx*,x*)Sd(Txn,Tx*)+d(Tx x*)Sk(d(Txn,xn)+d(Tx*,x*))+d(an,x*).

O halde

1
1-k

d(Tx*,x*)S (kd (xn+],x,l)+d(xn+l,x*))<< %4—%: c-

Yani her , > i¢in 4 (Tx*,x*)<< £ . Bu nedenle de her ,, > igin i—d(Tx*,x*)eP-
m m

NN 0(m— ) Ve P kapali oldugundan —d(Tx*,x*) eP.

m
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Diger taraftan d (Tx*,x*) € P oldugunu da biliyoruz. p konik oldugundan, (P3) den

d (Tx*,x*) =6 vyani ;.- - . .Boylece ,-, r nin x iginde bir sabit noktasidir. Simdi

bu sabit noktanin tekligini gosterelim:

Kabul edelim ki , da 7 nin bir diger sabit noktasi olsun. O zaman
d(x*,y*):d(Tx*,Ty*)Sk(d(Tx*,x*)er(Ty*,y*)):@ yani .. _ .. Bdylece r nin

x i¢inde bir tek sabit noktas1 vardir.

4.6. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve » de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

r:x - x doniisimiiher ,  _ , icin

d(Tx,Ty)Sk(d(Tx,y)+d(Ty,x))

1
sartin1 saglayacak sekilde & e [O,EJ sabitine sahip olsun. Bu durumda 7, x iginde

bir tek sabit noktaya sahiptir ve keyfi < vy i¢in iterasyon dizisi {T”x} 1 bu sabit

noktaya yakinsar [20].
Ispat

1 — — _ 72 _ _ i+l
. secelim. x, =Txy,x, =Tx, =T"x,,....,x,,, =Tx, =T""X,,... olsun.

Bu durumda,

d(x x):d(Txn,Txn_l)Sk(d(Txn,xn_l)+d(Tx x))

n+1%>"*n n-1>"n

k (d (xn+1 X, ) +d (xn ,X, ))

< k(d(xm,xn)+d(xn,xn4)) .

IA
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Yanl d (xn+1"xn ) <

k - i
1-k d(xn’xnfl): hd(xn’xn—l) Oyle kl h :ﬁ'

Boylece > m i¢in,

d(x,,x,)<d(x,x,_)+d(x,.x,_,)+..+d(x,..x,)

no>m m+12"m

<(h e+ h" 7w k7 )d (3%, ) <

hrll
- d(xl,xo)-

h
P, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan,

hm
1-h

”d (xn . X, )” < K ”d (x1 , X, )”

ke {O,%) iken # €[0,1) oldugundan d (x,,x, ) — 6(n,m —> ).

Boylece {x,}, x iginde bir Cauchy dizisidir. x in tamhigindan bir »- ¢ x var dyle ki

x, > x"(n— o). Bu nedenle

d(Tx*,x*)S d(Txn,Tx*)+d(Txn,x*)

< k(d(Tx x*)+d(Tx*,xn))+d(xn+1,x*)

n?

Sk(d(x x*)+d(Tx*,x*)+d(x*,xn))er(xm,x*).

n+1°

Yani

d(Tx*,x*)S l—lk(k(d (xn,x*)+d(xn+],x*))+d(xn+],x*)).

P, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan,
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(e Kt Gl o o ) o))

Yani Hd(Tx*,x*)Hzosz*:x*. Dolayisiyla da .-, 7 nin x iginde bir sabit

noktasidr.

Bu sabit noktanin tekligini gosterelim:

-, 7 nin bir diger sabit noktasi olsun. O halde,

d(x',y")=d (T, 1" ) <k(d(Tx', y")+d (Ty",x"))
= k(d(x*,y*)+d(y*,x*))

:2kd(x*,y*)

<d(x*,y*).

Bu durum celiskilidir. Dolayisiyla da d (x*, y*) =0 = x"=y". Yani r, x iginde bir

tek .- sabit noktasina sahiptir.
Simdi 4.6. Teoremini normallik sartin1 ihmal ederek genellestirmesini inceleyelim:
4.7. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve r . x - x doniisiimiiher , , . , igin

d(Tx,Ty)Sk(d(Tx,y)+d(x,Ty))

1
olacak sekilde k € {O,Ej sabitine sahip olsun. Bu durumda 7, x i¢inde bir tek sabit

noktaya sahiptir.
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Ve her bir , < x icin iterasyon dizisi {T”x} bu sabit noktaya yakinsar [26].

jspat

C _ _ 72 _ _ g+l
_y Ve st i¢in x, =Tx,,x, =Tx, =1"x,,...,x,,, =Tx, =T""x,,... olsun.

Her bir
Bu durumda,

n+1°*"n n—=1°>""n

d(x x):d(Txn,TxH)Sk(d(Txn,xn71)+a’(Tx x))

< k(d(xm,xn)+d(xn,xn4)) :

Yani 4 (x,,0,%,) < %d (x,,%,,)=hd (x,,x,,) oyle ki p = %

Boylece n>m i¢in,

> m m+1°""m

d(x,,x,)<d(x,x,)+d(x,.x,_,)+..+d(x,..x,)

< (h”" +h"T 4+ A" )d (x,x,) < lh_’” d(x,x,) bulunur.

h

secelim Oyle ki her |

Simdi ¢ < . olacak sekilde bir ¢ ¢ £ verilsin. Bir ,

> N,

icin %d (x,.x,) < ¢ olsun. Bdylece her n>m icin d(x,,x,)<c.

Bu nedenle de {x,}, X iginde bir Cauchy dizisidir. Ve (.X,d) bir tam konik metrik

uzay oldugu igin .- . » vardyleki x, ->x".Bir , _ vardylekiher . , icin

Boylece her | icin,

=z N,
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d(Tx*,x*)S d(Txn,Tx*)+d(Txn,x*)

< k(d(Tx*,xn)+d(Txn,x*))+d(an,x*)

Sk(d(Tx*,x*)+d(xn,x*)+d(xn+1,x*))+d(xn+1,x*)

dolayisiyla da

1

d(Tx*,x*)S - (kd (xn,x*)+d(xn+l,x*))+ d(x,m,x*)ﬁ

Boylece her ,, > 1 igin d(Tx*,x*)<< £ . Yani her ,, > i¢in i—d(Tx*,x*)e pP.
m m

Bu durumda € _, 0(m—>w) Ve P kapali oldugundan —d(Tx*,x*)eP. Fakat
m

d(Tx",x")e P idi. O halde (P3) den d(Tx",x")=0 olup 7. - . elde edilir. Yani

«, 7 niny i¢inde bir sabit noktasidir.
Simdi bu sabit noktanin tekligini gosterelim:

,-» 7 nin bir diger sabit noktas1 olsun.

Bu durumda d(x*,y*):d(Tx*,Ty*)Sk(d(Tx*,y*)+d(Ty*,x*))
:2kd(x*,y*)

<d (x*, y*) bulunur.

Bu durum g¢eligkilidir. Dolayisiyla da d (x*, y*)=9 yani .. _ .. Yani r, x i¢inde

bir tek ,- sabit noktasina sahiptir.
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4.8. Teorem

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

r.x - x donigimiher, ,c xy i¢in
d(Tx,Ty)Skd(x,y)+ld(y,Tx)

olacak sekilde &,/ [0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda r doniisiimii x i¢inde

bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica ; + ; < 1 oldugunda ise r nin bu sabit noktas1 tektir

[20].
jspat

. .. 2 1
Her bir ve > i¢in x, =Txy,x, =Tx, =T"X,...,x,,, =Tx, =T""x,,... olsun.

e X n+l

Bu durumda,

d(x,,,x,)=d(Tx,

no

Tx, ) Sk(d(xn,xnfl)+d(Tx X )) =kd(x,,x

n=1°>"n n-1

)=...<k"d(x,x,)
Boylece n>m i¢in,

d(x,,x,)<d(x,x,_)+d(x,.x,_,)+..+d(x,..x,)

n>"m m+1°>"m

m

<(k" k" k) d (x,,x,) < k

1_kal(xl,xo)-

P, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan,

”d (xn , X, )

k”l
|S K H”d (xl,xo )”'
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k €[0,1) oldugundan d(x,,x, ) — @(n,m — ) oldugu goriiliir.

Oyleyse {x,}, x icinde bir Cauchy dizisidir. x tam konik metrik uzay oldugundan

bir .- . x var>x, —>x*(n—>oo). Bu durumda,

d(Tx*,x*)S d(xn,Tx*)+d(xn,x*)
zd(Txnfl,Tx*)+d(xn,x*)

<kd (x,.x")+1d(Tx, . x")+d(x,.x").
P, k normal sabiti ile bir normal konik oldugundan,
ot k(e ot oot ).
Boylece Hd (7w, )H —0= Tx"=x". Yani .-, r nin x icinde bir sabit noktasidir.

Simdi 4 + /<1 oldugunda bu sabit noktanin bir tek oldugunu gosterelim: ., 7 nin

bir diger sabit noktasi ve ; 1 ; < 1 olsun.

Bu durumda d(x*,y*):d(Tx*,Ty*)Skd(x*,y*)Jrld(y*,Tx*)
zkd(x*,y*)+ld(x*,y*)
:(k+l)d(x*,y*)< d(x*,y*)

olup bu durum g¢eligkilidir. O halde d (x*, y")z@ yani . _ .. Boylece s /<1

oldugunda 7 nin bir tek ,- sabit noktasi vardir.

Simdi 4.8. Teoremini normallik sartin1 ihmal ederek genellestirmesini inceleyelim:
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4.9. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve 7 . x - x doniisiimii her , , c x igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y)+ld(y,Tx)

olacak sekilde k,/€[0,1) sabitine sahip olsun. Bu durumda 7 déniisiimii x iginde

bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica  + ; <1 oldugunda r nin bu sabit noktas1 tektir

[26].
jspat

. .. 2 1
Her bir . ve , 1 i¢in x, =Tx,x, =T =T x,...,X,,, =Tx, =T""x,,... olsun.

Bu durumda,

d(x x):d(Txn,Txn_l)Sk(d(xn,xn_])+d(Tx x)):kd(xn,xn_l):...Sk"d(x],xo).

n+l>"n n=1>""n
Boylece »n > m i¢in,

d(x,,x,)<d(x,x,)+d(x,,x,_,)+..+d(x,.,x,)

n>m m+1°"m

<k kL k" )d (x.x,) < %d(xl,xo)-

Simdi ¢ « . olacak sekilde . g verilsin. , _ segelim dyle ki her m> N, igin

km

d(x,.x,)< ¢ olsun. Bu durumda her »>m i¢in d(x,,x,)<c. Boylece {x,},
1-k

(X,d) iginde bir Cauchy dizisidir. (.X,d) bir tam konik metrik uzay oldugu igin

< e x var Oyle ki x, —»x". Simdi , _, segelim Oyle ki her n> N, igin
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O halde her n> N, igin d(Tx',x")<d(x,.Tx")+d(x,.x")
=d(Tx, . Tx" ) +d(x,.x")
<d(x,,.x")+d(x,.x")+d(x,.x")
<Teiii=c

Boylece her ,, > igin g4 (Tx*,x*)<< £ Yaniher ,, > i¢in £ _ 4 (Tx*,x*)e P.
m m

Bu durumda € _, 6(m —> ) ve p kapall oldugu i¢in —d(Tx*,x*)eP. Fakat
m

d(Tx".x")eP idi. O halde (P3) den d(Tx',x")=6 yani .- - . elde edilir.

Boylece .-, r nin bir sabit noktasidir. Simdi « + ; < 1 oldugunda bu sabit noktanin

bir tek oldugunu gosterelim:

,» 7 nin bir diger sabit noktasi ve s + ; < 1 olsun. Bu durumda

d(x*,y*):d(Tx*,Ty*)Skd(x*,y*)Jrld(Tx*,y*)
zkd(x*,y*)+ld(x*,y*)

:(k+l)d(x*,y*)<d(x*,y*)

olup bu durum geliskilidir. O halde d(x",y")=6 yani ... Boylece 4.1 <1

x' =

oldugunda r nin bir tek ,- sabit noktas1 vardir.
Bu boliimii, daha iyi anlagilmasi i¢in, bir 6rnek ile sonlandiralim:

4.1. Ornek
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- = yani OKlid diizlemi, P={(x,y)eR’:x,y>0} da £ de bir normal konik

olsun.

X ={(x,0)eR*:0<x<1}U{(0,x)e R*:0<x <1} olsun.

d:x x x » £ donlisimiint;

((0).(32.0)) [ 3=l b1
((0.5).(0.9)) [ b=l 31
4((.0).(0.)) = ((0.9).(x. o>)=(5x+y,x+§yj

olarak tanimlayalim.

Bu durumda (.X,d ) bir tam konik metrik uzaydir.

Ve r.x > x  donisimi T((x,O))=(O,x) ve T((O,x)):(%x,O] olarak

tanimlandiginda;

V(xl,xz),(yl,yz)eX i¢in,

d(T((x.%,)). T ((33:))) <k ((5.%,) (31 2))

sartin1 saglayacak sekilde bir f = 3 e[o,1) sabitine sahiptir. Gosterelim:
4

1) x bir konik metrik uzaydir.

(d) .., . icin d(x*,y*)ZH ve d(x*,y*)=0c>x*:y*.

(dz) Vir,yle X i¢in d(x*,y*)zd(y*,x*).



(d3) Vx',y,z e X lglna

15 =(50)" =(:0) = d(x5") = She sl e

(a) < x ikeneger z" =(z,0) ise d(x*,z*):(§|x—z|,|x—z|j,

d(z*,y*) :(§|Z—y|,|z—y|j olup
d(x*,z*w(z*,y*):G(|x_z|+|Z_y|),|x_z|+|z-y|j
bulunur. Es. 4.1 ve Es. 4.2 den d(x",y")<d(x".z")+d(z",y").

(b) -+ < x ikeneger z" =(0,z) ise d(x*,z*):(§x+z,x+§z),

d(z",y")z(%y+z,y+§z} olup

d(x*,z*)+d(z*,y*):(gx+z+§y+z,x+§z+y+§z)

bulunur. Es. 4.1 ve Es. 4.3 den d(x*,y*) S(§(|x|+|y X

). +|y|j

Sd(x*,z*)er(z*,y*).

(2)  =(0).5" =(0) = d(x5")=[Jr=sl S
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(4.1)

(4.4)



(a) -+ < x ikeneger z" =(z,0) ise d(x*,Z*)=(gz+x,z+§xj,

d(z*,y*):(gz+y,z+§yj olup
d(x*’z*)-q-d(z*,y*):[§Z+x+%z+y,z+§x+z+§yj

bulunur. Es. 4.4 ve Es. 4.5 den d(x*,y ) [|x|+|y| (|x|+|y|)j

Sd(x*,z*)+d(z*,y*).

(b) -+ < x ikeneger z" =(0,z) ise d(x*,z*):( _

d(z*,y*) =(|z—y|,§|z—y|) olup

d(x*,z*)+d(z*,y*)=( - ,§(|x—z|+|z—y|))

bulunur. Es. 4.4 ve 4.6 dan

)=l - 2=+l
=d(x.2')vd(2y").

(3 x"=(x,0),)’ :(O,y)zd(x*,y*):d(y*,x*):(§x+y,x+§y]
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(4.7)



(a) se x iken eger z"=(z,0)

_ J,d(z*,y*):[§z+y,z+§yJolup

d(x*,z*)+d(z*,y*):(§|x—z|+§z+y, x—z|+z+%y}

bulunur.

Es. 4.7 ve Es. 4.8 den

(i) x>z ise |x—z|=x—z

olacaglndand(x*,y*) < d(x*,z*)+d(z*,y*) = (§x+y,x+§yj ve

(i) x < - ise |x—z|=z—x olacagindan

d(x*,y*)Sd(x*,z*)+d(z*y*)=(—gx+§z+y,—x+22+§yj.

(b) -+ < x ikeneger z" =(0,z) ise d(x*,Z*)=(§x+z,x+§zj,

d(Z*,y*) :UZ—}/ 2

2

z— y|j olup

x+zz+2|z—y|j
303

d(x*’z*)+d(z*,y*):(§x+2+|z_y

bulunur. Es. 4.7 ve Es. 4.9 dan

63

ise
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(@ ., ise|z—y|=z-y olacagindan
o )sd(x ez ) o Sz de-2y)
ve
(ii) . <, ise|z—y|=-z+y olacagindan

d(x*,y*)Sd(x*,z*)+d(z*,y*)=(§x+y,x+§yj.

Oyleyse gergekten (d,),(d,) ve (d,) sartlari saglanir ve bdylece (X,d) bir konik

metrik uzaydir.

2) (X ,d) konik metrik uzay1 tamdir. Ciinkli w tam ve , _ , - kapali oldugundan

2.3. Onermesinden (X, d) bir tam konik metrik uzaydur.

3) Verilen sekilde tanimli 7 . x —, x dOniisiimii igin her (x,,x,),(y,,»,)e X

verildiginde,
d(T((xl,xz)),T((ypyz))) = kd((xl,xz),(yl,yz))

sartin1 saglayacak sekilde bir 4 = 3 e[o,1) sabiti vardir. Ger¢ekten
4

(a) (x,O),(y,O)eX iken

o(7((50).7((00) =a((0.9.(0.)~{ 1.2

'3

x— y|j (4.10)



65

Ve

((5:0).0-0) | 2=

x— y|j (4.11)

2 x—y|j£§(i|x—y x—y|j.
3 43

b

olup Es. 4.10 ve Es. 4.11 den Ux—y

9 3

Yani gercekten j — 3 sabiti bu sart1 saglar.
4

(b) (0,x),(0,y)e X iken

LUl an
22 '

5

d(7((0.x)).7((0.))) = d[(%x,Oj,(%y,OD =G‘%x—%y

\%

2

L yU (4.13)

1 3 2
x—y|]£z(|x—y x—yU.

95 95

2

d((0.x),(0,7)) =(|x—y

2
olup Es. 4.12 ve Es. 4.13 den (§|x—y

Yani gercekten 4 — 3 sabiti bu sarti saglar.
4

(d (x,0),(0,y)e X iken

4(7((0)).7((0. y)))zd((O,x),(E y,oj}(g% . y+§xj (414)
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ve

4 2
d((x,O),(O,y))=(§x+y,x+§yj (4.15)
olup Es. 4.14 ve Es. 4.15 den (%y+x,%y+§x} S%(%x+y,x+§y].

Yani gercekten j — 3 sabiti bu sart1 saglar.
4

T, x Uzerinde 0klid metrigine gore biiziilebilir bir doniisiim degildir. Clinkii ,

d* (T ((2.0)).7((1:0))) =™ ((0.x).(0.)) =0 + (x~y
<kd™ ((x,0).(1.0))

=k (x— y)2 +07°
olup bu sartin saglanmasi i¢in 4 > | olmalidir.
Bu ise 7 nin 6klid metrigine gore biiziilebilir donilisiim olmadigini gosterir.

4.2. Konik Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde konik metrik uzaylarda biiziilebilirlik sartlarini saglayan doniisiimlerin

cakisik ve ortak sabit noktalarinin varligini inceleyecegiz [21].

4.10. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik
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olsun. Kabul edelim ki ¢ r.x -, x iki doniistim olup her , , . , i¢in , , , .,

V€, .24 42, <1 Oldugunda

d(fx,gy) < ad(x,y)—i—ﬂ[d (x,fx)+ d (y,gy)] + 7/[d(x,gy)+ d (y,fx)]

sartin1 saglasin. Bu durumda , ve ., x i¢inde bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ayrica , nin herhangi bir sabit noktas: , nin de sabit noktas: ve , nin herhangi bir

sabit noktas1 , nin de sabit noktasidir [21].
jspat

e X

Keyfi secelim ve {xn} dizisini de

seklinde tanimlayalim. Simdi

d (xzm > X 2n+2) =d (fx2n > 8X2,41 )

<ad (xZn s X041 ) + ﬂ[d (x2n s JX,, ) +d (‘x2n+1 58X 41 )]
+7[d (‘x2n > 8Xo,41 ) +d (x2n+1sfxzn )]

=(a+:3+7)d(xzn’x2n+1)+(ﬂ+7)d(xzn+1>xzn+2)

olup bu durumda

+p+
d(xz”“’xz"”)S §d(x2n’x2n+l) 20 :% <

Benzer sekilde

d(Xy.3- X1 ) S 6d (Xy,,5,X,,,, ) Oldugu da gosterilebilir. Gergekten;

d (x2n+3 > X042 ) =d (fx2n+2 > 8X9541 )



<ad (x2n+2 s Xoni1 ) +p [d (x2n+2 s i ) +d (x2n+1 > 88X 41 )]
ty [d (‘x2n+2’ 8% 041 ) +d (gx2n+1 s Poia )]

=ad (x2n+29 Xons1 ) + ﬁ[d (x2n+2 s X043 ) +d (x2n+1 s X2 )]
+y |:d ('x2n+2 s X242 ) +d (x2n+2 s X243 )]

= (0! +ﬂ)d('x2n+2’x2n+l)+(ﬂ+ 7)d(x2n+2’x2n+3)

= (1_(ﬂ+7))d(‘x2n+3’x2n+2) < (a +ﬂ)d(‘x2n+27'x2n+l)

a+pf
TP g
1-(B+7)

=d (‘x2n+3’x2n+2 ) < (x2n+2’ X2t )

a+pf

T 1-(B+7)

< ¢ oldugundan;

d (x2n+3’x2n+2) < 5d(x2n+2’x2n+l) .

Bu nedenle de her , < n i¢in;

d (xn+1 s Xni2 ) <dd (X K1 )

n?

<..<68"d (x5,x,)
Ve her m > n igin;

d(x,,x,)<d(x,,x,,)+d(x,,%,,)+..+d(x,.x,)

n2m m=1°"m

< [5” +0" + L+ 5'"’]Jd(xl,x0)§ %d (x,.xy)

olup , x normal sabiti ile bir normal konik oldugundan;

n

o
”d (x,,x, )” <

1_5[(||d (x],xo)”-

68
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Dolayisiyla da , » - » iken d(x,,x,)—> 6. Boylece {x,}, x icinde bir Cauchy
dizisidir. Ve x tam konik metrik uzay oldugundan bir ,. , igin x, — p(n—>x).
Simdi hipotezdeki sart1 kullanarak;
d(p.gp)<d(p,xy,.)+d(%y,.,8P)

=d(p,xy,.)+d(fx,,,8p)

<d(p.xy)+ad(x,,p)+ Bld(xy,%,,.,)+d(p.gp)]

+y [d(xzn,gp)+ d(psx2;1+1):|

< d(p’x2n+l)+ ad(XZn’p)+ﬂl:d(x2n5x2n+l)+d(p7gp):|
+y[d(x,,.p)+d(p.gp)+d (P, %, )]

:(l_ﬂ_y)d(pﬂgp)Sd(p7x2n+l)+ad(‘x2n’p)+ﬂd(‘x2n’x2n+l)+7/(d(x2n’p)+d(p’x2n+l))

=d(p,gp)< |:d(p’x2n+1)+ad(XZH’p)+ﬂd(x2n’x2n+l)+7(d(x2n’p)+d(p’x2n+l)):|

1
1-B-r
olarak bulunur.

Bu durumda , x normal sabiti ile bir normal konik oldugu i¢in;

1
1-B-y

i (0] < K {4 (5 ) e ) B (o, 7 7

Yukaridaki esitsizligin sag yant » —» «» i¢in 4 Yya yakinsar. Dolayisiyla da

Hd(p,gp)H:O.Yani b= gp -

Simdi d ( fp, p)=d(fp.gp)
<ad(p,p)+B[d(p.fp)+d(p.gp)]+r[d(p.gp)+d(p. )]

=(B+7)d(p. fp)



70

<d(p,fp).

O halde d( fp,p)=6 olup ,, . , elde edilir.

Bu ortak sabit noktanin tekligini gostermek i¢in kabul edelim ki , ve , nin bir diger

ortak sabit noktast , olsun. Bu durumda

0<d(p,q)=d(fp.gq)

<ad(p.q)+pBd(p.fo)+d(q.8q)]+7[d(p.gq)+d(q. /)]

:>d(p,q)£(a+27/)d(p,q)

<d(p,q).
O halde d(p,q)=0 yani , -, bulunur.

Burada , nin , nin sabit noktas: olmasi halinde , nin de sabit noktasi oldugu

gosterildi. Benzer sekilde , , nin sabit noktas: iken , nin de sabit noktasi olacaktir.
4.5. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

f:x - x birdonisimolupher ,  _ , i¢in, 5 , .0 Ve, 25,2, <1

oldugunda
d(f7xf1y)<ad (x,y)+Bld(x, /7x)+d (v, f7y) [+ 7] d(x. f1y)+d (2, /7x)]

sartin1 saglasin. ( Burada , ve , sabit pozitif tamsayilardir.) Bu durumda , x

iginde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].
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jspat

Hipotezde verilen esitsizlikte , . ,. ve , . ,. yazildiginda , ve , doniisiimleri
4.10. Teoreminin sartlarini saglayacaktir. Dolayisiyla da , ve , doniigiimlerinin bir

tek ortak sabit noktalar1 vardir. Agiktir ki , dontisiimiiniin her sabit noktas1 ,, ve

fr A

doniistimlerinin de bir sabit noktasidir. ,, ve ,, doniisiimlerinin her ortak sabit noktasi

da , doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Bdylece , x i¢inde bir tek sabit noktaya

sahiptir.
4.6. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

f:x - x birdoniisimolupher ,  _ , i¢in, 4 ,.0 V€, .02p .2, <1

oldugunda

d(fe,fy)<ad(x,y)+B[d(x, fr)+d (v, )] +r[d(x. fp)+d (v, fx)]
sartin1 saglasin. Bu durumda |, x iginde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].

Ispat

4.5. Sonucunda , _ , ., almirsa , doniisiimiiniin x i¢inde bir tek sabit noktaya

sahip oldugu goriiliir.
4.7. Sonug

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal
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konik olsun. .y -, x birdoniisiimolup her . ,_ , igin W 2o (ie{l,2,3,4,5}) ve

5
Zal. <1 olan yerde

i=1

d(fe, fy)<ad(x,y)+ad(x, fx)+a,d(y, fy)+a,d(x, fy)+asd (v, fx)
sartin1 saglasin. Bu durumda , x i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].

Ispat

Hipotezde verilen esitsizlikte x ve , nin yerlerini degistirerek esitsizligi tekrar

yazalim.

d(fy, fx)<ad(y,x)+a,d(y, fy)+ad(x, fx)+a,d(y, fx)+asd(x, fy)
Simdi de hipotezdeki esitsizlik ile son esitsizligi toplayalim:

2d (fx, fr)<2ad(x,y)+(a, +a,)d(x, fx)+(a, +a,)d(y, /)

+(a4 +a5)d(y,fx)+(a4 +a5)d(x,j§/)

=d(f.f) s%d(x, y)+("2—;“3j[d(x,ﬁc)+d(y,ﬁ)]+(““7+”5J[d(x,ﬁ)+d(yaﬁc)]

2

olup

a,+a; e y:a4+a5
2 2

almirsa 4.6. Sonucunun tiim sartlari

« -a,. PB=

saglanir. Dolayisiyla da , nin x i¢inde bir tek sabit noktas: vardur.

4.8. Sonug
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(X,d) bir tam konik metrik uzay ve » de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

Kabul edelimki . x -, x birdoniisimolup her . , . , i¢in ¢ < ¢ <1 oldugunda
d(ﬁc,ﬁ/)ﬁad(x,y)

sartin1 saglasin. Bu durumda | x i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].

jspat

4.6. Sonucunda , _, ve , _ , alinmasi durumunda ispat elde edilir.

4.9. Sonug

(X.,d ) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.
Kabul edelim ki ,.x - x bir doniisim olup her . , . , i¢in f E|:0,5)

oldugundan
d(fe.fy)< pld (x f2)+d (v, /)]
sartin1 saglasin. Bu durumda |, x i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].

Ispat
4.6. Sonucunda , - o ve , _ , alinmasi durumunda ispat elde edilir.

4.10. Sonug
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(X,d) bir tam konik metrik uzay ve » de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.
Kabul edelim ki ,.x -, x bir donisiim olup her .  _ , i¢in ye€ {O,EJ

oldugunda

d(fr ) < [d () +d (v f7)]

sartin1 saglasin. Bu durumda | x i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].
fspat

4.6. Sonucunda » - o ve 4 _, alinmasi durumunda ispat elde edilir.

4.11. Sonug

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay ve p de x normal sabiti ile bir normal konik olsun.

Kabul edelim ki .y ., x bir doniigim olup her , ,_ , i¢in , , ., ve

« + 24 <1 oldugunda
d(f, fy)<ad(x,y)+B[d(x f)+d (v, /)]
sartin1 saglasin. Bu durumda | x i¢inde bir tek sabit noktaya sahiptir [21].

fspat
4.6. Sonucunda , _ , almmas1 durumunda ispat elde edilir.

4.11. Teorem
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(X,p) bir tam metrik uzay olsun. , , , , siirekli bir doniisim ve

¢:x » y donisimii , ile degismeli olan keyfi bir doniisiim olsun. Ayrica , ve g

g(X)c f(X) olmasin saglasin ve bir 1€ (0,1) sabiti var 6yle ki her , , _ , igin

p(gx.gv)<Ap(fr. f3)
olsun. Bu durumda , ve , bir tek ortak sabit noktaya sahiptir [21].

4.12. Teorem

(X,p) bir tam metrik uzay olsun. , . , , , siirekli bir déniisim ve , ., ,
doniigiimii de , ile degismeli olan keyfi bir doniisiim olsun. Ayrica , ve ; i¢in

g(X)c f(X) vebir 1€(0,1) sabiti var Syle ki her . igin

X,y e
M, (x,y)=maks{p(fx, ), p(fx.gx), p(fx.gv).p(f3.&v).p(f7.gx)} oldugunda
p(gx.gy)<AM (x,y)

olsun. Bu durumda , ve , bir tek ortak sabit noktaya sahiptir [21].

4.1. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve , .y - x donisiimler olsun. Bazi 1€(0,1)

sabitleri ve her  , ¢ x i¢in

u EC(f2x§J’)E{d(fxaf)’)ad(fxagx),d(fx,gy),d(ﬂ,g)/),d(f)/,gx)} var ve

d(gx,gy)ﬁ/lu



76
oluyorsa bu durumda , doniisiimiine ,-biiziilebilir doniigiim denir [21].

4.1. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve p de bir normal konik olsun. ¢ s.x  x, ¢ ile ,

degismeli, g(X)c f(X) ve o, f-biiziilebilir doniisiim olsun.

Ayrica |, ve . olmakiizere g(x,)=f(x) oldugunu kabul edelim. Yani
. icin g(x,)=f(x,, )=y, olsun. Simdi , c n igin;

O(x051) ={¥4> Y1s Vasers ¥, } V€ O(X030) ={¥y ¥, ¥,,...} kiimelerini olusturalim.

Bu durumda asagidaki esitsizlikleri saglayacak sekilde bir vardir:

e N

(M Eger, ; ,cwn. .., Ve, .., ., isebudurumda

Hd(yi’yj)

< 5(0(x0;n)).
(i) Eger , .y , ., isebudurumda

5(0(x0,n)) = maks{”d(yo,k) ,

d(v.,) :lékén,léi,jéno}

seklinde tanimlidir.

(iii) Eger »en ve , _, ise bu durumda

,/1K5(O(xo;n0)),

d(yO’ynO-H)

K
5(0(x0;n)) < malcs{l T

d(yo,y,)H:ISlﬁno}.
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(iv) 5(0(xp;:0)) < maks{

_K
1-K* 2%

d(yo’y"o+1) ,ﬁKé‘(O(xO;no)),Hd(yo,yl)“:lSlSno}_

(\) neN Ve, ., l¢in Hd(yn,yn_l)uSKﬂ""é’(O(xO;oo)).

(vi) {»,} bir Cauchy dizisive , . ., ., olmak iizere

+ 1
b= K 0o 2]
fspat

_ Y1 maks { APK, A" K 2} <1 olacak sekilde secelim.

() Kabul edelim ki , ; , .y ,., ve, ., ., olsun. O halde hipotezden ,

donuistimii f-biiziilebilir doniisiim oldugundan

s e{d (o fr)).d (i gx).d (S gx, )od ( fr. 8%, )d ( fr 83|
= {d(gxi—lang-l):d(gxi—lagxi):d(gxi—lang)ad(ng—png)’d(ng—vgxi)}

{d(yi09,0):d (32 )sd(309,),d(3,000,)d (v,090))

var dyle ki baz1 1 €(0,1) igin d(y[,yj):d(gx[,ng)s/lsl.

Simdi dyle bir s, € C(f;xl‘,xj) vardirki =, ve d(yl‘,yj ) < A%s,.Boylece

d (y,., yj)S/i””sn0 oyle ki s, eC( f ;xi,xj) oldugu goriiliir. » normal konik

oldugundan;

Hd(yi,yj )H <KA™

S0, H<5(O(x0,n)) (4.16)
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Yani gergekteneger ; ; , .. ,., V€, ., ., isebudurumda

J(5.3)

<8(0(xp:n)).

(if) Biz biliyoruz ki normalde
5(0(x0;n)):sup{Hd(x,y)H:x,yeO(xO,n)}. () den agiktir ki |~ . olacak

sekilde ;; lerin tamamu yerine , _, ., diginda kalan ;; leri inceleyip

supremumunu ( kiime sonlu eleman sayisina sahip oldugundan maksimumunu )

almak yeterli olacaktir. Oyleyse gercekten;

§(O(x0,n)):maks{”d(yo,yk)H,Hd(yl.,yj)

:lskSn,ISi,ano}.

(iii) (ii)den & (O(xo;n)) yi bildigimizden ilgilenmemiz gereken ii¢ durum oldugu

acgiktir:

Durum 1 : Eger 5(O(xo;n)):Hd(yo,yk)H, t o s1<y <, isebudurumda

5(0(x0;n))Smaks{”d(yo,y,)u:lsléno}.

Durum 2 : Eger 5(O(xo;n)):Hd(yo,yk)H,k © % s, <4 ., isebu durumda

d(y,,y,)<d ( Yos Vot ) +d ( Vst yk) olup p normal konik oldugundan;

Diger taraftan , _, | & <. oldugundan Es. 4.16 dan

ld (yoo v )| < K (Hd (00 )|+ (300
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Hd(ynoﬂﬂyk)

<SKA"S(0(xy3n)).

O halde 6(O(x0;n)) < KHd(yooynou)

+K(K,1no§(0(x0;n)))

= KHd(yO’ynOH)

+K*2"5(0(xy5m)).

Boylece (1—K2/1”° )5(0(x0;n)) < KHd(yO,yno+1)

olup,_ x:1 - o oldugundan

5 (0 (xg3n)) < ﬁ”d (30> 7,,.,)| bulunur.

Durum 3 : Eger 5(0(x0;n)):ud(y[,yj)“ olacak sekilde , ,_ ,, ., ., isebu

durumda d(y,.,yj)g/isl olacak sekilde s, €{d(a,b):a,beO(x,n,)} vardm. p

normal konik oldugundan;

|4 (5;)

5(0(xp:n)) < AK |ls,||< AKS(O(xy3n,)). Bdylece (iii) nin ispati elde edilir.

<AK ||s1|| olacak  sekilde K >0 vardir. Bu  durumda

(iv) (iii) nin ispatinda » — « aliursa (iv) nin dogrulugu da agiktur.
O, ., ., icin, d(v,,y,,)<2s,,., oyleki

Sy €44 (3,0:,)2d (Y0103, )5d (3,9, 0} -

(Clinkti

d(gx,.g, )< AMd(f,. fr, ). d(fr, 2%,)d(fr,n %, )od (025, ).d (£ (%125, )]

=2d(9,0.9,2)5d (3,0:9,)5d (9,0, 3,0)5d (9,29, )5d (9,0:9,))



80

Olup d(yn+l’yn); d(yn—l’yn—Z) ve d(yn—17yn) yerine yaZﬂmlsﬂ d(ynﬂﬂyn—l);

d(y,.,.»,) yerine yazilmus, d(y,,,,) ve o ise kendi yerlerine yazilmustir. )

Ayrica benzer sekilde, d( VsV ) S A8, Oyle ki

n,n+l

Syt €44 (V012590 )5d (V12030 )5d (9,153, ) -6}

Ve yine benzer sekilde d(y,,,,y,., ) < As oyle ki

n—1,n+l1

Sn—],n+1 € {d(yn+2’yn)’d(yn+2’yn+])’d(yn+2’yn—1)’d(yn’yn-H)’d(yn’yn—l)} bulunur'

Béylece d(y,,y,,)< A%, dyleki

n,n—1

S €4d(9,53,1 )28 (3,05 3,)5d (Ds 902 )54 (Vs Y )58 (P10, )18 (320 ¥00 )0} (417)

Bu sekilde devam edecek olursak, , adim sonra

d(y,,y,) <A™ S,(fﬁll oyle ki s,ﬂ’j;;)_l € OU{d ( N )} oldugu goriiliir.
J=0i=0
Béylece |d(5,.,.)| < KA"5(O(x;%)) bulunur.

(vi) Es.4.17 den dolay1 , _ igin

> n, + 1

m—n—1

d(yn’ym)Sd(yn’ynﬂ)+d(yn+19yn+2)+ +d ym l’ym Z /IIH—k nr:lt]jranrk bulunur'

Ve p normal konik oldugundan;
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ﬂ/n
1-4

<KA" <K

Hd (¥s2) 5(O(xy;%0)) oldugu goriiliir.

m—n—1 ( k)

k _(n+
z ﬂ’ Sn+k+1,n+k
k=0

Ve u.m - » i¢in d(y,,y,)—> 6 oldugu icin {y,} bir Cauchy dizisidir.

Simdi bu lemma yardimiyla asagidaki teoremi ispatlayalim:

4.13. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de bir normal konik olsun. , ., ,
doniisiimler ; , ile , degismeli ( yani her . < x i¢in (fog)(x):(gof)(x) ); ; Ve ¢

siirekli, g (X )< f(X) ve d(gx,gv)< Au Gyleki

u ec(f;x;y)E{d(fx,ﬁ/),d(fx,gx),d(fx,gy),d(ﬁ/,gy),d(fy,gx)} ve /16(0,1)

olsun. Ayrica { yn} dizisi 4.1. Lemmada tanmimlandigi gibi tanimlanmis

velimy, =yeX olan bir dizi olsun. Bu durumda , ve , x i¢inde bir tek » ortak sabit

Nn—x0

noktasma sahiptir. Ve ,doniigiimiiniin siirekli olmasi durumunda , _ ., _ . &

dontistimiiniin siirekli olmas1 durumunda ise , - , gerceklenir [21].
jspat

4.1. Lemmasmn (vi) sikkindan {y } bir Cauchy dizisidir. Ve x bir tam konik

metrik uzay oldugundan bir ,_ , var oyle ki limy, =y . Diger taraftan teoremin
n—>0

y e
hipotezleri 4.11. Teoreminin hipotezlerini sagladigindan , ve , x i¢inde bir tek

ortak sabit noktasina sahiplerdir.
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Simdi ,  doniisiimiiniin stirekli oldugunu kabul edelim. O halde , _ ., _,

oldugunu gostermeliyiz. Gergekten;
limy, = y=limgx, =y ve , ile ; degismeli oldugundan
d(fr.gv)=1limd (fgx,,gv)=lim(gfx,, gv) (4.18)

Ayrica her bir , < v i¢in;

s, e{d (1, 19).d (%, gfx, ).d (. gv).d ([, gfx, ).d (f.gv)}
{d(fzxn,fy)d(fzxn,gfxn),d(fzxn,gy),d(fy,gfxn),d(ﬁ/,gy)} olmak iizere

d(fgx)ﬂgy):d(mn’gy)s}tsn (419)
bulunur.
Buradan da aciktir ki {s,} dizisinin elemanlari

d(f°x,. /). d(f°x,.¢f, ). d(f°x,.2v). d(fr.gfs,) veya d(f.gy) den biri

bi¢imindedir.

Simdi bu {s,} dizisinin {s,,},i=1,2,3,4,5 olan alt dizilerini alirsak; bunlar da

i
>

d(f°x,. /). d(f°x,.¢f, ). d(f°x,.2v). d(fr.gfs,) veya d(frgy) nin yeniden

diizenlenmis bi¢imleridir.

Agiktirki , _, , , i¢in lims,, =6.

n—»0

Gergekten; limd (/*x,, fv) =limd (ffx,, /) = limd ( fex, ., /) =d (/. fr) =0,



limd ( f*x,, gfv, ) =limd ( ff,. gfv,) = limd ( fex, . gfv, ) = limd ( fgx, . fax,)
=d(fo, )=,

limd (fy,gfx,)=limd (fy, fex,)=d (/. fy)=0

Diger taraftan , _ ;  i¢inise lims,, =d(f,gy). Gergekten;

limd (f°x,.gv)=limd (ffx,. gv) =limd (fex, .. gy) =d (f7.2v).

n—>0

limd (fv,gv)=d(f,gv)- Boylece Es. 4.18 ve Es. 4.19 dan;

0<d(fy,gyv)=limd (fgx,,gv)=1limd(gfx,,gv)<limAs, = Alims, =6 . Yani

n—>0

fy =gy

Bu durumda d (ggy,gy) < Av dyle ki

veld(fey. fv).d(fev.ggv).d(fev.gv).d (f.gv).d(fr.ggv)} ={d (ggy.gv).0}

oldugu goriiliir.

Boylece 0 <d(ggy.gv)<Av=0 (ve {d (g2v.2v). 9} oldugundan ) olup

d(ggy,gv)=0= ggv =gy (4.20)
Simdi

(421)

fgy = gfy = ggy = gy
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oldugundan Es. 4.20 ve 4.21 den agiktirki ., , ile ; nin bir ortak sabit noktasidir.
Simdi de , doniisiimiiniin siirekli doniisiim oldugunu ele alalim:

Bu durumda , nin , ve , donisiimlerinin ortak sabit noktasi oldugunu

ispatlayabiliriz.

Biliyoruz ki ve . ¢ stirekli bir déniigiim oldugu i¢in

Sx, >y gx, >

fx, > gy Ve,

ile , degismeli oldugundan da

fgx, » gy °

Simdi ,, _ ,, oldugunu ispatladigimiz duruma benzer yolla ispat edersek,

d ( v, y) = ll_t)gd ( g’x,, gxn) = 6 bulunur. Boylece 4, - , oldugu bulunur.

Ayrica g(X)c f(X) oldugundan, bir ,._ , Oyleki ,_ ., _ .. Simdi

se {d(fgxn,ﬁ/),d(fgxn,gzxn ),d(fgxn,gy'),d(fy',gzxn),d(ﬁ/’, gy’)} ve Ade (0,1)

olmak tizere d ( g'x gy')s/ls. Tekrar ,, _ oldugunu ispatladigimiz duruma

gy

benzer yolla ispat edersek;

d(gzxn,gy') — 6 (n—> ) bulunur. Ayrica d (gzxn,gy) =d (gzxn,y) — 6 bulunur.

Oyleyse konik metrik uzaylarda, » normal konik iken dizinin yakinsadig: nokta tek

oldugundan oldugu goriiliir.

gy'= gy =y

Bu durumda ., _ ., _ .,

v~ ¢y - 4 - 5 V€ g nin ortak sabit noktas1 varken bir tek

olacagindan; ., - , - , oldugu agikca goriliir.

4.12. Teoreminde r-r, P=[0,0), d(x,y)=|x—y alirsak  4.11.

H x,y e R

Teoreminin bir genellestirmesini elde ederiz. Ve bu durumda , ve , doniisiimlerinin
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stirekli olmasini kabul etmek yerine, sadece r doniistimiiniin siirekli oldugunu kabul

etmek yeterlidir.
Boylece asagidaki sonug elde edilir:

4.12. Sonug

(X ,d ) bir tam konik metrik uzay ve p de bir normal konik olsun. , . , , 4

doniisiimii her 1€[0,1) veher , , . , igin

d(fx,ﬁ/)ﬁxld(x,y)

biiziilme sartim1 saglasin. Bu durumda , doniisiimii x i¢inde bir tek sabit noktaya

sahiptir ve her . < x i¢in { ”x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

4.14. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve p de bir normal konik olsun. , , ,
déniisiim, . siirekli, g: f(X)— X bir déniisim 6yle ki g(f(X))< f*(X) ve her
iki tarafin tammh oldugu yerlerde f(gx)=g(fx) olsun. Ayrica her x,ye f(X)

i¢in;
ueC(f;x;y)={d(fx,f).d(fe,gx).d(fx.gv).d(fp.gv).d(fr.gx)}

olmak iizere d(gx,gy)< Au olacak sekilde 1< (0,1) bulunsun. Bu durumda ; ve ,

déniistimleri x iginde bir tek « ortak sabit noktasina sahiptir [21].

Ispat
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Kabul edelim ki x, € /(X) olsun. 4.13. Teoreminin ispatindaki gibi /(X) iginde bir

{x,} dizisini ele alalm. Oyleki fx,,, = gx, = y, olsun.
Bu durumda
i~ fex. - efe. - gy - . oOlarak segelim.

4.1. Lemmadan, » <m olacak sekildeki her y I¢in;

m,n €

A

|S Kﬁé‘(O (xo;oo))-

”d (zn, z, )

4.13. Teoreminin ispatindaki gibi {z,}, x icinde bir Cauchy dizisi olup

limz =ze X.

n—>0

Simdi , ve , donigiimlerinin x i¢indeki bir tek » ortak sabit noktasinin

sie - ey - . esitligini saglayacak sekilde oldugunu gosterelim:

Hipotezden A& (0,1) igin, d(f°z,.gf, ) =d (gf, . gf,) < As, yle ki

Sl € {d(fﬁn—lﬁ.fﬁn )’d(ﬁn—lﬂgén—l)’d(ﬁn—lﬂgﬁn )’d(fﬁn>gf2iz)’d(jﬁ;zﬂg}(zn—l)}
={d(fez, 1. f22,, ) d( /22, 2 J32,1)-d (22, 2,852, d (&2, 182, ) d (S22, 1 f22, 1 )}
={d(gf, 1.8, ).d (122, ,.852,).d (gFz, 1. 8F2, ).0)

yazilabilir.

Bu durumda 4.1. Lemmasinin ispatindaki gibi her bir , < v ;

d(fz,.8f,)=d(gf, . 8fz,) < A" s, , dyleki
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s, 2e{ (gf.2f,): 0<1<n—1,1£j£n}.
Boylece

d (fzzn,gfzn) — 6 (n—x) ve dolayisiyla da,

limd(f*z,.¢f,)=0 = lim [z, = gfz,

n—>0

= f? (lim znj =gf(z,) (,. siirekli oldugundan )

n—x0

:>f22=gf(limznj=gfz

( gf(X)c f*(X) olup . siirekli iken ,, de siirekli doniisiimdiir.)

= flz = gf:z"*

Ayrica yine hipotezden A €(0,1) igin, d ( g(gf), gfz) < 1s, oyle ki

{d(fafz, f2),d (faf. ggfz).d ( f2fz. gf2) . d (2. 2F2) . d ([, g2f2))
(&°2./%2).d(8f *z.8f2).d (8f *z.gf2).d (f*z.g2).d /2. gt
={d(ggfz. gfz).d (ggfz. gofz).d (gefz. gfz ). d (gfz. gfz) . d (gfz. g2 )}
{d(ggfz.gf2).0} .

m

S

O halde 6 <d(ggfz,gfz)<As,=6.

Yani g(gfz)=gfz dolayisiylada ,,. , doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Ayrica
f(gfz)= g( f 2z) =g(gfz)=gfz yani ,,. , doniisiimiiniin de bir sabit noktasidur.

Boylece ;.. _,,. _, noktast , ve , dOniisiimlerinin ortak bir sabit noktasidur.
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4.11. Teoremi ve 4.12. Teoreminden , ve ., doniisiimlerinin ortak sabit noktas:

varken bir tektir. Her metrik uzay bir konik metrik uzay oldugundan asagidaki sonug

aciktir.

4.13. Sonug

(X, p) bir tam metrik uzay olsun. , ., , , donisiim, . siirekli, g: /(X)—> X
bir doniisiim Oyle ki g( f(x )) < f?(X)ve her iki tarafin tamml oldugu yerlerde

f(gx)=g(fx) olsun. Ayrica her x,y e f(X) igin;

1, (x.y) =maks{p( fx. /). p(fr.gx). p(fr.gv). P (/> &), P (S g¥)}

olmak tizere
p(ex,gv) <, (x,y)

olacak sekilde 2 €(0,1) bulunsun. Bu durumda , ve , déniisiimleri x iginde bir

tek  ortak sabit noktasina sahiptir.

Asagida verecegimiz Ornek 4.12. Teoreminin, 4.11. Teoreminin bir genellestirmesi

oldugunu gostermektedir.

4.2. Ornek

X =(-o0,00) bilinen metrik ( yani d(x,y)=|x-y| ) ile tammlansm. , , ., ,

oyle ki



89

Y e(-1,0]
l,xe(—oo,—l] 2
f(x)=3xxe(-L1) ¢ ve g(x)= 1_Tx,xe(—l,l) olsun.
—L,xe[1,0) 0,x & (—o0,~1) U[1,0)

Burada , siireksiz bir doniisiimdiir fakat 4.11. Teoreminin diger tiim hipotezleri

saglanmaktadir. Bu durumda bu teoremi uygulayamayiz ancak ,. siirekli oldugu i¢in

4.14. Teoreminden , ve , doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasinin 1 oldugu

gortiliir. Ayrica daha onceki ¢aligmalarimizda , ve , doniisiimlerinin bir tek ortak
sabit noktaya sahip olmasi i¢in, ,. doniisiimiiniin siirekli olmasi gerekmedigi,
siirekli ise yine , ve , doniisiimiiniin bir tek ortak sabit noktaya sahip oldugu

gosterilmistir.
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5. KONIK METRIiK UZAYLARDA EN iYi YAKLASIMLAR VE KUME
DEGERLI BUZULME DONUSUMLERI iCiN SABIT NOKTALAR

5.1. Konik Metrik Uzaylarda En Iyi Yaklagimlar
5.1. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve 5  x olsun. s igindeki her dizinin, 5 de yakinsak

bir alt dizisi varsa, 5 ye x in dizisel kompakt bir alt kiimesi denir [25].

5.2. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay, ¢, x in bos olmayan bir alt kiimesi ve . < x olsun. Bir
vcx igin bir g eG var Gyle ki her ;. igin d(x,g,)<d(x,g) oluyorsa g

elemanina x in en iyi yaklagim: denir. Ve x in ¢ i¢indeki en 1yi yaklasimlar: kiimesi

P,(x) ile gosterilir [25].

5.3. Tanim

(X.d ) bir konik metrik uzay ve ¢ de x in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Her, < x i¢in P, (x), ¢ kiimesinin tek elemanl bir alt kiimesi ise ¢ kiimesine xin
bir Chebyshev alt kiimesi denir. Ayrica her c x i¢in P,(x), x in dizisel kompakt

bir alt kiimesi ise bu durumda da ¢ kiimesine x in quasi ( hemen hemen ) Chebyshev

alt kiimesi denir [25].

5.4. Tanim

x bir reel vektor uzayi, (X,d) bir konik metrik uzay ve ¢ de x in bos olmayan

bir alt kiimesi olsun. Eger hi¢ bir < x i¢in P, (x), sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz
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eleman icermiyorsa bu durumda ¢ kiimesine x in pseudo ( yart ) Chebyshev alt

kiimesi denir [25].
5.1. Ornek

E=1, P:{{xn}neN €E:x, ZO,VneN}, (x

) bir normlu uzay, ¢ xin bir

quasi ( hemen hemen ) Chebyshev alt kiimesi olsun ve 4.x « x - £

déniisimd (x, y) = {” y||} seklinde tamimlansimn. Bu durumda ¢, (X ,d) nin

de bir quasi (hemen hemen ) Chebyshev alt kiimesidir. Gergekten;

rcx in (X,d) igindeki en iyi yaklasimlari kiimesi P, (x), olsun. O halde . < x ve

her ;c¢ ve her ,cn icin d(x’go):”x—g()” ”x g|| =d(x,g) olup, rc x iIn

2" 2/1
(X ) icindeki en 1yi yaklasimlari kiimesi de P6(x) olarak bulunur. Diger taraftan
G, (X , ||) un quasi (hemen hemen ) Chebyshev alt kiimesi oldugu i¢in her . < y i¢in
P,(x), (X.]|) un dizisel kompakt bir alt kiimesidir. O halde her {g,} < P;(x)

I
dizisinin en az bir { gn,}c{gn} alt dizisi var dyle ki g, —»g, olacak sekilde

g, € B;(x) bulunur. §imdi ¢ kiimesinin (.X,d) nin de bir quasi (hemen hemen )

Chebyshev alt kiimesi oldugunu goérelim:

o I 5 . , :
Keyfi . » o verilsin. g — g, oldugundan en az bir n, € N var 6yle ki her n, > n, ve

her ,cn i¢in H g, ~ gOH <¢&.2". Bu durumda

|z -z
Y

d ( 8, go) = < 823 = g gergeklenir. O halde ¢, (.X,d) nin de bir quasi

(hemen hemen ) Chebyshev alt kiimesidir.

5.1. Lemma
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(X,d) bir konik metrik uzay, ¢ x in bos olmayan bir alt kiimesi, g, G ve . x

olsun. Bu durumda g, € P, (x) gerek ve yeter sart bir ;. y , g doniislimii var
oyle ki f(g,)=d(x,g,) ve her ,c¢ igin Sa (g)=r(g)-f(g)eP ve

f.(g)=d(x.g)-f(g)eP [25].
jspat

(=) goeP;(x) ve s.x » £, f(t)=d(x,t) olsun. Bu durumda , doniisiimiiniin
tanimindan  f(g,)=d(x,g,). Ayrica her ,.g igin f(g)=d(x,g) ve
f(g,)=d(x.g,) iken g ,eP,(x) oldugundan d(x,g,)<d(x,g) yani

f(g)—f(go)eP. Boylece fgo (G)cp,

Benzer sekilde , doniigiimiiniin tanimindan her , . igin d(x,g)=f(g) olup

d(x,g)—f(g)=6 ve o r .Boylece f,(G)={0}cP.

(<) Kabul edelimki ;. x - £, f(g,)=d(x.g,) seklinde tamml1 bir doniisiim ve
her cc¢ icin f, (¢)eP ve f,(g)eP olsun. Boylece her . igin

d(x,g0)=f(g0)Sf(g)ﬁd(x,g), yani g, ePG(x).
5.1. Teorem

(X,d) bir konik metrik uzay, ¢ x in bos olmayan bir alt kiimesi ve . < x olsun. Bu
durumda M < P, (x) gerekli ve yeterli sart bir .y _, ¢ doniisiimii var dyle ki her

men i¢in f(m)=d(x,m), f,(G)=P ve f,(G)c P olmasidir [25].

fspat
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(=) Kabul edelim ki M < P, (x) olsun. Ve keyfi m, e M alalim. Bu durumda 5.1.
Lemmasindan bir ;. x , ¢ donisimii var 6yle ki f(m,)=d(x,m), f, (G)cP
ve f,(G)cP.Simdi , c v olsun. Bu durumda f, (m)eP ve f,(m)eP. Yani
f(m)<f(m) ve  f(m)<d(x,m). meMcP,(x) oldugu igin

d(x,m)<d(x,m)=f(m)< f(m)<d(x,m).Dolaysiylada f(m)=d(x,m).

meM ve newm iken d(x,m)<d(x,m) ve d(x,m)<d(x,m;) olup
d(x,m)—d(x,m)=6 yani d(x,m)=d(x,m). Boylece her 4. igin
1.(8)=1(g)-f(m)=1(g)-d(x.m)=f(g)-d(x.m)=1, (g)eP.

Yani her , < v i¢in f(m)=d(x,m), f,(G)cP ve f,(G)c=P.

(<) r:x > e, f(m)=d(x,m) seklinde tanimli bir doniisiim, her , < » igin
£.,(G)c P ve f,(G)< P olsun. Bu durumda 5.1. Lemmasinin (<:) yoniinden her

m < igin me P, (x).Boylece M < P, (x).

5.1. Sonug

(X ,d ) bir konik metrik uzay ve ¢ < x olsun. Bu durumda g x in bir Chebyshev
alt kiimesidir gerekli ve yeterli sart g ,g, € G farkli elemanlar olmak tizere ;-
icin s.x » £, f(g)=d(xg), f, (G)c P ve f,(G)c P olacak sekilde hig bir

xe X yOktur [25]

5.2. Teorem

(X ,d ) bir konik metrik uzay ve ¢ - x olsun. Budurumda g x in bir quasi
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( hemen hemen ) Chebyshev alt kiimesidir gerekli ve yeterli sart { gn}, ¢ icinde
yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi ve ;.x , g her ,on i¢in f(g,)=d(x.g,),

f,. (G)c P ve f,(G)c P olacak sekilde hig bir . < x yoktur [25].

jspat

(=:) Kabul edelim ki {g,}, ¢ icinde yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi ve

fix » g her yen igin f(g,)=d(xg,), f, (G)cP ve f,(G)cP olacak

sekilde bir , < x bulunsun.

Bu durumda 5.1. Teoreminden her ,.n i¢in g, e P;(x). Yani F;(x) dizisel

kompakt degildir. Bu durum ¢ nin x in quasi ( hemen hemen ) Chebyshev alt

kiimesi olmasi ile ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup { gn} ,¢ icinde yakinsak alt
dizisi olmayan bir dizi ve ,.x -, g her ,cn i¢in f(g,)=d(x.g,). fe (G)cP

ve f, (G) c P olacak sekilde hig bir . < x yoktur.

(«<:) Kabul edelim ki g, x in quasi ( hemen hemen ) Chebyshev olmayan bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda bir . x i¢in PG(x) icinde yakinsak alt dizisi olmayan bir
{g,} dizisi vardir. Bu durumda 5.1. Teoreminden bir /.y _, ¢ doniisiimii var Syle
ki her ,.n i¢in f(g,)=d(x.g,). f,(G)cP ve f,(G)cP. Bu durum
hipotezdeki { gn} nin ¢ iginde yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi ve .y _, g, her
nen icin f(g,)=d(x.g,), f, (G)cP ve f,(G)cP olacak sekilde hi¢ bir

+e x olmamasi ile gelisir.

O halde kabuliimiiz yanlis olup ¢ x in bir quasi ( hemen hemen ) Chebyshev alt

kiimesidir.

5.3. Teorem
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x bir reel vektor uzayi, (X,d) bir konik metrik uzay ve ¢ < x olsun. Bu durumda
6, xin pseudo ( yar1 ) Chebyshev alt kiimesidir gerekli ve yeterli sart {g }, ¢ i¢inde
sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz elemana sahip bir dizi ve . x -, g her,en i¢in
f(g,)=d(x.g,). [, (G)cP ve [, (G)cP olacak sekilde hi¢ bir .cx

yoktur|[25].

Ispat

(=:) Kabul edelim ki {g,} ¢ i¢inde sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz elemana

neN ?

sahip bir dizi ve ;.x -, g, her ,cn i¢in f(g,)=d(x.g,). fg”(G)cP ve
/,(G) < P olacak sekilde bir ,  x bulunsun.
Bu durumda 5.1. Teoreminden her , c v i¢in g, € P, (x). Yani bir ,c x i¢in P.(x)

sonsuz coklukta lineer bagimsiz elemana sahiptir. Bu durum ¢ kiimesinin x in
pseudo ( yar1 ) Chebyshev alt kiimesi olmasi ile ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanlis

olup { gn}, ¢ 1cinde sonsuz coklukta lineer bagimsiz elemana sahip bir dizi ve

s:x » £, her o icin f(g,)=d(x.g,), f, (G)cP ve f,(G)cP olacak

sekilde hi¢ bir , < x yoktur.

(«<:) Kabul edelim ki ¢, x in pseudo ( yar1 ) Chebyshev olmayan bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda bir < x i¢in P6(x) icinde sonsuz g¢oklukta lineer bagimsiz

elemana sahip bir u alt kiimesi vardir.

Bu durumda 5.1. Teoreminden bir .y -, ¢ doniisiimii var 6yle ki her , <« » ve
vex d¢in f(m)=d(x,m), f,(G)cP ve f,(G)c P.Boylece hipotezdeki {g,},¢
icinde sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz elemana sahip bir dizi ve .x -, g, her

wen igin f(g,)=d(x.g,), f, (G)cP
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O halde kabuliimiiz yanlis olup ¢ x in bir pseudo ( yar1 ) Chebyshev alt kiimesidir.

5.2. Konik Metrik Uzaylarda Kiime Degerli Doniisiimler ve Sabit Noktalar:

5.5. Tanim

(M,d) bir konik metrik uzay ve 4 < m olsun. 4 i¢indeki her {x,} dizisi, bir . c 4

noktasina yakinsiyorsa 4 kiimesine s i¢inde kapali bir kiime denir.

Bir » konik metrik uzay: i¢indeki bos olmayan alt kiimelerin ailesini N (M), bos
olmayan kapali alt kiimelerin ailesini C (M ) ve bos olmayan dizisel kompakt alt

kiimelerin ailesini de K (M) ile gostermekteyiz [25].
5.6. Tanim

m bir konik metrik uzay, < v ve T':M — N(M) kiime degerli bir doniisiim

olsun. Eger . 7 ise bu durumda x elemanina r kiime degerli doniisiimiiniin sabit

noktasi denir ve 7 nin sabit noktalarmin kiimesi Fix(T ):{xeM :xeTx} ile

gosterilir [25].
5.7. Tamim

m bir konik metrik uzay, .c» ve T:M — N(M)kime degerli bir doniisiim
olsun. Eger Tx ={x} ise bu durumda x elemanma 7 kiime degerli doniigiimiiniin son
noktast denir. Ve 7 nin son noktalarinin kiimesi End (T):{xeM :Tx={x}} ile

gosterilir [25].
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5.8. Tanim

um bir konik metrik uzay ve ;. - g bir doniisiim olsun. Eger {x,} <M olup bir

« < » noktasmna yakmsayan her {x, } dizisii¢in f(x)<liminf_, f(x,) oluyorsa

n—0

s doniisiimiine alt yar: siirekli doniigiim denir [25].

(M,d) bir konik metrik uzay ve 7:M — C(M )bir doniisiim olsun. Bu durumda

+ e m olmak lizere sonraki teorem ve sonuglarda kullanilacak olan
D(x,Tx) = {d(x,z) 1z € Tx}
ve

S(x,Tx)= {u e D(x,Tx): ||u|| = inf{”v” ve D(x, Tx)}} kiimelerini tanimlayalim[23].

5.4. Teorem

(M ,d ) bir tam konik metrik uzay, px normal sabiti ile bir normal konik ve
T-M—>C (M ) bir doniisiim olsun. Ayrica ;. - »r donlisgimii ve , < » olmak

iizere [(x)=inf

yelx

d(x, y)H seklinde tamimlanmus bir alt yar siirekli doniisiim
olmak iizere her . < » igin en az bir , ¢ 7, var Oyle ki en az bir ve D(y,Ty) ve
her ueD(x,Tx) i¢in bd(x,y)<u ve v<Ad(x,y) olacak sekilde Ae[0,1) ve

be(A,1] varsa Fix(T) = olmalidir [25].

Ispat
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Keyfi ve sabit bir x,eM noktasi ve keyfi u, e D(x,,Tx,) elemanmni alalim.
Hipotezden bir x, eTx, ile bd(x,,x)<u, sartim saglayan bir u, € D(x,,Tx,)

elemani var 6yle ki u, < Ad (x,,x,).

Ayrica x, e Tx, i¢in x, € Tx, ile bd(x,,x,)<u, sartim saglayan bir u, € D(x,,Tx,)

elemant var yle ki u, < Ad(x,,x,).

Benzer sekilde devam edilirse x, eTx, , igin x

n+l

eTx, ile bd(x,,x,,)<u, sartmi

saglayan bir u,,, € D(x,,,,Tx,,, ) elemam var yle ki u,,, <Ad(x,,x,,,).

n+l2

bd(x,,x,, )<u, ve u,, €D(x,,,,Tx,, ) oldugundan her , c n igin

n+12

2 n+l n+l
u g/l—d(xn_l,x )S...Slbn d(xo,xl)ﬁ(%j u, (5.1)

Es. 5.1 ve p nin x normal sabiti ile bir normal konik olmasindan her , < v i¢in

u

n+1

<2 Jul (52)

Es.5.2den n - « iken |u,| —0 olup {u,} dizisi o ya yakinsar. Ayrica

bd(x,,x,,)<u, ve u,, € D(x,,,,Tx,, ) denher , c n igin

n 7 n+l n+12

(b-2)d(x,,x,.,)=bd(x,,x,,,)—Ad(x,,x,,,)<u, —u,, (5.3)

n+l

Simdi » <m olacak sekilde ,, , < v yisecelim. Bu durumda Es. 5.3 den
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d(xm,xn)sgd(xj,xm)ﬁ 1 f(ui,um):L(un—um). p, k normal sabiti ile
T b-A7= ' b-4

bir normal konik oldugundan ||d (x,.%, )” < bK

—ll =l {u,} dizisi o ya

yakinsayan bir dizi oldugundan {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

(M,d) bir tam konik metrik uzay oldugundan bir x* ¢ » var dyle ki n - « igin

X —x .

n

Diger taraftan u, € D(x,,Tx,) oldugundan her , c n i¢in z, € Tx, olacak sekilde bir
{z,} dizisi var 6yle ki u,=d(x,,z,). {u,} dizisinin yaksakhigindan ve
doniigiimiiniin alt yar stirekli bir doniisiim olmasindan

inf
yelx"

=0.

d(x,y)| <limint]d (x,,y)| < liminf |d (x,.z,)

n—w0 n—>0

Boylece inf

yelx"

d(x*,y)H =0.

Simdi kabul edelim ki x* ¢ 7x* olsun. inf
yelx"

d(x",y)” =0 oldugundan bir {y,} < Ix’

dizisi vardir 0yle ki lim

n—>0

d(x*,yn)

= 0. Bu durumda keyfi ,, ., > o i¢in
d(y,.y,)<d (ym,x* ) +d (x*, yn) olup, p x normal sabiti ile bir normal konik

oldugundan Hd (Yo 2)

SKHd(ym,x*)

+KHd(x*,yn)

Boylece {y,} bir Cauchy dizisidir. (M,d) konik metrik uzaymim tamligindan bir

y"eM vardyleki limy, =y". r»* kapali oldugundan y* e Tx".
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Simdi keyfi , < w igin d(x",y")<d(x".y,)+d(,.»") olup p & normal sabiti ilc bir
normal konik oldugundan Hd (x*,y* )H <K Ha’ (x*,yn )H +K Hd (yn V' )H . Boylece

x" =y" olup bu durum ¢eligkilidir. O halde kabuliimiiz yanlis olup «* < 7.
5.5. Teorem

(M ,d ) bir tam konik metrik uzay, p x normal sabiti ile bir normal konik ve
T:M — K (M) bir doniisiim olsun. Ayrica ;. » - r doniisiimii ve . < » olmak

tizere [(x)=inf

yelx

d(x,y)” seklinde tamimlanmis bir alt yar siirekli doniisiim

olmak iizere agsagidakiler saglanir:

(i) Her (< » igin en az bir , c 7, var Gyle ki en az bir veS(y,Ty) ve her
ueS(x,Tx) i¢in bd(x,y)Su ve vSﬁ,d(x,y) olacak sekilde /16[0,1) ve be(/i,l]

varsa Fix(T) 0.

(if) Her » c » veher , ¢ 7, i¢inenazbir ve S(y,Ty) var ve her u € S(x,Tx)
igin bd(x,y)<u ve v<Ad(x,y) olacak sekilde Ae[0,1) ve be(4,1] varsa

Fix(T)=End (T)#Q gergeklenir [25].

fspat

(i) 5.4. Teoremi ve her .. u i¢in S§(x,7x)cD(x,Tx) oldugundan ispatin
tamamlanmas: i¢in sadece her <y igin S(x,7x)#<Q oldugunu gostermek

yeterlidir.



101

Keyfi ve sabit , < » elemanini segelim. ¢ =inf__, ||d (x,z)” olarak tanimlayalim ve

zelx

kabul edelim ki hi¢ bir .. r. i¢in |d(x,z)|=c olmasm. {z,}cTx,c, =|d(x.z,)
dizisi ¢ ye yakinsak olan bir dizi olsun. 7 dizisel kompakt oldugu icin

limz, =z,eTx olacak sekilde {z,} dizisinin bir {an } alt dizisi vardur.

k—o0

Ayrica her ;< n igin c< Ha’(x,zo )H < Hd(x,zo)—d(x, z, )H +Hd(x, z, )

‘ oldugundan
c<Hd(x,zo)HSc bulunur. Yani bir z,eTx igin “d(x,zo)u=c olup bu durum

kabuliimiizle ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup S (x,7x)# .

(ii) End(T)#& oldugunu gostermeliyiz. (i) nin ispatinda < r»* olacak sekilde
bir ,» bulundugunu gortermistik. Simdi keyfi y e Tx" alalim. Bu durumda hipotezden
her ue S(x*,Tx*) icin bd(x*,y) <u. Diger taraftan ' c 7. oldugu igin
0e S(x*,Tx*). Bu durumda bd(x*,y)SH olup x*=y bulunur. Yani 7x" = {x}

Boylece End (T)# O gergeklenir.

5.4. Teoremini tek degerli doniisiimlere uyarlarsak asagidaki teoremi elde ederiz:
5.6. Teorem

(M ,d ) bir tam konik metrik uzay, p x normal sabiti ile bir normal konik ve

r:m —» m bir donlisim olsun. Ayrica ;.y - r dOnlisimi ve . » olmak

lizere /(x)= Hd (x, y)H seklinde tanimlanmig bir alt yari stirekli dontigiim olsun. Eger
her ;< v igin d(Tx,sz) < Ad(x,Tx) olacak sekilde bir 1 &[0,1) varsa Fix(T)# 2

[25].

Asagidaki 6rnek 5.4. Teoreminin bir uygulamasidir.
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M :[0,1], e - r> maksimum norm ile tanimli bir reel Banach uzayi,
P:{(x,y)eE:x,yZO} bir normal konik ve 4.m xm - £, Be€(01) igin
d(xy)=(jx-y

konik metrik uzaydir.

,B|x-)|) seklinde tammh olsun. Bu durumda (M,d) bir tam

{%x},xe[o,l);
B,l},ﬁ .

1
Ex,xe[o,l);

T:M —C(M) doniisimiinii Tx = seklinde tanimlayalim. Diger

taraftan J (x)=inf

yelx

seklinde tanimladigimiz ; doniisiimi

d(x,y)”:
0,x=1.

bir alt yar1 siirekli donilistimdiir. Ayrica keyfi x e [O,l) V€ p = 1 icin

D(x,Tx) ={d (x2_lxj} z{(z_lx’ﬁ 2_lxj}

Ve

som-{u) &)}

Boylece 2=L ve , - olarak secersek:
2

1 1
B —J i¢in v<Ad(x,y) bulunur.

her bi D(x,Tx)i¢in bd (x,y)< = —,
er bir u € D(x,Tx)igin bd (x,y)<u ve v (4x ™
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« =1 olmasi halinde Es. 5.1 saglanir. Ayrica , - segersek her bir u € D(x,Tx)igin
bd(x,y)=0<u ve v=0e D(y,Ty) i¢in v<Ad(x,y) bulunur.

Boylece 5.4. Teoreminin tiim varsayimlar saglanir dolayisiyla da Fix(7)={0,1} #&.

5.6. Teoreminde konik metrik uzay yerine metrik uzay secilirse agagidaki teorem

elde edilir:
5.7. Teorem

(M,p) bir tam metrik uzay ve 7.y - » bir donisim olsun. ;.x - ®
doniisiimii her . < v igin I(x)= p(x,Tx) seklinde tanimli alt yar: siirekli doniisiim

olsun. Eger her . < » i¢in
p(Tx,sz)Slp(x,Tx) (5.4)
sartin1 saglayan bir A €[0,1) varsa Fix(T)#@ olur [25].

Son teoremdeki ; alt yari siirekli donilisiim olmasi varsayimi ihmal edilemez. Bunu

goérmek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim:
5.3. Ornek

M=[0,1] ve p(x,y)=|x—y| olmak iizere (M, p) metrik uzaymi ve

,x=0;
seklinde taniml1 7 . »» - » dOniisiimiinii segcelim. Ayrica

xz,xe[O,l).

Tx

1]
| = =
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l, x=0;
/M —» r donlstimini 7 ( x) _J2 seklinde tanimli alt yar1 siirekli

x—%xz,xe(o,l].

olmayan bir doniisiim olarak secelim.

Bu durumda 7 déniisiimii 4 — 3 icin Es. 5.4 ii saglar fakat F. ix(T)= olur.
4

5.4. Teoremindeki konik metrik uzay olma varsayimi tek degerli dontistimler i¢in de

gereklidir. Bunu goérmek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim:
5.4. Ornek

e - = OKlid diizlemini ve ¢ igindeki P={(x,y)€E:x,y>0} normal konigini
alalim. M={(0,0),(O,1),(1,0)} olmak iizere 4.wm xum - ¢ dOniisiimiinii her

x,yeMm I¢in

d((o,l),(o,O))Zd((oao)’(o’l)){léj
{d(x,y) =0 x= J/} icin d((l,O),(0,0)) - d((o’o)’(l’o)) B Glj
d((l,o),(o,l))zd((o,l),(lao)):(g’gj

seklinde tanimlayalim.

Bu durumda (M ,d ) bir konik metrik uzaydir. Ayrica 7: M — C (M ) doniistimiinii

7((0,0))={(0,1)} seklinde tanimlayalim.

r((0.)-{(0)
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Boylece Fix (T )= @ ve r donisimi , - 3 i¢in 5.6. Teoreminin tiim
4

varsayimlarini saglar. Diger taraftan 7 doniisiimii u tizerindeki , Oklid metrigine
gére 5.7. Teoreminin sartlarmi saglamamaktadir ¢iinkii x=(1,0) i¢in Tx=(0,0)

olup,

p(Tx,7%x) = p((0,0).(0.1)) = 1> Ap(x,Tx) = Ap((1,0),(0,0)) = 4.
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6. SONUC

IIk boliimde metrik uzaylar, sabit nokta teoremleri ve konik metrik uzaylarin

incelenme siireci ve gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde gelecek boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Uciincii boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kistmda konik tanimi, cesitleri ve
baz1 ozellikleri ifade edilmis, ikinci kisimda ise konik metrik uzay tanimi ve bu

uzayin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliim iki kisimdir. Birinci kisimda biiziilme sartin1 saglayan doniisiimler
icin bazi sabit nokta teoremleri 6nce p nin k¢ normal sabiti ile bir normal konik
olmas1 varsayimi altinda ve sonra da miimkiinse normallik varsayimini ihmal ederek
genellestirilmis hali incelenmistir. Ikinci kisimda ise konik metrik uzaylarda
bliziilebilirlik sartlarin1 saglayan doniistimlerin ¢akisim ve ortak sabit noktalarinin

varlig1 incelenmistir.

Benzer sekilde besinci boliim de iki kisimdir. Birinci kisimda konik metrik uzaylarda
en iyi yaklasim kavramma yer verilip 6zellikleri incelenmistir. Ikinci kisimda ise
konik metrik uzaylarda kiime degerli biiziilme doniisiimleri i¢in sabit nokta kavrami

ve Ozellikleri incelenmistir.
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