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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında konik metrik uzaylarda büzülme dönüşümü prensibi ve 

bazı sabit nokta teoremleri incelenmiştir. İlk olarak metrik uzaylardaki 

dönüşümler için sabit nokta teorisi ile ilgili ön bilgiler ve bazı temel tanım ve 

teoremler verildi. Bundan sonra konik tanımı, çeşitleri ve bazı özellikleri verildi. 

Burada normal sabiti 1K <  olan hiçbir normal koniğin olmadığı, her regüler 

koniğin bir normal konik olduğu ve her bir 1k >  sayısı için K k>  olacak şekilde 

bir K  normal sabitine sahip bir normal koniğin olduğu incelendi. Sonra konik 

metrik uzay tanımı ve bazı temel özellikleri verildi. Daha sonra konik metrik 

uzaylarda büzülme şartını sağlayan dönüşümler için bazı sabit nokta teoremleri 

önce P  nin K  normal sabiti ile bir normal konik olması varsayımı altında ve 

sonra da mümkünse normallik varsayımı ihmal edilerek genelleştirilmiş hali 

incelendi. Ayrıca konik metrik uzaylarda büzülebilirlik şartlarını sağlayan 

dönüşümlerin çakışım ve ortak sabit noktalarının varlığı ve bazı teoremleri 

incelendi. Sonra konik metrik uzaylarda en iyi yaklaşım kavramı, temel tanım 

ve teoremleri incelendi.  
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Son olarak da konik metrik uzaylarda küme değerli dönüşümler için sabit 

nokta tanımı verilerek bu dönüşümler için bazı sabit nokta teoremleri incelendi.  
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ABSTRACT 

 

In this thesis, principle of contractive mappings and fixed point theorems in 

cone metric spaces have been investigated. First of all, background information, 

some basic definitions and theorems of fixed point theory were given for 

mappings in metric spaces. Secondly, definition, types and some properties of 

cone were given. Here, there are no normal cones with normal constant 1,K <  

every regular cone is normal and for each 1,k >  there are cones with normal 

constant K k>  were investigated. Also definition and basic properties of cone 

metric spaces were given. Then some fixed point theorems have been 

investigated for the mappings which satisfy the contractive condition before 

under the assumption of normality in P  after that if it is possible by omitting 

the assumption of normality in P . Also presence of coincidence and common 

fixed points of mappings which satisfy the contractive condition in cone metric 

spaces were investigated. Then characterization of best approximations and 

properties were given in cone metric spaces.  
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Finally endpoints and fixed points of set-valued contractions were given and 

some fixed point theorems of these mappings were investigated.                                                     
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1. GİRİŞ 

 

Matematiğin evrensel gelişimi analizin çalışma yöntemlerinden etkilenmiştir. Diğer 

taraftan kümelerin cebirsel özellikleri analizin gelişimi için yetersiz kaldığından 

metrik uzaylara ihtiyaç duyulmuştur.  

 

Metrik uzay kavramını ilk olarak 1906 yılında Maurice Fréchet vermiştir [ ]15 . 

Böylece klasik analizden modern analize geçiş sağlanmıştır. Nitekim metrik ve 

metrik uzay kavramı reel ve kompleks teorilerde bilinen bir çok önemli özelliklerin 

herhangi bir uzaya nasıl aktarılacağını bize gösterir. Ayrıca topoloji teorisinde soyut 

olan bir takım kavramlar, metrik uzay teorisinde daha somut kavramlarla açıklanma 

imkanı bulur. Maurice Fréchet 1926 yılındaki bir çalışmasında da lineer metrik 

uzayları tanımlamıştır [ ]16 . Bunun ardından metrik uzaylarla ilgili detaylı çalışmalar 

yapılmış ve uygulama alanları incelenmiştir [ ]12,17,27,29,30 . 

 

Daha sonra 1910 yılında Brouwer normlu lineer uzaylarda sabit nokta çalışmalarını 

başlatmıştır. Öyle ki Brouwer, n\  nin kapalı birim yuvarından kendi üzerine 

tanımlanan sürekli dönüşümün sabit noktasının varlığını kanıtlamıştır [ ]11 . Ardından 

1930 da Schauder, Brouwer’in teoremini n\  yerine herhangi bir normlu lineer uzay 

alarak şu şekilde genişletmiştir [ ]28 :  

 

“ X  bir normlu lineer uzay, C X⊆  kapalı ve konveks bir alt küme ve :f C C→  

olsun. O zaman ,f C  de bir sabit noktaya sahiptir. ” 

 

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ise 1922 de Banach’ın büzülme dönüşümü 

prensibi ile başlamıştır [ ]8 .  

 

Sonrasında sabit nokta teori çalışmaları iki yönde gelişmiştir. Bunlardan birincisi tam 

metrik uzaylar üzerinde tanımlı büzülme ve büzülme tipi dönüşümler için sabit nokta 
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teorisi, diğeri ise normlu lineer uzayların kompakt konveks alt kümeleri üzerinde 

tanımlı sürekli dönüşümler için sabit nokta teorisidir. 

 

Sabit nokta teorisinin matematiğin, genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer olmayan 

fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operatör teori, diferensiyel denklemler, 

potansiyel teori, yaklaşım teorisi, kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi bir çok 

alanında çalışma ve uygulamaları vardır. Bunun dışında istatistik, mühendislik, 

matematiksel ekonomi, esneklik teorisi gibi alanlarda da çalışma ve uygulamalarını 

görebiliriz. 

 

Yukarıda bahsedilen sabit nokta ile ile ilgili çalışma ve uygulamaları şu kaynaklarda 

bulabiliriz: [ ]3, 4,5,9,10,14,18,19, 23, 24,31, ,35,36 .  

 

Tüm bu çalışmaların ardından son zamanlarda sabit nokta teorisinin uygulanabileceği 

daha kapsamlı bir uzayın olup olmadığı sorusu soruldu. 

 

Ardından 2007 de Huang ve Zhang sabit noktayı incelemek için metrik uzayların 

tamamen yeterli olmadığını ve metrik uzaylardan daha kapsamlı bir uzayın 

olabileceğini gördüler ve bu sorunun üstesinden gelmek için de konik metrik uzay 

kavramını verdiler [ ]20 .  Ayrıca çalışmalarında konik metrik uzaylarda yakınsaklık, 

tamlık tanımını verip büzülebilir dönüşümlerle ilgili bazı sabit nokta teoremlerini 

ispatlamışlardır.  

 

2E = \  ve ( ){ }, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥  ve X = \   

 

alarak :T X X→  bir dönüşüm tanımlamışlardır. Bu dönüşüm konik metrik uzayda 

büzülebilir olduğu halde öklid metrik uzayında büzülebilir değildir. 

 

Ayrıca 1K <  olacak şekilde K  normal sabitine sahip hiç bir P  normal koniğinin  
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olmadığını ve her bir 1k >  reel sayısı için K k>  olacak şekilde K  normal sabitine 

sahip normal koniklerin olduğunu göstermişlerdir [ ]26 .  

 

Ayrıca verilen bazı sonuçları P  koniğinin normallik şartını kaldırarak, normal 

olmayan konikler için genelleştirmişlerdir [ ]26 .  Ardından konik metrik uzaylarda 

bazı ortak sabit nokta teoremleri ispatlanmıştır [ ]1,7,13, 21,32,34,37 .  Abbas ve 

Rhoades,  Huang ve Zhang’ın çalışmalarında verilen bazı sabit nokta teoremlerini 

kendi çalışmalarındaki konik metrik uzaylarda ispatlamışlardır [ ]2, 20 .  Türkoğlu ve 

Abuloha konik metrik uzay topolojisiyle ilgili bazı topolojik özellikleri ve sabit nokta 

teoremlerini vermişlerdir [ ]33 .  Altun ve arkadaşları da sıralı konik metrik uzaylarda 

bazı sabit nokta teoremlerini vermişlerdir [ ]6 . Ilić ve Rakoćević konik metrik 

uzaylarda zayıf  büzülme tanımını vererek bazı sabit nokta teoremlerini 

ispatlamışlardır [ ]22 .  Konik metrik uzaylarda küme değerli büzülme dönüşümü 

tanımı ilk kez Wardowski tarafından verilmiştir [ ]38 .  Rezapour da  konik metrik 

uzaylardaki en iyi yaklaşımların ayırıcı niteliği hakkında bazı sonuçlar vermiştir 

[ ]25 . 

 

Bu Yüksek Lisans tez çalışmasında yukarıda adı geçen yazarlar tarafından verilen 

tanım, lemma, teorem ve sonuçlar ilişkilendirilerek aktarılmıştır. Ayrıca okuyucuya 

konu hakkında daha somut bilgi verebilmek için bu yazarların vermiş olduğu 

örnekler ayrıntılı incelenmiştir. Böylece konu hakkında yapılacak yeni çalışmalarda 

bu çalışmamızın destekleyici olmasını amaçlamaktayız. 
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2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde ileride kullanılacak bazı temel tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

 

2.1. Tanım 

 

X  boş olmayan bir küme ve :T X X→  bir dönüşüm olsun. Bu durumda 
0 0T x x=  

olacak şekilde bir 
0x X∈  varsa, 

0x  noktasına T  dönüşümünün X  de bir sabit noktası 

denir. 

 

Aşağıdaki örneklerden de görüleceği gibi :T X X→  ile tanımlanan bir T  

dönüşümünün bir tek veya birden fazla sabit noktası olabileceği gibi hiç bir sabit 

noktası olmayabilir. 

 

2.1. Örnek 

 

( )1 [ )0,X = ∞  ve :T X X→ , 
3
xTx =  olsun. Bu durumda 

0 0x =  bu dönüşümün bir tek 

sabit noktasıdır.  

 

( )2  [ )0,X = ∞  ve :T X X→ , 2T x x=  olsun. Bu durumda 
0 10 , 1x x= =  bu 

dönüşümün iki sabit noktasıdır. 

 

( )3 ( ),X = −∞ +∞  ve :T X X→ , 3T x x=  olsun. Bu durumda 
0 10 , 1x x= =  ve 

2 1x = −  

bu dönüşümün üç sabit noktasıdır. 

 

( )4  [ )0,X = ∞  ve :T X X→ , 2T x x b= + , 0b >  olsun. Bu durumda T  nin hiç bir 

sabit noktası yoktur. 

 

Ι , X  üzerindeki birim dönüşüm olmak üzere :T X X→  dönüşümünün sabit  

noktası aslında  
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( )( ) 0T x−Ι =   

 

denkleminin çözümleridir. O halde bu denklemin çözümünü bulmak için standart bir 

teknik, buna karşılık gelen dönüşümün sabit noktalarını bulmaktır. 

 

2.2. Tanım 

 

X  boş olmayan bir küme olsun. Eğer : X Xρ +× → \  dönüşümü her , ,x y z X∈  için  

 

( )1M  ( ), 0x y x yρ = ⇔ =  

( )2M  ( ) ( ), ,x y y xρ ρ=  

( )3M  ( ) ( ) ( ), , ,x y x z z yρ ρ ρ≤ +  

 

koşullarını sağlıyorsa ρ  ya X  üzerinde bir metrik ve ( ),X ρ  ikilisine de bir metrik 

uzay denir. Buradaki ( ) ( )1 3M M−  koşulları metrik aksiyomları olarak adlandırılır. 

 

2.3. Tanım 

 

X  boş olmayan bir küme olsun. Eğer : X Xρ +× → \  dönüşümü her , ,x y z X∈  için 

 

( )1Y  x X∀ ∈  için ( ), 0x xρ =  

( )2Y  ( ) ( ), ,x y y xρ ρ=  

( )3Y  ( ) ( ) ( ), , ,x y x z z yρ ρ ρ≤ +  

koşullarını sağlıyorsa  ρ  ya X  üzerinde bir pseudo (yarı) metrik ve ( ),X ρ  ikilisine 

de bir  pseudo (yarı) metrik uzay denir. 

 

2.4. Tanım 
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( ),X ρ  herhangi bir metrik uzay olmak üzere bir 
0x X∈  ve 0r >  reel sayısı 

verildiğinde 

 

( ) ( ){ }0 0, : ,B x r x X x x rρ= ∈ <  

 

kümesine 
0x  merkezli r yarıçaplı açık yuvar, 

 

[ ] ( ){ }0 0, : ,B x r x X x x rρ= ∈ ≤  
 

kümesine 
0x  merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar, 

 

[ ] ( ){ }0 0, : ,S x r x X x x rρ= ∈ =  
 

kümesine küre (yuvar yüzeyi) denir. 

 

2.5. Tanım 

 

( ),X ρ  bir metrik uzay ve U  da X  in boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer her 

x U∈  için ( ),B x r U⊂  olacak şekilde bir 0r >  sayısı varsa U  kümesine a ç ı k t ı rρ −  

denir. 

 

2.6. Tanım 

 

Bir ( ),X ρ  metrik uzayında bir A  alt kümesi için cA X A= −  kümesi a ç ı kρ −  ise,  

A  ya k a p a l ıρ −  küme denir. 

 

2.1. Önerme 

 

( ),X ρ  bir metrik uzay olsun. 
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( )a  ( ),X ρ  içindeki her açık yuvar a ç ı k t ı rρ − . 

( )b  ( ),X ρ  içindeki her kapalı yuvar k a p a l ı d ı rρ − . 

 

2.7. Tanım 

 

( ),X ρ  bir metrik uzay ve A  ve B  de X in boş olmayan iki alt kümesi ve x X∈  olmak 

üzere  

 

( ) ( ){ }, inf , : ,A B a b a A b Bρ ρ= ∈ ∈  
 

sayısına A  ve B  kümeleri arasındaki uzaklık, 

 

( ) ( ){ }, inf , :x A x a a Aρ ρ= ∈  
 

sayısına x  noktasının A  kümesine olan uzaklığı, 

 

( ) ( ){ }sup , : ,A a b a b Aρ ρ= ∈  
 

sayısına A  kümesinin çapı denir. Eğer ( )Aρ < ∞  ise A  kümesine sınırlı küme, eğer 

( )Aρ = ∞  ise A  kümesine sınırsız küme denir. 

 

2.8. Tanım 

 

Bir ( ),X ρ  metrik uzayında { }nx  bir dizi olsun. Her 0ε >  sayısına karşılık 

her ( )n n ε≥  için ( ),nx B x ε∈  olacak şekilde bir ( )n ε  doğal sayısı varsa { }nx  dizisi 

x  noktasına yakınsar denir. Kısaca 
nx x→  ile gösterilir. 
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2.2. Önerme 

 

( ),X ρ  bir metrik uzay ve A X⊂  olsun. A nın k a p a l ıρ −  olması için gerekli ve 

yeterli koşul her { }nx A⊂  için 
nx x→  olduğunda x A∈  olmasıdır. 

 

2.9. Tanım 

 

Bir ( ),X ρ  metrik uzayında herhangi bir dizi { }nx  olsun. Eğer her 0ε >  sayısına 

karşılık ( ),m n n ε≥  için ( ),n mx xρ ε<  olacak şekilde bir ( )n ε  doğal sayısı var 

ise{ }nx  dizisine bir Cauchy dizisi denir. 

 

Eğer ( ),X ρ  metrik uzayı içindeki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya 

yakınsıyor ise ( ),X ρ  ikilisine tam metrik uzay denir. 

 

2.3. Önerme 

 

( ),X ρ  bir tam metrik uzay ve A X⊂  olsun. A  kümesinin tam olması için gerekli  

ve yeterli koşul A  nın k a p a l ıρ −  olmasıdır. 

 

2.10. Tanım 

 

( ),X ρ  bir metrik uzay :f X X→  herhangi bir dönüşüm olsun. Her ,x y X∈  için 

( ) ( ), ,fx fy k x yρ ρ≤  

 

koşulunu sağlayan bir 0k >  reel sayısı varsa f  dönüşümüne Lipschitz koşulunu 

sağlıyor denir.  
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Burada 1k <  ise f  dönüşümüne büzülme dönüşümü, 1k =  ise genişlemeyen 

dönüşüm denir. Ayrıca x y≠  olan her ,x y X∈  için 

 

( ) ( ), ,fx fy x yρ ρ<  
 

ise bu durumda f  dönüşümüne büzülebilir dönüşüm ( zayıf büzülme dönüşümü ) 

denir. 

 

2.11. Tanım 

 

( ),X ρ  ve ( ),Y ρ′  metrik uzaylar, 
0x X∈  ve :f X Y→  bir dönüşüm olsun. Verilen 

her 0ε >  sayısına karşılık ( )0,x xρ δ<  olduğunda ( ) ( )( )0,f x f xρ ε′ <  olacak 

şekilde pozitif bir δ  sayısı varsa, f  dönüşümüne 
0x  noktasında süreklidir denir. Yani, 

 

0,f x X∈  da sürekli 

 

0ε⇔ ∀ >  için ( ) ( ) ( ) ( )( )0 00 , ,x x f x f xδ ε ρ δ ρ ε′∃ > ∋ < ⇒ < . 

 

Eğer :f X Y→  dönüşümü her x X∈  noktasında sürekli ise, f  dönüşümüne 

X uzayında süreklidir denir. 

 

2.4. Önerme ( Sabit Nokta Teoremi) 

 

f  dönüşümü [ ],a b  den [ ],a b  ye tanımlı sürekli bir dönüşüm ise, ( )f x x=  

denkleminin [ ],a b  aralığı içinde en az bir kökü vardır. 

 

2.12. Tanım 
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X  boş olmayan bir küme ve ΙΚ reel veya kompleks sayılar cismi olsun. Aşağıdaki 

koşullar sağlanıyorsa X  kümesine ΙΚ cismi üzerinde bir lineer uzay veya vektör uzayı 

denir.  

 

Her , ,x y z X∈  ve her ,α β ∈ Ι Κ  için 

 

( )1V  x y X+ ∈  ( Kapalılık özelliği ) 

( )2V  ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  ( Birleşme özelliği ) 

( )3V  x x xθ θ+ = + =  olacak şekilde Xθ ∈  vardır. ( Birim eleman özelliği ) 

( )4V  ( ) ( )x x x x θ+ − = − + =  olacak şekilde x X− ∈  vardır. ( Ters eleman özelliği ) 

( )5V  x y y x+ = +  (Değişme özelliği ) 

( )6V  x Xα ∈  

( )7V  ( )x y x yα α α+ = +  

( )8V  ( ) x x xα β α β+ = +  

( )9V  ( ) ( ) ( )x xαβ α β=  

( )10V  1 . x x=  ( Burada 1, ΙΚ nın birim elemanıdır ) 

 

2.13. Tanım 

 

X  bir lineer uzay olsun. : X +→ \  dönüşümünün x  deki değerini x ile  

gösterelim.  

 

Bu dönüşüm aşağıdaki şartlarını sağlarsa  a X  üzerinde bir norm denir. ( ),X   

ikilisine de normlu uzay adı verilir. 

 

( )1N  0x x θ= ⇔ =  

( )2N  Kα ∈  olmak üzere x xα α=  
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( )3N  x y x y+ ≤ +  ( Üçgen eşitsizliği ) 

 

( ),X  normlu uzay olsun. : X Xρ +× → \ , ( ),x y x yρ = −  şeklinde tanımlanan 

ρ  bir metriktir. Bu metriğe norm metriği denir. Dolayısıyla her normlu uzay bir 

metrik uzaydır. 

 

2.14. Tanım 

 

X  normlu lineer uzay olsun. Eğer X  norm metriğine göre tam ise X  uzayına Banach 

uzayı denir. 

 

2.2. Örnek 

 

{ }1
1

:n n
n

l x x
∞

=

⎧ ⎫= < ∞⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  lineer uzayı 11
: l +→ \ ,  her 1x l∈  için 1

1
n

n

x x
∞

=

=∑   

 

şeklinde tanımlı normuyla bir reel Banach uzayıdır.
  

2.3. Örnek 

 

{ } { }{ }: sn nl x x ınırlı∞ =  lineer uzayı : l +
∞∞
→\ ,  her x l∞∈  

için { }sup :nx x n +
∞
= ∈`  şeklinde tanımlı normuyla bir reel Banach uzayıdır. 

2.4. Örnek 

 

[ ]( ) [ ]{ }0,1 : : 0,1C f f= →\ \  lineer uzay [ ]( ): 0,1C +
∞

→\ \ , her [ ]( )0,1f C∈ \  
 

için ( ) [ ]{ }sup : 0,1f f x x
∞
= ∈  şeklinde tanımlı normuyla bir reel Banach uzayıdır. 

 

2.15. Tanım 
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( )na  dizisi verilsin. 1 2 ...n ns a a a= + + +  olmak üzere ( ) ( )( ),n na s  ikilisine bir seri 

denir. Burada ( )na  dizisinin ilk n teriminin toplamından oluşan ( )ns  dizisi serinin 

kısmi toplamlar dizisi, na  ifadesi de  serinin genel terimi adını alır. Bundan böyle 

( ) ( )( ),n na s  serisini 
1

k
k

a
∞

=
∑  ile göstereceğiz. 

 

2.5. Örnek 

 

1

1
5k

k

∞

=
∑  

 

ifadesi bir seri olup genel terimi 1
5n na = .

 
 

2.16. Tanım
  

Bir serinin kısmi toplamlar dizisi yakınsak ise o seriye yakınsak seri adı verilir. 

Kısmi toplamlar dizisinin limitine serinin toplamı denir. Yakınsak olmayan serilere 

de ıraksak seriler adı verilir. 

 

Yani 
1

k
k

a
∞

=
∑  serisi için 

1 2
1

...
n

n n k
k

s a a a a
=

= + + + = ∑  olmak üzere  
1

lim n kn k

s s a s
∞

→∞
=

= ⇔ =∑ . 

2.5. Önerme 

 

Yakınsak serilerin genel terimlerinin limiti 0 dır. Yani 
1

n
n

a
∞

=
∑  yakınsak ise lim 0nn

a
→∞

= . 

 

2.17. Tanım 

 

1

1
p

n n

∞

=
∑  biçimindeki serilere  p-serisi denir.  
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2.6. Önerme 

 

P-serileri 1p >  için yakınsak, 1p ≤  için ıraksaktır. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. KONİK METRİK UZAYLAR 
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3.1. Konikler ve Özellikleri 

 

Bu bölümde konik tanımına, çeşitlerine ve bazı özelliklerine yer vereceğiz [ ]20, 26 .  

 

3.1. Tanım 

 

E  bir reel Banach uzayı ve E  nin bir P  alt kümesi  

 

( )1P  P  kapalı , P ≠ ∅  ve { }P θ≠ , 

( )2P  ,a b ∈ \ , , 0a b ≥ , ,x y P∈  ise a x b y P+ ∈ , 

( )3P  x P∈  ve x P− ∈  ise x θ=  

 

koşullarını sağlıyorsa P  kümesine bir konik  (cone) denir [ ]20 .  

 

3.2. Tanım 

 

E  bir reel Banach uzayı ve P E⊆  bir konik olsun. Bu durumda her 

,x y E∈ için x y y x P≤ ⇔ − ∈  olarak tanımlı bağıntıya E  üzerinde kısmi sıralama 

denir. 

 

x y≤  fakat x y≠  olduğunu göstermek için ise x y<  yazılır. 

 

Ayrıca y x− ∈  i n t P  iken de x y�  yazılır. Burada i n t P , P  nin içini 

belirtmektedir[ ]20 .   

 

Şimdi i n t P  ile ilgili olarak sık kullanacağımız bir lemmayı verelim [ ]26 : 
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3.1. Lemma 

 

E  bir reel Banach uzayı ve P E⊆  bir konik ve 0λ >  reel sayı olsun. Aşağıdaki 

ifadeler vardır. 

 

( )i  i n t i n t i n tP P P+ ⊂  

( )ii  i n t i n tP Pλ ⊂ . 

 

İspat 

 

( )i  i n tx P∈  ve i n ty P∈  olsun. Bu durumda en az 
1 0ε >  ve 

2 0ε >  vardır öyle ki 

( )1,B x Pε ⊂  ve ( )2,B y Pε ⊂ . Şimdi { }( )1 2, min ,B B x y Pε ε ε= + = ⊂ olduğunu 

gösterelim; 

 

z B∈  olsun. z x y ε− − <  olur.  

 

Bu ise 1z x y ε− − <  ve 2z x y ε− − <  olmasını gerektirir. Buradan  

 

( ) ( )2,z x B y Pε− ∈ ⊂  ve ( ) ( )1,z y B x Pε− ∈ ⊂ .  

 

Şimdi ( )2P  özelliğinden, ( )2z x y P− − ∈ . x P∈  olduğundan ( )2z x y x P− − + ∈  

olur.  

 

Buradan ( )2z y P− ∈ . y P∈  olduğundan ( )2z y y P− + ∈ . Buradan 2 z P∈ . ( )2P  

den 1 2
2

z P∈  olur ve böylece z P∈ .  

 

Yani ( ),B x y Pε+ ⊂  olur. O halde ( ) intx y P+ ∈  olur. 
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( )ii  0λ >  bir reel sayı ve i n tx P∈  olsun. Bu durumda ( ),x B x Pε∈ ⊂  olacak 

şekilde bir 0ε >  vardır. i n tx Pλ ∈  olduğunu göstermek için ( ),B x Pλ λε ⊂  

olduğunu gösterelim; 

 

( ),z B xλ λε∈  olsun. Bu durumda z xλ λε− <  olur.  

 

Yani 
1 z xλ λε
λ

− <  ve 
1 z x ε
λ

− <  olur.  

 

Bu ise 1 z P
λ

∈  demektir. ( )2P  den z P∈  ve böylece ( ),B x Pλ λε ⊂ . Yani 

i n tx Pλ ∈  olur. 

 

3.3. Tanım 

 

E  bir reel Banach uzayı ve P E⊆  bir konik olsun.  Her ,x y E∈  için en az bir  0K >  

sayısı var öyle ki x yθ ≤ ≤  iken x K y≤  oluyorsa P  koniğine normal konik denir. 

 

Yukarıdaki koşulları sağlayan en küçük K  pozitif sayısına P  normal koniğinin 

normal sabiti denir [ ]20 .  

 

3.4. Tanım 

 

E  bir reel Banach uzayı ve P E⊆  bir konik olsun. Eğer P  kümesinden alınan üstten 

sınırlı her artan dizi yakınsak ise P  koniğine regüler konik denir.  

 

Yani { }nx , 
1 2 . . . . . .nx x x y≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , y E∈  olacak şekilde bir dizi öyle ki bir x E∈  

için 0nx x− →  ( )n →∞  oluyorsa P  koniğine regüler konik denir. 

Eşdeğer olarak P  kümesinden alınan alttan sınırlı her azalan dizi yakınsak ise P  

koniğine regüler konik denir [ ]20 .  
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Şimdi ispat edelim ki normal sabiti 1K <  olan hiç bir normal konik yoktur [ ]26 .  

 

3.2. Lemma 

 

Normal sabiti 1K <  olan hiç bir normal konik yoktur. 

 

İspat 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  de 1K <  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Şimdi x θ≠  olacak şekilde x P∈  seçelim ve 0 1ε< <  olmak üzere 1K ε< −  olsun. 

Bu durumda x P∈  ve 0ε >  iken ( )2P  den ( )1x x x Pε ε− − = ∈  olup ( )1 x xε− ≤ .  

 

Fakat ( )1 x K xε− > . Bu durum P  nin 1K <  normal sabiti ile bir normal konik 

olmasıyla çelişir. O halde kabulümüz yanlış olup normal sabiti 1K <  olan hiç bir 

normal konik yoktur.  

 

Ayrıca örneklerle normal sabiti 1K =  olan koniklerin olduğunu gösterelim: 

 

3.1. Örnek 

 

[ ]( )0,1E C= \  supremum normuyla tanımlansın ve { }:P f E f θ= ∈ ≥  olsun. ,P  

1K =  normal sabiti ile bir koniktir. Öncelikle P bir koniktir. Çünkü; 

 

( )i P  kapalı ( P kümesi sınırını kapsadığından ), P ≠ ∅  ( en azından f Pθ= ∈  ), 

{ }P θ≠  ( 1f P= ∈  olduğundan ). 

( )ii ,a b ∈ \ , , 0a b ≥  ve ,f g P∈   ⇒  f θ≥  ve g θ≥  dır. Her [ ]0,1x∈  için 

                                                         ⇒  ( ) 0f x ≥  ve ( ) 0g x ≥  

                                                         ⇒  ( ) 0af x ≥  ve ( ) 0bg x ≥  
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                                                         ⇒  ( )( ) ( )( ) 0af x bg y+ ≥  

                                                         ⇒  ( )( ) 0af bg x+ ≥  

                                                         ⇒  a f b g θ+ ≥  

                                                         ⇒  a f b g P+ ∈  

olduğu görülür. 

 

( )iii f  ve f P− ∈   ⇒  f θ≥  ve f θ− ≥  dır. Her [ ]0,1x∈  için  

                                ⇒  ( ) 0f x ≥  ve ( ) 0f x− ≥  

                                ⇒  ( ) 0f x =  

                                ⇒  f θ=  

 

olup konik olma koşulları sağlanır. 

 

Şimdi P nin 1K =  normal sabiti ile bir normal konik olduğunu gösterelim; 

 

f gθ ≤ ≤  olacak şekilde herhangi ,f g E∈  elemanlarını alalım.  

 

Bu durumda 
[ ]

( )
0,1

sup
t

f f t
∈

=  ve 
[ ]

( )
0,1

sup
t

g g t
∈

=  dur. f gθ ≤ ≤  olduğundan g f P− ∈ ,  

yani g f θ− ≥  dır. 

  

Her [ ]0,1t ∈  için ( ) ( )f t g t≤      ⇒  ( ) ( )f t g t≤  

                                                     ⇒  
[ ]

( )
[ ]

( )
0,1 0,1

sup sup
t t

f t g t
∈ ∈

≤  

                                                     ⇒  f g≤ . 

 

Böylece 1K =  olmak üzere f K g≤  olduğu görülür. Yani P , 1K =  normal sabiti 

ile bir normal koniktir. 

 

Şimdi bu P  normal koniğinin bir regüler konik olmadığını gösterelim; 
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E  nin elemanlarının [ ]0,1x∈  olmak üzere ( ) n
nf x x=  şeklinde tanımlı alttan sınırlı 

azalan bir ( ){ }nf x  dizisini alalım. 2 3 . . .x x x θ≥ ≥ ≥ ≥ olduğundan bu dizi alttan θ ile 

sınırlıdır. Fakat bu dizi E  içinde yakınsak değildir.  

 

Kabul edelim ki bu dizi E  içinde θ  ya yakınsak olsun. Bu durumda her 0ε >  için en 

az bir N ∈ `  var öyle ki her n N>  için ( ) n
nf x xθ θ ε− = − <  olmalıdır. 

Fakat ( )1 1 1n
nf E= = ∈  ve 1

2
ε =  alınırsa ( ) 11 1

2nf θ− = <  olur.  

 

Bu durum kabulümüzle çelişir. Dolayısıyla da bu dizi E  de θ  ya yakınsak değildir. 

Burada θ  yerine diğer y E∈  elemanları alınarak seçilen bu dizinin E  deki hiç bir 

noktaya yakınsamadığı görülebilir. Böylece P  koniğinin regüler konik olmadığı yani 

normal konik olmanın regüler konik olmayı gerektirmediği görülür. 

 

3.2. Örnek 

 

1E l=  ve { }{ }1
: 0,n nn

P x E x n +
≥

= ∈ ≥ ∀ ∈` olmak üzere P , 1K =  normal sabiti ile bir 

normal koniktir. 

 

Öncelikle P  bir koniktir. Çünkü;  

 

( )i P  kapalı ( P  kümesi sınırını kapsadığından ), P ≠ ∅  ( en azından 

{ } ( )1
0,0,..., 0,...n n

x Pθ
≥
= = ∈  olduğundan ), { }P θ≠  ( { } ( )1

1,1,1,...,1,...n n
x P

≥
= ∈  

olduğundan ). 

( )ii ,a b ∈ \ , , 0a b ≥  ve { } 1n n
x x

≥
=  ve { } 1n n

y y P
≥

= ∈  olsun.  

 

 Her n +∈ ` ,  her ,a b +∈\  için   0nx ≥  ve 0ny ≥   ⇒  0na x ≥  ve 0nb y ≥  

                                                                                      ⇒  0n na x b y+ ≥  
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                                                                                      ⇒  { } { }1 1n nn n
a x b y P

≥ ≥
+ ∈  

                                                                                       ⇒  a x b y P+ ∈ . 

 

( )iii { } 1n n
x x

≥
=  ve { } 1n n

x x P
≥

− = − ∈  olsun. 

 

Her n +∈ `  için 0nx ≥  ve 0nx− ≥ ⇒  0nx =  

                                                        ⇒ x θ=  

 

olup konik olma koşulları sağlanır. 

 

Şimdi P nin 1K =  normal sabiti ile bir normal konik olduğunu gösterelim: 

 

x yθ ≤ ≤  olacak şekilde keyfi { } 1n n
x x

≥
=  ve { } 1n n

y y E
≥

= ∈  alalım. O zaman 

y x P− ∈ .  

 

Bu durumda  

 

0n ny x− ≥ ⇒  
n nx y≤ ⇒  n nx y≤ ⇒

1 1
n n

n n
x y

∞ ∞

= =

≤∑ ∑  ⇒   
1 1

x y≤ ⇒ 1 1
x K y≤  

 

Yani 1K = . O halde ,P  1K =  normal sabiti ile bir normal koniktir. 

 

3.3. Lemma 

 

Her regüler konik normaldir [ ]26 .  

İspat 
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Kabul edelim ki P  normal olmayan bir regüler konik olsun. Her bir 1n ≥  için 

,n nt s P∈  olduğunda 
n nt s P− ∈  ve 2

n nn t s<  olacak şekilde ,n nt s P∈  elemanlarını 

seçebiliriz. Çünkü P  normal konik olmadığından 
n ns t≤  iken 1K ≥  için n nK t s< . 

 

Şimdi her bir 1n ≥  için n
n

n

ty
t

=  ve n
n

n

sx
t

=  olarak seçelim. , ,n n n nt s t s P− ∈  

olduğundan, , ,n n n nx y y x P− ∈ , her 1n ≥  için 1ny =  ve 2
nn x< . 

 

Böylece 2
1

1
n

n
y

n

∞

=
∑  serisi yakınsaktır. Çünkü 1ny =  iken  2 2

1 1

1 1
n

n n
y

n n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ , 

2 1p = >  olan p-serisi yakınsaktır. 

 

Mutlak yakınsak her seri yakınsak olduğundan 2
1

1
n

n
y y

n

∞

=

=∑  olacak şekilde y  elemanı 

vardır. 

 

P E⊆  ve E  bir reel Banach uzayı iken normlu uzay dolayısıyla metrik uzay 

olduğundan 2.17. Tanım ve 2.2. Önerme nedeniyle 2
1

1
n

n
y y

n

∞

=

=∑  iken bu serinin kısmi 

toplamlar dizisi de y  ye yakınsar ve P  konik iken kapalı olduğundan y P∈ .  

 

Diğer taraftan 
n ny x P− ∈ ,  yani 

n nx y≤ . 

 

Böylece 
1 1 2 1 2 32 2 2

1 1 10 ...
2 2 3

y y y y y y y≤ ≤ + ≤ + + ≤ ≤  ve 1n∀ ≥  için  
n nx y≤   iken 

1 1 2 1 2 32 2 2

1 1 10 ...
2 2 3

x x x x x x y≤ ≤ + ≤ + + ≤ ≤ . 

Yani 2
1

1k

n k
n

x S
n=

=∑  kısmi toplamlar dizisi üstten y  ile sınırlı, artan bir dizidir. 
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P  koniği regüler olduğundan bu dizi yakınsaktır dolayısıyla da 2
1

1
n

n
x

n

∞

=
∑  serisi 

yakınsaktır.  

 

2.5. Önermeden  
2 2lim lim 0nn

n n

xx
n n

θ
→ ∞ → ∞

= ⇒ = . 

 

Bu durum her 1n ≥  için 2
21 n

n

x
n x

n
≤ ⇒ <  olmasıyla çelişir. Dolayısıyla da 

kabulümüz yanlış olup P   koniği regüler iken normaldir. 

 

3.4. Lemma 

 

Her bir 1k >  sayısı için K k>  olacak şekilde bir K normal sabitine sahip bir normal 

konik vardır [ ]26 .  

 

İspat 

 

Keyfi 1k >  verilsin.  

 

1: , , 1 ,1E ax b a b x
k

⎧ ⎫⎡ ⎤= + ∈ ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
\  reel vektör uzayını supremum normu ile 

gözönüne alalım ve { }: 0, 0P ax b E a b= + ∈ ≤ ≥  da E  içinde bir konik olsun. P  

koniği regülerdir. Gerçekten; 

 

Şimdi { } 1n n n
a x b

≥
+  üstten sınırlı, artan bir dizi ve c x d E+ ∈  de üst sınır olsun. Yani  

her 
11 ,1x
k

⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 için 

1 1 2 2 . . . . . .n na x b a x b a x b c x d+ ≤ + ≤ ≤ + ≤ ≤ +  olsun. 

 

Bu durumda { } 1n n
a

≥
 ve { } 1n n

b
≥

,  \  içinde öyle iki dizidir ki 
1 2 . . .b b d≤ ≤ ≤   ve 

1 2 . . .a a c≥ ≥ ≥ . Böylece  { } 1n n
a

≥
 ve { } 1n n

b
≥

 dizileri yakınsaktır. Çünkü \  de üstten 
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sınırlı her artan dizi üst sınırına ve alttan sınırlı her azalan dizi de alt sınırına 

yakınsar.  

 

Öyleyse 
na c→  ve 

nb d→ .  

 

Bu durumda c x d P+ ∈  ve 
n na x b c x d+ → + . Çünkü E  reel vektör uzayı , 

.

na c→  ve 

.

nb d→  iken 
. E

n na x b cx d+ → + .  

 

Gösterelim: 

 

( ) ( ) ( ) ( )n n n nE E
a x b cx d a c x b d+ − + = − + −  

                                     ( ) ( ){ }sup :n na c x b d n += − + − ∈`  

                                     { }sup :n na c x b d n +≤ − + − ∈`  

                                     { } { }sup : sup :n nx a c n b d n+ +≤ − ∈ + − ∈` `  

                                    
2 2

x
x
ε ε ε< + =

 
 dur. (\  sonlu boyutlu iken bütün normlar 

denk olduğundan)                            
 

Böylece P  regülerdir. Dolayısıyla 3.2. Lemmasından P  normaldir. O halde  3.1. 

Lemmasından g fθ ≤ ≤  olacak şekilde her ,f g E∈  için en az bir 1K ≥  normal sabiti 

var öyle ki g K f≤ .  

 

Şimdi K k≥  olduğunu göstermeliyiz: 

 

Öncelikle ( )f x kx k P= − + ∈ , ( )g x k P= ∈  alalım. O halde f g P− ∈  yani g fθ ≤ ≤ .  

 

Bu nedenle de  
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( ) 1sup : 1 ,1g g x x
k

⎧ ⎫⎡ ⎤= ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
 

      
1sup : 1 ,1k x
k

⎧ ⎫⎡ ⎤= ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
 

      k=  

 

ve  

 

( ) 1sup : 1 ,1f f x x
k

⎧ ⎫⎡ ⎤= ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
 

      
1sup : 1 ,1kx k x
k

⎧ ⎫⎡ ⎤= − + ∈ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
 

      
11k k
k

⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ( x küçüldükçe ifade büyüdüğünden ) 

      1=  
 

iken k g K f K= ≤ = . 

 

Diğer taraftan eğer ( ) 1f x k x k
k

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ve ( )g x k=  olarak alırsak , ,f g f g P− ∈  

Ayrıca g k=  ve 
2

1 11f
k k

= − + .  

 

Böylece  

 

2

1 11k g K f K
k k

⎛ ⎞= ≤ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ise 
2

1 11

k K

k k

≤
− +

.  

 

2

1 10 1 1
k k

< − + <  olduğundan 
2

1 11 1

k k K

k k

< ≤
− +

 yani k K< .  
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Şimdi normal olmayan koniklerin de bulunduğuna dair bir örnek verelim [ ]26 .  

 

3.3. Örnek 

 

[ ]( )2 0,1E C= \  reel Banach uzayı, f f f
∞ ∞

′= +  normuyla tanımlı ve 

{ }:P f E f θ= ∈ ≥  da E içinde bir konik olsun. 

 

Şimdi her bir 1k ≥  için ( )f x x=  ve ( ) 2kg x x=  dönüşümlerini alalım. Bu durumda 

g fθ ≤ ≤ . 

 

f f f
∞ ∞

′= +  

      [ ]{ } [ ]{ }sup : 0,1 sup 1 : 0,1x x x= ∈ + ∈  

      2=  

 

ve  

 

g g g
∞ ∞

′= +  

      [ ]{ } [ ]{ }2 2 1sup : 0,1 , 1 2 : 0,1 , 1k kx x k kx x k−= ∈ ≥ + ∈ ≥  

      1 2 k= +  
olduğundan , 

 

2 1 2k k f g k= < = + .  

 

Yani g K f≤  olacak şekilde hiç bir 1K ≥  yoktur. Dolayısıyla da P  normal 

olmayan bir koniktir. 
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3.  bölümün devamı, 4.  ve 5.  bölümlerde E  bir reel Banach uzayı ; P , i n t P ≠ ∅  olacak 

şekilde E  içinde bir konik ve ≤  bağıntısı da P  üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı 

olarak kabul edilecektir [ ]20 .  

 

3.2. Konik Metrik Uzaylarda Bazı Temel Tanım ve Teoremler  

 

Bu bölümde konik metrik uzayı tanımlayacak ve bazı temel özelliklerini 

inceleyeceğiz. 

 

3.5. Tanım 

 

X ≠ ∅ , E  bir reel Banach uzayı olmak üzere :d X X E× →  dönüşümü  

 

( )1d  Her ,x y X∈  için ( ),d x yθ <  ve ( ),d x y x yθ= ⇔ =   

( )2d  Her ,x y X∈  için ( ) ( ), ,d x y d y x= ,  

( )3d  Her , ,x y z X∈  için ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d y z≤ + , 

 

koşullarını sağlıyorsa, d  dönüşümüne X  üzerinde bir konik metrik ve ( ),X d  ye de 

konik metrik uzay denir [ ]20 .  

 

Konik metrik uzaylar metrik uzayların bir genellemesidir. 

3.4. Örnek 

 

2E = \ , ( ){ } 2, : , 0P x y E x y= ∈ ≥ ⊂ \  , X = \  ve :d X X E× →  fonksiyonu 0α ≥  

olmak üzere ( ) ( ), ,d x y x y x yα= − −  olsun. Bu durumda ( ),X d  bir konik metrik 

uzaydır.  

 

Gerçekten; 

 



  27

Öncelikle P  nin konik olduğunu gösterelim: 

 

( )i  P  kapalı ( P  kümesi sınırını kapsadığından ), P ≠ ∅  ( Pθ ∈  olduğundan ), { }P θ≠  

( ( ) ( ), 1,0x y P= ∈  olduğundan ). 

 

( )ii  ,a b ∈ \ , , 0a b ≥  ve ( )1 1,z x y=  ve ( )2 2,t x y P= ∈  olsun. 

 

Bu durumda 
1 1, 0x y ≥  ve 

2 2, 0x y ≥    1 0ax⇒ ≥ , 1 0ay ≥ , 2 0bx ≥ , 2 0by ≥  

                                                              
1 2 0a x b x⇒ + ≥  ve 

1 2 0a y b y+ ≥  

                                                              ( ) ( )1 1 2 2, ,az bt a x y b x y⇒ + = +  

                                                               ( )1 2 1 2,ax bx ay by P= + + ∈ . 

 

( )iii  ( ) ( ), , ,z x y z x y P= − = − − ∈  olsun.  

 

Bu durumda , 0x y ≥  ve , 0x y− − ≥   0 , 0x x⇒ ≥ − ≥  ve 0 , 0y y≥ − ≥  

                                                            0x⇒ =  ve 0y =  

                                                            ( )0,0z θ⇒ = = . 

 

olup konik olma koşulları sağlanır.  

 

Böylece P , E  içinde bir koniktir. 

 

Şimdi ( ),X d  nin bir konik metrik uzay olduğunu gösterelim; 

 

( )1d  ( ) ( ) ( ) ( ), , 0,0 ,d x y x y x y x y x y Pθ α α− = − − − = − − ∈  ( P  tanımı gereği) 

olduğundan ( ),d x yθ ≤  ve  

 

( ) ( ) ( ), , 0,0d x y x y x yθ α= ⇔ − − =  
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                   0x y⇔ − =  ve 0x yα − =  

                   x y⇔ =  ve ( 0α =  veya x y= ) 

                   x y⇔ = . 

 

( )2d  Her  ,x y E∈  için ( ) ( ), ,d x y x y x yα= − −  

                                                    ( ),y x y xα= − −  

                                                    ( ),d x y= . 

 

( )3d  Her , ,x y z E∈  için ( ) ( ), ,d x y x y x yα= − −  

                                                      ( ),x z z y x z z yα= − + − − + −  

                                                      ( )( ),x z z y x z z yα≤ − + − − + −  

                                                      ( ) ( ),x z x z z y z yα α= − − + − + −  

                                                      ( ) ( ), ,d x z d z y= +  

                                                      ( ) ( ), ,d x z d y z= + . 

 

koşulları sağlandığından d , X  üzerinde bir konik metrik ve ( ),X d  bir konik metrik 

uzaydır. 

 

3.6. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay olsun. { },nx  X  de bir dizi ve x X∈  olsun. Eğer cθ �  

olacak şekildeki her c E∈  için en az bir N ∈ ` var öyle ki her n N>  için 

( ),nd x x c�  oluyorsa, { }nx  dizisi x ’ e yakınsar veya { }nx  dizisinin limiti x  dir 

denir ve bu lim nn
x x

→∞
=  ya da 

nx x→  ( )n →∞  ile gösterilir [ ]20 .  

 

3.5. Lemma 
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( ),X d  bir konik metrik uzay ve her bir c E∈  de cθ �  olacak şekilde verilsin. Bu 

durumda x δ<  olduğunda i n tc x P− ∈  olacak şekilde bir 0δ > vardır. 

 

İspat 

 

cθ �  olacak şekilde c E∈  verildiğinde i n tc P∈ . 

 

( ) { }: intN c x E x c Pδ δ= ∈ − < ⊂  olacak şekilde en az bir 0δ >  vardır. (En az bir 

c E∈  için ( )c N cδ∈  olduğundan ( )N cδ ≠ ∅ .) 

 

Şimdi hipotezden x δ<  

x c c δ⇒ − + < 1 x c c δ⇒ − − + < x c c δ⇒ − + − < ( )c x c δ⇒ − − <

( ) intc x N c Pδ⇒ − ∈ ⊂ i n tc x P⇒ − ∈ . 

 

3.6. Lemma 

 

( ),X d  konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. { },nx  

X  de bir dizi olsun. Bu durumda { }nx  dizisinin x ’ e yakınsak olması için  gerek ve 

yeter şart ( ),nd x x θ→  ( )n →∞ olmasıdır.  

Yani  

 

nx x→  ( )n →∞ ( ),nd x x θ⇔ →  ( )n →∞  [ ]20 .  

 

İspat 

 

( ):⇒  
nx x→  ( )n →∞  olsun. ( ),nd x x θ→  olduğunu gösterelim; 

Her 0ε >  için cθ �  ve K c ε<  olacak şekildeki c E∈  yi seçelim.
nx x→  

olduğundan en az bir N ∈ `  var öyle ki her n N>  için ( ),nd x x c�  dolayısıyla da 
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( ), intnc d x x P P− ∈ ⊂  olup ( ),nd x x cθ < ≤ . 

 

 Böylece ( ), ,nd x x c E∈  ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik iken 

( ),nd x x K c≤ . Yani en az bir N ∈ `  var öyle ki her n N>  için 

( ),nd x x K c ε≤ < .  

 

Öyleyse ( ),nd x x θ→  ( )n →∞ . 

 

( ):⇐  Tersine ( ),nd x x θ→  ( )n →∞  olduğunu kabul edelim. 3.5. Lemmasından 

cθ �  olacak şekilde herhangi c E∈  için x δ<  iken i n tc x P− ∈  olan bir 0δ >  

sayısı vardır. ( ),nd x x θ→  ( )n →∞  olduğundan 0δ >  için en az bir N ∈ `  var öyle 

ki n N∀ >  için ( ),nd x x δ< . 0δ >  sayısının seçilişinden ( ), intnc d x x P− ∈ . Yani 

( ),nd x x c� .  

 

Dolayısıyla cθ �  olacak şekilde her c E∈  için en az bir N ∈ `  var öyle ki her n N>  

için ( ),nd x x c� . Dolayısıyla da 
nx x→  ( )n →∞ . 

 

 

3.7. Lemma 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

{ }nx , X de bir dizi olsun. Eğer ( )nx x n→ →∞  ve ( )nx y n→ →∞  ise x y= . Yani 

{ }nx  dizisinin limiti tektir [ ]20 .  

 

İspat 
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( )nx x n→ →∞  ve ( )nx y n→ →∞  olsun. Bu durumda cθ �  olacak şekilde her 

c E∈  için en az bir N ∈ `  var öyle ki her n N>  için ( ),nd x x c�  ve ( ),nd x y c� . 

 

Böylece P , K  normal sabiti ile bir normal konik olup ( ), 2d x y cθ < ≤  ve 

( ), , 2d x y c E∈  olduğundan ( ), 2d x y K c≤  dur. c  keyfi olduğu için ( ),d x y θ=  

dolayısıyla da x y= . 
 

3.7. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve { }nx , X  de bir dizi olsun. Eğer cθ �  olacak şekilde 

her c E∈  için en az bir N ∈ `  var öyle ki her ,n m N>  için ( ),n md x x c�  oluyorsa 

{ }nx  dizisine  X  içinde bir Cauchy dizisi denir [ ]20 .  

 

3.8. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay olsun. Eğer X  içindeki her Cauchy dizisi yakınsak ise 

bu durumda ( ),X d  konik metrik uzayına tam konik metrik uzay denir [ ]20 .  

 

 

 

3.8. Lemma 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve { }nx  X  de bir dizi olsun. { }nx  dizisi x  elemanına  

yakınsıyorsa, { }nx  bir Cauchy dizisidir. 

 

Yani konik metrik uzaylarda yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir [ ]20 .  

 

İspat 
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( )nx x n→ →∞  olsun. Bu durumda cθ �  olacak şekildeki her c E∈  için en az bir 

N ∈ `  var öyle ki her ,n m N>  için ( ),
2n
cd x x �  ve ( ),

2m
cd x x � .  

 

Böylece 

 

( ) ( ) ( ), , ,
2 2n m n m
c cd x x d x x d x x c≤ + + =� .  

 

Yani { }nx  X  de bir Cauchy dizisidir. 

 

3.9. Lemma 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

{ }nx , X de bir dizi olsun.  

 

Bu durumda { }nx  bir Cauchy dizisidir ⇔ ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞ [ ]20 .  

 

İspat 

 

( ):⇒  { }nx , X  de bir Cauchy dizisi olsun. Her 0ε >  için cθ �  ve K c ε<  olacak 

şekilde bir c E∈  seçelim.{ }nx , X  de bir Cauchy dizisi olduğundan en az bir N ∈ `  

var öyle ki her ,n m N>  için ( ),n md x x c� . P , K  normal sabiti ile bir normal konik 

olduğundan en az bir N ∈ `  var öyle ki her ,n m N>  için ( ),n md x x cθ < ≤  ve 

( ), ,n md x x c E∈  iken ( ),n md x x K c ε≤ < .  

Yani ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞ . 

 

( ):⇐  Tersine ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞  olsun. 3.5. Lemmasından cθ �  olacak 

şekilde herhangi c E∈  için x δ<  iken i n tc x P− ∈  olan bir 0δ >  sayısı vardır. 
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( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞  olduğundan 0δ >  için en az bir N ∈ `  var öyle ki her 

,n m N>  için ( ),n md x x δ< . δ  nın seçilişinden dolayı ( ), intn mc d x x P− ∈ . 

 

Böylece cθ �  olacak şekildeki Her c E∈  için en az bir N ∈ `  var öyle ki her 

,n m N>  için ( ),n md x x c� . Yani { }nx ,  X  de bir Cauchy dizisidir. 

 

3.10. Lemma 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

{ }nx  ve { }ny  X  içinde iki dizi ve
nx x→ , ( )ny y n→ →∞  olsun. Bu durumda 

( ) ( )( ), ,n nd x y d x y n→ →∞ [ ]20 .  

 

İspat 

 

Her 0ε >  için cθ �  ve 
4 2

c
K
ε

<
+

 olacak şekilde bir c E∈  seçelim. 
nx x→  ve  

ny y→  olduğundan en az bir N ∈ ` var öyle ki her n N> için ( ),nd x x c�   ve 

( ),nd y y c� . Bu durumda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 2n n n nd x y d x x d x y d y y d x y c≤ + + ≤ +                                        ( )3.1  

 

ve 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 2n n n n n nd x y d x x d x y d y y d x y c≤ + + ≤ +                                    ( )3.2  

 

Eş. 3.1 den ( ) ( ), 2 ,n nd x y c d x yθ ≤ + −  ve Eş. 3.2 den de 

( ) ( ), , 2n nd x y d x y c≤ + . 
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O halde ( ) ( ), 2 ,n nd x y c d x yθ ≤ + −  

                 ( ) ( ), 2 2 ,n n n nd x y c c d x y≤ + + −  

                 4 c= . 

 

Yani ( ) ( ), 2 , 4n nd x y c d x y cθ ≤ + − ≤ .  

 

P , K  normal sabiti ile bir normal   konik ve  en  az  bir N ∈ `  var  öyle   ki  her   

n N>  için ( ) ( ), 2 , 4n nd x y c d x y cθ < + − ≤  olduğundan ( ) ( ), 2 ,n nd x y c d x y+ − , 

4 c E∈  iken 

 

( ) ( ), 2 , 4 4n nd x y c d x y K c K c+ − ≤ = . 

 

Bu durumda 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 2 2n n n nd x y d x y d x y d x y c c− ≤ − − +  

                                 ( ) ( )1 , 2 , 2n nd x y c d x y c= − + − +  

                                 ( ) ( ), 2 , 2n nd x y c d x y c= + − +  

                                 4 2K c c≤ +  

                                 ( )4 2K c= +  

                                 ε< . 

 

Bu nedenle de ( ) ( )( ), ,n nd x y d x y n→ →∞  dur. 

 

3.9. Tanım 
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( ),X d  bir konik metrik uzay olsun. X  içindeki her { }nx  dizisinin, X  içinde yakınsak 

bir { }inx  alt dizisi varsa bu durumda ( ),X d  konik metrik uzayına, dizisel kompakt 

konik metrik uzay denir [ ]20 .  
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4. SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

 

4.1. Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri  

 

Bu bölümde büzülme şartını sağlayan dönüşümler için bazı sabit nokta teoremlerini 

önce P  nin K  normal sabiti ile bir normal konik olması varsayımı altında ve sonra da 

mümkünse normallik varsayımını ihmal ederek genelleştirilmiş halini 

inceleceğiz[ ]20, 26 .  

 

4.1. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:T X X→  dönüşümü büzülme şartını sağlasın. Yani her ,x y X∈  için  

                                       

( ) ( ), ,d Tx Ty kd x y≤  
 

olacak şekilde bir [ )0,1k∈  sabiti olsun. Bu durumda T , X  içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir ve herhangi x X∈ için iterasyon dizisi { }nT x  bu sabit noktaya 

yakınsar [ ]20 .  

 

İspat 

 

0x X∈  seçelim. Ve 2 1
1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n

n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olarak 

tanımlayalım.  

 

Bu durumda  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 2 1 0, , , , ... ,n

n n n n n n n nd x x d Tx Tx kd x x k d x x k d x x+ − − − −= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

 



  37

Bundan dolayı n m>  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

              ( ) ( )1 2
1 0... ,n n mk k k d x x− −≤ + + +  

              ( )1 0,
1

mk d x x
k

≤
−

  

 

(Burada 1k <  ve n → ∞  iken 1
2 1 1 11 ...

1 1

n m
n m kk k k

k k

− −
− − −

+ + + + = ≤
− −

 olmasını 

kullandık.) 

 

P , K  normal sabiti ile bir konik, n m>  için ( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
kd x x d x x

k
θ < ≤

−
 ve 

( ),n md x x , ( )1 0,
1

mk d x x E
k

∈
−

 olduğundan ( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
kd x x K d x x

k
≤

−
. [ )0,1k∈  

olduğundan ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞ . Böylece { }nx  bir Cauchy dizisidir. X  in 

tamlığından bir x X∗ ∈  var öyle ki ( )nx x n∗→ →∞ .  

 

Diğer taraftan  

 

( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d Tx Tx d Tx x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                  ( ) ( )1, ,n nkd x x d x x∗ ∗
+≤ +  ( Büzülme şartı ve { }nT x  tanımı ) olup; 

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik,  

 

( ) ( ) ( )1, , ,n nd Tx x kd x x d x xθ ∗ ∗ ∗ ∗
+< ≤ +  ve ( ) ( ) ( )1, , , ,n nd Tx x kd x x d x x E∗ ∗ ∗ ∗

++ ∈   

 

olduğundan, 
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( ) ( ) ( )( ) ( )1, , , 0n nd Tx x K k d x x d x x n∗ ∗ ∗ ∗
+≤ + → →∞ . ( ( )nx x n∗→ →∞  iken 

( ) ( ),nd x x nθ∗ → →∞  ve ( ) ( )1,nd x x nθ∗
+ → →∞  olduğundan ) 

 

Böylece ( ), 0d Tx x∗ ∗ =  dolayısıyla da T x x∗ ∗= olur. Yani x ∗ , T  dönüşümünün bir 

sabit noktasıdır. Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim: 

 

Kabul edelim ki y ∗  da T  nin bir diğer sabit noktası olsun. Yani x y∗ ∗≠  dolayısıyla da 

( ),d x yθ ∗ ∗< . Bu durumda  

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d x y d Tx Ty kd x y d x yθ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗< = ≤ <  olup bu durum çelişkilidir. O 

halde kabulümüz yanlış olup ( ),d x y θ∗ ∗ =  yani x y∗ ∗= . Böylece T  nin sabit noktası 

tektir. Keyfi 
0x X∈  için 0

n
nT x x x∗= →  olduğundan { }nT x  iterasyon dizisinin x ∗  a 

yakınsadığı açıktır.  

 

Şimdi 4.1. Teoremini normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 

 

4.2. Teorem 

 

( ),X d  tam konik metrik uzay ve :T X X→  dönüşümü büzülme şartını sağlasın. 

Yani her ,x y X∈  için 

 

( ) ( ), ,d Tx Ty kd x y≤  

 

olacak şekilde bir [ )0,1k∈  sabiti olsun. Bu durumda T , X  içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir ve herhangi bir x X∈  için iterasyon dizisi { }nT x  bu sabit noktaya 

yakınsar [ ]26 .  
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İspat 

 

0x X∈  seçelim ve 2 1
1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n

n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olarak 

tanımlayalım. 

 

Bu durumda  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 2 1 0, , , , ... ,n

n n n n n n n nd x x d Tx Tx kd x x k d x x k d x x+ − − − −= ≤ ≤ ≤ ≤  olur ve 

böylece n m>  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( )1 2
1 0... ,n n mk k k d x x− −≤ + + +  

                ( )1 0,
1

mk d x x
k

≤
−

  

 

( Burada 1k <  ve n → ∞  iken 1
2 1 1 11 ...

1 1

n m
n m kk k k

k k

− −
− − −

+ + + + = ≤
− −

 olmasını 

kullandık.) 

 

cθ �  olacak şekilde c E∈  verilsin. Bu durumda i n tc P∈ .  

 

Diğer taraftan ( ) { }:N y E yδ θ δ= ∈ <  olduğunda ( )c N Pδ θ+ ⊂  olacak şekilde 

0δ >  seçelim. 

 

( ) ( ) ( )1 0 1 0, , 0
1 1

m mk kd x x d x x m
k k

= → →∞
− −

. 

 

Dolayısıyla da 0δ >  iken ( )1 0,
1

mk d x x
k

δ<
−

. Diğer taraftan δ  nın seçilişinden  

dolayı ( )1 0, in t
1

mkc d x x P
k

− ∈
−

 yani ( ) ( )1 0,
1

mk d x x c m
k

→ ∞
−

� . 
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O halde en az bir 
1N ∈ `  var öyle ki her 

1m N≥  için ( )1 0,
1

mk d x x c
k−

� . Böylece 

her n m≥  için ( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
kd x x d x x c

k
≤

−
� . Bu nedenle de { } 1n n

x
≥

 dizisi ( ),X d  

içinde bir Cauchy dizisidir.  

 

( ),X d  tam konik metrik uzay olduğundan en az bir x X∗ ∈  var öyle ki nx x∗→ . 

 O halde en az bir 
2N ∈ `  var öyle ki her 

2n N≥  için ( ),
2n
cd x x ∗ � . Böylece her 

2n N≥  için, 

 

( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d Tx Tx d Tx x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                 ( ) ( )1, ,n nkd x x d x x∗ ∗
+≤ +  

                 ( ) ( )1, ,n nd x x d x x∗ ∗
+≤ +  

                 
2 2
c c c+ =� . 

 

1m ≥  iken 10 1
m

< ≤   olup ( )int int 0 1P Pλ λ⊂ < ≤   olduğundan  i n tc P∈    iken 

intc P
m
∈  bulunur. Dolayısıyla da her 

2n N≥ ve 1m ≥  için ( ), cd Tx x
m

∗ ∗ � . 

( ),c d Tx x P
m

∗ ∗− ∈  ve ( )c m
m

θ→ → ∞  olup P  kapalı iken 2. 2. Önermesinden 

( ),c d Tx x P
m

∗ ∗− ∈  iken ( )lim ,
m

c d Tx x P
m

∗ ∗

→∞

⎛ ⎞− ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 

Bu durumda 

( ) ( ) ( )lim lim , , ,
m m

c d Tx x P d Tx x P d Tx x P
m

θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→ ∞ →∞
− ∈ ⇒ − ∈ ⇒ − ∈  bulunur. 

 

Fakat ( ),d Tx xθ ∗ ∗≤  olduğundan ( ),d Tx x P∗ ∗ ∈ . Öyleyse ( )3P  

den ( ),d Tx x Tx xθ∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = .  Ayrıca bu x ∗  noktası tektir. 
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Gerçekten; 

 

Kabul edelim ki y ∗  da T  nin bir diğer sabit noktası olsun. Yani x y∗ ∗≠  dolayısıyla da 

( ),d x yθ ∗ ∗< .  

 

Bu durumda ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d x y d Tx Ty kd x y d x yθ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗< = ≤ <  olup bu durum 

çelişkilidir. O halde kabulümüz yanlış olup ( ),d x y θ∗ ∗ =  yani x y∗ ∗= . Böylece T  

nin sabit noktası tektir. 

 

4.1. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

cθ �  olacak şekilde her c E∈  ve 
0x X∈  için ( ) ( ){ }0 0, : ,B x c x X d x x c= ∈ � olsun. 

Kabul edelim ki :T X X→  dönüşümü büzülme şartını sağlasın. Yani her 

( )0, ,x y B x c∈   için  

 

( ) ( ), ,d Tx Ty kd x y≤   

 

olacak şekilde [ )0,1k∈  sabiti var ve ( ) ( )0 0, 1d Tx x k c≤ −  olsun. Bu durumda T  

dönüşümü ( )0 ,B x c  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]20 .  

 

 

İspat 

 

( )0 ,B x c X⊂  in tam ve her ( )0 ,x B x c∈  için ( )0 ,Tx B x c∈  olduğunu göstermek  

yeterlidir. Böylece 4.1. Teoreminde X  yerine ( )0 ,B x c  alınmış olur ve ispat biter. 

Kabul edelim ki { }nx , ( )0 ,B x c  içinde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda { }nx , X  
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içinde de bir Cauchy dizisidir. X  in tamlığından, ( )nx x n→ →∞ olacak şekilde bir 

x X∈  vardır. 

 

Böylece ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , ,n n nd x x d x x d x x d x x c≤ + ≤ +  gerçeklenir. 

( ( )0 ,nx B x c∈  olduğundan ( )0,nd x x c≤ . ) 

 

Ayrıca ( ),n nx x d x x θ→ ⇔ →  olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla da 

( ) ( )0, ,nd x x d x x c c≤ + ≤ . Yani ( )0 ,x B x c∈ . Bu nedenle de ( )0 ,B x c  tamdır.  Diğer 

taraftan her ( )0 ,x B x c∈  için; 

 

( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,d x Tx d Tx x d Tx Tx≤ +  

               ( ) ( )01 ,k c kd x x≤ − +  

               ( )1 k c kc≤ − +  

               =c. 

 

Yani ( )0 ,Tx B x c∈ .  

 

Şimdi 4.1. Sonucunu normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 

 

4.2. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay olsun. cθ �  olacak şekilde her c E∈  ve 
0x X∈   

için ( ) ( ){ }0 0, : ,B x c x X d x x c= ∈ � olsun. Kabul edelim ki :T X X→  dönüşümü 

büzülme şartını sağlasın. Yani her ( ) ( )0, ,x y B x c∈  için  

 

( ) ( ), ,d Tx Ty kd x y≤   
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olacak şekilde [ )0,1k∈  sabiti var ve ( ) ( )0 0, 1d Tx x k c≤ −  olsun. Bu durumda T  

dönüşümü ( )0 ,B x c  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]26 .  

 

İspat 

 

4.1. Sonucunun ispatı yeterlidir. Böylece 4.2. Teoreminde X  yerine ( )0 ,B x c alınmış 

olur ve ispat biter. 

 

4.3. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Kabul edelim ki :T X X→  dönüşümü bazı pozitif n  tamsayıları ve her ,x y X∈  

için  

 

( ) ( ), ,n nd T x T y kd x y≤  

 

olacak şekilde bir [ )0,1k∈  sabitine sahip olsun. Bu durumda T , X  içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir [ ]20 .  

 

İspat 

 

Hipotez gereği 4.1. Teoreminden nT  dönüşümünün X  içinde bir tek sabit noktası  

vardır. Şimdi bundan yararlanarak T  nin de X  içinde bir tek sabit noktasının 

olduğunu göstermeliyiz. 

 

Yani x , T  nin bir sabit noktasıdır⇔x , nT  nin bir sabit noktasıdır, olduğunu 

göstermeliyiz. 
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( ):⇒  x , T  nin bir sabit noktası olsun. Bu durumda T x x= . O halde  

( ) ( )1 1 2 2 ...n n n n nT x T Tx T x T Tx T x Tx x− − − −= = = = = = =  olup x X∈  noktası nT  nin de 

bir sabit noktasıdır. O halde T  nin her x sabit noktası nT  nin de bir sabit noktasıdır.  

 

( ):⇐  x , nT  nin bir sabit noktası olsun. Bu durumda nT x x= . O halde 

( ) ( )n nT Tx T T x Tx= =  olup Tx de nT  nin bir sabit noktasıdır. nT  nin X  içinde bir tek 

sabit noktası olduğundan T x x= . Yani x , T  nin de bir sabit noktasıdır. 

Böylece T  ile nT  nin sabit noktaları aynıdır. nT  nin bir tek sabit noktası olduğuna göre 

T  nin de bir tek sabit noktası vardır. 

 

Şimdi 4.3. Sonucunu normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 

 

4.4. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay olsun. Kabul edelim ki :T X X→  dönüşümü bazı 

pozitif n tamsayıları ve  her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ), ,n nd T x T y kd x y≤  

 

olacak şekilde bir [ )0,1k∈  sabitine sahip olsun.  

 

Bu durumda T , X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]26 .  

 

İspat 

 

Hipotez gereği 4.2. Teoreminden nT  dönüşümünün X  içinde bir tek sabit noktası 

vardır. İspatın devamı 4.3. Sonucunun ispatı ile aynıdır. Böylece ispat biter.  

 

4.3. Teorem 
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( ),X d  bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve P  de bir regüler konik olsun. 

:T X X→  dönüşümü x y≠  olacak şekilde her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ), ,d Tx Ty d x y<  
 

olacak şekilde zayıf büzülme şartını sağlasın. Bu durumda T , X  içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir [ ]20 .  

 

İspat 

 

Keyfi 
0x X∈  seçelim. 2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun. Eğer 

bazı n  tamsayıları için 
1n nx x+ =  ise 

n nT x x= . Dolayısıyla da T  bir sabit noktaya 

sahiptir.  

 

Kabul edelim ki her n  tamsayısı için 
1n nx x+ ≠  olsun.  Eğer ( )1,n n nd d x x +=  dersek, 

bu durumda zayıf büzülme şartı gereği 

 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1, , ,n n n n n n n nd d x x d Tx Tx d x x d+ + + + += = < = .  

 

Yani { } 1n n
d

≥
 alttan θ  ile sınırlı bir azalan dizidir. 

P  bir regüler konik olduğundan d E∗ ∈  var öyle ki ( )nd d n∗→ →∞ . X  in dizisel 

kompaktlığından, X  içindeki { }nx  dizisinin bir { }inx  alt dizisi var ve bir x X∗ ∈  için 

( )
inx x i∗→ →∞ .  

 

Zayıf büzülme şartı gereği, ( ) ( ), , , 1, 2,...
i in nd Tx Tx d x x i∗ ∗< = .  
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Bu durumda P  regüler konik iken normal de olduğundan P  nin K  normal sabiti için, 

( ) ( ) ( ), , 0
i in nd Tx Tx K d x x i∗ ∗≤ → →∞  dur. Böylece ( )

inTx Tx i∗→ → ∞ .  

 

Benzer şekilde ( )2 2
inT x T x i∗→ →∞ . 3.10. Lemmasını kullanırsak,  

 

( ) ( )( ), ,
i in nd Tx x d Tx x i∗ ∗→ →∞  

 

ve  

 

( ) ( )( )2 2, ,
i in nd T x Tx d T x Tx i∗ ∗→ →∞  olduğu görülür.  

 

Yani ( ) ( )( ), ,
i i in n nd Tx x d d d Tx x i∗ ∗ ∗= → = →∞ . 

 

Şimdi T x x∗ ∗=  olduğunu ispatlamalıyız. 

 

Eğer T x x∗ ∗≠  ise d θ∗ ≠ .  

 

Bu durumda  

 

( ) ( )2, ,d d Tx x d T x Txθ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗< = > ( )2lim ,
i in ni

d T x Tx
→∞

= 1lim
ini

d +→∞
= d ∗= . 

Bu durum çelişkilidir. Çünkü dizi azalandı fakat ( )2 ,d T x Tx d∗ ∗ ∗>  yani 1d d∗ + ∗>  

bulundu.  

 

Dolayısıyla kabulümüz yanlış olup T x x∗ ∗= . Yani x ∗ , T  nin bir sabit noktasıdır. x ∗  

sabit noktasının tekliği açıktır. Çünkü x y∗ ∗≠  iken T x x∗ ∗=  ve T y y∗ ∗=  ise 

( ) ( ) ( ), , ,d x y d Tx Ty d x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= <  bulunur fakat bu durum çelişkilidir. 

Öyleyse kabulümüz yanlış olup T  nin bir tek sabit noktası x ∗ . 

 



  47

4.4. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tx Ty k d Tx x d Ty y≤ +   

 

şartını sağlayacak şekilde 
10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 sabitine sahip olsun. Bu durumda T , X  içinde 

bir tek sabit noktaya sahiptir ve keyfi x X∈  için iterasyon dizisi { }nT x  bu sabit 

noktaya yakınsar [ ]20 .  

 

İspat 

 

0x X∈  seçelim. 2 1
1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n

n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun.  

 

Bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1, , , , , ,n n n n n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d Tx x d Tx x k d x x d x x+ − − − + −= ≤ + = +  

( ) ( ) ( )1 11 , ,n n n nk d x x kd x x+ −⇒ − ≤  

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
1n n n n n n

kd x x d x x hd x x
k+ − −⇒ ≤ =

−
  öyle ki 

1
kh

k
=

−
 dır. n m>  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x xθ − − − +< ≤ + + +  

                      ( ) ( )1 2
1 0... ,n n mh h h d x x− −≤ + + +  

                      ( )1 0,
1

mh d x x
h

≤
−

.  

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan ( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
hd x x K d x x

h
≤

−
.  
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10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 olduğundan [ )0,1h∈  olup ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞  olduğu görülür. 

 

Öyleyse     { } 1n n
x

≥
    X  içinde    bir   Cauchy dizisidir.   X   tam  konik  metrik  uzay 

olduğundan bir x X∗ ∈  var öyle ki ( )nx x n→ →∞ . 

 

Bu durumda  ( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d Tx Tx d Tx x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                                       ( ) ( )( ) ( )1, , ,n n nk d Tx x d Tx x d x x∗ ∗ ∗
+≤ + +  

                                       ( ) ( ) ( ) ( )11 , , ,n n nk d Tx x kd Tx x d x x∗ ∗ ∗
+⇒ − ≤ +  

                                       
( ) ( ) ( )( )1

1, , ,
1 n n nd Tx x kd Tx x d x x

k
∗ ∗ ∗

+⇒ ≤ +
−

. 

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan, 

 

( ) ( ) ( )( )1 1
1, , ,

1 n n nd Tx x K k d x x d x x
k

∗ ∗ ∗
+ +≤ +

−
.  

 

Böylece ( ), 0d Tx x∗ ∗ = . Yani T x x∗ ∗= .  

Dolayısıyla da x ∗ , T  nin X  içindeki bir sabit noktasıdır. Bu sabit noktanın tekliğini 

gösterelim: 

 

Kabul edelim ki y∗, T  nin bir diğer sabit noktası olsun.  

Bu durumda ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,d x y d Tx Ty k d Tx x d Ty yθ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ = ≤ + = . Böylece 

( ),d x y θ∗ ∗ =  olmak zorundadır. Yani x y∗ ∗= . 

Dolayısıyla da T  nin X  içinde bir tek x ∗  sabit noktası vardır. 

 

Şimdi 4.4. Teoremini normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 
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4.5. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve :T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tx Ty k d Tx x d Ty y≤ +   

 

şartını sağlayacak şekilde 
10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 sabitine sahip olsun. Bu durumda T , X  içinde 

bir tek sabit noktaya sahiptir ve her bir x X∈  için iterasyon dizisi { }nT x  bu sabit 

noktaya yakınsar [ ]26 .  

 

İspat 

 

Her bir 
0x X∈  ve 1n ≥  için, 2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun.  

 

Bu durumda,  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d Tx x d Tx x+ − − −= ≤ +   

                                          ( ) ( )( )1 1, ,n n n nk d x x d x x+ −= + . 

 

Bundan dolayı  

 

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
1n n n n n n

kd x x d x x hd x x
k+ − −≤ =

−
 öyle ki 

1
kh

k
=

−
. 

 

n m>  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( )1 2
1 0... ,n n mh h h d x x− −≤ + + +  



  50

                ( )1 0,
1

mh d x x
h

≤
−

. 

 

Şimdi cθ �  olacak şekilde keyfi c E∈  verilsin. Bu durumda her 
1m N≥  için 

( )1 0,
1

mh d x x c
h−

�  olacak şekilde 
1N ∈ `  yi seçebiliriz. 

 

Böylece her n m>  için ( ),n md x x c� . Bu nedenle de { } 1n n
x

≥
 dizisi ( ),X d  içinde bir 

Cauchy dizisidir. 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay olduğu için x X∗ ∈  var öyle ki nx x∗→ . Şimdi bir 

2N ∈ `  seçelim öyle ki her 
2n N≥  için ( ) ( )

1

1
,

2n n

c k
d x x

k+

−
�  ve 

( ) ( )
1

1
,

2n

c k
d x x ∗

+

−
�  olsun.  

 

Böylece her 
2n N≥  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1, , , , , ,n n n n nd Tx x d Tx Tx d Tx x k d Tx x d Tx x d x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+≤ + ≤ + + . 

O halde  

 

( ) ( ) ( )( )1 1
1, , ,

1 2 2n n n
c cd Tx x kd x x d x x c

k
∗ ∗ ∗

+ +≤ + + =
−

� . 

 

Yani her 1m ≥  için ( ), cd Tx x
m

∗ ∗ � . Bu nedenle de her 1m ≥  için ( ),c d Tx x P
m

∗ ∗− ∈ .  

 

( )c m
m

θ→ → ∞  ve P  kapalı olduğundan ( ),d Tx x P∗ ∗− ∈ . 
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Diğer taraftan ( ),d Tx x P∗ ∗ ∈  olduğunu da biliyoruz. P  konik olduğundan, ( )3P  den 

( ),d Tx x θ∗ ∗ =   yani T x x∗ ∗= . Böylece x ∗ , T  nin X  içinde bir sabit noktasıdır. Şimdi 

bu sabit noktanın tekliğini gösterelim: 

 

Kabul edelim ki y ∗  da T  nin bir diğer sabit noktası olsun. O zaman 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,d x y d Tx Ty k d Tx x d Ty y θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ≤ + =  yani x y∗ ∗= . Böylece T  nin 

X  içinde bir tek sabit noktası vardır. 

 

4.6. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tx Ty k d Tx y d Ty x≤ +  

 

şartını sağlayacak şekilde 
10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 sabitine sahip olsun. Bu durumda T , X  içinde 

bir tek sabit noktaya sahiptir ve  keyfi x X∈  için iterasyon dizisi { }
1

n

n
T x

≥
 bu sabit 

noktaya yakınsar [ ]20 .  

 

İspat 

 

0x X∈  seçelim. 2 1
1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n

n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun.  

Bu durumda,  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d Tx x d Tx x+ − − −= ≤ +  

                                          ( ) ( )( )1 1, ,n n n nk d x x d x x+ −≤ +  

                                          ( ) ( )( )1 1, ,n n n nk d x x d x x+ −≤ + . 
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Yani ( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
1n n n n n n

kd x x d x x hd x x
k+ − −≤ =

−
 öyle ki 

1
kh

k
=

−
. 

 

Böylece n m>  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( ) ( )1 2
1 0 1 0... , ,

1

m
n n m hh h h d x x d x x

h
− −≤ + + + ≤

−
. 

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan, 

 

( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
hd x x K d x x

h
≤

−
.  

 

10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 iken [ )0,1h∈  olduğundan ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞ .  

Böylece { }nx , X  içinde bir Cauchy dizisidir. X  in tamlığından bir x X∗ ∈  var öyle ki 

( )nx x n∗→ →∞ . Bu nedenle  

 

( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d Tx Tx d Tx x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                 ( ) ( )( ) ( )1, , ,n n nk d Tx x d Tx x d x x∗ ∗ ∗
+≤ + +  

                 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , , ,n n nk d x x d Tx x d x x d x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+ +≤ + + + .  

 

Yani 

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1, , , ,

1 n n nd Tx x k d x x d x x d x x
k

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+ +≤ + +

−
. 

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan, 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1, , , ,

1 n n nd Tx x K k d x x d x x d x x
k

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+ +≤ + +

−
. 

 

Yani ( ), 0d Tx x Tx x∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = . Dolayısıyla da x ∗ , T  nin X  içinde bir sabit 

noktasıdır.  

 

Bu sabit noktanın tekliğini gösterelim: 

 

y ∗ , T  nin bir diğer sabit noktası olsun. O halde, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,d x y d Tx Ty k d Tx y d Ty x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ≤ +  

                                      ( ) ( )( ), ,k d x y d y x∗ ∗ ∗ ∗= +  

                                      ( )2 ,kd x y∗ ∗=  

                                      ( ),d x y∗ ∗< . 

 

Bu durum çelişkilidir. Dolayısıyla da ( ),d x y x yθ∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = . Yani T , X  içinde bir 

tek x ∗  sabit noktasına sahiptir. 

  

Şimdi 4.6. Teoremini normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 

 

4.7. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve :T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tx Ty k d Tx y d x Ty≤ +  

 

olacak şekilde 
10,
2

k ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 sabitine sahip olsun. Bu durumda T , X  içinde bir tek sabit 

noktaya sahiptir.  
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Ve her bir x X∈  için iterasyon dizisi { }nT x  bu sabit noktaya yakınsar [ ]26 .  

 

İspat 

 

Her bir 
0x X∈  ve 1n ≥  için 2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun.  

 

Bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d Tx x d Tx x+ − − −= ≤ +  

                                          ( ) ( )( )1 1, ,n n n nk d x x d x x+ −≤ + . 
 

Yani ( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
1n n n n n n

kd x x d x x hd x x
k+ − −≤ =

−
 öyle ki 

1
kh

k
=

−
. 

 

Böylece n m>  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( ) ( )1 2
1 0 1 0... , ,

1

m
n n m hh h h d x x d x x

h
− −≤ + + + ≤

−
 bulunur. 

 

Şimdi cθ �  olacak şekilde bir c E∈  verilsin. Bir 
1N ∈ `  seçelim öyle ki her 

1m N≥  

için ( )1 0,
1

mh d x x c
h−

�  olsun. Böylece her n m>  için ( ),n md x x c� . 

 

Bu nedenle de { }nx , X içinde bir Cauchy dizisidir. Ve ( ),X d  bir tam konik metrik 

uzay olduğu için x X∗ ∈  var öyle ki nx x∗→ . Bir 
2N ∈ `  var öyle ki her 

2n N≥  için 

( ) ( )1
,

3n

c k
d x x ∗ −

� .  

 

Böylece her 
2n N≥  için, 
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( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d Tx Tx d Tx x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                 ( ) ( )( ) ( )1, , ,n n nk d Tx x d Tx x d x x∗ ∗ ∗
+≤ + +  

                 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , , ,n n nk d Tx x d x x d x x d x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+ +≤ + + +

 
 

dolayısıyla da  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1, , , ,

1 3 3 3n n n
c c cd Tx x kd x x d x x d x x c

k
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ +≤ + + ≤ + + =
−

. 

 

Böylece her 1m ≥  için ( ), cd Tx x
m

∗ ∗ � . Yani her 1m ≥  için ( ),c d Tx x P
m

∗ ∗− ∈ . 
 

 

Bu durumda ( )c m
m

θ→ → ∞  ve P  kapalı olduğundan ( ),d Tx x P∗ ∗− ∈ . Fakat 

( ),d Tx x P∗ ∗ ∈  idi. O halde ( )3P  den ( ),d Tx x θ∗ ∗ =  olup T x x∗ ∗=  elde edilir. Yani 

x ∗ , T  nin X  içinde bir sabit noktasıdır.  

 

Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim:  

 

y ∗ , T  nin bir diğer sabit noktası olsun.  

 

Bu durumda   ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,d x y d Tx Ty k d Tx y d Ty x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ≤ +  

                                                             ( )2 ,kd x y∗ ∗=  

                                                             ( ),d x y∗ ∗<     bulunur. 

 

Bu durum çelişkilidir. Dolayısıyla da ( ),d x y θ∗ ∗ =  yani x y∗ ∗= . Yani T , X  içinde 

bir tek x ∗  sabit noktasına sahiptir. 
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4.8. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( ), , ,d Tx Ty kd x y ld y Tx≤ +   

 

olacak şekilde [ ), 0,1k l∈  sabitine sahip olsun. Bu durumda T  dönüşümü X  içinde  

bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 1k l+ <  olduğunda ise T  nin bu sabit noktası tektir 

[ ]20 .  

 

İspat 

 

Her bir 
0x X∈  ve 1n ≥  için 2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  olsun.  

 

Bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0, , , , , ... ,n
n n n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d x x d Tx x kd x x k d x x+ − − − −= ≤ + = = ≤  

 

Böylece n m>  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( ) ( )1 2
1 0 1 0... , ,

1

m
n n m kk k k d x x d x x

k
− −≤ + + + ≤

−
. 

  

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan, 

 

( ) ( )1 0, ,
1

m

n m
kd x x K d x x

k
≤

−
.  
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[ )0,1k∈  olduğundan ( ) ( ), ,n md x x n mθ→ →∞  olduğu görülür. 

 

Öyleyse { }nx , X  içinde bir Cauchy dizisidir. X  tam konik metrik uzay olduğundan 

bir x X∗ ∈  var ( )nx x n∗∋ → →∞ . Bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d x Tx d x x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                  ( ) ( )1, ,n nd Tx Tx d x x∗ ∗
−= +  

                  ( ) ( ) ( )1 1, , ,n n nkd x x ld Tx x d x x∗ ∗ ∗
− −≤ + + . 

 

P , K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , ,n n nd Tx x K k d x x l d x x d x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗
−≤ + + .  

 

Böylece ( ), 0d Tx x Tx x∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = . Yani x ∗ , T  nin X  içinde bir sabit noktasıdır. 
 

 

Şimdi 1k l+ <  olduğunda bu sabit noktanın bir tek olduğunu  gösterelim: y ∗ , T  nin 

bir diğer sabit noktası ve 1k l+ <  olsun.  

 

Bu durumda ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d x y d Tx Ty kd x y ld y Tx∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ≤ +  

                                                           ( ) ( ), ,kd x y ld x y∗ ∗ ∗ ∗= +  

                                                           ( ) ( ) ( ), ,k l d x y d x y∗ ∗ ∗ ∗= + <  
 

olup bu durum çelişkilidir. O halde ( ),d x y θ∗ ∗ =  yani x y∗ ∗= . Böylece 1k l+ <  

olduğunda T  nin bir tek x ∗  sabit noktası vardır.  

 

Şimdi 4.8. Teoremini normallik şartını ihmal ederek genelleştirmesini inceleyelim: 
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4.9. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve :T X X→  dönüşümü her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( ), , ,d Tx Ty kd x y ld y Tx≤ +  

 

olacak şekilde [ ), 0,1k l∈  sabitine sahip olsun. Bu durumda T  dönüşümü X  içinde 

bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 1k l+ <  olduğunda T  nin bu sabit noktası tektir 

[ ]26 .  

 

İspat 

  

Her bir 
0x X∈  ve 1n ≥  için 2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =   olsun. 

Bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0, , , , , ... ,n
n n n n n n n n n nd x x d Tx Tx k d x x d Tx x kd x x k d x x+ − − − −= ≤ + = = ≤ .  

 

Böylece n m>  için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x− − − +≤ + + +  

                ( ) ( ) ( )1 2
1 0 1 0... , ,

1

m
n n m kk k k d x x d x x

k
− −≤ + + + ≤

−
. 

 

Şimdi cθ �  olacak şekilde c E∈  verilsin. 
1N ∈ `  seçelim öyle ki her 1m N≥  için 

( )1 0,
1

mk d x x c
k−

�  olsun. Bu durumda her n m>  için ( ),n md x x c� . Böylece { }nx , 

( ),X d  içinde bir Cauchy dizisidir. ( ),X d  bir tam konik metrik uzay olduğu için 

x X∗ ∈  var öyle ki nx x∗→ . Şimdi 
2N ∈ `  seçelim öyle ki her 2n N≥  için 

( ),
3n
cd x x∗ � . 



  59

  

O halde her 2n N≥  için ( ) ( ) ( ), , ,n nd Tx x d x Tx d x x∗ ∗ ∗ ∗≤ +  

                                                         ( ) ( )1, ,n nd Tx Tx d x x∗ ∗
−= +  

                                                         ( ) ( ) ( )1, , ,n n nd x x d x x d x x∗ ∗ ∗
−< + +  

                                                         
3 3 3
c c c c+ + =� . 

 

Böylece her 1m ≥  için ( ), cd Tx x
m

∗ ∗ � . Yani her 1m ≥  için ( ),c d Tx x P
m

∗ ∗− ∈ . 

 

Bu durumda ( )c m
m

θ→ → ∞  ve P  kapalı olduğu için ( ),d Tx x P∗ ∗− ∈ . Fakat 

( ),d Tx x P∗ ∗ ∈  idi. O halde ( )3P  den ( ),d Tx x θ∗ ∗ =  yani T x x∗ ∗=  elde edilir. 

Böylece x ∗ , T  nin bir sabit noktasıdır. Şimdi 1k l+ <  olduğunda bu sabit noktanın 

bir tek olduğunu gösterelim: 

 

y ∗ , T  nin bir diğer sabit noktası ve 1k l+ <  olsun. Bu durumda  

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d x y d Tx Ty kd x y ld Tx y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ≤ +  

                                      ( ) ( ), ,kd x y ld x y∗ ∗ ∗ ∗= +  

                                      ( ) ( ) ( ), ,k l d x y d x y∗ ∗ ∗ ∗= + <  
 

olup bu durum çelişkilidir. O halde ( ),d x y θ∗ ∗ =  yani x y∗ ∗= . Böylece 1k l+ <  

olduğunda T  nin bir tek x ∗  sabit noktası vardır. 

  

Bu bölümü, daha iyi anlaşılması için, bir örnek ile sonlandıralım: 

 

4.1. Örnek 
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2E = \  yani Öklid düzlemi, ( ){ }2, : , 0P x y x y= ∈ ≥\  da E  de bir normal konik 

olsun. 

 

( ){ } ( ){ }2 2, 0 : 0 1 0, : 0 1X x x x x= ∈ ≤ ≤ ∪ ∈ ≤ ≤\ \  olsun.  

:d X X E× →  dönüşümünü; 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

4,0 , ,0 , ,
3

20, , 0, , ,
3

4 2,0 , 0, 0, , ,0 ,
3 3

d x y x y x y

d x y x y x y

d x y d y x x y x y

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

olarak tanımlayalım.

 

 

Bu durumda ( ),X d  bir tam konik metrik uzaydır. 

Ve :T X X→  dönüşümü ( )( ) ( ),0 0,T x x=  ve ( )( ) 10, ,0
2

T x x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olarak 

tanımlandığında; 

 

( ) ( )1 2 1 2, , ,x x y y X∀ ∈  için, 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,d T x x T y y kd x x y y≤
 

 

şartını sağlayacak şekilde bir [ )3 0,1
4

k = ∈  sabitine sahiptir. Gösterelim: 

 

1) X  bir konik metrik uzaydır. 

 

( )1d  ,x y X∗ ∗∀ ∈  için ( ),d x y θ∗ ∗ ≥  ve ( ),d x y x yθ∗ ∗ ∗ ∗= ⇔ = . 

( )2d  ,x y X∗ ∗∀ ∈  için ( ) ( ), ,d x y d y x∗ ∗ ∗ ∗= . 
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( )3d  , ,x y z X∗ ∗ ∗∀ ∈  için; 

 

( )1 ( ) ( ) ( ) 4,0 , ,0 , ,
3

x x y y d x y x y x y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞= = ⇒ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.1  

( )a      z X∗ ∈  iken eğer ( ), 0z z∗ =  ise ( ) 4, ,
3

d x z x z x z∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) 4, ,
3

d z y z y z y∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠  

olup 

 

( ) ( ) ( )4, , ,
3

d x z d z y x z z y x z z y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = − + − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.2  

 

bulunur. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 den  ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ + . 

 

( )b  z X∗ ∈  iken eğer ( )0,z z∗ =  ise ( ) 4 2, ,
3 3

d x z x z x z∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) 4 2, ,
3 3

d z y y z y z∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olup  

 

( ) ( ) 4 4 2 2, , ,
3 3 3 3

d x z d z y x z y z x z y z∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                 ( )4.3  

 

bulunur. Eş. 4.1 ve Eş. 4.3 den  ( ) ( )4, ,
3

d x y x y x y∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                                                   ( ) ( ), ,d x z d z y∗ ∗ ∗ ∗≤ + . 

 

( )2  ( ) ( ) ( ) 20, , 0, , ,
3

x x y y d x y x y x y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞= = ⇒ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                 ( )4.4  
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( )a  z X∗ ∈  iken eğer ( ), 0z z∗ =  ise ( ) 4 2, ,
3 3

d x z z x z x∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) 4 2, ,
3 3

d z y z y z y∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olup  

 

( ) ( ) 4 4 2 2, , ,
3 3 3 3

d x z d z y z x z y z x z y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.5  

 

bulunur. Eş. 4.4  ve Eş. 4.5 den ( ) ( )2, ,
3

d x y x y x y∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

                                                                   ( ) ( ), ,d x z d z y∗ ∗ ∗ ∗≤ + . 

 

( )b  z X∗ ∈  iken eğer ( )0,z z∗ =  ise ( ) 2, ,
3

d x z x z x z∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) 2, ,
3

d z y z y z y∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

olup 

 

( ) ( ) ( )2, , ,
3

d x z d z y x z z y x z z y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = − + − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.6   

 

bulunur. Eş. 4.4 ve 4.6 dan 

 

( ) ( )2, ,
3

d x y x z z y x z z y∗ ∗ ⎛ ⎞≤ − + − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                ( ) ( ), ,d x z d z y∗ ∗ ∗ ∗= + . 

 

( )3 ( ) ( ) ( ) ( ) 4 2,0 , 0, , , ,
3 3

x x y y d x y d y x x y x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞= = ⇒ = = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

              ( )4.7  
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( )a  z X∗ ∈  iken eğer ( ), 0z z∗ =  ise 

( ) 4, ,
3

d x z x z x z∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( ) 4 2, ,
3 3

d z y z y z y∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

olup  

 

( ) ( ) 4 4 2, , ,
3 3 3

d x z d z y x z z y x z z y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = − + + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.8  

bulunur.  

 

Eş. 4.7 ve Eş. 4.8 den  

 

( )i  x z≥  ise x z x z− = −  

olacağından ( ) ( ) ( ) 4 2, , , ,
3 3

d x y d x z d z y x y x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ve 

 

( )ii  x z≤  ise x z z x− = −  olacağından 

( ) ( ) ( ) 4 8 2, , , 2
3 3 3

d x y d x z d z y x z y x z y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + = − + + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

( )b  z X∗ ∈  iken eğer ( )0,z z∗ =  ise ( ) 4 2, ,
3 3

d x z x z x z∗ ∗ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) 2, ,
3

d z y z y z y∗ ∗ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olup  

 

( ) ( ) 4 2 2, , ,
3 3 3

d x z d z y x z z y x z z y∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞+ = + + − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( )4.9  

 

bulunur. Eş. 4.7 ve Eş. 4.9 dan 
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( )i  z y≥  ise z y z y− = −  olacağından 

( ) ( ) ( ) 4 4 2, , , 2 ,
3 3 3

d x y d x z d z y x z y x z y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + = + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 ve 

 

( )ii  z y≤  ise z y z y− = − +  olacağından  

( ) ( ) ( ) 4 2, , , ,
3 3

d x y d x z d z y x y x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ⎛ ⎞≤ + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Öyleyse gerçekten ( ) ( )1 2,d d  ve ( )3d  şartları sağlanır ve böylece ( ),X d  bir konik 

metrik uzaydır. 

 

2) ( ),X d  konik metrik uzayı tamdır. Çünkü 2\  tam ve 2X ⊆ \  kapalı olduğundan 

2.3. Önermesinden ( ),X d  bir tam konik metrik uzaydır. 

 

3) Verilen şekilde tanımlı :T X X→  dönüşümü için her ( ) ( )1 2 1 2, , ,x x y y X∈  

verildiğinde,  

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,d T x x T y y kd x x y y≤   

 

şartını sağlayacak şekilde bir [ )3 0,1
4

k = ∈  sabiti vardır. Gerçekten 

 

( )a  ( ) ( ),0 , ,0x y X∈  iken  

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) 2,0 , ,0 0, , 0, ,
3

d T x T y d x y x y x y⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                    ( )4.10  
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ve  

 

( ) ( )( ) 4,0 , ,0 ,
3

d x y x y x y⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                    ( )4.11  

 

olup Eş. 4.10 ve Eş. 4.11 den 
2 3 4, ,
3 4 3

x y x y x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ≤ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

Yani gerçekten 3
4

k =  sabiti bu şartı sağlar. 

 

( )b  ( ) ( )0, , 0,x y X∈  iken  

 

( )( ) ( )( )( ) 1 1 4 1 1 1 10, , 0, ,0 , ,0 ,
2 2 3 2 2 2 2

d T x T y d x y x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
      ( )4.12  

 

ve 
 

 ( ) ( )( ) 20, , 0, ,
3

d x y x y x y⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                   ( )4.13  

 

olup Eş. 4.12 ve Eş. 4.13 den 
2 1 3 2, ,
3 2 4 3

x y x y x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ≤ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

 

Yani gerçekten 3
4

k =  sabiti bu şartı sağlar. 

 

( )c ( ) ( ),0 , 0,x y X∈  iken  

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) 1 4 1 1 2,0 , 0, 0, , ,0 ,
2 3 2 2 3

d T x T y d x y y x y x⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
               ( )4.14  
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ve  
 

( ) ( )( ) 4 2,0 , 0, ,
3 3

d x y x y x y⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                    ( )4.15  

 

olup Eş. 4.14 ve Eş. 4.15 den 
2 1 2 3 4 2, ,
3 2 3 4 3 3

y x y x x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ≤ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

Yani gerçekten 3
4

k =  sabiti bu şartı sağlar. 

 

T , X  üzerinde öklid metriğine göre büzülebilir bir dönüşüm değildir. Çünkü , 

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 22, 0 , ,0 0, , 0, 0d T x T y d x y x y= = + −\ \  

                                                                          ( ) ( )( )2

,0 , ,0kd x y≤ \  

                                                                          ( )2 20k x y= − +
 

 

olup bu şartın sağlanması için 1k ≥  olmalıdır.  

 

Bu ise T  nin öklid metriğine göre büzülebilir dönüşüm olmadığını gösterir. 

 

4.2. Konik Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu bölümde konik metrik uzaylarda büzülebilirlik şartlarını sağlayan dönüşümlerin 

çakışık ve ortak sabit noktalarının varlığını inceleyeceğiz [ ]21 .  
 

4.10. Teorem 
 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik  
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olsun. Kabul edelim ki , :g f X X→  iki dönüşüm olup her ,x y X∈  için , , 0α β γ ≥  

ve 2 2 1α β γ+ + <  olduğunda  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,d fx gy d x y d x fx d y gy d x gy d y fxα β γ≤ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

şartını sağlasın. Bu durumda f  ve ,g  X  içinde bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

Ayrıca f  nin herhangi bir sabit noktası g  nin de sabit noktası ve g  nin herhangi bir 

sabit noktası f  nin de sabit noktasıdır [ ]21 .  

 

İspat 

 

Keyfi 
0x X∈  seçelim ve { }nx  dizisini de 

2 1 2 ,n nx f x+ = 2 2 2 1 ,n nx g x+ +=  0 , 1 , 2 , . . .n =  

şeklinde tanımlayalım. Şimdi  

 

( ) ( )2 1 2 2 2 2 1, ,n n n nd x x d fx gx+ + +=   

                        
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2

, , ,

, ,
n n n n n n

n n n n

d x x d x fx d x gx

d x gx d x fx

α β

γ
+ + +

+ +

≤ + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

                        ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 2, ,n n n nd x x d x xα β γ β γ+ + += + + + +  
 

olup bu durumda  

 

( ) ( )2 1 2 2 2 2 1, ,n n n nd x x d x xδ+ + +≤  
( )

1
1
α β γδ

β γ
+ +

∋ = <
− +

. 

 

Benzer şekilde 

 

( ) ( )2 3 2 2 2 2 2 1, ,n n n nd x x d x xδ+ + + +≤  olduğu da gösterilebilir. Gerçekten; 

 

( ) ( )2 3 2 2 2 2 2 1, ,n n n nd x x d fx gx+ + + +=  
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 2 2

, , ,

, ,
n n n n n n

n n n n

d x x d x fx d x gx

d x gx d gx fx

α β

γ
+ + + + + +

+ + + +

≤ + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

                        
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 1 2 2 2 3 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 3

, , ,

, ,
n n n n n n

n n n n

d x x d x x d x x

d x x d x x

α β

γ
+ + + + + +

+ + + +

= + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

                        ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 2 2 3, ,n n n nd x x d x xα β β γ+ + + += + + +  
 

⇒ ( )( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 2 2 11 , ,n n n nd x x d x xβ γ α β+ + + +− + ≤ +  

⇒ ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 2 2 1, ,
1n n n nd x x d x xα β

β γ+ + + +
+

≤
− +

 

⇒ 
( )1
α β δ
β γ
+

≤
− +

 olduğundan; 

 

( ) ( )2 3 2 2 2 2 2 1, ,n n n nd x x d x xδ+ + + +≤ .  

 

Bu nedenle de her n ∈ `  için; 

 

( ) ( )1 2 1, ,n n n nd x x d x xδ+ + +≤  

                     ( )1
0 1... ,n d x xδ +≤ ≤ . 

 

Ve her m n>  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x+ + + −≤ + + +  

                ( ) ( )1 1
1 0 1 0... , ,

1

n
n n m d x x d x xδδ δ δ

δ
− −⎡ ⎤≤ + + + ≤⎣ ⎦ −  

 

olup ,P  K  normal sabiti ile bir normal konik olduğundan;
 

 

( ) ( )1 0, ,
1

n

n md x x K d x xδ
δ

≤
−

.
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Dolayısıyla da ,n m → ∞  iken ( ),n md x x θ→ . Böylece { },nx  X  içinde bir Cauchy 

dizisidir. Ve X  tam konik metrik uzay olduğundan bir p X∈  için ( )nx p n→ →∞ . 

Şimdi hipotezdeki şartı kullanarak; 

( ) ( ) ( )2 1 2 1, , ,n nd p gp d p x d x gp+ +≤ +  

               ( ) ( )2 1 2, ,n nd p x d fx gp+= +  

               
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 2 2 1

2 2 1

, , , ,

, ,
n n n n

n n

d p x d x p d x x d p gp

d x gp d p x

α β

γ
+ +

+

≤ + + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

               
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 2 2 2 1

2 2 1

, , , ,

, , ,
n n n n

n n

d p x d x p d x x d p gp

d x p d p gp d p x

α β

γ
+ +

+

≤ + + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 2 2 1 2 2 11 , , , , , ,n n n n n nd p gp d p x d x p d x x d x p d p xβ γ α β γ+ + +⇒ − − ≤ + + + +  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 2 2 1 2 2 1
1, , , , , ,

1 n n n n n nd p gp d p x d x p d x x d x p d p xα β γ
β γ + + +⎡ ⎤⇒ ≤ + + + +⎣ ⎦− −

 

 

olarak bulunur.  

 

Bu durumda ,P  K  normal sabiti ile bir normal konik olduğu için; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
1, , , , , ,

1 n n n n n nd p gp K d x p d x p d x x d x p d x pα β γ γ
β γ + + + +≤ + + + +

− −
. 

 

Yukarıdaki eşitsizliğin sağ yanı n → ∞  için θ  ya yakınsar. Dolayısıyla da 

( ), 0d p gp = . Yani p g p= . 

 

Şimdi ( ) ( ), ,d fp p d fp gp=  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,d p p d p fp d p gp d p gp d p fpα β γ≤ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                         ( ) ( ),d p fpβ γ= +  
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                         ( ),d p fp< . 

 

O halde ( ),d fp p θ=  olup f p p=  elde edilir. 

Bu ortak sabit noktanın tekliğini göstermek için kabul edelim ki f  ve g  nin bir diğer 

ortak sabit noktası q  olsun. Bu durumda  

 

( ) ( ), ,d p q d fp gqθ < =   

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,d p q d p fp d q gq d p gq d q fpα β γ≤ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦   

 

( ) ( ) ( ), 2 ,d p q d p qα γ⇒ ≤ +  

                  ( ),d p q< . 

 

O halde ( ),d p q θ=  yani p q=  bulunur. 

 

Burada p  nin g  nin sabit noktası olması halinde f  nin de sabit noktası olduğu 

gösterildi. Benzer şekilde ,p  f  nin sabit noktası iken  g  nin de sabit noktası olacaktır. 

 

4.5. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için , , 0α β γ ≥  ve 2 2 1α β γ+ + <  

olduğunda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,p q p q q pd f x f y d x y d x f x d y f y d x f y d y f xα β γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 

şartını sağlasın. ( Burada p  ve q  sabit pozitif tamsayılardır.) Bu durumda ,f X  

içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  
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İspat 

 

Hipotezde verilen eşitsizlikte pf f≡  ve qg f≡  yazıldığında f  ve g  dönüşümleri 

4.10. Teoreminin şartlarını sağlayacaktır. Dolayısıyla da f  ve g  dönüşümlerinin bir 

tek ortak sabit noktaları vardır. Açıktır ki f  dönüşümünün her sabit noktası pf  ve qf  

dönüşümlerinin de bir sabit noktasıdır. pf  ve qf  dönüşümlerinin her ortak sabit noktası 

da f  dönüşümünün bir sabit noktasıdır. Böylece ,f X  içinde bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

 

4.6. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

:f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için , , 0α β γ ≥  ve 2 2 1α β γ+ + <  

olduğunda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,d fx fy d x y d x fx d y fy d x fy d y fxα β γ≤ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 

 

4.5. Sonucunda 1p q= =  alınırsa f  dönüşümünün X  içinde bir tek sabit noktaya 

sahip olduğu görülür.  

 

4.7. Sonuç 

 

( ),X d   bir  tam  konik  metrik  uzay  ve  P  de  K  normal sabiti ile bir normal  
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konik olsun. :f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için 0ia ≥ { }( )1,2,3,4,5i∈  ve 

5

1
1i

i
a

=

<∑  olan yerde 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5, , , , , ,d fx fy a d x y a d x fx a d y fy a d x fy a d y fx≤ + + + +  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 

 

Hipotezde verilen eşitsizlikte x  ve y  nin yerlerini değiştirerek eşitsizliği tekrar 

yazalım. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5, , , , , ,d fy fx a d y x a d y fy a d x fx a d y fx a d x fy≤ + + + +  
 

Şimdi de hipotezdeki eşitsizlik ile son eşitsizliği toplayalım: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 32 , 2 , , ,d fx fy a d x y a a d x fx a a d y fy≤ + + + +  

                    ( ) ( ) ( ) ( )4 5 4 5, ,a a d y fx a a d x fy+ + + +  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 51

2

2, , , , , ,
2 2

a a a aad fx fy d x y d x fx d y fy d x fy d y fx
a

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ ≤ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 

olup 
1 ,aα =  2 3

2
a aβ +

=  ve 4 5

2
a aγ +

=  alınırsa 4.6. Sonucunun tüm şartları 

sağlanır. Dolayısıyla da f  nin X  içinde bir tek sabit noktası vardır.
 

 

4.8. Sonuç
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( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Kabul edelim ki :f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için 0 1α≤ <  olduğunda 

 

( ) ( ), ,d fx fy d x yα≤  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 

 

4.6. Sonucunda 0β =  ve 0γ =  alınması durumunda ispat elde edilir. 

 

4.9. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Kabul edelim ki :f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için 
10,
2

β ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
 

olduğundan 

 

( ) ( ) ( ), , ,d fx fy d x fx d y fyβ≤ +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 

 

4.6. Sonucunda 0α =  ve 0γ =  alınması durumunda ispat elde edilir. 

 

4.10. Sonuç 
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( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Kabul edelim ki :f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için 
10,
2

γ ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
        

olduğunda 

 

( ) ( ) ( ), , ,d fx fy d x fy d y fxγ≤ +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  
 

İspat 

 

4.6. Sonucunda 0α =  ve 0β =  alınması durumunda ispat elde edilir. 

 

4.11. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de K  normal sabiti ile bir normal konik olsun. 

Kabul edelim ki :f X X→  bir dönüşüm olup her ,x y X∈  için , 0α β ≥  ve 

2 1α β+ <  olduğunda 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d fx fy d x y d x fx d y fyα β≤ + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

şartını sağlasın. Bu durumda ,f X  içinde bir tek sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 

 

4.6. Sonucunda 0γ =  alınması durumunda ispat elde edilir. 

 

4.11. Teorem 

 



  75

( ),X ρ  bir tam metrik uzay olsun. :f X X→  sürekli bir dönüşüm ve 

:g X X→ dönüşümü f  ile değişmeli olan keyfi bir dönüşüm olsun. Ayrıca f  ve ,g  

( ) ( )g X f X⊂  olmasını sağlasın ve bir ( )0,1λ∈  sabiti var öyle ki her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ), ,gx gy fx fyρ λρ≤  

 

olsun. Bu durumda f  ve g  bir tek ortak sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

4.12. Teorem 

 

( ),X ρ  bir tam metrik uzay olsun. :f X X→  sürekli bir dönüşüm ve :g X X→  

dönüşümü de f  ile değişmeli olan keyfi bir dönüşüm olsun. Ayrıca f  ve g  için 

( ) ( )g X f X⊂  ve bir ( )0,1λ∈  sabiti var öyle ki her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , ,M x y maks fx fy fx gx fx gy fy gy fy gxρ ρ ρ ρ ρ ρ=  olduğunda  

 

( ) ( ), ,gx gy M x yρρ λ≤  

 

 olsun. Bu durumda f  ve g  bir tek ortak sabit noktaya sahiptir [ ]21 .  

 

4.1. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve , :g f X X→  dönüşümler olsun. Bazı ( )0,1λ∈  

sabitleri ve her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }; ; , , , , , , , , ,u C f x y d fx fy d fx gx d fx gy d fy gy d fy gx∈ ≡  var ve  

( ),d gx gy uλ≤  
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oluyorsa bu durumda g  dönüşümüne f -büzülebilir dönüşüm denir [ ]21 .  

 

4.1. Lemma 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  de bir normal konik olsun. , :g f X X→ , g  ile f  

değişmeli, ( ) ( )g X f X⊂  ve ,g f -büzülebilir dönüşüm olsun. 

 

Ayrıca 
0x X∈  ve 

1x X∈  olmak üzere ( ) ( )0 1g x f x=  olduğunu kabul edelim. Yani 

1,n nx x X+ ∈  için ( ) ( )1n n ng x f x y+= =  olsun. Şimdi n ∈ `  için; 

( ) { }0 0 1 2; , , ,..., nO x n y y y y=  ve ( ) { }0 0 1 2; , ,...O x y y y∞ =  kümelerini oluşturalım. 

 

Bu durumda aşağıdaki eşitsizlikleri sağlayacak şekilde bir 
0n ∈ `  vardır: 

 

( )i  Eğer , , ,i j n ∈ `  
0n n>  ve 

0 ,n i j n< ≤  ise bu durumda  

 

( ) ( )( )0, ;i jd y y O x nδ< . 

 

( )ii  Eğer ,n ∈ `
0n n>  ise bu durumda  

 

( )( ) ( ) ( ){ }0 0 0, , , , :1 ,1 ,i jO x n maks d y k d y y k n i j nδ = ≤ ≤ ≤ ≤   

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

( )iii  Eğer n ∈ `  ve 
0n n>  ise bu durumda 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
000 0 1 0 0 0 02; , , ; , , :1

1 n ln
KO x n maks d y y K O x n d y y l n
K

δ λ δ
λ +

⎧ ⎫≤ ≤ ≤⎨ ⎬−⎩ ⎭
.  
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( )iv ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
000 0 1 0 0 0 02; , , ; , , :1

1 n ln
KO x maks d y y K O x n d y y l n
K

δ λ δ
λ +

⎧ ⎫∞ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬−⎩ ⎭
. 

 

( )v n ∈ `  ve 
0 1n n≥ +  için   ( ) ( )( )0

1 0, ;n
n nd y y K O xλ δ− ≤ ∞ . 

 

( )vi { }ny bir Cauchy dizisi ve 
0 1m n n> > +  olmak üzere  

 

( ) ( )( )0, ;
1

n

n md y y K O xλ δ
λ

≤ ∞
−  

[ ]21 .  

 

İspat 

 

0n ∈ `  yi { }0 0 2, 1n nmaks K Kλ λ <  olacak şekilde seçelim.  

 

( )i  Kabul edelim ki , , ,i j n ∈ `  
0n n>  ve 

0 ,n i j n< ≤  olsun. O halde hipotezden g  

dönüşümü f -büzülebilir dönüşüm olduğundan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , , , , , , , , ,i j i i i j j j j is d fx fx d fx gx d fx gx d fx gx d fx gx∈  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, , , , , , , , ,i j i i i j j j j id gx gx d gx gx d gx gx d gx gx d gx gx− − − − − −=  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, , , , , , , , ,i j i i i j j j j id y y d y y d y y d y y d y y− − − − − −=
 

 

var öyle ki bazı ( )0,1λ∈  için ( ) ( ) 1, ,i j i jd y y d gx gx sλ= ≤ .  

 

Şimdi öyle bir ( )2 ; ,i js C f x x∈  vardır ki 
1 2s sλ≤  ve ( ) 2

2,i jd y y sλ≤ . Böylece  

( ) 0

0
, n

i j nd y y sλ≤  öyle ki ( )
0

; ,n i js C f x x∈  olduğu görülür. P  normal konik 

olduğundan; 

 

( ) ( )( )0

0 0, ,n
i j nd y y K s O x nλ δ≤ <                                                                 ( )4.16  
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Yani gerçekten eğer , , ,i j n ∈ `  
0n n>  ve 

0 ,n i j n< ≤  ise bu durumda  
 

( ) ( )( )0, ;i jd y y O x nδ< . 

 

( )ii  Biz biliyoruz ki normalde  

( )( ) ( ) ( ){ }0 0; sup , : , ,O x n d x y x y O x nδ = ∈ . ( )i  den açıktır ki 
0 ,n i j n< ≤  olacak 

şekilde ,i j  lerin tamamı yerine 
0 ,n i j n< ≤  dışında kalan ,i j  leri inceleyip 

supremumunu ( küme sonlu eleman sayısına sahip olduğundan maksimumunu ) 

almak yeterli olacaktır. Öyleyse gerçekten; 

 

( )( ) ( ) ( ){ }0 0 0, , , , :1 ,1 ,k i jO x n maks d y y d y y k n i j nδ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

 

( )iii  ( )ii den ( )( )0 ;O x nδ  yi bildiğimizden ilgilenmemiz gereken üç durum olduğu 

açıktır: 

 

Durum 1 : Eğer ( )( ) ( )0 0; , ,kO x n d y yδ =  
01k k n∈ ∋ ≤ ≤`  ise bu durumda  

 

( )( ) ( ){ }0 0 0; , :1lO x n maks d y y l nδ ≤ ≤ ≤ . 

 

Durum 2 : Eğer ( )( ) ( )0 0; , ,kO x n d y yδ =
0k n k n∈ ∋ < ≤`   ise  bu  durumda 

( ) ( ) ( )0 00 0 1 1, , ,k n n kd y y d y y d y y+ +≤ +  olup P  normal konik olduğundan; 

( ) ( ) ( )( )0 00 0 1 1, , ,k n n kd y y K d y y d y y+ +≤ + . 

 

Diğer taraftan 
0 0 1 ,n n< +  k n≤  olduğundan Eş. 4.16 dan   
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( ) ( )( )0

0 1 0, ;n
n kd y y K O x nλ δ+ ≤ . 

 

O halde ( )( ) ( ) ( )( )( )0

00 0 1 0; , ;n
nO x n K d y y K K O x nδ λ δ+≤ +  

                                  ( ) ( )( )0

0

2
0 1 0, ;n

nK d y y K O x nλ δ+= + . 

 

Böylece ( ) ( )( ) ( )0

0

2
0 0 11 ; ,n

nK O x n K d y yλ δ +− ≤  olup 021 0nK λ− >  olduğundan  

 

( )( ) ( )000 0 12; ,
1 nn

KO x n d y y
K

δ
λ +≤

−
 bulunur. 

 

Durum 3 : Eğer ( )( ) ( )0; ,i jO x n d y yδ =  olacak şekilde ,i j ∈ `  
01 ,i j n∋ ≤ ≤  ise bu 

durumda ( ) 1,i jd y y sλ≤  olacak şekilde ( ) ( ){ }1 0 0, : , ;s d a b a b O x n∈ ∈  vardır. P  

normal konik olduğundan;  

 

( ) 1,i jd y y K sλ≤  olacak şekilde 0K >  vardır. Bu durumda  

( )( ) ( )( )0 1 0 0; ;O x n K s K O x nδ λ λ δ≤ ≤ . Böylece ( )iii  nin ispatı elde edilir. 

 

( )iv  ( )iii  nin ispatında n → ∞  alınırsa ( )iv  nin doğruluğu da açıktır. 

 

( )v 
0 1n n≥ +  için, ( )1 , 1,n n n nd y y sλ− −≤  öyle ki  

 

( ) ( ) ( ){ }, 1 1 1 1 1, , , , , ,n n n n n n n ns d y y d y y d y y θ− + + − −∈ . 

(Çünkü 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , ,
nn x n n n n n n n n n nd gx g d fx fx d fx gx d fx gx d fx gx d f x gxλ
− − − − − −≤   

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 1 1 2 1 2, , , , , , , , ,n n n n n n n n n nd y y d y y d y y d y y d y yλ − − − − − − − −=  
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olup ( )1, ;n nd y y+  ( )1 2,n nd y y− −  ve ( )1,n nd y y−  yerine yazılmış, ( )1 1, ;n nd y y+ −  

( )2 ,n nd y y−  yerine yazılmış, ( )1,n nd y y −  ve θ  ise kendi yerlerine yazılmıştır. ) 

 

Ayrıca benzer şekilde, d ( )1 , 1,n n n ny y sλ+ +≤  öyle ki 

 

( ) ( ) ( ){ }, 1 2 1 2 1, , , , , ,n n n n n n n ns d y y d y y d y y θ+ + + + +∈ .  

 

Ve yine benzer şekilde ( )1 1 1, 1,n n n nd y y sλ+ − − +≤  öyle ki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 2 2 1 2 1 1 1, , , , , , , , ,n n n n n n n n n n n ns d y y d y y d y y d y y d y y− + + + + + − + −∈  bulunur. 

 

 Böylece ( ) ( )22
1 , 1,n n n nd y y sλ− −≤  öyle ki  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
, 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1, , , , , , , , , , , ,n n n n n n n n n n n n n ns d y y d y y d y y d y y d y y d y y θ− − + + − + + + + −∈      ( )4.17  

  

                                                                                                                                                       

Bu şekilde devam edecek olursak, 
0n  adım sonra  

 

( ) ( )00
1 , 1, nn

n n n nd y y sλ− −≤  öyle ki ( ) ( ){ }
0

0
, 1 1

0 0

,
n j

n
n n n j n i

j i

s d y y− + − +
= =

∈∪∪ olduğu görülür. 

 

Böylece ( ) ( )( )0
1 0, ;n

n nd y y K O xλ δ− ≤ ∞  bulunur. 

( )vi  Eş. 4.17` den dolayı 
0 1m n n> > +  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 1 1,
0

, , , ... ,
m n

n kn k
n m n n n n m m n k n k

k
d y y d y y d y y d y y sλ

− −
++

+ + + − + + +
=

≤ + + + ≤ ∑  bulunur. 

 

Ve P  normal konik olduğundan; 
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( ) ( ) ( )( )
1

1, 0
0

, ;
1

nm n
n kn k

n m n k n k
k

d y y K s K O xλλ λ δ
λ

− −
+
+ + +

=

≤ ≤ ∞
−∑  olduğu görülür. 

 

Ve ,n m → ∞  için ( ),n md y y θ→  olduğu için { }ny  bir Cauchy dizisidir. 

 

Şimdi bu lemma yardımıyla aşağıdaki teoremi  ispatlayalım: 

 

4.13. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de bir normal konik olsun. , :g f X X→  

dönüşümler ; f  ile g  değişmeli ( yani her x X∈  için ( ) ( ) ( ) ( )fog x gof x=  ); f  ve g  

sürekli, ( ) ( )g X f X⊂  ve ( ),d gx gy uλ≤  öyle ki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }; ; , , , , , , , , ,u C f x y d fx fy d fx gx d fx gy d fy gy d fy gx∈ ≡  ve ( )0,1λ∈   
 

olsun. Ayrıca { }ny  dizisi 4.1. Lemmada tanımlandığı gibi tanımlanmış 

ve lim nn
y y X

→∞
= ∈  olan bir dizi olsun. Bu durumda f  ve ,g  X  içinde bir tek u  ortak sabit 

noktasına sahiptir. Ve f dönüşümünün sürekli olması durumunda ;u g y f y= =  g  

dönüşümünün sürekli olması durumunda ise u y=  gerçeklenir [ ]21 .  

 

İspat  

 

4.1. Lemmasının ( )vi  şıkkından { }ny  bir Cauchy dizisidir. Ve X  bir tam konik 

metrik uzay olduğundan bir y X∈  var öyle ki lim nn
y y

→∞
= . Diğer taraftan teoremin 

hipotezleri 4.11. Teoreminin hipotezlerini sağladığından f  ve ,g  X  içinde bir tek u  

ortak sabit noktasına sahiplerdir.  
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Şimdi f   dönüşümünün sürekli olduğunu kabul edelim. O halde f y g y u= =  

olduğunu göstermeliyiz. Gerçekten; 

 

lim limn nn n
y y gx y

→∞ →∞
= ⇒ =  ve f  ile g  değişmeli olduğundan  

 

( ) ( ) ( ), lim , lim ,n nn n
d fy gy d fgx gy gfx gy

→∞ →∞
= =                                                      ( )4.18    

 

Ayrıca her bir n ∈ `  için; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , ,n n n n ns d ffx fy d ffx gfx d ffx gy d fy gfx d fy gy∈  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2, , , , , , , ,n n n n nd f x fy d f x gfx d f x gy d fy gfx d fy gy=  olmak üzere  

 

( ) ( ), ,n n nd fgx gy d gfx gy sλ= ≤                                                                          ( )4.19  

   

bulunur. 

 

Buradan da açıktır ki { }ns  dizisinin elemanları 

( )2 , ,nd f x fy ( )2 , ,n nd f x gfx ( )2 , ,nd f x gy ( ), nd fy gfx  veya ( ),d fy gy  den biri 

biçimindedir. 

 

Şimdi bu { }ns  dizisinin { }, , 1, 2,3, 4,5n is i =  olan alt dizilerini alırsak; bunlar da  

( )2 , ,nd f x fy ( )2 , ,n nd f x gfx ( )2 , ,nd f x gy ( ), nd fy gfx  veya ( ),d fy gy  nin yeniden 

düzenlenmiş biçimleridir. 

 

Açıktır ki 1 , 2 , 4i =  için ,lim n in
s θ

→∞
= .  

 

Gerçekten; ( ) ( ) ( ) ( )2
1lim , lim , lim , ,n n nn n n

d f x fy d ffx fy d fgx fy d fy fy θ−→∞ →∞ →∞
= = = = , 
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( ) ( ) ( ) ( )2
1 1lim , lim , lim , lim ,n n n n n n n nn n n n

d f x gfx d ffx gfx d fgx gfx d fgx fgx− −→∞ →∞ →∞ →∞
= = =  

                                                                                             ( ), ,d fy fy θ= =  
 

( ) ( ) ( )lim , lim , ,n nn n
d fy gfx d fy fgx d fy fy θ

→∞ →∞
= = = . 

 

Diğer taraftan 3 , 5i =  için ise  ( ),lim ,n in
s d fy gy

→∞
= . Gerçekten; 

 

( ) ( ) ( ) ( )2
1lim , lim , lim , , ,n n nn n n

d f x gy d ffx gy d fgx gy d fy gy−→∞ →∞ →∞
= = =

 
 

( ) ( )lim , ,
n

d fy gy d fy gy
→∞

= . Böylece Eş. 4.18 ve Eş. 4.19 dan;
 

 

( ) ( ) ( ), lim , lim , lim limn n n nn n n n
d fy gy d fgx gy d gfx gy s sθ λ λ θ

→∞ →∞ →∞ →∞
≤ = = ≤ = = . Yani 

f y g y= . 

 

Bu durumda ( ),d ggy gy vλ≤  öyle ki 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }, , , , , , , , , , ,v d fgy fy d fgy ggy d fgy gy d fy gy d fy ggy d ggy gy θ∈ =   

 

olduğu görülür. 

 

Böylece ( ),d ggy gy vθ λ θ≤ ≤ =  ( ( ){ }, ,v d ggy gy θ∈ olduğundan ) olup  

 

( ),d ggy gy ggy gyθ= ⇒ =                                                                                 ( )4.20  

 

Şimdi  

 

f g y g f y g g y g y= = =                                                                                            ( )4.21  
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olduğundan  Eş. 4.20 ve 4.21 den açıktır ki ,g y  f  ile g  nin bir ortak sabit noktasıdır.  

 

Şimdi de g  dönüşümünün sürekli dönüşüm olduğunu ele alalım: 

 

Bu durumda y  nin f  ve g  dönüşümlerinin ortak sabit noktası olduğunu 

ispatlayabiliriz. 

 

Biliyoruz ki 
nf x y→  ve 

ng x y→ . g  sürekli bir dönüşüm olduğu için 
ng f x g y→  ve f  

ile g  değişmeli olduğundan da 
nf g x g y→ . 

 

Şimdi f y g y=  olduğunu ispatladığımız duruma benzer yolla ispat edersek, 

( ) ( )2, lim ,n nn
d gy y d g x gx θ

→∞
= =  bulunur. Böylece g y y=  olduğu bulunur. 

 

Ayrıca ( ) ( )g X f X⊂  olduğundan, bir y X′ ∈  öyle ki y g y f y ′= = . Şimdi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2, , , , , , , , ,n n n n ns d fgx fy d fgx g x d fgx gy d fy g x d fy gy′ ′ ′ ′ ′∈  ve ( )0,1λ∈  

olmak üzere ( )2 ,nd g x gy sλ′ ≤ . Tekrar f y g y=  olduğunu ispatladığımız duruma 

benzer yolla ispat edersek; 

 

( )2 ,nd g x gy θ′ →  ( )n →∞  bulunur. Ayrıca ( ) ( )2 2, ,n nd g x gy d g x y θ= →  bulunur. 

Öyleyse konik metrik uzaylarda, P  normal konik iken dizinin yakınsadığı nokta tek 

olduğundan g y g y y′ = =  olduğu görülür. 

 

Bu durumda f y f g y g f y g y y′ ′= = = = . f  ve g  nin ortak sabit noktası varken bir tek 

olacağından; g y y u= =  olduğu açıkça görülür. 

 

4.12. Teoreminde E = \ , [ )0,P = ∞ , ( ), ,d x y x y= −  ,x y ∈ \  alırsak 4.11. 

Teoreminin bir genelleştirmesini elde ederiz. Ve bu durumda f  ve g  dönüşümlerinin 
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sürekli olmasını kabul etmek yerine, sadece f  dönüşümünün sürekli olduğunu kabul 

etmek yeterlidir. 

 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir: 

 

4.12. Sonuç 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de bir normal konik olsun. :f X X→  

dönüşümü her [ )0,1λ∈  ve her ,x y X∈  için  

 

( ) ( ), ,d fx fy d x yλ≤  

 

büzülme şartını sağlasın. Bu durumda f  dönüşümü X  içinde bir tek sabit noktaya 

sahiptir ve her x X∈  için { }nf x  dizisi bu sabit noktaya yakınsar. 

 

4.14. Teorem 

 

( ),X d  bir tam konik metrik uzay ve P  de bir normal konik olsun. :f X X→  

dönüşüm, 2f  sürekli, ( ):g f X X→  bir dönüşüm öyle ki ( )( ) ( )2g f X f X⊆  ve her 

iki tarafın tanımlı olduğu yerlerde ( ) ( )f gx g fx=  olsun. Ayrıca her ( ),x y f X∈  

için; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }; ; , , , , , , , , ,u C f x y d fx fy d fx gx d fx gy d fy gy d fy gx∈ =  
 

olmak üzere ( ),d gx gy uλ≤ olacak şekilde ( )0,1λ∈  bulunsun. Bu durumda f  ve g  

dönüşümleri X  içinde bir tek u  ortak sabit noktasına sahiptir [ ]21 .  

 

İspat 
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Kabul edelim ki ( )0x f X∈  olsun. 4.13. Teoreminin ispatındaki gibi ( )f X  içinde bir  

{ }nx   dizisini  ele  alalım. Öyle ki 1n n nf x g x y+ = =  olsun.    

 

 Bu durumda  

 

1n n n n nf y f g x g f x g y z−= = = =  olarak seçelim.  

 

4.1. Lemmadan, n m<  olacak şekildeki her ,m n ∈ `  için; 

 

( ) ( )( )0, ;
1

n

n md z z K O xλ δ
λ

≤ ∞
−

. 

 

4.13. Teoreminin ispatındaki gibi { } ,nz  X  içinde bir Cauchy dizisi olup 

 

lim nn
z z X

→∞
= ∈ . 

 

Şimdi f  ve g  dönüşümlerinin X  içindeki bir tek u  ortak sabit noktasının 

2f z g f z u= =  eşitliğini sağlayacak şekilde olduğunu gösterelim: 

Hipotezden ( )0,1λ∈  için, ( ) ( )2
1 1, ,n n n nd f z gfz d gfz gfz sλ−= ≤  

öyle ki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, , , , , , , , ,n n n n n n n n n ns d ffz ffz d ffz gfz d ffz gfz d ffz gfz d ffz gfz− − − − −∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1 2 1 1 1, , , , , , , , ,n n n n n n n n n nd fgz fgz d fgz fgz d fgz gfz d fgz gfz d fgz fgz− − − − − − − −=

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1, , , , , ,n n n n n nd gfz gfz d fgz gfz d gfz gfz θ− − − −=  
 

yazılabilir. 

 

Bu durumda 4.1. Lemmasının ispatındaki gibi her bir n ∈ ` ; 

 

( ) ( )2 2
1 2, , n

n n n n nd f z gfz d gfz gfz sλ −
− −= ≤  öyle ki 
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( ){ }2 , : 0 1,1n i js d gfz gfz i n j n− ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

 

Böylece  

 

( )2 ,n nd f z gfz θ→  ( )n →∞  ve dolayısıyla da, 

 

( )2lim ,n nn
d f z gfz θ

→∞
=  2lim n nn

f z gfz
→∞

⇒ =  

                                    
( )2 lim n n

n
f z gf z

→∞

⎛ ⎞⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ( 2f  sürekli olduğundan ) 

                                    

2 lim n
n

f z gf z gfz
→∞

⎛ ⎞⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                         ( ( ) ( )2gf X f X⊂  olup 2f  sürekli iken gf  de sürekli dönüşümdür.) 

                                    2f z g f z⇒ = . 

 

Ayrıca yine hipotezden ( )0,1λ∈  için, ( )( ) 2,d g gfz gfz sλ≤  öyle ki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , , , , , , , , ,s d fgfz ffz d fgfz ggfz d fgfz gfz d ffz gfz d ffz ggfz∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2 2 2, , , , , , , , ,d gf z f z d gf z ggfz d gf z gfz d f z gfz d f z ggfz=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , ,d ggfz gfz d ggfz ggfz d ggfz gfz d gfz gfz d gfz ggfz=  

( ){ }, ,d ggfz gfz θ= . 

 

O halde ( ) 2,d ggfz gfz sθ λ θ≤ ≤ = . 

 

Yani ( )g gfz gfz=  dolayısıyla da ,g f z  g  dönüşümünün bir sabit noktasıdır. Ayrıca 

( ) ( ) ( )2f gfz g f z g gfz gfz= = =  yani ,g f z  f  dönüşümünün de bir sabit noktasıdır. 

Böylece 2f z g f z u= =  noktası f  ve g  dönüşümlerinin ortak bir sabit noktasıdır. 
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4.11. Teoremi ve 4.12. Teoreminden f  ve g  dönüşümlerinin ortak sabit noktası 

varken bir tektir. Her metrik uzay bir konik metrik uzay olduğundan aşağıdaki sonuç 

açıktır. 

 

4.13. Sonuç 

 

( ),X ρ  bir tam metrik uzay olsun. :f X X→  dönüşüm, 2f  sürekli, ( ):g f X X→  

bir dönüşüm öyle ki ( )( ) ( )2g f X f X⊆ ve her iki tarafın tanımlı olduğu yerlerde 

( ) ( )f gx g fx=  olsun. Ayrıca her ( ),x y f X∈  için; 

 

 

   

olmak üzere 

 

( ) ( ), ,gx gy x yρρ λµ≤  

 

olacak şekilde ( )0,1λ∈  bulunsun. Bu durumda f  ve g  dönüşümleri X  içinde bir  

tek u  ortak sabit noktasına sahiptir. 

 

Aşağıda vereceğimiz örnek 4.12. Teoreminin, 4.11. Teoreminin bir genelleştirmesi 

olduğunu göstermektedir. 

 

4.2. Örnek 

 

( ),X = −∞ ∞  bilinen metrik ( yani ( ),d x y x y= −  ) ile tanımlansın. , :f g X X→  

öyle ki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , ,x y maks fx fy fx gx fx gy fy gy fy gxρµ ρ ρ ρ ρ ρ=
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( )
( ]
( )
[ )

1, , 1

, 1,1

1, 1,

x

f x x x

x

⎧ ⎫∈ −∞ −
⎪ ⎪

= ∈ −⎨ ⎬
⎪ ⎪− ∈ ∞⎩ ⎭

 ve ( )

( ]

( )

( ) [ )

1 , 1,0
2

1 , 1,1
2

0, , 1 1,

x x

xg x x

x

+⎧ ⎫∈ −⎪ ⎪
⎪ ⎪
−⎪ ⎪= ∈ −⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪∈ −∞ − ∪ ∞
⎪ ⎪⎩ ⎭

 olsun. 

 

Burada f  süreksiz bir dönüşümdür fakat 4.11. Teoreminin diğer tüm hipotezleri 

sağlanmaktadır. Bu durumda bu teoremi uygulayamayız ancak 2f  sürekli olduğu için 

4.14. Teoreminden f  ve g  dönüşümlerinin bir tek ortak sabit noktasının 1
3

 olduğu 

görülür. Ayrıca daha önceki çalışmalarımızda f  ve g  dönüşümlerinin bir tek ortak 

sabit noktaya sahip olması için, 2f  dönüşümünün sürekli olması gerekmediği, g  

sürekli ise yine f  ve g  dönüşümünün bir tek ortak sabit noktaya sahip olduğu 

gösterilmiştir. 
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5. KONİK METRİK UZAYLARDA EN İYİ YAKLAŞIMLAR VE KÜME 

    DEĞERLİ BÜZÜLME DÖNÜŞÜMLERİ İÇİN SABİT NOKTALAR 

 

5.1. Konik Metrik Uzaylarda En İyi Yaklaşımlar 

 

5.1. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve B X⊂  olsun. B  içindeki her dizinin, B  de yakınsak 

bir alt dizisi varsa, B  ye X  in dizisel kompakt bir alt kümesi denir [ ]25 . 

 

5.2. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay, ,G  X  in boş olmayan bir alt kümesi ve x X∈ olsun. Bir 

x X∈  için bir 0g G∈  var öyle ki her g G∈  için ( ) ( )0, ,d x g d x g≤  oluyorsa 0g  

elemanına x  in en iyi yaklaşımı denir. Ve x  in G  içindeki en iyi yaklaşımları kümesi 

( )GP x  ile gösterilir [ ]25 . 

 

5.3. Tanım 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve G  de X  in boş olmayan bir alt kümesi olsun. 

Her x X∈ için ( ) ,GP x  G  kümesinin tek elemanlı bir alt kümesi ise G  kümesine X in 

bir Chebyshev alt kümesi denir. Ayrıca her x X∈  için ( ) ,GP x  X  in dizisel kompakt 

bir alt kümesi ise bu durumda da G  kümesine X  in quasi ( hemen hemen ) Chebyshev 

alt kümesi denir [ ]25 . 

 

5.4. Tanım 

 

X  bir reel vektör uzayı, ( ),X d  bir konik metrik uzay ve G  de X  in boş olmayan  

bir alt kümesi olsun. Eğer hiç bir x X∈  için ( ) ,GP x  sonsuz çoklukta lineer bağımsız  
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eleman içermiyorsa bu durumda G  kümesine X  in pseudo ( yarı ) Chebyshev alt 

kümesi denir [ ]25 . 

 

5.1. Örnek 

 
1,E l=  { }{ }: 0, ,n nn

P x E x n
∈

= ∈ ≥ ∀ ∈
`

`  ( ),X    bir  normlu  uzay,  ,G   X in bir 

quasi ( hemen hemen ) Chebyshev  alt  kümesi  olsun  ve   :d X X E× →   

dönüşüm ( ),
2 n

x y
d x y

⎧ − ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭  

  şeklinde tanımlansın. Bu durumda ,G  ( ),X d  nin 

de bir quasi (hemen hemen ) Chebyshev alt kümesidir. Gerçekten; 

 

x X∈  in ( ),X d  içindeki en iyi yaklaşımları kümesi ( ) ,GP x  olsun. O halde x X∈  ve 

her g G∈   ve her n ∈ `  için ( ) ( )0
0, ,

2 2n n

x g x g
d x g d x g

− −
= ≤ =  olup, x X∈  in 

( ),X  içindeki en iyi yaklaşımları kümesi de ( )GP x  olarak bulunur. Diğer taraftan 

,G  ( ),X  un quasi (hemen hemen ) Chebyshev alt kümesi olduğu için her x X∈  için 

( ) ,GP x  ( ),X  un dizisel kompakt bir alt kümesidir. O halde her  { } ( )n Gg P x⊂  

dizisinin en az bir { } { }
in ng g⊂  alt dizisi var öyle ki 0ing g→  olacak şekilde 

( )0 Gg P x∈  bulunur. Şimdi  G  kümesinin ( ),X d  nin de bir quasi  (hemen hemen ) 

Chebyshev alt kümesi olduğunu görelim: 

 

Keyfi 0ε >  verilsin. 0ing g→  olduğundan en az bir 0n ∈`  var öyle ki her 0in n≥  ve  

her  n ∈ `  için  0 .2
i

n
ng g ε− < . Bu durumda 

( ) 0
0

.2,
2 2

i

i

n
n

n n n

g g
d g g ε ε

−
= < = gerçeklenir. O halde ,G  ( ),X d  nin de bir quasi 

(hemen hemen ) Chebyshev alt kümesidir. 

5.1. Lemma 
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( ),X d  bir konik metrik uzay, ,G X  in boş olmayan bir alt kümesi, 0g G∈  ve x X∈  

olsun. Bu durumda ( )0 Gg P x∈  gerek ve yeter şart bir  :f X E→  dönüşümü var 

öyle ki ( ) ( )0 0,f g d x g=  ve her g G∈  için ( ) ( ) ( )
0 0gf g f g f g P= − ∈  ve 

( ) ( ) ( ),df g d x g f g P= − ∈  [ ]25 . 

 

İspat 

 

( ):⇒  ( )0 Gg P x∈  ve : ,f X E→  ( ) ( ),f t d x t=  olsun. Bu durumda f  dönüşümünün 

tanımından ( ) ( )0 0,f g d x g= . Ayrıca her g G∈  için  ( ) ( ),f g d x g=  ve  

( ) ( )0 0,f g d x g=  iken ( )0 Gg P x∈  olduğundan ( ) ( )0, ,d x g d x g≤  yani 

( ) ( )0f g f g P− ∈ . Böylece ( )
0gf G P⊂ . 

 

Benzer şekilde f  dönüşümünün tanımından her g G∈  için ( ) ( ),d x g f g=  olup 

( ) ( ),d x g f g θ− =  ve Pθ ∈  . Böylece ( ) { }df G Pθ= ⊂ . 

 

( ):⇐  Kabul edelim ki : ,f X E→  ( ) ( )0 0,f g d x g=  şeklinde tanımlı bir dönüşüm ve 

her g G∈  için ( )
0gf g P∈  ve ( )df g P∈  olsun. Böylece her g G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )0, , ,od x g f g f g d x g= ≤ ≤  yani ( )0 Gg P x∈ . 

 

5.1. Teorem 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay, ,G  X  in boş olmayan bir alt kümesi ve x X∈  olsun. Bu 

durumda ( )GM P x⊂  gerekli ve yeterli şart bir :f X E→  dönüşümü var öyle ki her 

m M∈  için ( ) ( ), ,f m d x m=  ( )mf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olmasıdır [ ]25 . 

 

İspat 
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( ):⇒  Kabul edelim ki ( )GM P x⊂  olsun. Ve keyfi 1m M∈  alalım. Bu durumda 5.1. 

Lemmasından bir :f X E→  dönüşümü var öyle ki ( ) ( )1 1, ,f m d x m=  ( )
1mf G P⊂  

ve ( )df G P⊂ . Şimdi m M∈  olsun. Bu durumda ( )
1mf m P∈  ve ( )df m P∈ . Yani 

( ) ( )1f m f m≤  ve ( ) ( ),f m d x m≤ .  ( )Gm M P x∈ ⊂  olduğu için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,d x m d x m f m f m d x m≤ = ≤ ≤ . Dolayısıyla da ( ) ( ),f m d x m= .  

 

1m M∈  ve m M∈  iken ( ) ( )1, ,d x m d x m≤  ve ( ) ( )1, ,d x m d x m≤  olup 

( ) ( )1, ,d x m d x m θ− =  yani ( ) ( )1, ,d x m d x m= . Böylece her g G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11, ,m mf g f g f m f g d x m f g d x m f g P= − = − = − = ∈ .  

 

Yani her m M∈  için ( ) ( ), ,f m d x m=  ( )mf G P⊂  ve ( )df G P⊂ . 

 

( ):⇐  : ,f X E→  ( ) ( ),f m d x m=  şeklinde tanımlı bir dönüşüm, her m M∈  için 

( )mf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olsun. Bu durumda 5.1. Lemmasının ( ):⇐  yönünden her 

m M∈  için ( )Gm P x∈ . Böylece ( )GM P x⊂ .  

 

5.1. Sonuç 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve G X⊂  olsun. Bu durumda ,G  X  in bir Chebyshev 

alt kümesidir gerekli ve yeterli şart  1 2,g g G∈  farklı elemanlar olmak üzere 1, 2i =  

için : ,f X E→  ( ) ( ), ,i if g d x g=  ( )
igf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak şekilde hiç bir  

x X∈  yoktur [ ]25 . 

 

5.2. Teorem 

 

( ),X d  bir  konik  metrik  uzay  ve  G X⊂  olsun. Bu durumda ,G  X   in  bir   quasi  
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( hemen hemen ) Chebyshev alt kümesidir gerekli ve yeterli şart { },ng  G  içinde 

yakınsak alt dizisi olmayan bir dizi ve : ,f X E→ her n ∈ `   için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  

( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak şekilde hiç bir x X∈  yoktur [ ]25 .  

 

İspat 

 

( ):⇒  Kabul edelim ki { },ng  G  içinde yakınsak alt dizisi olmayan bir dizi ve 

: ,f X E→ her n ∈ `   için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak 

şekilde bir x X∈  bulunsun. 

 

Bu durumda 5.1. Teoreminden her n ∈ `  için ( )n Gg P x∈ . Yani ( )GP x  dizisel 

kompakt değildir. Bu durum G  nin X  in quasi  ( hemen hemen )  Chebyshev alt 

kümesi olması ile çelişir. O halde kabulümüz yanlış olup { },ng G  içinde yakınsak alt 

dizisi olmayan bir dizi ve : ,f X E→ her n ∈ `  için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  

ve ( )df G P⊂  olacak şekilde hiç bir x X∈  yoktur. 

 

( ):⇐  Kabul edelim ki ,G  X  in quasi ( hemen hemen ) Chebyshev  olmayan bir alt 

kümesi olsun. Bu durumda bir x X∈  için ( )GP x  içinde yakınsak alt dizisi olmayan bir 

{ }ng  dizisi vardır. Bu durumda  5.1. Teoreminden bir :f X E→  dönüşümü var öyle 

ki her n ∈ `  için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂ . Bu durum 

hipotezdeki { }ng  nin G  içinde yakınsak alt dizisi olmayan bir dizi ve : ,f X E→ her 

n ∈ `   için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak şekilde hiç bir 

x X∈  olmaması ile çelişir. 

O halde kabulümüz yanlış olup  ,G  X  in bir quasi ( hemen hemen ) Chebyshev alt 

kümesidir. 

 

5.3. Teorem 
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X  bir reel vektör uzayı, ( ),X d  bir konik metrik uzay ve G X⊂  olsun. Bu durumda 

,G  X in pseudo ( yarı ) Chebyshev alt kümesidir gerekli ve yeterli şart { },ng  G  içinde 

sonsuz çoklukta lineer bağımsız elemana sahip bir dizi ve : ,f X E→ her n ∈ `  için  

( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak şekilde hiç bir x X∈  

yoktur[ ]25 . 

 

İspat 

 

( ):⇒  Kabul edelim ki { } ,n n
g

∈`
 G  içinde sonsuz çoklukta lineer bağımsız elemana 

sahip bir dizi ve : ,f X E→  her n ∈ `  için ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve 

( )df G P⊂  olacak şekilde bir x X∈  bulunsun. 

Bu durumda 5.1. Teoreminden her n ∈ `  için ( )n Gg P x∈ . Yani bir x X∈  için ( )GP x  

sonsuz çoklukta lineer bağımsız elemana sahiptir. Bu durum G  kümesinin X  in  

pseudo ( yarı ) Chebyshev alt kümesi olması ile çelişir. O halde kabulümüz yanlış 

olup { },ng  G  içinde sonsuz çoklukta lineer bağımsız elemana sahip bir dizi ve 

: ,f X E→  her n ∈ `  için  ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂  ve ( )df G P⊂  olacak 

şekilde hiç bir x X∈  yoktur. 

 

( ):⇐  Kabul edelim ki ,G  X  in pseudo ( yarı ) Chebyshev olmayan bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda bir x X∈  için ( )GP x  içinde sonsuz çoklukta lineer bağımsız 

elemana sahip bir M alt kümesi vardır.  

 

Bu durumda 5.1. Teoreminden bir :f X E→  dönüşümü var öyle ki her m M∈  ve 

x X∈   için ( ) ( ), ,f m d x m=  ( )mf G P⊂  ve ( )df G P⊂ . Böylece hipotezdeki { },ng G  

içinde sonsuz çoklukta lineer bağımsız elemana sahip bir dizi ve : ,f X E→  her 

n ∈ `  için  ( ) ( ), ,n nf g d x g=  ( )
ngf G P⊂   
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O halde kabulümüz yanlış olup ,G X  in bir pseudo ( yarı ) Chebyshev alt kümesidir. 

 

5.2. Konik Metrik Uzaylarda Küme Değerli Dönüşümler ve Sabit Noktaları 

 

5.5. Tanım 

 

( ),M d  bir konik metrik uzay ve A M⊂ olsun. A  içindeki her { }nx dizisi, bir x A∈  

noktasına yakınsıyorsa A  kümesine M  içinde kapalı bir küme denir. 

 

 

Bir M  konik metrik uzayı içindeki boş olmayan alt kümelerin ailesini ( ) ,N M  boş 

olmayan kapalı alt kümelerin ailesini ( )C M  ve boş olmayan dizisel kompakt alt 

kümelerin ailesini de ( )K M  ile göstermekteyiz [ ]25 . 

 

5.6. Tanım 

 

M  bir konik metrik uzay, x M∈  ve ( ):T M N M→  küme değerli bir dönüşüm 

olsun. Eğer x T x∈  ise bu durumda x  elemanına T  küme değerli dönüşümünün sabit 

noktası denir ve T  nin sabit noktalarının kümesi ( ) { }:Fix T x M x Tx= ∈ ∈  ile 

gösterilir [ ]25 . 

 

5.7. Tanım 

 

M  bir konik metrik uzay, x M∈  ve ( ):T M N M→ küme değerli bir dönüşüm 

olsun. Eğer { }Tx x=  ise bu durumda x  elemanına T  küme değerli dönüşümünün son 

noktası denir. Ve T  nin son noktalarının kümesi ( ) { }{ }:End T x M Tx x= ∈ =  ile 

gösterilir [ ]25 . 



  97

5.8. Tanım 

 

M  bir konik metrik uzay ve :f M → \  bir dönüşüm olsun. Eğer  { }nx M⊂ olup bir 

x M∈  noktasına yakınsayan her  { }nx  dizisi için ( ) ( )liminfn nf x f x→∞≤  oluyorsa 

f  dönüşümüne alt yarı sürekli dönüşüm denir [ ]25 . 

 

 

( ),M d  bir konik metrik uzay ve ( ):T M C M→ bir dönüşüm olsun. Bu durumda 

x M∈  olmak üzere sonraki teorem ve sonuçlarda kullanılacak olan 

 

( ) ( ){ }, , :D x Tx d x z z Tx= ∈   

 

ve  

 

( ) ( ) ( ){ }{ }, , : inf : ,S x Tx u D x Tx u v v D x Tx= ∈ = ∈
 
kümelerini tanımlayalım[ ]23 .  

 

5.4. Teorem 

 

( ),M d  bir tam konik metrik uzay, ,P K  normal sabiti ile bir normal konik ve 

( ):T M C M→  bir dönüşüm olsun. Ayrıca :I M → \  dönüşümü ve x M∈  olmak 

üzere ( ) ( )inf ,y TxI x d x y∈=  şeklinde tanımlanmış bir alt yarı sürekli dönüşüm 

olmak üzere her x M∈  için en az bir y T x∈ var öyle ki en az bir ( ),v D y Ty∈  ve 

her ( ),u D x Tx∈  için ( ),bd x y u≤  ve ( ),v d x yλ≤  olacak şekilde [ )0,1λ∈  ve 

( ],1b λ∈  varsa ( )Fix T ≠ ∅  olmalıdır [ ]25 . 

 

İspat 
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Keyfi ve sabit bir 0x M∈  noktasını ve keyfi ( )0 0 0,u D x Tx∈  elemanını alalım. 

Hipotezden bir 1 0x Tx∈  ile  ( )0 1 0,bd x x u≤  şartını sağlayan bir ( )1 1 1,u D x Tx∈  

elemanı var öyle ki ( )1 0 1,u d x xλ≤ . 

 

Ayrıca 1 0x Tx∈  için 2 1x Tx∈  ile ( )1 2 1,bd x x u≤  şartını sağlayan bir ( )2 2 2,u D x Tx∈  

elemanı var öyle ki ( )2 1 2,u d x xλ≤ . 

 

Benzer şekilde devam edilirse 1n nx Tx −∈  için 1n nx Tx+ ∈  ile ( )1,n n nbd x x u+ ≤  şartını 

sağlayan bir ( )1 1 1,n n nu D x Tx+ + +∈ elemanı var öyle ki ( )1 1,n n nu d x xλ+ +≤ . 

 

( )1,n n nbd x x u+ ≤  ve ( )1 1 1,n n nu D x Tx+ + +∈  olduğundan her n ∈ `  için  

 

( ) ( ) ( )
12 1

1 1 1 0 1 0, , ... ,
nn

n n n n n n nu d x x u d x x d x x u
b b b b
λ λ λ λλ

++

+ + −
⎛ ⎞≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

         ( )5.1  

       

Eş. 5.1 ve P  nin K  normal sabiti ile bir normal konik olmasından her n ∈ `  için  

 
1

1 0

n

nu K u
b
λ +

+
⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                             ( )5.2  

 

Eş. 5.2 den n → ∞  iken 0nu →  olup { }nu  dizisi θ  ya yakınsar. Ayrıca  

 

( )1,n n nbd x x u+ ≤  ve ( )1 1 1,n n nu D x Tx+ + +∈  den her n ∈ `  için   

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,n n n n n n n nb d x x bd x x d x x u uλ λ+ + + +− = − ≤ −                                     ( )5.3  

 

Şimdi n m<  olacak şekilde ,m n ∈ `  yi seçelim. Bu  durumda  Eş. 5.3 den  
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
1 1, , ,

m m

m n j j i j n m
j n j n

d x x d x x u u u u
b bλ λ

− −

+ +
= =

≤ ≤ = −
− −∑ ∑ . ,P  K  normal sabiti ile 

bir normal konik olduğundan  ( ),m n n m
Kd x x u u

b λ
≤ −

−
. { }nu  dizisi θ  ya 

yakınsayan bir dizi olduğundan { }nx  dizisi bir Cauchy dizisidir.  

 

( ),M d  bir tam konik metrik uzay olduğundan bir x M∗ ∈  var öyle ki n → ∞  için 

nx x∗→ .  

 

Diğer taraftan ( ),n n nu D x Tx∈  olduğundan her n ∈ `  için n nz Tx∈  olacak şekilde bir 

{ }nz  dizisi var öyle ki ( ),n n nu d x z= . { }nu  dizisinin yakınsaklığından ve I  

dönüşümünün alt yarı sürekli bir dönüşüm olmasından 

 

( ) ( ) ( )inf , lim inf , lim inf , 0n n nn ny Tx
d x y d x y d x z

∗

∗

→∞ →∞∈
≤ ≤ = . 

 

Böylece ( )inf , 0
y Tx

d x y
∗

∗

∈
= .  

 

Şimdi kabul edelim ki x T x∗ ∗∉  olsun. ( )inf , 0
y Tx

d x y
∗

∗

∈
=  olduğundan bir { }ny Tx∗⊂  

dizisi vardır öyle ki ( )lim , 0nn
d x y∗

→∞
= . Bu durumda keyfi , 0m n ≥  için 

( ) ( ) ( ), , ,m n m nd y y d y x d x y∗ ∗≤ +  olup, ,P K  normal sabiti ile bir normal konik 

olduğundan ( ) ( ) ( ), , ,m n m nd y y K d y x K d x y∗ ∗≤ + . 

 

Böylece { }ny  bir Cauchy dizisidir. ( ),M d  konik metrik uzayının tamlığından bir 

y M∗ ∈  var öyle ki lim nn
y y∗

→∞
= . T x ∗  kapalı olduğundan y Tx∗ ∗∈ .  
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Şimdi keyfi n ∈ `  için ( ) ( ) ( ), , ,n nd x y d x y d y y∗ ∗ ∗ ∗≤ +  olup ,P K  normal sabiti ile bir 

normal konik olduğundan ( ) ( ) ( ), , ,n nd x y K d x y K d y y∗ ∗ ∗ ∗≤ + . Böylece 

x y∗ ∗=  olup bu durum çelişkilidir. O halde kabulümüz yanlış olup x T x∗ ∗∈ . 

 

5.5. Teorem 

 

( ),M d  bir tam konik metrik uzay, ,P  K  normal sabiti ile bir normal konik ve 

( ):T M K M→  bir dönüşüm olsun. Ayrıca :I M → \  dönüşümü ve x M∈  olmak 

üzere ( ) ( )inf ,y TxI x d x y∈=  şeklinde tanımlanmış bir alt yarı sürekli dönüşüm 

olmak üzere aşağıdakiler sağlanır: 

 

( )i  Her x M∈  için en az bir y T x∈ var öyle ki en az bir ( ),v S y Ty∈  ve her 

( ),u S x Tx∈  için ( ),bd x y u≤  ve ( ),v d x yλ≤  olacak şekilde [ )0,1λ∈  ve ( ],1b λ∈  

varsa ( )Fix T ≠ ∅ . 

 

( )ii  Her x M∈  ve her y T x∈  için en az bir ( ),v S y Ty∈  var ve her ( ),u S x Tx∈   

için ( ),bd x y u≤  ve ( ),v d x yλ≤  olacak şekilde [ )0,1λ∈  ve ( ],1b λ∈  varsa  

( ) ( )Fix T End T= ≠ ∅  gerçeklenir [ ]25 . 

 

 

İspat 

 

( )i  5.4. Teoremi ve her x M∈ için ( ) ( ), ,S x Tx D x Tx⊂  olduğundan ispatın 

tamamlanması için sadece her x M∈  için ( ),S x Tx ≠∅  olduğunu göstermek 

yeterlidir. 
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Keyfi ve sabit x M∈  elemanını seçelim. ( )inf ,z Txc d x z∈=  olarak tanımlayalım ve 

kabul edelim ki hiç bir z T x∈  için ( ),d x z c=  olmasın. { }nz Tx⊂ , ( ),n nc d x z=  

dizisi c  ye yakınsak olan bir dizi olsun. Tx dizisel kompakt olduğu için 

0lim
knk

z z Tx
→∞

= ∈   olacak şekilde { }nz  dizisinin bir { }knz alt dizisi vardır. 

 

Ayrıca her k ∈ `  için ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , ,
k kn nc d x z d x z d x z d x z< ≤ − +  olduğundan 

( )0,c d x z c< ≤  bulunur. Yani bir 0z Tx∈  için ( )0,d x z c=  olup bu durum 

kabulümüzle çelişir. O halde kabulümüz yanlış olup ( ),S x Tx ≠∅ . 

 

( )ii  ( )End T ≠ ∅  olduğunu göstermeliyiz. ( )i  nin ispatında x T x∗ ∗∈  olacak şekilde 

bir x∗  bulunduğunu görtermiştik. Şimdi keyfi y Tx∗∈  alalım. Bu durumda hipotezden 

her ( ),u S x Tx∗ ∗∈  için ( ),bd x y u∗ ≤ . Diğer taraftan x T x∗ ∗∈  olduğu için 

( ),S x Txθ ∗ ∗∈ . Bu durumda ( ),bd x y θ∗ ≤  olup x y∗ =  bulunur. Yani { }Tx x∗ ∗= . 

Böylece ( )End T ≠ ∅  gerçeklenir. 

 

5.4. Teoremini tek değerli dönüşümlere uyarlarsak aşağıdaki teoremi elde ederiz: 

 

5.6. Teorem 

 

( ),M d  bir tam konik metrik uzay, ,P  K  normal sabiti ile bir normal konik ve 

:T M M→  bir dönüşüm olsun. Ayrıca :I M → \  dönüşümü ve x M∈  olmak 

üzere ( ) ( ),I x d x y=  şeklinde tanımlanmış bir alt yarı sürekli dönüşüm olsun. Eğer  

her x M∈  için ( ) ( )2, ,d Tx T x d x Txλ≤  olacak şekilde bir [ )0,1λ∈  varsa ( )Fix T ≠ ∅  

[ ]25 . 

 

Aşağıdaki örnek 5.4. Teoreminin bir uygulamasıdır. 
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5.2. Örnek 

 

[ ]0,1 ,M =  2E = \  maksimum norm ile tanımlı bir reel Banach uzayı, 

( ){ }, : , 0P x y E x y= ∈ ≥  bir normal konik ve :d M M E× → , ( )0,1β ∈  için 

( ) ( ), ,d x y x y x yβ= − −  şeklinde tanımlı olsun. Bu durumda ( ),M d  bir tam 

konik metrik uzaydır.  

 

 ( ):T M C M→  dönüşümünü 
[ )1 , 0,1 ;

2
1 ,1 , 1.
2

x x
Tx

x

⎧⎧ ⎫ ∈⎨ ⎬⎪⎪⎩ ⎭= ⎨
⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

 şeklinde tanımlayalım. Diğer 

taraftan ( ) ( ) [ )1 , 0,1 ;
inf , 2

0, 1.
y Tx

x x
I x d x y

x
∈

⎧ ∈⎪= = ⎨
⎪ =⎩

 şeklinde tanımladığımız I  dönüşümü 

bir alt yarı sürekli dönüşümdür. Ayrıca keyfi [ )0,1x∈  ve 1
2

y
x

=  için 

 

 ( ) 1 1 1, , ,
2 2 2

D x Tx d x
x x x

β⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  

 

ve  

 

( ) 1 1 1 1, , ,
2 4 4 4

D y Ty d
x x x x

β⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

 

Böylece 1
2

λ =  ve 1b =  olarak seçersek: 

her bir ( ),u D x Tx∈ için ( ),bd x y u≤  ve 
1 1,
4 4

v
x x
β⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 için ( ),v d x yλ≤  bulunur. 
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1x =  olması halinde Eş. 5.1 sağlanır. Ayrıca 1y =  seçersek her bir ( ),u D x Tx∈ için 

( ), 0bd x y u= ≤  ve ( )0 ,v D y Ty= ∈  için ( ),v d x yλ≤  bulunur.  

Böylece 5.4. Teoreminin tüm varsayımları sağlanır dolayısıyla da ( ) { }0,1Fix T = ≠∅. 

 

5.6. Teoreminde konik metrik uzay yerine metrik uzay seçilirse aşağıdaki teorem 

elde edilir: 

 

5.7. Teorem 

 

( ),M ρ  bir tam metrik uzay ve :T M M→  bir dönüşüm olsun. :I M → \  

dönüşümü her x M∈  için ( ) ( ),I x x Txρ=  şeklinde tanımlı alt yarı sürekli dönüşüm 

olsun. Eğer her x M∈ için 

 

( ) ( )2, ,Tx T x x Txρ λρ≤                                                                                          ( )5.4  

 

 şartını sağlayan bir [ )0,1λ∈  varsa ( )Fix T ≠ ∅  olur [ ]25 . 

 

Son teoremdeki I  alt yarı sürekli dönüşüm olması varsayımı ihmal edilemez. Bunu 

görmek için aşağıdaki örneği inceleyelim: 

 

5.3. Örnek 

 

[ ]0,1M =  ve ( ),x y x yρ = −  olmak üzere ( ),M ρ  metrik uzayını ve 

 

[ )2

1 , 0;
2
1 , 0,1 .
2

x
Tx

x x

⎧ =⎪⎪= ⎨
⎪ ∈
⎪⎩

 şeklinde tanımlı :T M M→  dönüşümünü seçelim. Ayrıca  
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:I M → \  dönüşümünü ( )
( ]2

1 , 0;
2

1 , 0,1 .
2

x
I x

x x x

⎧ =⎪⎪= ⎨
⎪ − ∈
⎪⎩

 şeklinde tanımlı alt yarı sürekli 

olmayan bir dönüşüm olarak seçelim. 

 

Bu durumda T  dönüşümü 3
4

λ =  için Eş. 5.4 ü sağlar fakat ( )Fix T = ∅  olur. 

 

5.4. Teoremindeki konik metrik uzay olma varsayımı tek değerli dönüşümler için de 

gereklidir. Bunu görmek için aşağıdaki örneği inceleyelim: 

 

5.4. Örnek 

 

2E = \  Öklid düzlemini  ve E  içindeki ( ){ }, : , 0P x y E x y= ∈ ≥  normal koniğini 

alalım. ( ) ( ) ( ){ }0,0 , 0,1 , 1,0M =  olmak üzere :d M M E× →  dönüşümünü her 

,x y M∈  için 

 

( ){ }, 0d x y x y= ⇔ =  için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

20,1 , 0,0 0,0 , 0,1 1,
3

41,0 , 0,0 0,0 , 1,0 ,1
3

7 51,0 , 0,1 0,1 , 1,0 ,
3 3

d d

d d

d d

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
şeklinde tanımlayalım. 

 

Bu durumda ( ),M d  bir konik metrik uzaydır. Ayrıca ( ):T M C M→  dönüşümünü  

 

( )( ) ( ){ }
( )( ) ( ){ }
( )( ) ( ){ }

1,0 0,0

0,0 0,1

0,1 0,1

T

T

T

=

=

=

 şeklinde tanımlayalım. 
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Böylece ( )F ix T ≠ ∅  ve T  dönüşümü 3
4

λ =  için 5.6. Teoreminin tüm 

varsayımlarını sağlar. Diğer taraftan T  dönüşümü M üzerindeki ρ  Öklid metriğine 

göre 5.7. Teoreminin şartlarını sağlamamaktadır çünkü ( )1,0x =  için ( )0,0Tx =  

olup, 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2, 0,0 , 0,1 1 , 1,0 , 0,0Tx T x x Txρ ρ λρ λρ λ= = > = = . 
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6. SONUÇ 

 

İlk bölümde metrik uzaylar, sabit nokta teoremleri ve konik metrik uzayların 

incelenme süreci ve gelişimi hakkında bilgi verilmiştir. 

 

İkinci bölümde gelecek bölümlerde kullanılacak bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda konik tanımı, çeşitleri ve 

bazı özellikleri ifade edilmiş, ikinci kısımda ise konik metrik uzay tanımı ve bu 

uzayın bazı özellikleri incelenmiştir. 

 

Dördüncü bölüm iki kısımdır. Birinci kısımda büzülme şartını sağlayan dönüşümler 

için bazı sabit nokta teoremleri önce P  nin K  normal sabiti ile bir normal konik 

olması varsayımı altında ve sonra da mümkünse normallik varsayımını ihmal ederek 

genelleştirilmiş hali incelenmiştir. İkinci kısımda ise konik metrik uzaylarda 

büzülebilirlik şartlarını sağlayan dönüşümlerin çakışım ve ortak sabit noktalarının 

varlığı incelenmiştir.  

 

Benzer şekilde beşinci bölüm de iki kısımdır. Birinci kısımda konik metrik uzaylarda 

en iyi yaklaşım kavramına  yer verilip özellikleri incelenmiştir. İkinci kısımda ise 

konik metrik uzaylarda küme değerli büzülme dönüşümleri için sabit nokta kavramı 

ve özellikleri incelenmiştir.  
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