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OZET

KONTAKT MANIFOLDLARDA BAZI OZEL EGRILER

Erdal TURSUN
Matematik Anabilim Dah
Adiyaman Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Subat/2024
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi M. Aykut AKGUN

Ug béliimden olusan bu ¢alismanin ilk bdliimiinde konunun daha iyi anlasilabilmesi
i¢in bazi temel kavramlar verilmistir.

Ikinci béliimde Riemann manifold, Kontakt manifold, Kontakt Lorentzain manifold
ve Sasakian manifoldlarin temel 6zelliklerine deginilmistir.

Son bolimde ise §-Lorentzian trans-Sasakian manifoldlar iizerinde Frenet egrileri
incelenerek Frenet elemanlari hesaplanmistir. Daha sonra bu egrilerin bazi alt uzaylarda
kalmasi i¢in gerekli sartlar verilmistir. Sonrasinda 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt
manifoldlar iizerinde egrilerin Frenet egrisi verilerek Frenet elemanlar1 hesaplanmistir. Bu
hesaplamadan sonra bu egrilerin bazi alt uzaylarda kalmasi i¢in gerekli sartlar verilmistir.

Son olarak da 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldlar
tizerindeki bazi egrilerin Frenet denklemleri ve elemanlar1 hesaplanmistir. Bu egrilerin bazi
alt uzaylarda kalmasi i¢in gerekli sartlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kontakt manifold; Sasakian manifold; Frenet egrisi.



ABSTRACT

SOME SPECIAL CURVES IN CONTACT MANIFOLDS

Erdal TURSUN
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education School, February/2024
Supervisor: Asst. Prof. M. Aykut AKGUN

In the first part of this three-part study, some basic concepts are given to better
understand the subject.

In the second chapter, the basic properties of Riemann manifold, Contact manifold,
Contact Lorentzain manifold and Sasakian manifolds are mentioned.

In the last section, Frenet elements were calculated by examining Frenet curves on
d-Lorentzian trans-Sasakian manifolds. Then, the necessary conditions for these curves to
remain in some subspaces are given. Afterwards, Frenet elements were calculated by giving
the Frenet curve of the curves on 3-dimensional normal almost contact manifolds. After this
calculation, the necessary conditions for these curves to remain in some subspaces are given.

Finally, Frenet equations and elements of some curves on a 3-dimensional normal
almost contact pseudo-metric manifolds were calculated. Necessary conditions for these
curves to remain in some subspaces are given.

Keywords: Contact manifold; Sasakian manifold; Frenet curve.



TESEKKUR

Yiiksek Lisans déneminde hazirlamis oldugum “Kontakt Manifoldlarda Baz1 Ozel
Egriler” adli ¢alismay1 bitirmenin heyecanini ve gururunu yasamaktayim. Tez asamasinda
oncelikle danigmanligimi iistlenen, konu se¢iminden aragtirmanin yiiriitiillmesine kadar beni
smirlamayip 6zgiir birakan, bana her daim yardimci olan hocam Dr. Ogr. Uyesi M. Aykut
AKGUN’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Tez asamasinda bana yardime1 olan hocalarima
ve arkadaslarima destekleri i¢in tesekkiir ederim. Ayrica beni yetistirip biiyliten aileme

stikranlarim1 sunmaktayim.
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ETiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgilin bir ¢alisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakg¢ada yer verdigimi; bu calismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programiyla tarandigini ve higbir
sekilde “intihal igcermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, c¢alismamla ilgili
yaptigim bu beyana aykirt bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki

ve hukuki sonuglari kabul ettigimi bildiririm.
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1. GiRiS

Egriler teorisi diferensiyel geometride ve fen bilimlerinin diger alanlarinda sikca
kullanilan bir teoridir. Ayni1 zamanda bu yap1 mithendisligin bir¢ok alaninda ihtiya¢ duyulan
matematiksel bir yapidir. Klasik diferensiyel geometride egriler Oklid uzayinda arastirilir.
Bu uzayda egri smiflandirmalar1 ¢ogunlukla Frenet ¢atis1 kullanilarak elde edilir ve buna
gore de ozellikleri incelenir.

Kontakt manifoldlar tizerinde egrilerin diferensiyel geometrisi birgok yazar tarafin-
dan calisilmustir.

B. Olzsak [13], bir M manifoldu tizerindeki bir hemen hemen kontakt metrik yapinin
normal olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar1 vermistir. Olzsak, uygun ornekler ile bu
manifold {izerindeki normal hemen hemen kontakt metrik yapinin lokal koordinatlardaki
denklemlerini gostermistir.

A. T. Ali ve M. Onder, Minkowski uzayinda rektifiye spacelike egrileri egrilik
fonksiyonlari cinsinden karakterize etmislerdir [6]. M. Onder, H. Kocayigit ve M. Kazaz
Minkowski uzayinda spacelike helisler ile ilgili baz1 sonuglar vermis ve Minkowski 4-
uzayinda spacelike helisleri karakterize eden diferensiyel denklemler elde etmislerdir [14].

J. Welyczko [18], ii¢ boyuttaki normal almost kontak metrik manifold tizerindeki
Legendre egrileri i¢in bazi sonuglar1 genellestirmistir.

B. E. Acet ve S. Y. Perktas [1], 3-boyutlu (g, §) trans-Sasakian manifold tizerindeki
Legendre egrilerinin egrilik ve torsiyonlarini elde etmislerdir.

Ji-Eun Li [10], 3-boyutlu hemen hemen kontakt Lorentzian manifold {izerinde

Lorentz ¢arpimini tanimlamistir. Daha sonra bu ¢arpimi kullanarak 3-boyutlu Sasakian
Lorentzian manifold {izerindeki bir slant Frenet egrisi boyunca T_Ll oraninin sabit oldugunu
gostermistir.

A. Yildirim [19], 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt manifoldlar tizerindeki
non-geodezik Frenet egrilerinin egriliklerini a ve f dan bagimsiz olarak hesaplamstir.

U. C. De ve K. De [17], bir manifold tizerinde Lorentz metrik kullanarak trans-
Sasakian yap1 tlizerinde ¢alismiglardir.

M. A. Akgiin [3], 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt pseudo-metrik manifoldlar
tizerinde Frenet egrilerini incelemis ve bu egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar vermistir.
3-boyutlu &-Lorentzian trans-Sasakian manifoldlar tizerinde Frenet egrileri i¢in Frenet

denklemlerini hesaplamis ve bu egriler i¢in Frenet elemanlarini vermistir [4]. Yine 3-boyutlu



kontakt Lorentzian manifoldlar iizerinde bazi egrilerin Frenet denklemlerini vermis ve bu
egriler i¢in bazi karakterizasyonlar sunmustur [5].

Bu tez ¢alismasinda 6ncelikle 3-boyutlu normal almost kontakt manifoldlar tizerinde
Frenet egrileri incelenmistir ve bu egrilerin bazi alt uzaylarda kalmasi i¢in gerekli sartlar
verilmistir. Sonraki bolimde, Lorentzian trans-Sasakian manifoldlar tizerinde Frenet egrileri
ile ilgili karakterizasyonlar incelenmis ve bu egrilerin bazi alt uzaylarda kalmasi i¢in bazi
teoremler verilmistir. Son olarak da kontakt pseudo-metrik manifoldlar tizerinde bulunan
Frenet egrileri i¢in Frenet elemanlar1 incelenmis ve bu egrilerin bazi alt uzaylarda kalmasi

icin gerek ve yeter sartlar belirtilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Egriler
Tammm 2.1.1. a,b € R,a < b,J:(a,b) c R olacak sekilde

¢:] >R

siirekli doniisiimii R* de bir egridir. Bu doniisiim bir diferansiyellenebilir doniisiim ise egriye
bir diferansiyellenebilir egri denir. s € (a, b) igin { (s) = Z—E vektorii, ¢ nin teget vektori ile
adlandirtlir ve T harfi ile ifade edilir. ||¢'(s)|| = 1 oldugunda bu egri syay parametresi ile
verilmistir. Tiim reguler egriler yay parametresi ile ifade edilebilir. Dolayisiyla bu parametre
ile ifade edilebilirler [12].

Tamm 2.1.2. {:] > R® yay parametresiyle verilen bir egri olmak iizere x(s) = ||¢"(s)|
pozitif degerli reel sayisi  egrisinin s noktasindaki egriligi seklinde adlandirilir [12].

Eger ¢ egrisi R*de bir dogru, ayrica x ve w, R>de sabit vektorler ve ||x|| = 1 olmak iizere,

() =xs+w

tipindedir ve ¢ dogrusunun egriligi sifirdir (x = 0). Egriligin sifirdan farkli oldugu

noktalarda ise,

'(s) = K(s)-N(s)

denklemi ile verilen ¢"(s) ile ayn1 yonde tanmiml1 N(s) birim vektdrii mevcuttur.

[ =1

oldugu igin ¢'(s) ve N(s) birbirine diktir. Buradan ( {'(s), N(s)) = 0 gelir. N(s) vektorii
{egrisinin birim normali diye adlandirilir. {T, N} ¢iftinin gerdigi diizlem ise { nin oskiilator
diizlemi olarak adlandirilir.
Egriligin sifir oldugu (k = 0) noktalarda birim normal vektorii tanimsiz oldugu igin
oskiilator diizlem tanimsizdir.

{"(s) = 0 olan s € J noktas1 birinci dereceden tekil nokta olarak ifade edilir.

Biz bundan sonrasi igin birinci dereceden tekil noktaya sahip olmayan egriler ile

tizerinde ¢alisacagiz. Bu durumda



T'(s) = k(s)N(s) (2.1)
ile ifade edilebilir. R* de vektorel garpim A olmak iizere,

B(s) =T(s) AN(s)

vektorii oskiilator diizleme ortogonaldir. B(s) vektorii {egrisinin binormal vektoriidiir.

B(s) =T(s) AN(s)

oldugu i¢in,

B'(s) =T'(s)AN(s) + T(s) AN'(s) = T(s) AN'(s)
denklemi elde edilir. (T(s), N(s)) = 0, (N'(s), N(s)) = 0 esitliklerinden B'(s) vektoriiniin
N (s) vektoriine paralel oldugu sonucuna ulasiriz.

B'(s) = —t(s)N(s) (2.2)
esitligini saglayan bir 7(s) fonksiyonu bulunabilir. Bu t(s) fonksiyonu { egrisinin, {(s)
noktasindaki burulmasi seklinde adlandirilir.

B(s) = T(s) AN(s) esitliginde her iki tarafta T(s) ile sagdan vektdrel carpim
uygulanirsa, N(s) = B(s) A T(s) esitligi gelir. Buradan N (s) nin tiirevi alinirsa;
N'(s) = B'(s) AT(s) + B(s) AT (s)

bulunur. (2.1) ve (2.2) kullanilinca;

N'(s) = ©(s)B(s) — k(s)T(s) (2.3)

seklinde elde edilir. (2.1), (2.2), (2.3) denklemlerinden

T = kN
N = —xT + 1B
B =1TN

olarak bulunur. Bu formiillere ¢ egrisinin Frenet formiilleri ad1 verilir.



{T,B} ikilisi tarafindan gerilen diizlem rektifiyan diizlem olarak
adlandirtlir. {N, B} ikilisi tarafindan gerilen diizleme de normal diizlem adi verilir.

N vektoriine ¢ nin asli normali denir. B vektoriine ise ¢ nin binormali ad1 verilir.
R = % ya, ¢ egrisinin {(s) noktasindaki egrilik yaricapr adi verilir. Egrilik sifir ise
(k = 0) R3de egri geodezik olarak adlandirilir. R3 de dogrular geodeziklerdir. Burulma

stfirsa (t = 0) ¢ egrisi diizlemsel olarak adlandirilir.

{:] = R3 olmak iizere { egrisinin t € ] noktasindaki egriligi

I A gl
O =TT
seklinde bulunur ve burulmasi
N (RS
IS AN

dir. {:] - R2%, (t) = (x(t), y(t)) ile verilen bir egri olmak iizere, { nin egriligi

Xy — &y

O =G

ile bulunur [11].

¢ Frenet egrisi ikinci dereceden olmak tizere k = sabit > 0 sart1 saglaniyorsa { ya
M de bir cember ad1 verilir. Ayrica iiiincii dereceden bir Frenet egrisinde k = sabit ve T =

sabit ise ¢ ya bir helis ad1 verilir. g = sabit ise { ya genellestirilmis helis ad1 verilir [12].

2.2. Rieman Manifoldlar

Tamm 2.2.1 M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde vektor
alanlarmin uzay1 y(M) ve reel degerli C* fonksiyonlarmin halkas: C*(M, R) olmak iizere,

g: x(M) X (M) - C*(M,R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif taniml1 bir § déniisiimiine M iizerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M, g) ikilisiyle verilen manifolda Riemann manifold denir [16]. (M,g) Riemann
manifoldu igin bir p noktasindaki yerel koordinat sistemi (x?,...x™) seklinde verilsin.

0
oxt’

W, =YW, =W, =Y W,’ %, p € M noktasindaki tanjant vektdrler olmak iizere,



I
gWy, Wy) = _Zl wi'w, g(ﬁ'ﬁ)
i,j=

=Y, g;;dx' (Wy)dx! (W,)

seklinde yazilabilir. Burada,

dx'(Wy) = Wy(x") = Wy ve dx) (Wy) = Wo(x)) = W,/
dir. flaveten g¥ = g(dx',dy’) olmak iizere g;;g’* = 6/ dir [16].
Tammm 2.2.2. M, diferansiyellenebilir bir manifold olsun. V ise M de lineer bir koneksiyon
olmak iizere her W, W, € y(M) igin
T (W, Wy) = Wy, Wy — Wy, Wy — [W, W]

seklinde tanimlanan T: y (M) X y(M) — y(M) ifadesi torsiyon tensérii olarak adlan-dirilir.

T torsiyon tensort anti-simetriktir yani;
T(Wy,Wy) = =T(W1, W)
esitligi vardir. Ilaveten her W, W, € y(M) ve f,g € C* fonksiyonlari i¢in

T(fWy, gWs) = fgT (W, W5)

olur [16].
Tamim 2.2.3. (M, §) bir Rieman manifold olmak iizere, M de ¥ y1 lineer konneksiyon olarak

tanimlayalim. Bu durumda her Wy, W,, W5 € y(M) igin,

(Mw, @) (Wo, W3) = Wi g(Wp, W3) — g(Vi, Wo, W3) — g(W5, Vyy, W5)

dir. (W, g) = 0 oluyorsa 7 ya metrik konneksiyon ad1 verilir. M manifoldu iizerinde tanimli
torsiyonsuz metrik koneksiyona ise Levi-Civita koneksiyonu ad1 verilir [15].

Tamm 2.2.4. M bir Rieman manifold olmak iizere her W;, W,, W5 € x(M) igin,

R(W,, W)W = le l7W2 W; — sz VW1W3 - l7[W1,W2]W3 (2-4)

ile tammli R(Wy, W,): (M) - (M) doniisiimii ise M Riemann manifoldunun egrilik

tensorii olarak adlandirilir [15].



Tamm 2.2.5. (M, §) Riemann manifold olsun. Eger M, c sabit egrilikli ise her W;, W, ve

W5 vektor alanlart igin

R(Wy, W)W = c[g(Wo, W3)W, — g(Wy, W3) W3]
dir [16].
Tamm 2.2.6. (M,g), n-boyutlu Riemann manifold olmak iizere, M mani-foldunun herhangi
p noktasindaki tanjant uzay1 T, M ile verilsin. T,M uzaymmn 2-boyutlu bir alt uzay1 ise Q

olsun. Q diizlemi u ve v birim vektorleri tarafindan gerilmek tizere,

J(R(u,v)v,u)
guwwgw,v) — g(u,v)?

K@ =K@wv) =

ifadesine M manifoldunun Q ya gére kesit egriligi ad: verilir [15].
Teorem 2.2.7. (M,g) Rieman manifold olmak iizere, K Riemann-Christoffel egrilik tensdr
alan1 ve V Levi-Civita konneksiyonu verilsin. Her W, W, € y(M) igin asagida verilen
esitlikler saglanir [15]:

1) R(Wl, Wz)W3 + R(W3, WI)WZ + R(Wz, W3)W1 =0 (I Bianchi OZde$hgl)

2)K (W, Wp, W3, Wy) = —K (W, Wy, W3, W,)

3K (W, Wy, Wi, Wy) = —K(Wy, Wa, Wy, W3)

4K (W, Wo, W3, W,) = K(Ws, Wy, Wy, W5).

Tamm 2.2.8. (M, g) bir Riemann manifold olsun. R yi M nin egrilik tensdr alan1 olarak

tanimlayalim. Her W;, W, € y(M) i¢in R nin izi

S =iz{R » R(W,, )W,}

degerine Mmanifoldunun ¥ ya gore Ricci egriligi ad: verilir [16].
Tanmm 2.2.9. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her ¢ € M noktasina T, M nin bir

D, alt uzaymm karsilik olarak getiren

D:M —>UTq1\7I
q— Dy cT,M

doniisiimiine distriblisyon adi verilir. Wy, ..., W;, vektor alanlar ile gerilen D, varsa D ye

diferansiyellenebilir  distribiisyon  denir. D, =Tq1\71 sarti saglaniyorsa D ye



integrallenebilirdir denir. Her W;, W, € I'(D) i¢in [W;,W,] € I'(D) ise D ye involutive
denir. M bir diferansiyellenebilir manifold ve M, M nin bir alt manifoldu olsun.

Vp € M igin D nin bir p noktasini ihtiva eden bir maksimal integral manifoldu varsa D
integrallenebilir olarak tanimlanir [15].

Tamm 2.2.10. M bir manifold, W, ise M de bir vektor olmak iizere, ¢, 1-parametreye sahip

doniistim grubu olsun.

. 1

ifadesini K tensor alaninin W; vektor alanina gore Lie tiirevi seklinde ifade edilir [16].
Tamm 2.2.11. (M, g) bir Riemann manifold olsun. M manifoldu iizerinde bir W, vektor

alani alahm. g, W; in bir parametreli doniisiim grubu altinda degismez(invaryant), yani

Lwlg = 0

ise W, vektor alanina g Riemann metriginin bir Killing vektor alant adi verilir. W; bir Killing

vektdr alani olarak alinirsa M de W,ve W5 vektor alanlari igin

(Lw, 9) (W3, W3) = g(V, W, W3) + g(Viy, Wy, W,) = 0

sart1 saglanir [15].

2.3.Kontak (Degme) Manifoldlar

Tamim 2.3.1. M, (2n + 1)-boyutlu ve tiirevlenebilir bir manifold olmak iizere; M manifoldu
lizerinde

nA(dn)"™ # 0

kosulunu saglayan n 1-formu varsa M manifolduna kontakt manifold denir. n formuna ise
bir kontakt form adi verilir [16].
Tamm 2.3.2. (M, n) ikilisi kontakt (degme) manifold olmak iizere,

D = {W, € TM[n(W,) = 0}

seklinde ifade edilen distribiisyona kontakt distribiisyon denir [16].
Tamm 2.3.3. M yonlendirilebilir bir manifold olmak iizere, (M,n) kontakt manifoldu

uzerinde



n@ =1 dnEWw)=0

seklinde bir tek & vektori varsa bu vektor alanini ise 17 kontakt yapisinin karakteristik vektor

alan1 seklinde ifade ederiz. M {izerinde,

n@ =1 ¢*=-I+nQ¢ (2.5)

kosullarin1 gergekleyen ¢ (1,1) tensorii, n 1-formu ve ¢ vektorii mevcutsa (@,¢,n)
licliisiine M de hemen hemen kontakt yap1 ad1 verilir [16].

(M, @, &,1) hemen hemen kontakt manifold olmak iizere asagidaki 6zellikler vardir [11].

sn=0
nop =0
ranke = 2n.

Tamm 2.3.4. (M, ¢, §,17) almost kontak manifold olmak iizere, M iizerinde herhangi W,, W,

vektor alanlari i¢in

g(eWy, @W5) = g(W,, W) — n(Wy)n(W-) (2.6)

kosulunu saglayan bir g Riemann metrigi varsa M ye (¢, £,n,g) almost kontak metrik
yapisindadir veya M ye almost kontak metrik manifolddur denir. Burada g metrigi almost
kontak yapiya uyumlu metrik adi verilir [16].

Tamim 2.3.5. M iizerinde (@, &,n, g) almost kontak yapist verilsin. M iizerinde herhangi

W;, W, vektor alanlari igin

d(Wy, Wy) = g(Wy, pW3)

ile tanimlanan (0,2)-tipindeki ¢ doniisiimiine M nin temel iki formu denir [16].

(M, @,&,1m), (2n + 1)-boyutlu almost kontak manifold olmak iizere, M X R garpim
manifoldunu ele almsin. M X R ¢arpim manifoldundaki vektor alani (Wl,f%) ile ifade

edilir. Burada W;, M de vektor; t, R icin koordinat; f de M x R ¢arpim manifoldunda
taniml1 bir fonksiyonu ifade eder.

M x R ¢arpim manifoldunun herhangi bir tanjant uzayi iizerinde J lineer déniisiimii;



](Wl»fdit) = (‘PW1 —ff,U(Wl)dit)

ile ifade edelim. Bu sekilde tanimlanan J, J2 = —I dirve /, M X R ¢arpim manifoldunda bir
almost kompleks yapaidir.

J almost kompleks yapisi igin Nijenhus tensori

N, (Wy, Wy) = J2[Wy, Wo] + [JWy, JW,] — JTW,, W, ] — Wy, JW,]

ile tanimlidir [11].
Tamm 2.3.6. (M, ¢, &,7) bir almost kontak manifold olmak iizere, N; = 0 ise J almost

kompleks yapisina integrallenebilirdir adi verilir. M X R ¢arpim manifoldunda ] almost
kompleks yapisi integrallenebilir oldugunda, (¢,&,n) almost kontak yapist normaldir
seklinde adlandirilir [16].

@ i¢in Nijenhius tensorii
Ny (Wy, W) = @?[Wy, W] + [@Wy, oW,] — @[eW, W,] — @[W,, W, ]

seklinde tanimlanir. M {izerinde W;, W, vektdr alanlari igin

d
N ((Wa, 00, (W500) = (N (Wi, W) + 2 (W, W), ((Lywa )W, = (L)W =)

dir ve

d d
N (<W1, 0. (o a)) = (e, (e, =)
seklinde bulunur. Eger
NOW, W) = N, (W, Wy) + 2dn(Wy, W3)§
N® Wy, W) = (Lywam)Wy — (L,w.n)W;

NOWy) = (Lgp)Wy

N@OWy) = (Len)W,
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alinrsa N, N@ NG N® tensérlerinin sifir oldugunda (M, ¢,&,n) almost kontak
manifoldu normaldir. Bunun yaninda belirtelim ki N = 0 oldugu zaman N®? = N®) =
N® =0 olur. O halde (M, p,&,n) almost kontak manifoldunun normal olmas: demek
N® = 0 olmas1 demektir [8].

Onerme 2.3.7. 2n+1-boyutlu M manifoldu iizerinde verilen (¢,&,n) almost kontak

yapisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ny, +2dn®E=0
sartin1 saglamasidir [16].
Onerme 2.3.8. M?™*1 her bolgede
nAP™ + 0

sartin1 saglayan bir genel n 1-formu ve genel @ 2-formu ile uyumlu diferansiyellenebilir
manifold olsun. O halde M?™*? icin almost kontak yapisi vardir. Eger M2™*1 icin bir n

kontak formu bulunabiliyorsa,

® =dn
olacak sekilde bir (¢, £,7n, g) almost kontak metrik yapisina sahiptir [16].
Lemma 2.3.9. M nin bir (¢, &,7, g) almost kontak metrik yapis1 i¢in ¢ ye gore kovaryant
turev
23 (7, @)Wa, W5) = 3d0 (Wi, oW, 9Ws) = 3d0 (W, W, W)

+<9_(N(1) (W, W3), (PW1) + n(W)N@ (W, Wsy)

+2dn (oW, WIn(Ws) — 2dn(eWs, Wi)n(W,)  (2.8)

ile verilir. Burada W,,W, ve W5, M iizerindeki vektorler, & karakteristik vektorii ve @ temel
2-formdur [8].

Bir kontak metrik manifoldda N = 0 olacagindan ve (2.7) kullanilirsa, (2.8)
denklemi

23 (T, @)Wa, W3) = G(ND (W, Wy), Wy ) + 2dn (9 W, Wy)n (W)

—2dn(eWs, Wn(W5) (2.9)
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seklinde yazilabilir. (2.5) esitliginde W; yerine ¢ alinirsa

24 ((Ve@)Wa, W5) = G(N©O Wy, W), 0€) + 2dn (W5, E)n(Ws)

—2dn(eWs, §)n(W)
= 2g(eY, $IN(Z) — 2g(Z, p&n(2)
=0

bulunur ve buradan bir kontak metrik manifoldda

Vep =0 (2.10)

sonucu elde edilir [16].

2.4. Sasakian Manifoldlar

Tamm 2.4.1. (M, ¢, &,1, g), (2n + 1)-boyutlu bir almost kontak metrik manifold ve M nin
yapis1 normalse M i¢in Sasakian yapi vardir. Burada M ye Sasakian manifold ad1 verilir [16].
Teorem 2.4.2. (M, 9,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir almost kontak metrik manifold olmak

lizere M bir Sasakian yaprya sahiptir ancak ve ancak M iizerinde tanimli W,;ve W, vektor

alanlar1 i¢in

(VW1§0)W2 = gWy, Wy)¢ —n(W)W; (2.11)

saglanmasidir [8].
M igin (2.11) den

lef = —pW;
dir [16].
Lemma 2.4.3. M Sasakian manifoldunda, & vektdriine ortogonal olan W birim vektorii
i¢in

RW15W1 =—=¢

sart1 saglanir [16].

Onerme 2.4.4. M Sasakian manifoldunda,
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Rwlwzf = n(W)W; — n(W)W, (2.12)
sart1 saglanir [16].
Ornek 2.45. (x,y,2), R? {in standart koordinat sistemi 7 = %(dz —ydx) ve & = 2%

olsun. R3 uzayinda ¢ doniisiimiiniin matrisi R® uzaymim standart bazi géz dniine alinarak

0 1 0
(— 1 0 O)
0 y O
seklinde tanimlansin. Bu durumda

@) = = (dz dx)<2i> —1
1 2 y az)

dir.

d d d
W, = W11$+W12@+W13£

olmak tizere

0 1 0\ /W, Wy,
(le == <_1 0 O) <W12> = <_W11>
0 y 0/ \W; yWi,

dir. Tekrar ¢ uygulanirsa

O 1 0 le _Wll
(p2W1 = <_1 O 0) <_W11> = <_W12 )
0 y 0/ \yWy —yWi

¢2W1 = (=Wyy, —Wia, —yWi1)
= (=Wyy, =Wy, —Wi3 + Wiz — yWiy)
= (=W, =Wy, —Wi3) + (0,0, W3 — yWi4)

elde edilir.

1 0 0 0
N(Ws) = 5 (dz = yd) (Waa g+ Waa 3+ Waa )
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1
= 2 (W3 —yWiy)

oldugundan

PEWy = =W, + n(Wy)¢

elde edilir. Buradan (¢, &, ) yapisiin R*® de tamimli bir hemen hemen kontakt yap1 oldugu
goriiliir. Eger g metrigi

1 1 2 2
g=Z(dx +dy*)+nQ®n

seklinde alirsak standart baza gore g nin matrisi

= - 0 1 0
4 -y 0 1
olarak bulunur. Ayrica
1 1+y%2 0 —y\ /0
gwy,é) = Z(Wn Wi, Wiz) 0 1 0 (O)
-y 0 1 2

1 —2y
= 2 Wy Wi, Wig) 0
2

1
= Z (—2yW11 + 2W13)

dir ve

(W, W) = 7 (Wan(Ws) — Wan(Ws) — n([Wa, W,D)}
1
= 2 (B () = B (90)}

1
= > {9V, & W2) — G (V& W)
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1, _

= {3, & W) + GWs, Vi, )
= g_(leS;i WZ)

= g(—eW;, W)

= g_(Wli (PWz)

seklinde bulunur ki (R>, ¢, &,7, §) manifoldu bir kontakt metrik manifold olur.

1 —kr {9Grj |, 03y 08ij
rk=2yn gkr)29rj 4 99ri 70
Ji 221—19 aX; + 0X; 03Xy

(2.13)

ile tanimlanan konneksiyon katsayilarindan

1 1 (1-y%)
Mp=-Ly=3y Ly=-Ii=-;i=-y Li=-—"—

0 0 (0 s _ (9 . _
olarak bulunur. g, :2(&+ yEJ’EZ =40 (ay)’é =2 (62) olmak tizere {E;, E;, ¢}, g ye

gore bir ortonormal bazdir ve ayrica

QE, = —E;, 9E; = E;, 9§ =0

dir. Elde edilen esitlikleri kullanirsak,

VE1E2 = _E!VEzEl =¢

VEZE— = Vsz = _E11 VElf = VEE]_ = E2

olarak buluruz. Simdi

W1 = aE1 +bE2 ‘l‘CéT

W, = GE; + bE, + ¢¢

olmak tlizere

(Vw, @)W, = Vi, oW, — @V, W,

= (aa + bb + ct)¢ — acX — bcY — ccé
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= g(W;, W3)§ —n(W)W;

esitligini elde ederiz. Buradan (R®, ¢, €, 1, §) manifoldu Sasakian manifolddur [7].
(M, ,&,7,9), lic boyutlu almost kontak metrik manifold ise M iizerindeki herhangi

W,, W,vektor alanlari igin

(VW1<P)W2 = g_((PVWfE, Wz)s; - U(Wz)fpvwlf (2.14)

bulunur. 7, M iizerindeki Levi-Civita konneksiyondur.

Ug boyutlu almost kontak metrik manifoldu normaldir ancak ve ancak

Vow,§ = oV, § (2.15)

olmasidir. Bu esitligin es degeri olarak,

lef = a(Wy —n(W)$) — bW, (2.16)

olmasidir. Burada a, § fonsiyonlari

a = %iz{Wl - V&L B = %L‘Z{W1 - @V, &}

seklindedir. (2.16) esitligi (2.14) esitliginde yerine yazarsak;

(lefp)Wz = B(G(W1, W) — n(W)Wy) + a(g(eWy, Wy)E —n(Wy)eW;) (2.17)

elde edilir.

M normal almost kontak metrik manifoldunu ele alalim. M manifoldunda taniml
temel 2-form kapali ise (¢, &,7, §) yapisi quasi-Sasakian bir yapidir ve M manifolduna da
bir quasi-Sasakian manifold adi verilir.

Bu manifoldda @ = 0 olmas1 durumunda M quasi-Sasakian manifold olur. O halde
(2.16) dan

lef = —BoW; (2.18)
esitligi elde edilir. O halde quasi-Sasakian manifoldlarda f = 1 oldugunda M bir Sasakian

manifold olarak tanimlanir[18].

2.5. Lorentzian Trans—Sasakian Manifoldlar
Bu boliimde N 3-boyutlu &-Lorentzian trans-Sasakian manifoldu inceleyecegiz. N

(p,&,1m,g,6) 5-almost  kontakt metrik yapisi ile verilen bir §-almost kontakt metrik
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manifold olsun. Burada ¢, (1,1)-tipinde tensor alani, ¢ bir vektor alani ve n bir 1-formdur.

g indefinite metrigi her U,V € N i¢in asagidaki sartlar1 saglar [4].

p?=U+n)é, n@)=-1
@) =0, nee =20
9,8 =—=6, nU) =684(U,$) (2.19)
g(eU,eV) =g, V) + énU)nV)

Burada 62 = 1 dir. Yani § = +1 dir. Yukarida verilen & yapisi N iizerinde &-
Lorentzian yap1 olarak tanimlidir. Eger § = 1 ise manifold aligilmis Lorentzian yap1 olur ve
& vektor alan1 timelike olur.

Almost Hermityan manifoldlarin siniflandirilmasinda, Hermityan manifoldlarin
konformal Kaehler manifoldlarla yakin iligkili olan bir W, sinifi ortaya ¢ikar. Cg @ Cs sinifi
(a, B) tipindeki trans-Sasakian yapi ile gakisir. Aslinda bu iki alt sinifin yerel yapisi, yani
trans-Sasakian yapinin Cg Ve Cs smifi tamamen karakterize edilmistir. Eger (N X R, J, G),
W, sinifina ait ise N iizerindeki almost kontakt metrik yapiya trans-Sasakian denir. Burada
J, N X R iizerinde almost kompleks yapidir ve N iizerindeki her U vektor alani ile N X R

tizerindeki her diferensiyellenebilir fonksiyon

J (U,f%) = (o - rEn) %)

dir [4].
Burada G, N x R iizerinde ¢arpim metrigidir. Bu durum N iizerindeki her U ve V

vektor alanlari igin

(Vy@)V = a(gU, V)& = on(V)U) + B(g(eU,V)E — dn(V)eU)

ile agiklanabilir. Burada V, g ye gore Levi-Civita konneksiyonu, o ve 3 ise N tlizerinde
diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

Tamm 2.7.1. (¢, &1, g, ) yapist ile birlikte bir §-Lorentzian manifoldu asagidaki sarti
sagliyorsa (a, ) tipinde &-Lorentzian trans-Sasakian manifold denir.

(Vy@)V = a(gU, V)& = n(V)U) + B(g(eU,V)E — dn(V)eU)
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Eger § =1 ise J-Lorentzian trans-Sasakian manifold (a,f) tipinde aligilmig
Lorentzian trans-Sasakian manifold olur. (0,0),(0, 8),(, 0) tipindeki §-Lorentzian trans-
Sasakian manifold sirasiyla, Lorentzian cosymplectic, Lorentzian S-Kenmotsu ve
Lorentzian a-Sasakian manifold olur. Ozel olarak a = 1, 8 = 0 ve @ = 0,8 = 1 olursa -
Lorentzian trans-Sasakian manifold, &-Lorentzian Sasakian manifold ve §-Lorentzian

Kenmotsu manifolda indirgenir. (2.19) dan

Vy¢ = 6(—apU) — B(U +n(U)$))

ve

WymV = a(g(eU,V) + B(gU,V) + n(U)n(V))

elde edilir [4].

2.6. 3-Boyutlu Normal Almost Kontakt Manifoldlar
M manifoldunda ¢, &, 1 sirastyla (1,1), (1,0), (0,1) tipinde tensorler olsun. Her W,, W, €
x (M) igin
Wy = -Wy +n(W)E, n(p)=0,n(§) =1
denklemleri saglaniyorsa (¢,&,n) ya M manifoldu iizerinde hemen hemen kontakt yapi
denir. M manifolduna da almost kontakt manifold denir. M iizerinde tanimlanan n 1-formu
nAdm) #0

esitsizligini sagliyorsa n kontakt formdur ve

Dy, = {W; € Tz(m):n(W,) = 0}
iki boyutlu alt uzayina M nin bir kontakt distribiisyonu denir.
(9, &,m), M tizerinde bir almost kontakt yap1 ve g bir Riemann metrigi olacak sekilde
her Wy, W, € x(M) igin,
g(eWy, oW,) = g(Wy, W) — n(W1)n(Ws)

se (¢, &, 1, g) yapisina bir almost kontakt metrik yapi denir ve (M, @, &, 7, g) beslisine de bir

almost kontakt metrik manifold denir[9]. Boylece M manifoldu,
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nWwy) = gWy,$)

kosulunu saglar ve ¢ 2-formu

d(W1, Wy) = g(Wy, oW5)

seklinde tanimlanir [13].

x(M) x R

tizerinde bir Jalmost kontakt yapisi,

J (W22 = (owy — 286 nW2) ).

seklinde tanimlanir. Oyle ki (Wl,A%), M x R iizerinde bir tegettir. Burada W,ve /1%

sirastyla M ve R iizerinde tegettir [13]. Eger J integrallenebilir veya buna denk olarak,

[o, ] (W1, W5) + 2dn(Wy, W5)¢ = 0

ise M ve (¢, 1) normaldir denir. Burada ¢ nin [¢, ¢] Nijenhuis torsiyonu,

[‘P: fﬂ] (W, W) = [(PWL (PWZ] + QDZ[WL W,] — (P[QUWL W,] — (P[Wp (PWZ]

seklinde tanimlanir[8].

Herhangi bir M 3-boyutlu hemen hemen kontakt metrik manifoldu igin,

(VW1<P)W2 = g(‘PVWﬁ(' Wz)f - U(Wz)fpvwlf, (2.20)

denklemi saglamir. Burada V, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonudur [13]. Bu M

manifoldunun normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

Vow,§ = ¢Vw,$, (2.21)

sartin1 saglamasidir.

Vw,§ = —a@?(Wy) — Bo(Wy) = a(Wy —n(W1)§) — Bo(Wy), (2.22)

denklemi (2.21) denklemine denktir. Burada a ve B fonksiyondur ve
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_ 1 _ 1.
a=5iz(V§),  p=5iz(oVs)

dir.
(a, B) ¢ifti 3-boyutlu M normal almost kontakt metrik manifoldunun tipi olarak tanimlanir.
Uyan 1. (2.21) ve (2.22) denklemlerine gore V& = 0 dir. Yani ¢ bir geodezik egrinin
tanjant vektoridiir.

(2.20) ve (2.22) denklemleri kullanilarak 3-boyutlu Mnormal almost kontakt metrik

manifoldu tizerindeki ¥, nin kovaryant diferensiyeli

(lefp)Wz = B(g(W1, W) —n(Wr)Wh) + a(g(eW,, W2)E —n(Wy)eW,;) (2.23)

seklinde bulunur. M manifoldu

2af +<[F] =0

denklemini saglar [9].

2.7. Normal Almost Kontakt Pseudo-Metrik Manifoldlar

(2n+1)-boyutlu smooth baglantili N manifolduna eger N iizerinde asagidaki sartlar:
saglayan bir ¢ (1,1) tensor alani, bir & vektor alani ve bir n 1-formu varsa bir almost kontakt
manifold denir [11].

p*=—-14+nQ®&n&) =1 (2.24)
@) =0, nop =0.

Eger bir g pseudo-Riemann metrik ile uyumlu bir almost kontakt manifold

G(eWy, W,) = g(W1, W) — n(Wp)n(Wy), (2.25)

sartin1 sagliyorsa (N, @,&,n,g) ye bir almost kontakt pseudo-metrik manifold denir[5].
Burada her W,, W, € TN igin € = F1 dir. (2.20) denkleminden

nWy) = eg(Wy, &) ve gloWy, W) = —g(Wy, W5) (2.26)

oldugu goriiliir.
Ozel olarak, bir almost kontakt pseudo-metrik manifold i¢in g(&,¢&) = & dir.

Boylece, ¢ karakteristik vektor alan1 spacelike veya timelike olan ancak lightlike olmayan
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bir birim vektor alanidir. Bir (N, @, &, 7, §) almost kontakt pseudo-metrik manifoldun temel

2-formu

dp(Wy, W,) = Q_(Wp <P(Wz))' (2.27)

seklindedir. Buradan A ¢™ # 0 dir[5]. Bir almost kontakt pseudo-metrik manifold dn = ¢

oldugunda kontakt pseudo-metrik manifold olarak adlandirilir. Burada

dn(Wy, W) = 5 (Wyn(Wz) — Wan(Wy) — n([Wy, W])) (2.28)

dir[16]. Bir (N, ¢,&,1,g) almost kontakt pseudo-metrik manifoldunda her zaman 6zel bir
{e;, pe;, E}7=, yerel pseudo ortonormal bazi vardir. Bu baz yerel ¢-bazi olarak adlandirilir.

N, (¢,&,1) yapist ile verilen (2n+1)-boyutlu almost kontakt pseudo metrik manifold olsun
ve N x R manifoldunu g6z Online alalim. N x R iizerindeki bir vektor alani (Wl, f %) ile

gosterilir. Burada W, € TN, t, R iizerinde koordinat ve f, N x R iizerinde bir C*

fonksiyondur. O halde N x R iizerinde asagidaki gibi tanimlanan J yapisi

J(Wh, £55) = (oWa — FENWR) 2, (229)

bir almost kompleks yapidir. J almost kompleks yapisi integrallenebilir ise (¢, ¢,n) almost
kontakt pseudo-metrik yapist normaldir denir. / nin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter

sart

[p, 0] +2dn ® < =0, (2.30)

olmasidir. Burada [¢, ¢], ¢ nin Nijenhius torsiyonudur [16].
Onerme 2.7.1 Bir almost kontakt pseudo-metrik manifoldun normal olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul

Vow, @) W2 — @ (Vy, @)W, + (Vi) (W2)¢ =0

olmasidir. Burada 7 Levi-Civita konneksiyonudur [5].

2.8. 3-Boyutlu Normal Almost Kontakt Pseudo-Metrik Manifoldlar

Lemmaz2.8.1. Bir N, 3-boyutlu normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldunun normal

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
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olmasidir [5].
Teorem 2.8.2. N, 3-boyutlu normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldu i¢in asagidaki
ifadeler denktir.
(1) N normaldir.
(2) N tizerinde
lef = afW; —n(W,)¢} — oW, (2.31)

olacak sekilde a, f smooth fonksiyonlarinin var olmasidir.

(3) N iizerinde

(letp)WZ = a{eg(eW;, W,)§ —n(W)pW;}
+B{eg(Wy, W5)§ — n(W)W1} (2.32)

olacak sekilde a, 8 smooth fonksiyonlarinin var olmasidir [5]. Ozel olarak yukaridaki

fonksiyonlar asagidaki sekilde verilebilir:

2a = div(§),2p = tr(eWy,). (2.33)

Sonug¢ 2.8.3. N, 3-boyutlu normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldu icin, & vektdr

alan1 geodeziktir, yani

fo =0vedn =B

dir [5]. (2.32) denkleminden asagidaki tanimi1 verebiliriz.
Tamim 2.8.4. 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifolduna

(i) eger a = B = 0 ise cosymplectic denir,

(i) eger @ = 0 ve B + 0 ise quasi-Sasakian denir ve eger @ = 0 ve S sifirdan farkli
sabit ise f-Sasakian pseudo-metrik manifold denir,

(iii) eger B =0 ve a # 0 ise almost a-Kenmotsu pseudo-metrik manifold denir.
Eger a = 1 ise Kenmotsu pseudo-metrik manifold denir [5].
Lemma 2.8.5. 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold i¢in &(f8) +
2af = 0 denklemi saglanir [5].
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3. KONTAKT MANiFOLDLARDA BAZI OZEL EGRILER
3.1 3-Boyutlu Normal Almost Kontakt Manifold Uzerinde Egriler
3.1.1. Frenet egrisi

M, 3-boyutlu normal almost kontakt metrik manifold olsun. y:1 - M, s yay
parametresiyle verilen non-geodezik (x # 0) Frenet egrisi ve V, M iizerinde Levi-Civita

konneksiyonu olsun. {y’, @y, &} baz1 kullanilarak asagidaki ortonormal baz elde edilebilir.

fer =7\ = (0 = (225} (31
dir. Burada,
o=g.§)=n{) (3:2)
dir. y niin kovaryant diferansiyeli,
Vy’el = 662 + be3 (33)
dir. Oyle ki,
5§ =g, ey ez) (34)

bir fonksiyondur. Diger taraftan (3.2) denklemi kullanilarak,

b=gV,e,es)= %ﬁz —avl —oad?, (3.5)

bulunur.

Burada ¢ '(s) = @ dir. Boylece (2.33) ve (3.3) denklemleri kullanilarak

V. e, :—5el+(,b’+ o0 Z]es (3.6)
l1-o
ve
oo
V. e, =—be1—[ﬂ+ = Jez (3.7)
l1-o

elde edilir. y ' tanjant vektoriiniin (3.1) denklemindeki baza gore temel formlar
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0 6 b

o)
=5 0 B+ —
[wij(V)]Z V1 -—o?
po—p——20 0
V1-o2
dir ve ¥’ vektdriine bagl Darboux vektorii,
o) =(p+ i )er —be, +8
o) = ———)e, —be es,
Vi—o2/ ! ? ’
dir. Boylece,
Ve =w(ly)Ne (l<i<3)

denklemi yazilir. Ustelik herhangi bir Z = ¥3_, 8'e; € y(M) vektorii igin M iizerinde y'
egrisi bu vektore baghdir. Asagidaki esitlik saglanir.
V,Z=wy)NZ+Ti,ef6'e;. (3.8)

Bu esitlik M 3-boyutlu normal almost kontakt metrik manifold iizerindeki her ortonormal

baz i¢in saglanir [19].

3.1.2. Frenet elemanlari

y:1 > M egrisi s yay parametresi ve {T,N,B,k,t} elemanlar ile verilen non-
geodezik(x # 0) bir Frenet egrisi olsun. Bu egrinin Frenet elemanlar1 asagidaki sekilde
hesaplanir.

T = y oldugu biliniyor. O halde (3.3) denklemi kullamilarak,

kN =V, e, = e, + bes (3.9)

yazilabilir. (3.5) ve (3.9) denklemleri kullanilarak,

, 2
= 2 s __ )
K—\/6 + (= -aV1-0?) (3.10)
bulunur. Diger taraftan
s 6 by b
V,N = (;) e, + EVy’ez + (E) e, + ;Vy’e3 = —kT + 1B
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dir. (3.6) ve (3.7) denklemleri diisiiniiliirse,

+©) -2(5+ 7] s (3.11)

O] @] =[®)1-20)] (612)
bulunur [19].

(3.11) denkleminde her iki tarafin normu alinir ve (3.11) denkleminde (3.5) ve (3.12)

yerine yazilirsa,

| 7

~H2 L_a 1—02

== ||O)] + || @13

bulunur. Boylece y egrisinin Frenet vektor alanlari

T=y =e, (3.14)
_9 b
N = —e; +—es, (3.15)
1[5\ b a8
B=12 [(;) —2(p+ —«—1_02)] € (3.16)

2| -2 =)

seklindedir. Ayrica

£ =oT + bx/1K—c;2 N+ \/1;02 [(E) _ % (ﬁ + \/%)] B (3.17)

elde edilir [19].
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3.1.3. 3-boyutlu normal almost kontakt manifoldlar iizerinde yatan egriler

Simdi 3-boyutlu normal almost kontakt metrik manifoldunun bazi alt uzaylarinda
yatan Frenet egrilerinin karakterizasyonlarini verecegiz. Bu alt uzaylar Sp{e;, e, }, Sp{e,, es}
ve Spf{e,, es} dir. {:1 — N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0) bir slant
egri ve V, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. {{’, ¢{’, &} bazindan {e,, e,, €3}
ortonormal bazini elde ederiz ve bu bazin tanimini ilk boliimde vermistik.
Durum 3.1.1 Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e,} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

¢ =m(s)e, +n(s)e, (3.18)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.18) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.3) ve (3.6)

denklemlerini kullanirsak;

{ = (m —nde; + (msé +ne, + (mb +n (,8 + %)) es (3.19)

elde ederiz. Burada {' = e; veu = —aV1 — cos? 6. Daha sonrg;

m-nd=1
mé+n =0

b+ (ﬁ+ cos06 ) 0
m n — | =
V1 —cos?0

elde edilir. Burada m = —% ve m’nin degeri yukaridaki diferensiyel denklemde yerine

yazilirsa;

d (1 dn) g = —1
ds\5ds) " "7
denklemi elde edilir. Bu denklemde ¢t = fos &ds degisken degistirmesi yapilirsa;

d’n
F+n=—1

denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii yapilirsa,
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n=c cos(fos 8ds) + ¢, Sin(fos 5ds) — 1 (3.20)
seklindedir.

mé+n =0

denkleminden;

m=c¢ sin(fos 8ds) + c; cos(fos 8ds) (3.21)
bulunur.
Teorem 3.1.2. N, ii¢ boyutlu bir normal almost kontak metrik manifold ve ¢ slant egrisinin
{e1, e,} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart
{(s) = (¢y sin fos 8ds + c, cos f; 8ds)e;
+(cq cos f; 8ds + c, sin fos §ds — 1)e, (3.22)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.1.3. Simdi { egrisinin hangi sartlarda {e;, e;} ile gerilen alt uzayda kalacagin
arastiracagiz. O zaman

¢ =m(s)e; + n(s)es (3.23)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.23) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.3) ve (3.7)

denklemlerini kullanirsak;
(s) = (m' - _ _cos65_
{(s)=(m —nb)e, + (m6 n (ﬁ + m)) e,
+(mb +n)e; (3.24)

elde edilir. Burada {' = e;, u = —aV1 — cos? 0 dur.
Boylece asagidaki denklemler elde edilir.

m—-nb=1

cos 06
mé +n ('B + V1-cos? 9) - 0’

mb+n =0
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elde edilir. Burada m = % denklemi m de yerine yazilirsa;

n = ¢, cos(f bds) + c; sin(J, bds) — 1 (3.25)
m=c sin(fos bds) + ¢, cos(fos bds) (3.26)

bulunur.
Teorem 3.1.4. N, ii¢ boyutlu bir normal almost kontak metrik manifold ve  slant egrisinin

{eq, e5} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart

S S
{(s) = <c1 sinj bds + c, cosj bds) e1
0 0

+(cy cos fos bds + c, sin fos bds —1)e; (3.27)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.1.5. Burada ise { egrisinin hangi sartlarda {e,, e3} ile gerilen alt uzayda kalacagini
arastiracagiz. O zaman

{(s) = m(s)e, +n(s)ez(3.28)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.28) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.6) ve (3.7)

denklemlerini kullanirsak;

{(s) = (—mé& —nb)e, + (m' -n (ﬁ + ﬂ)) e,
+(m(p+ %) +n)es (3.29)

elde edilir. Burada {' = e;, 4 = —aV1 — cos? 0 dir. Boylece asagidaki denklemler elde

edilir.

-mé—nb=1
’ cos 06 _
m=n (ﬁ + V1-cos? 9) o (330)

cos 06

m(ﬁ+m)+n'=0

Yukaridaki diferensiyel denklemler ¢oziiliirse;
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n = ¢, cos (fos (,8 + %) ds) + ¢, sin (fos (,8 + %) ds) (3.31)

ve

m = ¢, sin (fos (ﬁ + \/%) ds) + ¢, cos (fos (,8 + \/%) ds) (3.32)

elde edilir.

Teorem 3.1.6. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt metrik manifold ve { slant egrisinin

{e,, e3} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart,

[ ] $ cos0 6 1

¢y Sin <jo (,3 + ——1 o 9) ds) I

+c, cos <js (ﬁ i \/&) ds>J|
i 0 1—cos?0

+ :cl cos (fos ([)’ + \/%) ds) + ¢, sin (fos (,8 + \/%) ds)] e; (3.33)

{(s) =

e,

seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.

{:1 - N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0) bir Legendre egri ve V,
N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. O halde asagidaki durumlar olusur.

Durum 3.1.7.Bu durumda { egrisinin hangi sartlarda {e;,e,} ile gerilen alt uzayda

kalacagini arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e; +n(s)e, (3.34)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir fonksi-
yonlardir. (3.34) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.3) ve (3.6)

denklemlerini kullanirsak,

'(s) = (M'(s) —n(s)d)e; + (m(s)8 +n'(s))e, + (m(s)b + B)es (3.35)

elde ederiz. Burada {' = e;, u = —a dir. Daha sonra

m—-nd=1
mé+n =0
mb+ =0
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elde edilir. Yukaridaki diferensiyel denklemler ¢oziiliirse,

m=-1, p="t (3.36)
ve

n= [(5) - 1]% (3.37)
elde edilir.

Teorem 3.1.8. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢

Legendre egrisinin {e,, e, } ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart;

1

()= (4)er+3 [(ﬁ) . 1] e, (3.38)

a

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.1.9. Simdi { egrisinin hangi sartlarda {e;, e;} ile gerilen alt uzayda kalacagin

arastiracagiz. O zaman

I(s) = m(s)e; +n(s)es (3.39)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir fonksi-
yonlardir. (3.39) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.3) ve (3.7)

denklemlerini kullanirsak;

¢'(s) = (m'(s) — n(s)p)e; + (m(s)v — n(s)p)e,
+ (m(s),u + n'(s)> e; (3.40)
elde edilir. Burada ' = e;, u = —a dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.
m' —nb=1
mé +nf =0,
mb+n' =0,

1 B
= — = = —nNn.
m an,B m==<n

Yukaridaki diferensiyel denklem ¢oziiliirse,
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n = el (3.41)
m = (gefT ) (3.42)

bulunur.
Teorem 3.1.10. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt metrik manifold ve ¢ Legendre

egrisinin {e;, e3} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart;

{= (gelﬁ%dt) e; + (ef%adt) es (3.43)

seklinde olmasidir.
Durum 3.1.11. Burada ¢ egrisinin hangi sartlarda {e,, e3} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e, + n(s)es (3.44)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir fonksi-
yonlardir. (3.44) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.6) ve (3.7)

denklemlerini kullanirsak;

'(s) = (=m(s)§ —n(s)b)e, + (n'(s) —n(s)Be; + (m(s)B +n'(s))es  (3.45)

elde edilir. Burada ' = e;, u = —a dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.

-mé—nb=1 , L
m —nf =0 :m:_g, (—%) —np =0.
mpB+n" =0
Yukaridaki diferensiyel denklemler ¢oziiliirse,
n(s) = ¢ cos(fosﬁds) +c, sin(f(;q Bds) (3.46)
ve
m(s) = —%[1 — b(cy cos(f;ﬁds) + ¢, sin(f; Bds))] (3.47)
elde edilir.
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Teorem 3.1.12. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt metrik manifold ve ¢ Legendre

egrisinin {e,, e;} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(1 + bey(cos [ Bds) + bey(sin fosﬁds)) e,

i i (3.48)
+(c1 cos ([, Bds) + c; sin(f, Bds))es

1
¢(s) =—3
seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.

3.2. Lorentzian Trans-Sasakian Manifoldlar Uzerinde Egriler

3.2.1. Frenet egrileri

¢:1 — N egrisi 3-boyutlu N Lorentzian manifold {izerinde birim hizli bir egri olsun
oyle ki, g(¢',{") = &, = £1 dir. & sabiti ¢ egrisinin casual karekteridir. g(n,n) = &, ve
g(b,b) = &5 ifadeleri ¢ egrisinin 2. ve 3. casual karekterleridir. Boylece &;.&, = —&5 dir.

Birim hizli bir { egrisinin casual karekteri 1 olursa egri spacelike olur, -1 olursa egri
timelike olur. Birim hizli bir {egrisi g({',{") # 0 sartin1 sagliyorsa Frenet egrisi olarak
adlandirilir. Bir { Frenet egrisi boyunca {t = {,n, b} ortonormal catis1 vardir. O halde

Frenet-Serret denklemleri asagidaki gibidir [4].

Vot = gkn
Ven = —g Kkt — &37b
Veb = g;tn

Burada k = |V,+{’| birinci egrilik ve T ise ikinci egriliktir. t, n, b vektor alanlari
sirastyla tanjant vektor alani, asli normal vektér alani ve binormal vektor alani olarak
adlandirilir.

Bir { Frenet egrisinin geodezik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¥ = 0 olmasidir.
Bir ¢ Frenet egrisinin birinci egriligi sabit ve ikinci egriligi sifir ise egri bir pseudo-cember
olur. Eger egrilikleri sabit ise pseudo-helis olarak adlandirilir.

Lorentzian 3-manifoldu iizerindeki bir egrinin tanjant vektor alani ile Reeb vektor
alan arasindaki ag1 sabitse yani n({") = —g({',§) = sabit ise bu egriye slant egri denir.

Egen(¢) = —g({, &) = 0 ise bu egri bir Legendre egrisidir [12].
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¢:1 — N, s parametresiyle verilen bir non-geodezik (x # 0) Frenet egrisi olsun. V,

NiizerindeLevi-Civitakonneksiyonu olsun. ({',@{’,€) bazim kullanarak {eq,e,, e}

ortonormal bazi;

e = (!
o — 9%
2 Jei+6p?
e, = —£1§+6pg
3 Jei+6p2”’

seklinde bulunur dyle ki,

() =84(¢.¢) = dp,

dur. ¢’ niin kovaryant tiirevi alindiginda
Voey = ve, + pes
elde edilir. Burada v bir fonksiyondur.
v =g(V,ee).

Ustelik,

sp'

p=gVyeye3) = N £16p+/ &1 + 6p?,

elde edilir. Buradan p'(s) = . Daha sonra

dp({(s)) dir
ds

Vee, =—ve; +6 (—sla +

ve

Vyoes = —pe; —§ (—ela +

elde edilir.
¢ niin (3.49) esitligindeki baza gore temel formu

pv

JErL+6p2

pv

JE1+8p2

Je,
)e,

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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0 v u
pv
[wi;(€)] = (_v ° ° (_81“ * M) (3.56)
\_M -0 (_gla * vejji?pz) 0

ve {' ne baglh Darboux vektorii

w()=6 (—ela + J%) e, — ue, + veg (3.57)
dir. Boylece
Vie; = w((') Agei(1 < i <3), (3.58)

seklinde yazilabilir [4]. Ustelik herhangi bir Z = Y7 ,0%; € y(N) vektérii icin N

lizerindeki ¢ egrisi bu vektdre baghdir. Asagidaki esitlik saglanr.

VeZ = w()NZ+ 8%, &e[0']e (3.59)

3.2.2. { egrisinin Frenet elemanlari

{:1 - N s yay parametresi ve {t,n, b, k, T} elemanlar: ile verilen non-geodezik bir
Frenet egrisi olsun. Bu egrinin Frenet elemanlar1 asagidaki sekilde gibi hesaplanabilir. (3.49)

denklemi kullanilarak,

&kn = Vyep = ve, + pes (3.60)

elde edilir.(3.53) ve (3.60) denklemlerinden,

) 2
)
K= jvz + (ﬁ XN 6p2) (3.61)

bulunur. Diger taraftan,

= () e, + Ve, + (41 ey + L7
Vo= () ea+ ZVper + (L) es + L pes (3.62)

= —g& kt — &37TB

dir. (3.54) ve (3.55) denklemleri kullanilarak
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() e _v
—&3TB = [(82) SZK( ga+ W)] e, (3.63)

u ov

B O (g
+[(€2K) +€2KZ( gla+\/£1+é‘p2)] €s

elde edilir. Dogrudan bir hesaplama ile,

2 2 , 2
v u _ v u v u
()] +@)] =) =] (3.64)
bulunur. Son denklemin normu alinarak (3.53) ve (3.54) denklemleri (3.63) denkle-minde

yerine yazilirsa,

[ E \"
| \ )

bulunur [4]. Ustelik ¢ egrisinin Frenet vektdrlerini asagidaki teorem ile bulabiliriz.

Teorem 3.2.1. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifold olsun ve ¢ bir Frenet

egrisi olsun. t, n ve b Frenet vektorleri agsagidaki gibidir.

t = Z’ =eq,
-
n=—e —8e3,
K 2 ek o
S SN A N7 G U
b - €37 (EzK) EzK( Ela +\/€1+5p2>:| ez (366)

() _sv(_ _v
&3T (Szk) SZK( a0+ \/£1+5P2>] %
Ustelik,

Suq/ e + 8p?
——n

= d¢gpt
¢ =o0¢gpt+ -
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61/£1+6p ﬂ . pv
[ " " K( ga+ —'—£1+6p2>] b (3.67)

yazilabilir [4].
Teorem 3.2.2. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifold olsun ve ¢ bir Frenet

egrisi olsun. ¢ egrisinin bir slant egri (p = n({') = cos 8 = sabit) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul {t,n, b, k, T}Frenet elemanlarinin asagidaki gibi olmasidir [4].

t = 81 = (’,
_ 24
n=e, = Tisce (3.68)
—&,( + 6cosH’
b == 63 =

V& ¥ 6cos20

Kk = /B2%(g, + 8 cos? ) + v2,

cos 6v
—&a+
4 51+5cos2 >

/ _ l _glgﬁm) l

Onerme 3.2.3. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifold olsun ve ¢ bir slant egri

olsun. Eger k sifirdan farkli bir sabit ise ¢ bir pseudo-helistir ve

‘ ( cos Qv >|
T=|0|—&a+
V& + 8cos? O
dir [4].
Onerme 3.2.4. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifold olsun ve  bir slant egri

olsun. Eger k sabit degil ve T = 0 ise { egrisi bir diizlem egrisidir ve asagidaki denklem

saglanir [4].

(‘B) JE1+6 cos? 6
g(Vf €2, 93) - v24+B2(g1+6 cos? 0) (3.69)
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Teorem 3.2.5. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve ¢ bir spacelike Frenet
egrisi olsun. ¢ egrisinin bir Legendre egri (p = n({') = 0) olmas1 i¢in gerekli ve yeterli

kosul {¢t,n, b, k, T} Frenet elemanlarinin agagidaki sekilde olma-sidir[4].

t=6’1=(,
n=e, =,
b=e3=_f,

k= v+ (3.70)

=l ]+ 2]

3.2.3 Lorentzian trans-Sasakian manifoldlar iizerinde yatan egriler

2

Simdi N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakian manifoldunun bazi alt uzayla-rinda
yatan Frenet egrilerinin karakterizasyonlarini verecegiz. Bu alt uzaylar Sp{e;, e, }, Sp{e,, es}
ve Sp{e,,es} dir. {:1 > N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0)bir
slant egri ve V, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. {¢’, ¢’, ¢} bazindan {e;, e,, e5}
ortonormal bazini elde ederiz ve bu bazin tanimini ilk boliimde vermistik.

Durum 3.2.6. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e, } ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

¢ =m(s)e; + n(s)e, (3.71)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.71) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.51) ve (3.54)

denklemlerini kullanirsak;

{=m —nv)e, + (mv+n)e, + (mu +né (—£1a + ﬁ)) es (3.72)

elde ederiz. Burada {' = e; ve u = J%W — &,6B+/ &1 + 8p? dir. Daha sonra;
1
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( m-nv=2_§
mv+n =0
pv
mu+nd|—ga+——|]=0

& + 6p?

elde edilir. Burada m = —% ve m’nin degeri yukaridaki diferansiyel denklemde yerine
yazilirsa;

d (1 dn) b= -5

ds\vds) T

denklemi elde edilir. Bu denklemde t = f; vds degisken degistirmesi yapilirsa;

denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii yapilirsa;

n = ¢, cos( [, vds) + ¢, sin(f; vds) — & (3.73)
seklindedir.

mv+n =0

denkleminden;

m=c sin(foS vds) — ¢, cos(fos vds) (3.74)

bulunur.
Teorem 3.2.7. N, 3-boyutlu §-Lorentzian trans-Sasakianmanifold ve { slant egrisinin

{ei1, e,} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

N N
{(s) = <C1 sinf vds — ¢, cosf vds) ey
0 0

+(cq cos fos vds + ¢, sin fos vds — §)e, (3.75)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.2.8. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e5} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman
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¢ =m(s)e; +n(s)e; (3.76)

seklinde vyazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.76) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.51) ve (3.55)

denklemlerini kullanirsak,

{=(m —nwe; + (mv - né (—sla + J%W)) e, + (mu+nde;  (3.77)

elde edilir. Burada (' = e, ﬂ=\/%w—815,3\/81+5p2 dir. Boylece asagidaki
1

denklemler elde edilir.

( mv—nu=94
pv
mv—né(—ela——>=0

& + 6p?

mu+n =0

Buradam = % esitligi yukaridaki denklemde m’de yerine yazilirsa;

d(ldn)_l_ _ s
ds\uds =

elde edilir. Bu denklemde t = fos uds degisken degistirmesi yapilirsa;

I n=—s
dsz " "' T

denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii yapilirsa;
n=c cos(fosuds) + ¢, sin(f(;q pds) — & (3.78)
bulunur.
mv+n =0
denkleminden;
m=c¢ sin(foS puds) — ¢, cos(fos uds) (3.79)

bulunur.
Teorem 3.2.9. N, 3-boyutlu bir §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve { slant egrisinin

{e1, e3} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart
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(s) = <cl sin <fs,uds> —c, cos (fiuds)) e,

+(c, cos(fos puds) + c, sin(fos pds) — 8)e; (3.80)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.2.10. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e,, e;} ile gerilen alt uzayda kalacagim

arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e, + n(s)es (3.81)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.81) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.54) ve (3.55)

denklemlerini kullanirsak;

{(s) = (—mv—nwe, +m —nd <—81a + L)

Jer +8p7
)+n)es (382)

+ (m6 (—ela r__2
1+6p?

elde edilir. Burada (' =e;, u= % — 6B+ &, + 8p? dir. Boylece asagidaki
1

denklemler elde edilir.

-mv —nu =274,

, pv _
m —nd (—ela — 81+§p2) =0,
P ‘

€1+8p2) +n =0.

(3.83)
mé (—810! +

Yukaridaki diferansiyel denklemlerde;

_ _ pv . " _ " .- .
c=—&a Tivor? seklinde almirsa m' —nc = 0 ve mc +n’ = 0 elde edilir. Boylece

asagidaki denklemler elde edilir. Buradam = % esitligi yukaridaki denklemde m’de yerine

yazilirsa;

d (1 dn
ds

——|+nc=0
cds) ne
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denklemi elde edilir. Bu denklemde t = fos cds degisken degistirmesi yapilirsa;

d’n
F+n=0

denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii yapilirsa;

n = ¢, cos (fos (—ela — J%) ds) + ¢, sin (fos (—ela - ﬁ) ds) (3.84)

ve

— i S ___r _ S(_ __r
m—clsln(fo( sa W)ds) czcos(f()( g W)ds) (3.85)

elde edilir.
Teorem 3.2.11. N, 3-boyutlu bir §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve { slant egrisinin

{e,, e5} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart;

[ cosin( [ (—eya——2"Vas) |
o] 2l o))

_—czcos<jo <—£1a—\/61+75p2)d5>J
-C1 cos (fos (—810! - ﬁ) ds) + .
| sin (fos (—e&—%) ds)

seklinde olmasidir. Burada c¢;, ¢, sabitlerdir.

e,

(3.86)

{:1 - N egrisi s yay parametresi ileverilen non-geodezik (x # 0) bir Legendre egrisi
(o =1n({") =0) ve V,N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. O halde asagidaki
durumlar olusur.
Durum 3.2.12. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e, } ile gerilen alt uzayda kalacagini

aragtiracagiz. O zaman

((s) =m(s)e; +n(s)e, (3.87)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.87) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.51) ve (3.54)

denklemlerini kullanirsak;
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(s) = (m' —nv)e; + (mv +n)e, + (mu + nd(—&,a))e; (3.88)
elde ederiz. Burada{' = e;, u = —d&¢&; B dir. Daha sonra

mv+n =0

{ m-nv=_4
mu +né(—&a)=0

elde edilir. Buradam = % esitligi yukaridaki denklemde m’de yerine yazilirsa;

d (1dn

% ;E)-FTUJ:—(Y

denklemi elde edilir. Bu denklemde t = fos vds degisken degistirmesi yapilirsa;

I = =6
dsz " "' 7

denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii yapilirsa;

n = c; cos(f, vds) + c;sin(f]vds) — & (3.89)
ve

m=c sin(fosv ds) —c, cos(f;v ds) (3.90)
elde edilir.

Teorem 3.2.13. N, 3-boyutlu bir §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve { Legendre

egrisinin {ey, e, } ile gerilen alt uzayda kalmas: igin gerek ve yeter sart;

(s) = <C1 sin <Jsv ds> — C, COS <Jsv ds)) e,
0 0

+(c cos(f;v ds) + ¢, sin(f(fv ds) —6)e, (3.91)
seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.

Durum 3.2.14. Simdi { egrisinin hangi sartlarda {e;, e5} ile gerilen alt uzayda kalacagin

arastiracagiz. O zaman
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{(s) = m(s)e; + n(s)es (3.92)
seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.92) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.51) ve (3.55)
denklemlerini kullanirsak;

(s) = (m —nwe; + (mv —nd(—&,a))e, + (mp +nesy (3.93)

elde edilir. Buradal’ = e;, u = —d&¢&, 8 dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.

m —nu =6,
mv —nd(—ga) =0
mu+n =0

— [Cat Ly 1 . .
n=e ‘v =e v Vem=-nc yukaridaki denklemlerde yerine yazilirsa;

Se1a

v 4t (3.94)

c
n=e v =¢J

ve

Se1a
m= %(e_f v dt) (3.95)

bulunur.
Teorem 3.2.15. N, 3-boyutlu bir §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve ¢ Legendre

egrisinin {e;, e} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart;

{ = ( (ef—d)) e+ (e7 155 e, (3.96)

seklinde olmasidir.
Durum 3.2.16. Simdi ise { egrisinin hangi sartlarda {e,, e5} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e; + n(s)es (3.97)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.97) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.54) ve (3.55)

denklemlerini kullanirsak;
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(s) = (—mé —npwe; + (m' —née,a)e, + (—mbeja +ne; (3.98)
elde edilir. Burada {' = e;, u = —8¢&;f dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.
-mv—nu=>94

m' +né(ga) =0
-mbé(g;a) +n =0

Yukaridaki diferansiyel denklemler ¢oziiliirse,

n(s) = ¢, cos(fos pds) + c, sin(fos uds) (3.99)
ve
m(s) = ¢, sin([; uds) + c; cos([; uds) (3.100)

elde edilir.

Teorem 3.2.17. N, 3-boyutlu bir §-Lorentzian trans-Sasakian manifold ve ¢ Legendre

egrisinin {e,, e;} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart

¢ = <c1 sin (fs,uds> + ¢, cos <]Syds>> e,
0 0

+[cy cos(fos uds) + ¢, sin(fos pds)]es (3.101)
seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.

3.3. Kontakt Pseudo-Metrik Manifoldlar Uzerinde Egriler
3.3.1. Frenet egrileri

N, V Levi-Civita konneksiyonu ile verilmis 3-boyutlu bir normal almost kontakt
pseudo-metrik manifold ve {:I — N yay parametresi ile verilmis bir birim hizl1 egri olsun.
Burada I bir agik araliktir. Birim hizli bir {egrisinin casual karakterinin -1 veya 1 olmasina
gore sirastyla timelike veya spacelike denir. Ayrica, {egrisi igin §({',{") # 0 esitligi
saglanirsa Frenet egrisi olarak adlandirilir. ¢ egrisi i¢in asagidaki Frenet denklemleri

saglanir.

Vzrt = Kn
Vzrn = —kt + tb

Vz/b = —&Tn
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Burada k = |V;/¢’|, { nin geodezik egriligidir ve T geodezik torsiyonudur. t, n ve b
vektor alanlar1 ¢ egrisinin sirastyla tanjant vektor alani, asli normal vektor alani ve binormal
vektor alani olarak adlandirilir.

Bir ¢ Frenet egrisinin geodezik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul k = 0 olmasidir.
Bir Frenet egrisinin geodezik egriligi sabitse ve geodezik torsiyonu sifir ise bir pseudo-
¢ember olarak adlandirilir. Bir pseudo-helis ise ¢ Frenet egrisinin geodezik egriligi ve
torsiyonunun sabit olmasiyla elde edilir.

3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldu tizerindeki bir egri
slant ise tantant vektorii ile Reeb vektor alani arasindaki agi sabittir yani, n({") =
€g((',{") = cos 8 = sabit dir. Eger n({") =¢eg({’,{") =0 sarti saglaniyorsa { bir
Legendre egridir [5].

Bu béliimde bir N, 3-boyutlu normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldu ele
alacagiz. {:1 —» N, s yay parametresi ile verilen bir non-geodezik (x # 0) Frenet egrisi ve
V, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. ({’, ¢¢’, §) bazindan {e,, e,, 5} ortonormal

bazini elde ederiz. Bu baz asagidaki denklemleri saglar.

el = ZI' ’
__9¢
e, = \/1——8[)2’ (3102)
_§—¢&p¢
e; = ,
1 — ep?
burada
1) =eg({,¢) =¢p (3.103)
dir. Ayrica,
\7('81 =ve, + ,1183 (3104)
yazilabilir. Oyle Ki
v=g(V,eyez) (3.105)
bir fonksiyondur. Ustelik u yii
— A(F. — & — o2
n=9gV,ey,er) et a1l—ep (3.106)
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seklinde elde ederiz. Boylece,

Vee, = —vey + (ﬁ - s\/%) es
ve

Vyes = —pe; — (ﬁ’ —€ 1[11;,)2) e,
elde edilir [5].

3.3.2. Frenet elemanlari

(3.107)

(3.108)

{:1 > N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0) bir Frenet egrisi

ve {t,n,b,k,t} Frenet elemanlar1 olsun. Bu egrisinin Frenet elemanlar1 asagidaki gibi

hesaplanir. (3.104) denkleminden

Kn = V(el = ve, + ues

elde edilir. (3.106) ve (3.109) denklemlerinden

, 2
K'=\/‘l72+(\/1€p—gﬂ—dw/1—8p2)

bulunur. Diger taraftan,

V,n = (i> e, +— /,e; + (i) e; + ﬁﬁcfe3

EK EK

= —kT+ &th

dir. (3.107) ve (3.108) denklemleri goz oniine alinirsa;

o= |+ &l
[ + 2 (5 - o) e

elde edilir. Dogrudan bir hesaplama ile asagidaki sonuca ulasilir.

@]+ O] =[@e®2

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

Bu denklemin normu alinarak (3.106) ve (3.113) denklemleri (3.112) denkleminde

kullanilirsa,
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T = (ﬁ — J%pz) - [(:—K)] | s — (3.114)

elde edilir. Ayrica,

— 2
& =¢pt+ s » P
J1-egp% | (u ’ v( pv )
e (;) I ]b (3.115)

dir [5].

Teorem 3.3.1. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve {, N
lizerinde bir Frenet egrisi olsun. { nin N iizerinde bir slant egri olmast icin gerekli ve yeterli

kosul {t,n, b, k, T} Frenet elemanlarinin asagidaki sekilde olmasidir [5]:

t=61 :Z/,
e
n=e,=—————-—-m
V1 —¢ecos?6
E—¢ccosO
b=e; =—,
V1 —¢ecos?6

K = \/az(l — £co0s?0) + v?,

= |(poel ) - j[(_)]+[(_e>r (3.116)

Ispat: ¢ egrisi N iizerinde bir slant egri olsun. p = 7({') = cos @ = sabit sartin1 saglayan
(3.102), (3.110) ve (3.114) denklemlerinde diisiiniirsek (3.116) denklemine ulasiriz. Eger

(3.116) denklemi saglaniyorsa, slant egri tanimina gore ¢ bir slant egri olur.
Teorem 3.3.2. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve

{, N iizerinde bir Frenet egrisi olsun. { nin N iizerinde bir Legendre egri olmast i¢in gerekli

ve yeterli kosul {t, n, b, k, T} Frenet elemanlarinin asagidaki sekilde olmasidir [5]:
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b=e;=E¢ (3.117)

Ispat. ¢ egrisi N iizerinde bir Legendre egrisi olsun. p = n({’) = 0, sartin1 saglayan (3.102),
(3.110) ve (3.114) denklemlerinde diisiiniirsek (3.117) denklemine ulasiriz. Eger (3.117)

denklemi saglaniyorsa, slant egri tanimina goére ¢ bir Legendre egri olur.

3.3.3. Kontakt pseudo-metrik manifoldlar iizerinde yatan egriler

Simdi 3-boyutlu normal almost kontakt pseudo-metrik manifoldunun bazi alt
uzaylarinda yatan Frenet egrilerinin karakterizasyonlarini verecegiz. Bu alt uzaylar
Spfey, e}, Sples, es}, Spie,, e3} dir.

{:1 > N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0) bir slant egri ve
V, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. ({’, ¢{’, €) bazindan {e;, e, 3}
ortonormal bazini elde ederiz ve bu bazin tanimini ilk boliimde vermistik.
Durum 3.3.3. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e,} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

{(s) = m(s)e; + n(s)e, (3.118)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.118) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.104) ve
(3107) denklemlerini kullanirsak;

'(s) = (m'(s) — n(s))ey + (m(s) — n'(s))e,
+(m()u+n(s) (B — s ) €3 (3.119)

elde ederiz. Burada{’' = e;, u = —aVv1 — € cos? 6 dir.
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m-n=¢
m-—n'=0
epv .
mu+n (B - =) = 0

denklemler ¢oziliirse;

n(s) = ¢, cos fos vds + ¢, sin fos vds — ¢ (3.120)
ve

m(s) = ¢, sin fos vds — ¢, cos fos vds (3.121)
elde edilir.

Teorem 3.3.4. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢ slant

egrisinin {e;, e, } ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

S S
(s) = <01 sinj vds — ¢, cosj vds) e,
0 0
+(cq cos fos vds + ¢, sin fos vds — €)e, (3.122)

seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.
Durum 3.3.5. Oncelikle ¢ egrisinin hangi sartlarda {e;, e3} ile gerilen alt uzayda kalacagm

arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e; + n(s)es (3.123)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.123) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.104) ve
(3.108) denklemlerini kullanirsak,

{'(s) = (m'(s) —n(s)we;

+ (m(s)v —n(s) (ﬁ — %)) e,

+ (m(s),u + n'(s)) e; (3.124)
elde edilir. Burada{’' = e;, u = —aV1 — e cos? 6 dir. Boylece asagidaki denklemler elde

edilir.

49



m-n=c¢
mu—nv=0

mv-—n (’8 vi- ecos2 ) 0
yukaridaki diferansiyel denklem ¢oziiliirse,
n(s) = ¢, cos fos uds + ¢, sin fos uds — € (3.125)
m(s) = ¢, sin fos uds — ¢, cos fos uds (3.126)

bulunur.
Teorem 3.3.6. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢ slant

egrisinin {ey, e3} ile gerilen alt uzayda kalmas i¢in gerek ve yeter sart

S S
¢(s) = <c1 sinf uds — c, cosf uds) e
0 0

+(cq cos fOS uds + ¢, sin f; pds — €)es (3.127)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
Durum 3.3.7. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e,, e5} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

{(s) = m(s)e, +n(s)es (3.128)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.128) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.107) ve
(3.108) denklemlerini kullanirsak;

) = ) ~n(ses + (6w —n(s) (8~ =L

+(ms) (B - =) + () &3 (3.129)

elde edilir. Burada {' = e;, 4 = —aVv1 — e cos? 6 dir. Boylece asagidaki denklemler elde

edilir.
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m(s)v —n(s)u = —¢,

, £pv
O - =) =0
epv
ms) (B -

+n'(s) =0.
1—8C0$29> ()

)

Yukaridaki diferansiyel denklemler ¢oziiliirse,

n(s) = ercos 0 [y (8 = peirg) ds + cosin [} (B~ ;) (3130)

ve

m(s) = ¢ smf (,8 m) ds —c, cosf (ﬁ m) ds  (3.131)

elde edilir.
Teorem 3.3.8. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢ slant

egrisinin {e,, e} ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart

epv )

_ s
c sin@f ( _——
z 0 g V1 —¢ecos?8

¢(s) = s
_—cz COSJ;) ([3 — —\/%) dsJ i

Cl cos f (ﬁ V1— SCOS2 ) d (3 132)
, gpv 3 '
_+CZ sin fo ([)) V1-¢gcos?6 )d

seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.

{:1 > N egrisi s yay parametresi ile verilen non-geodezik (x # 0) bir Legendre
egrisi ve V, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. O halde asagidaki durumlar olusur.
Durum 3.3.9. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e,} ile gerilen alt uzayda kalacagini

arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e; + n(s)e, (3.133)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.133) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.104) ve
(3.107) denklemlerini kullanirsak;

7'(s) = (m'(s) —n(s)vey + (m(s)v + n'(s))ez + (m(s)u + n(s))es (3.134)
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elde ederiz. Burada {' = e;, u = —a dir. Daha sonra

m'(s) —n(s)v=c¢
m(s)v+n'(s) =0
m(s)u+n(s) =0

elde edilir. Yukaridaki diferansiyel denklemler ¢oziiliirse;

m(s) = —% B (3.135)
Ve,

n(s) = %[(g) — e] (3.136)

elde edilir.
Teorem 3.3.10. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢

Legendre egrisinin {e,, e, } ile gerilen alt uzayda kalmasi igin gerek ve yeter sart;

()= - % Bles+2 [(g) - e] e, (3.137)

(4

seklinde olmasidir. Burada c;, ¢, sabitlerdir.
Durum 3.3.11. Oncelikle { egrisinin hangi sartlarda {e;, e;} ile gerilen alt uzayda kalacagini
arastiracagiz. O zaman

{(s) =m(s)e; + n(s)es (3.138)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. (3.138) denkleminin s parametresine gore tiirevini alirsak ve (3.104) ve
(3.108) denklemlerini kullanirsak;

7'(s) = (m'(s) —n(s)wey + (m(s)v — n(s)Be; + (m(s)u +n'(s)e; (3.139)

elde edilir. Burada (' = e;, u = —a dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.

m(s)—n(s)u=c¢
m(s)v —n(s)f =0
ms)u+n(s)=0

Yukaridaki diferensiyel denklem ¢oziiliirse,
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La
n(s) = el 5% (3.140)
Ba
m(s) =Lelv e (3.141)
bulunur.

Teorem 3.3.12. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢

Legendre egrisinin {e;, e;} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart;

{(s) = [%ef%ds] e, + [ef%ds] es (3.142)

seklinde olmasidir. Buradac,, c, sabitlerdir.
Durum 3.3.13. Oncelikle ¢ egrisinin hangi sartlarda{e,, e} ile gerilen alt uzayda kalacagmi

arastiracagiz. O zaman

(s) =m(s)e; +n(s)es (3.143)

seklinde yazabiliriz. Burada m ve n, s parametresine gore diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir. (3.143) denkleminin s parametresine gore tlirevini alirsak ve (3.107) ve

(3.108) denklemlerini kullanirsak,

() = (=m(s)v — n(s)we; + (M (s)v — n(s)p)e,
+(m(s)B +n'(s))e; (3.144)
elde edilir. Burada ' = e;, 4 = —a dir. Boylece asagidaki denklemler elde edilir.
m(s)v +n(s)u = —¢,

m'(s)v —n(s)B =0,
m(s)B +n'(s) = 0.

Yukaridaki diferensiyel denklemler ¢oziiliirse,

n(s) = ¢, cos fOS,B ds + ¢, sin fosﬁ ds (3.145)

ve

m(s) = —%[/xcl cos fosﬁ ds + uc, sin fosﬁ ds + €| (3.146)

elde edilir.
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Teorem 3.3.14. N, 3-boyutlu bir normal almost kontakt pseudo-metrik manifold ve ¢

Legendre egrisinin {e,, e5} ile gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

e

=|-2 ) d m [ d
{(s) = —;[,uclcosj;ﬁ s+,uczsmf0ﬁ’ s+el

+[cy cos fOSB ds + ¢, sin fosﬁ’ ds|es (3.147)

seklinde olmasidir. Burada c;, c, sabitlerdir.
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