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KONVEKS DUZLEM EGRILERININ EVOLUSYONU iCiN
HIPERBOLIK TEORI

Tezi Hazirlayan: Yusuf Samil YILDIZ

OZET

Bu tez ¢aligmas1 8 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, diizlemsel egrilerinin hiperbolik evoliisyon problemi
tanimlanda.

Ikinci boliimde, egrilerin lokal teorileri, egriligin farkli sekillerdeki tanimlari
ve uzay egrilerinin Frenet-Serre denklemleri verildi ve egriler teorisinin temel
teoremi ifade edildi. Bu boliimiin ikinci kisminda ise diizlemsel bir egrinin zamana
gore hareketi incelenerek evoliisyon denklemleri elde edildi.

Ucgiincii béliimde, genel bir diizlem egrisinin egriligi, uzunlugu ve smirladigi
alanin evoliisyon denklemleri elde edildi ve bulunan denklemlerin egrinin zamana
gore hiz vektoriiniin tegetsel bileseninden bagimsiz oldugu gosterildi.

Dordiincii boliimde baglangic egrisi konveks olan evoliisyon egrisinin
evoliisyon siirecince konveksligini korudugu ve evoliisyonun nihai seklinin
Hausdorff metrigine gore bir gember oldugu gosterildi.

Besinci boliimde normal evoliisyon tanimlanarak parametre degisimi altinda
normal evoliisyonun korundugu gosterildi ve hiperbolik Monge-Ampere denklemi
elde edildi.

Altinct boliimde normal hiperbolik egri akis1 bir 6rnekle ele alinarak sonlu bir
zaman sonunda egrinin bir noktaya indirgendigi kanitlandi. Bu boliimde tezdeki
iddiamiz1 destekleyen bazi 6nemli sonuclara da yer verildi.

Yedinci bolimde R** Minkowski uzaymda hiperbolik egrilik akisi ile dizisel
evoliisyon denklemi arasindaki bagimtilar incelenerek bir dizinin hareketinin genel
normal hiperbolik ortalama egriligin akismna ait bir uygulama oldugu gosterildi.

Sekizinci ve son bolim ise Ornek 6.1 ve diger boliimlerde ele alman
teoremlerin sonucu olarak tezin esasini olusturan Teorem 1.1 in ispatini ve genel bir

degerlendirmeyi icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Konveks diizlem egrileri, Hiperbolik teori



HYPERBOLIC THEORY FOR THE EVOLUTION OF
CONVEX PLANE CURVES

Presented by: Yusuf Samil YILDIZ

ABSTRACT

This study consists of eight chapters.

In the first chapter, we define the hyperbolic evolution problem of plane
curves.

In the second chapter, we state the fundamental theorem of the local theory of
curves, different definitions of curvature of a curve, Frenet-Serre equations of the
curves and further more we investigate the motion of a plane curve with respect to
time variable and obtain its evolution equations.

In the third chapter, we deal with the general evolution equation of embedded
planar curves and obtain the evolution equations for the length of the curve and the
area it bounds and prove that the tangential components of the evolution vector do
not effect the length and area during the evolution process.

Fourth chapter is devoted to proving that the evolving curve remain convex
during the evolution process and the final shape is a circle in the Haussdorff metric if
the initial curve is convex.

In the fifth chapter, It is defined the normal evolution and shown that this
property is preserved during the evolution. Moreover, in the end of chapter it is
obtained a hyperbolic Monge-Ampere equation.

In the sixth chapter, a hyperbolic normal curvature evolution is considered
with an example and proved that after a finite time the evolution curve evolves into a
single point. This chapter also includes some crucial results which support our
assertion in the thesis.

In the seventh chapter, we search the close relationship between the

hyperbolic mean curve flow and the evolution equation for relativistic string in the

Minkowski space time ™ .
Finally, the last chapter covers proof of the Theorem 1.1 as the result of the Example
6.1 and the theorems in the other chapters and a general evaluation of the thesis.

Key Words: Convex Plane Curves, Hyperbolic Theory
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DUZLEM EGRILERININ EVOLUSYONU iCIN
HIPERBOLIK TEORI

1.Giris

Bu tez calismasinda kapali diizlem egrileri i¢in bir boyutlu hiperbolik
ortalama egrilik akisini ele alacagiz. Bunun i¢in evoliisyon denklemi asagidaki gibi
verilen kapali egrilerin

F:S$'x[0,T) > R?

Seklinde bir ailesini gdz Oniine alacagiz:
0°F
ot
F(u,0) =F,(u)

(u,t)= k(u,t)ﬁ(u,t) ~Vp(u,t), ¥(u,t) e S’X[0,T)

(1.1.1)

< 0.0 = FWN,

Burada k ortalama egrilik iken N, F(u,t) diizlem egrisinin i¢ tarafina

yonlendirilmis olan birim normal vektorudir. f(u) (=0) ve W(; ise konveks kapali
F, baslangi¢ egrisinin sirasiyla baslangic hizi ve i¢ birim normal vektoriidiir. Benzer

sekilde, Vp ise T birim tanjant vektor ve S yay uzunlugu parametresi olmak {izere

o O°F OF =
vp2| O8I 112
r [85& Gt] 12

seklinde verilir.

Bu problem F igin ifade edilen bir kismi tiirevli denklem sistemi i¢in verilen
bir baglangi¢ deger problemidir ve bu problem tam olarak F nin destek fonksiyonu
icin birtek kismi tiirevli denklem i¢in ifade edilmis bir baslangic deger problemine
indirgenebilir. (1.1.2) denklemi hiperbolik Monge-Ampere denklemi adini alir.

Bu tez kapsaminda asagidaki 6nemli sonucu kanitlamak istiyoruz. Bunu ifade
edelim.

Teorem.1.1 F, diizgiin kesin konveks kapali bir egri olsun. O taktirde F;, ve f

sirastyla baslangic egrisi ve baslangic hizi olmak tizere (1.1.1) denkleminin ¢éziimii
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olan baslangi¢ egrilerinin bir smifi sadece [0,T.,) seklinde sonlu bir zaman
araliginda meveuttur. Ustelik t—T_ iken asagidakilerden birisi dogru olmak
zorundadir:

1) F(.,t) ¢oziimii bir noktaya yakimsar, yani t >T_, iken limit egrisinin egriligi
sonsuza yaklasir (sinirsiz olur).

2) Egrinin Kk egriligi t > T, ., iken siireksizdir, dyleki ¢oziim pargali diizgiin bir

egriye yakinsar.

Bir sonraki boliimde diizlemsel egrilerin lokal teorisini ele alacagiz ve onlarin

zamana gore evoliisyon denklemlerini inceleyecegiz.



2. EGRILERIN LOKAL TEORIiSi VE DUZLEMSEL EGRILERIN
ZAMANSAL EVOLUSYONU

2.1. Egrilikler ve Frenet-Serre Denklemleri
Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayr R® deki egrilerin temel tanim ve

geometrik 6zellikleri verilecektir. R® de bir egri, R® de bir parcacigm hareketi ile
izlenen yolun bir t parametresine gére parametrik olarak ifade edilmis noktalarin bir

kimesidir.

Tamm. 2.1.1 R® de diizgin bir egri a:1=(ab)—>R® seklinde C* k=>1,
smifindan olmak tizere Vt e (a,b) icin (jj—f # 0 kosulunu saglayan bir fonksiyondur.
Vtel icin a(t) egrinin bu noktadaki durum vektoriinii gosterir.

Tanim. 2.1.2 Diizglin «(t) egrisinin bir t =t noktasindaki C(Ij—?(to) tlirevi egrinin

bu noktadaki hiz vektoru adin alir.

dd—?H ye egrinin «(t) noktasindaki hizi ve vektor

degerli (C:j—?j vektor alanina ise egrinin hiz(tanjant) vektor alan1 adimi verecegiz.

d
T(t) = gt

%

alan1 diyecegiz.

Vektor degerli fonksiyonuna ise «(t) egrisinin birim teget vektor

Tanim. 2.1.3 Diizgiin «(t) egrisinin bir t =t, noktasinda

s(t):j ‘jj—‘;‘ dt (2.1)

Seklindeki s fonksiyonuna egrinin yay uzunlugu fonksiyonu adi verilir. Eger s=t

ise egriye yay uzunlugu cinsinden parametrelendirilmistir deriz, bu durumda d—a
S

da

S

birim vektor ve =1 dir. Boyle bir egriye birim hizhidrr diyecegiz. Bir t

parametresi ile verilmis bir egriyi S(t) yay uzunlugu fonksiyonu ile («-t)(s) bileske



fonksiyonu sayesinde yeniden parametrelendirebiliriz. Yay uzunlugu ile verilmis
egrilerin geometrisini ¢galigmak bize kolaylik saglayacaktir.

Tamm. 2.1.4 Yay uzunlugu ile parametrelendirilmis yani birim hizli bir «(S)
egrisinin egrilik fonksiyonu Vsel icgin

d’a
ds?

dar
ds

k(S) = (2.2)

seklinde tanimlanir

Ornegin, a(s)=as+b, aveb R? de sabit vektorler, seklinde bir dogrunun egriligi,

2
da =ave d ? = ar =0 oldugundan x(s)=0 dur.
ds ds ds

a(t)=(rcost,rsint,0)  Seklindeki r yarigapli ¢emberin yay uzunlugu

da dt ifadesinde da = (—rsint, rcost,0) ve
dt dt

s(t) =j'

t
H(L—?H =r’sin*t+r2cos’t =r yazarsak s(t) = I r dt =rt seklinde bulunur, buradan
0

t= s elde ederiz. O halde
r

a(s) =(a-t)(s) =a(t(s)) =a(s/r)=(rcos(s/r),rsin(s/r),0)

ve
2
d ? =(—Esin(s/ r),lcos(s/ r),Oj
ds r r
, VR d’af 1
buluruz. Boylece r yarigcapl gemberin egriligi x(S) = o e bulunur.
S r

Diger taraftan, R® de sabit hizli bir T(s) vektdriiniin Z—T tirevine dik oldugunu
S

kolayca kanitlayabiliriz. Soyle ki; |T (S)|| sabit oldugundan bunu S ye tiiretirsek

2T (s).d—T =0 oldugundan T(s) L ar elde ederiz.
ds ds

dT /ds

Tamim. 2.1.5 Birim hizli N = ———— vektor alanina «(S) egrisinin birim normal

|dT /ds)|
vektor alani, B(S)=T(S)xN(s) vektor alanina da «(S) egrisinin binormal vektor

alani ad1 verilir.

a(s) Egrisinin bi-normal vektor alan1 B(S) de birimdir, ¢ilinkii

4



B =[T(s)xN(s)|" =(T(s)xN(s), T(s)xN(s)) = ‘<T’T> tN.T) :‘1 O‘

(N, T) (N,N)] |0 1
iistelik N =-91795 o K(s)=Hd—TH den
[dT /ds] ds
d—T:KN (2.3)
ds
dB

elde ederiz. Yukarida ||B(S)||:1 elde etmistik, o halde B(S)J_d— (i) dir.
S

B(s) =T(s)xN(s) Esitligini s ye gore tiiretirsek

d_B:d_TxN(s)+T(s)xd—N:KN><N+T(S)xd—N:T(S)xd—N Bulunur ki buradan
ds ds ds ds

ds

?j—BJ_T(S) (i) oldugu goriilir, o halde (i) ve (ii) den ((11_8 nin N(s) yoniinde
S S

oldugunu, boylece
B NG (2.4
ds

ifadesini elde ederiz.

Tamim. 2.1.6 Yukarida (2.4) ile verilen z(S) = (;—B.N (s) fonksiyonuna «(s) egrisinin
S

vektorel burulma (Torsiyon) fonksiyonu adi verilir. Bu vektoriin uzunlugu egrinin

dB
S

dir.

burulmasi olarak tanimlanir. Yani 7 =

Diger taraftan, B(S)=T(s)xN(s) ifadesinden N(s)=B(s)xT(s) elde ederiz. Bu
ifadeyi s ye gore tiiretirsek
dN dB

IN 9B T (5)+B(s)x 9L = £(8)(N xT) & x()(Bx N) = —7(s)B — ()T
ds ds ds

bulunur ki bu bize %—N =—xT—-7B
S

verir. Literatiirde ¢ogunlukla z(s) yerine —z(s) alinir, o nedenle bizde buna uyarak

N TcB (2.5)
ds

yazacagiz.



Tamm. 2.1.7 Yukaridaki bir «(S) egrisi sayesinde tanimladigimiz ortonormal vektor
alanlarinin {T (s),N(s), B(S)} kiimesine R® icin Frenet-Serre catis1 ad1 verilir. (2.3),

(2.4) ve (2.5) denklemlerine ise yani

T :d—T:KN
ds

598 _ 7(S)N(s) (2.6)
ds

N :d—N:—K‘T +7B
ds

denklemlerine de «(s) egrisinin Frenet-Serre denklemleri adi verilir.

Frenet-Serre denklemlerinin daha kapali ancak daha kullanigl olabilen matris seklini

verebiliriz. Eger E = (T, N, B)' dersek

0 « O
Q=-« 0 - (2.7)
0O O

Matrisini olusturabiliriz. Dikkat edilirse Q anti-simetrik ve izi sifir olan bir matristir.
Boylece Frenet-Serre denklemleri bunlar cinsinden basitge

d—E =QE (2.8)
ds

biciminde yazilabilir. Biz daha ¢ok diizgiin egrilerle ilgilenecegimizden buradaki x
ve 7 fonksiyonlarm1 her mertebeden siirekli tiirevlere sahip oldugunu kabul
edecegiz. Diizlemsel egriler i¢in 7 =0 oldugundan yukaridaki (2.7) denklemleri basit
bir hal alir. Pek ¢ok integre edilebilir denklemler icin diizlemsel egriler yeterli

olacagindan (2.7) denklemleri yalin olarak

T=8—T=KN
0S

N=N_ 7 (2.9)
0S

B=@=o
0S

bigiminde yazilir. Eger R® yerine 3-boyutlu Minkowski uzayr M? ii almis olsa idik
yukaridaki denklemler biraz farkli olurdu. Eger (, ), M?® deki i¢ carpim ise, burada

ortonormal {T(s), N(s), B(s)} bazi
(T,Ty=1 (N,Ny=-1 (B,By=-1

6



seklindeki ortogonallik kosulunu saglar ve buna gore Frenet-Serre denklemleri

T :d—T:KN
ds

=9 _.n (2.10)
ds

N=IN_ 7 .8
ds

seklinde olurdu, [8].
Teorem.2.1.1 C' smifindan x(s) ve bir araliktaki biitiin S ler igin pozitif z(s)

fonksiyonlar1 verilmis olsun. O takdirde yay uzunlugu s ve egrilikleri her S i¢in

verilen x(s) ve z(s) olan bir tek «(s) egrisi bir kat1 hareket ( bir donme ve Steleme

hareketinin bileskesi) farki ile daima bulunabilir.

Yukaridaki teorem nedeni ile x =x(S) ve 7 =17(S) fonksiyonlarmma «(S) egrisinin
dogal ( intrinsic) denklemleri adi verilir. Bir egrinin kartezyen koordinatlardaki
x=X(s), Yy=Y(s), z=1z(s) seklindeki parametrik denklemlerini bulma islemine
dogal denklemlerin integrasyonu diyecegiz. Bunu verilen x=x(S) ve z=17(S)

fonksiyonlarmi Frenet-Serre denklemlerinde yerine koyup integral alma yoluyla

sonu¢landiririz.
Ornek.2.2 C? smifindan bir x =« (s) fonksiyonu ve 7=7(s)=0 verilsin. Simdi
egrilikleri verilen x=x(s) ve 7=rz(s) fonksiyonlar1 olan egriyi kartezyen

koordinatlarda bulacagiz. (1.10) denklemleri ile B= (;—B =0 dan B=B,=sbht.

S
bulunur. O halde R® de e, =B, olacak sekilde bir {e,,e,,e,} sabit ortonormal bazmni
g6z Oniine alalm. Bu durumda e, ,e, vektorleri B(s) vektoriine dik olurlar. Diger
taraftan T(s) ve N(S) teget ve normal vektorler binormal vektor diyecegimiz B(S)
vektoriine dik oldugundan sabitledigimiz e ,e, vektorlerinin gerdigi diizlem icinde
bulunurlar. Boylece T(s) ile e vektorlerinin belirttigi agiyr €(s) ile gosterirsek
T(s) ve N(s) birim vektorlerini e ,e, ortonormal bazi cinsinden

T(s)=cosf e +sind e, } (2.11)

N(s)=-siné e +cosé e,

seklinde ifade edebiliriz. Bu denklemleri s ye gore tiiretirsek



dT . do
—=(-SIn@ e, +cosf e,) —
™ ( ] ) &

dN : do (212)
P (—cos@ e —siné eZ)E
yazariz. Bu denklemleri T =x(s)N, N=-«(s)T scklindeki Frenet-Serre
denklemleri ile karsilastirirsak

déo
—=x(s
& K (s)

elde ederiz. O halde bu denklemi integrallemek suretiyle

o(s) = jK(t) dt+6,, 6,=06(0)

bulunur. Burada 6, sabiti baslangic degeridir. Eger aradigimiz egriyi «(s) ile

gosterirsek
‘i'j_‘;‘ =T(s) = cosuzc(t)dHQoJel +sinuzc(t)dt+90Je2
‘?j—‘;‘ = (cos( [ x(t)dt) cos 6, —sin([ x(t)dt)sin 6>0je1
veya ’ ’

+ [sin(j x(t)dt)cos g, + cos(i K (t)dt)sin 6, J e,

yazabiliriz. x'(s):jcos(jx(r)dr]dt, y'(s):j‘sinﬁzc(r)dr}dt olmak {izere

yukaridaki denklemi integre edersek ve elde edecegimiz integral sabitini

o, = (X, Y,) ile gosterirsek,
X(s) = x'(s)cos G, + y'(s)sin 6, + x,
y(s) =y'(s)cosg, + x'(s)sin g, + Y,
seklinde bilesenler olmak tizere diizlemsel egriyi
a(s) = x(s)e +y(s)e,
olarak buluruz.

Ayrica egrinin toplam egriligi
2z
SBKdS = I do=2r
0
dir. Eger kapali bir egri keyfi r parametresi ile «(r) seklinde verilmis ise egriyi b-a

peryotlu olarak periyodik bir fonksiyon gibi diisiinmemizde yarar vardir. Eger egriyi

8



6 parametresi ile parametrelendirdigimizi diistiniirsek bu durumda «(6) egrisi 27

peryotlu bir egri olacagindan T, N ve x egriligini de 27 peryotlu fonksiyonlar

olarak diisiinmemiz gerekecektir. Bu durumda konveks «(0) egrisini

a(6) = a(0)+(j 2959 4, .[S'?(;d j (2.13)
a(6@) Egrisinin uzunluk ve alanini sirastyla
L= 2.14
j e (2.14)
ve
A=—= 0),N (6 2.15
j< @)N©O) -2 (0) (2.15)

seklinde tanimlariz. Simdi tezimizde yaral olacak ve kanitlar1 sirasiyla [8] ve [12]
daki kaynaklarda bulunan iki teoremi ifade edelim.

Teorem.2.1.2 2z peryotlu bir pozitif peryodik fonksiyon x(8) olsun. x(8) nmn
kapali konveks bir egrinin egriligini géstermesi i¢in gerek ve yeter kosul

ei9

L _4o=0 (2.16)
x(0)

t_.§

0
denklemini saglamasidir.
Teorem.2.1.3 (Gage esitsizligi) x kapali konveks bir « egrisinin egrilik
fonksiyonu ve sirasiyla L ve A da bu egrinin uzunlugu ve onun simirladig1 alani

gostermek tizere

j K2ds > FE (2.17)
A

esitsizligi saglanir.
Teorem.2.1.4 (izoperimetrik esitsizlik) Uzunlugu L olan basit kapali bir «
egrisinin sinrladigi alan A ise

> —47A>0
esitsizligi saglanir, esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul « egrisinin bir
cember egrisi olmasidir. Ispat1 [8] de bulunabilir.
Bu teorem literatiirde klasik izoperimetri esitsizligi olarak bilinmektedir

Egrinin keyfi bir t parametresi sayesinde verilmis olmas1 durumunda



a(t) = a(s(t), % - H‘L—fH >0

olsun. t parametresine gore tiirevleri

. da . d’a . dx
a=—, =—7 [94 =—=
dt dt dt

bigiminde gosterirsek asagidaki teoremi kolayca kanitlayabiliriz, [12].

Teorem.2.1.5 R® de bir t parametresi ile verilmis bir ¢(t) egrisinin Frenet-serre

catist {T (), N(t), B(t)}

_all) _a'()xa'(t) _ 8
denklemleri ile, egrilikleri ise
(t) = le'@) x (1)) )= [ar'(t), (1), ™(t)]
e o) x @)

seklinde verilir. Burada [a', a",a"'] vektorlerin karma ¢arpimlarini gostermektedir.

R® de bir t parametresi ile verilmis bir «(t) egrisinin Frenet-serre

denklemleri ise

d—T:;ch, d—T:—K‘VT+z'VB, d—T:—z'VN
dt dt dt

bi¢iminde olur, burada v = ||a'(t)|| dir.

2.2 Diizlemsel Egrilerin Zamansal Evoliisyonu( Evrimi)

Bu kisimda bir diizlemsel egrinin zamana gore hareketini inceliyecegiz.
a,(r): 1=(a,b) >R®
egrisini ve
a(r,t): 1x[0,00]:> R, a(r,0)=a,(r)
egri ailesini gdz Oniine alalim. Burada t zamani r ise egrilerin parametresini géstersin
Sabit bir t aninda R® de diizgiin bir egriyi a(r,t) vektorel denklemi ile gosterecegiz.

Egrinin s yay uzunlugu

s(r.t) = [J9(£.t)dg (2.18)

Ve egri iistiinde 1-boyutlu Riemann metrigi ise
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oo Oa
g(r,t)= <8_ §> (2.19)

seklinde tanimlanir. (2.19) den ds = W dr, boylece
g
os \j_ 6r \/_
oldugu agiktir, [10]. (2.18) ve (2.19) den egrinin teget vektori
_ ‘Z_Z‘ _ %‘2_‘: (2.20)
seklindedir. Ustelik {T(s,t), N(s,t),B(s,t)} egrinin Frenet-Serre seklindedir ve bir t
aninda S yay uzunlugu parametresine gore asagidaki Frenet-Serre denklemleri

saglanir.

8_T_ N ,a—B:—rN, a—N:—KT+2'B (2.21).

=K
0s 0os 0s
burada x=x(s,t), 7=7(s,t) egrinin bir t anindaki egrilikleridir. Simdi egri

iistiindeki bir noktanin hareketini «(r,t) vektorel denkleminin zamana gore

evoliisyon egrisini

o, = %? =U(r, )N (r,t) +V (r,))B(r,t) +W (r,t)T(r,t), a(r,0) = & (r)

(2.22)
seklindeki vektorel denklemi ile tanimlariz. Ancak, (2.22) denklemi egrinin Frenet-
Serre denklemleri ile bagdasmalidir, yani asagidaki bagdasabilirlik kosullari

saglanmalidir, [1]:

0 da(r,t) _ 0 da(r,t) (2.23)
or ot ot or
0 OT(r,t) _ 0 .a1(r,t) (2.24)
o ot ot or
0 ON(r,t) _ 0 ON(r,t) (2.25)
or ot ot or
0 0B(r,t) _ 0 OB(r,t) (2.26).

or ot ot or

eger r parametresi yerine yay uzunlugu parametresini alirsak yukaridaki

denklemlerde ag yerine \/Eg yazmaliy1z.
r S
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Simdi diizlemsel egrilerin hareketlerini ve zamana gore evrimsel
denklemlerini ifade edelim. Diizlemsel egrilerin hareketleri

a, = (2? =U(r,t)N(r,t) +W(r,t)T(r,t), a(r,0)=q,(r) (2.27)

denklemleri tarafindan verilir. Bu kisimda T tegeti, N normali, g metrigi, S yay

uzunlugu ile x egriliginin zamana gore evoliisyon denklemlerini elde edecegiz.

(2.27) denkleminde g = \/582 yazmak suretiyle
r s

0 6a(r t) o 0
or \/_as( j \/_as(UN +WT)

buluruz. Bu denklemde tiirevin Leibniz kurali ile diizlemsel halde yay uzunlugu

cinsinden verilmis olan (2.10) Frenet-Serre denklemlerini yerine yazarsak
a aa(r t) [(_+w jN +\/§(%ﬂ—uxJT (2.28)
S

elde ederiz. Ustelik ag = Jo aﬁ oldugundan
r S

0 oa(r,t) 0 oa 1 &g o 0 (da
S-S e E g%

veya 88_05 =T oldugundan
S

00a(rt) o -oa)__1 og.
ot or (*/Easj 2/g ot */_ (2:29)
0 da(r,t)  d da(r,t)

sonucunu elde ederiz. Buradan =
ot or or ot

seklindeki bagdasabilirlik

kosulu ile (2.28) den

6 da(r.t) oU oW
00a0Y _ gl & iwie N ALY
o ot ‘/a(as+ Kj i g(as K)

ve (2.28) den
dda(rt)_ o -oa 1 o9,
ot or (JE asj 2\/_ ot \/_

oldugundan bu iki ifadenin T iizerine olan izdiisiimlerini esitlemek suretiyle

denkleminden
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og oW
=~ 29| Z=—-U 2.30
9 29[ 2] (230

0 da(s,t) _ 0 da(s) bagdasabilirlik kosulundan
0s ot ot 0s

sonucunu elde ederiz. Yine

8(’}0{ =T oldugunu dikkate alarak

S
0 da(s,t) :8_T:ﬁaa(s,t) ZQ(UN FWT)
ot 0s ot os ot 0os

veya

T 2w =D D) Py T
ot 05 0 0S 0S 0S

buluruz. Buradan Frenet-Serre denklemlerini kullanarak

ﬂ=(%N+U( K'T—i—TBj (%T+W(KN)j

ot 1o oS

veya
ﬂ{au W jN (%—UKJT (2.31)
ot 0s os

seklindeki T teget vektoriiniin evoliisyon denklemini elde ederiz. Bu denklemi biraz

daha basitlestirebiliriz. (2.31) nin her iki yaninin T teget vektorii ile i¢ ¢arpimini

yaparsak
(a—T,T>:(N,T):O, (T,Ty=0
ot
oldugundan
W k=0 = W= juxde; (2.32)
o

ve boylece T teget vektoriiniin evoliisyon denklemini olarak

g:(au W jN (2.33)
ot 0s

buluruz. (2.34) dan r ye gore tiireterek
o(ar o(oT o (,0U
—| — |=J9=—| — |=49 —| —+W«k)N
ar[atj ‘/Eas(atj \/565((83 ©) j
o’V aw oN
= N + —+W
\/_[ o7 os j \/_( j 0s
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veya 88_N =—xT oldugundan
S

2,
g[ﬂj:\/a 6L2J+ﬂK+W8_K N+(QK+WKZJT
or\ ot oS 0s oS 0s

(2.34)

ifadesini elde ederiz. Buradan aﬁ = \/582 oldugundan
r S
o(oT _5 oT 0 oT 1 ogoT o(oT
ar(at)_at(arj [*/Easj 2Jg ot os oy [asj
o(oT 1 Gg aT o(oT
(arj 2\[_& o oy (83)

buluruz. Burada (2.30) dan %g Zg(aﬂ—UKj oldugunu 2—T:KN esitligini
0s S

veya

kullanarak

2T gl
_\/_(——UKJKN—F\/_(—N-FKEj

o(aT oW ., 0K oN
at(ar) */5(( o UK at)NJrKEj (2:39)

elde ederiz. Bagdasabilirlik kosulundan (2.34) ve (2.35) denklemlerinin sol taraflar1

veya

esit oldugundan sag taraflarinida esitleyip her iki tarafin N normal dogrultusundaki

ve T teget dogrultusundaki katsayilarini esitlersek (N ,%\l) =0 oldugu da g6z dniine

almirsa
2
8W LU+ 81( 8L2J 6W W 8_/(
85 at oS 83 0S
veya
2]
8—K—8U Wa—K Ux? (2.36)
ot os? 0s

seklindeki egriligin evoliisyon denklemini elde ederiz, [22,23]. Ayn1 sekilde T teget

dogrultusundaki katsayilarini da esitlersek

14



ot 0os
denklemini buluruz ki bu da bize N normalinin t zamanina gore evoliisyon
denklemini verir.

(2.30) ve (2.32) denklemlerinden s yay uzunlugu fonksiyonunun zamana gore

evoliisyon denklemini elde edebiliriz. (1.1) den

s(r,t) = /g(%,%) dt'= |

gore tiiretirsek,

dt' denklemini t ye

da
at 1

- dw F
= | —dt'- |Uxdt'
-([dt't-([Kt

veya

S _w —J.U/cdt' (2.38)
at 0

seklinde yay uzunlugunun zamana gore evoliisyon denklemini elde ederiz. (2.33) ve

(2.37) denklemlerini yeniden yazalim;

ﬁ:(@wij ve @:_(%H\NJT
ot oS 0S

denklemleri matris gosterimi ile yeniden
0 —+Wk
T T

biciminde yazilabilir, diger taraftan (2.10) diizlemsel Frenet-Serre denklemlerini

matris gdsterimi ile

Al ol ¢
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bigiminde yazabiliriz. Literatiirde Pauli matrisi ad1 verilen

At

matrisi yardimiyla (1.39) ve (1.40) matrislerini

EHZ@ (%WVKJH (.41)
ot| N 0os N

EHZWH )
os| N N

bi¢ciminde yazdiktan sonra

o00|T|_0o|T
otos| N os ot| N

bagdasabilirlik kosulunu g6z 6niine alarak

2,
a—K+Ki02[a—U+WK)= 8_L2J+6ﬂK+W8_K +Ki02(a—U+WK]
ot 0s 0s 0s 0s 0s

ve

ifadesini veya (1.32) den %—Ux:O =W =JS.U(t')z<(t Ndt'oldugunu dikkate
0
alarak
%":(Zf LUK +‘2—’:ix(t')u (t')dt'J
veya
aat_" _ (;;;mz +aa—’sfi;<(t Yt 'ju (2.43)

sonucunu elde ederiz. (2.44) denkleminde parentez i¢inde verilen

2

0 OK
Rec=— +x’+— | x(t")dt"' 2.44
e 83! () (2.44)

operatoriine literatiirde mKdV olusumunun Recursion operatorii adi verilir, [1,17].
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3. BASIT KAPALI EGRILERIN UZUNLUK VE ALANLARININ
ZAMANA GORE EVOLUSYONU

3.1. Basit kapal diizlem egrilerinin uzunluk ve alan evoliisyonlari
Bu kisimda basit kapali diizlem egrilerinin uzunluklar1 ve bu egriler tarafindan
cevrelenen alanlarin zamana gore evoliisyonlarini inceleyecegiz ve bunlarin egrinin

evoliisyonundaki tegetsel bileseni olan W den etkilenmiyecegini gosterecegiz.

a,(r) :[a,b] > R?
diizlemde basit kapali bir egri olsun. «(r,0)=¢,(r) olmak iizere zamana gore
degisen diizlemsel bir egri ailesi

a(r,t):[a,b]x[0,0) - R?
olsun. Bu egri ailesinin zamana gore evoliisyonu dnceki boliimdeki gibi

o, =W (r,t)T(r,t)+U(r,t)N(r,t) , a(r,0)=ea,(r) (3.1)
denklemleri sayesinde verilsin, [11]. Burada «(r,t) bir t anindaki egrinin vektorel

ifadesi, T ve N sirasiyla egrinin t anindaki teget vektoriinii ve ige dogru olan normal

vektoriini gostersin, W ve U ise r ye gore peryodu b-a olan keyfi fonksiyonlar olsun.

Egri boyunca metrik tensér g =g(r,t) =|e, | =X’ +y? ; x ve y R* nin koordinat
fonksiyonlar1 ve s(r,t) =Ig(§,t)d§ yay uzunlugu olmak tizere ds=g(r,t)dr veya
0

formal olarak

o 10 o5

~ === = _ 3.2
os gor or g (32)

bi¢iminde gosterelim.T tegeti, N normali, @ =<(T,x) oryantasyonu, x egriligi,

egrinin L uzunlugu ve cevreledigi A alani standart sekilde asagidaki denklemlerle

verilebilir.
rfa_loa 63
os g or
nolar_iar 3.4)
K0S KkQ or
(- 20_126 @9
os gor
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L(t) :j.g(r,t)dr = s (3.6)

1 1% oy  ox 1% 1
At)==pxdy—ydx==|| x—=—y— dr =—=|{(a,gN)dr =—= ,N)ds .
() =>xdy-y 2[( el e 2£<oeg> > Pan)
(3.7
bu egriler i¢in Frenet-Serre denklemleri
oT ON
— =K N, — =—K T ) 38
or J or J (38
g Riemann metriginin evoliisyon denklemi
og oW
—=—-Uxg , 3.9
ot or J (3.9
teget ve normalin evoliisyon denklemleri ise
ﬁ:(w,ﬁﬁjm: Wi+ =2 N (3.10)
ot oS g or
ﬂ:—(WH@jT —fwer N (3.11)
ot oS g or

denklemleri ile daha 6nce verilmisti.

Teorem 3.1 Basit kapali bir o egrisinin t anindaki ¢, = a(r,t) evoliisyonunun L(t)

uzunlugunun ve bu egrinin ¢evreledigi A(t) alaninin zamana gore evoliisyonu

oL OA
=" ~$Uxds - ~$uds (3.12)
denklemleri ile verilir.

b
Kanit. L(t)='|.g(r,t)dr=4>ds ifadesini t ye gore tiretirsek (3.9) dan ve

b
J. Mdr =0 oldugunu kullanarak ilk denklemi

or
% = jl%gdr :j'(aa—v;/—u /cgjdr = T(%—der—i(u xg)dr = —gSU xds

biciminde elde ederiz. ikinci denklemi elde etmek i¢in (3.7) denklemini t ye gore

tlretelim;
oA 1%0 15
a0 2 ot oNdr == [ (e N) + e, N + gN
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ifadesinde g, = o -Uxg ve EN = —(WK‘+ 1QJT oldugunu kullanirsak
r

g or

oA 1% oW 10U
Ez_iﬂw +UN,gN) + (@, (== ~UKg)N —g(\NK+§E)T>jdr

:_%I(Ug +{a, N)W. —(a, N)xgU _<a,T>WgK—<a,T>Ur)dl'

buluruz. Bu ifadeden kismi integrasyon alarak (3.3) ve (3.8) den
1.0 _10a
0os g or

ve

oT ON
—=xgN, —=—xgT
or g or 9

denklemlerini kullanip ve ayrica
T,N)=0, (a,N)W[. =0, (&, T)U[ =0

ifadelerini de dikkate alirsak asagidaki gibi sonuca ulasiriz, [5]

%A - —%I[Ug ~W (¢, N) +{a, N,)) — (e, NYxgU —(a, TYWgx +U ((a,, T) +(a,T,)) Jdr

A _%I[Ug ~W(a,—xgT)—(a, N)xgU —(a, T)Wgx +U (g +(«, K‘QN))]dI’

% = —j:Ugdr = —qSUds

elde ederizki bu teoremin ikinci denklemini kanatlar.

Diger taraftan, (3.2), (3.10) ve x = 88_19 oldugunu dikkate alirsak,
S

9w+ w1 Y (3.13)
oS g or
ve
99 _ g (3.14)
or
elde ederiz. Boylece x egriliginin evoliisyon denklemi olarak
2
a_K:al'ZJ +W8—K+U1c2:ii 1y +V—\/8—K+UK2 (3.15)
ot os oS gorig or g or
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buluruz. Bu denklem basit olmayip sabit bir t aninda 0<s < L(t) seklinde serbest
sinira  sahip olmak tizere s=s(r,t), hem r ye ve hemde t zamanmin bir
fonksiyonudur. Sabit bir t an1 i¢in yonlendirilmis € agismin 0 ve 27 araliginda
degistigi dikkate alimarak @ y1 bir parametre olarak kullanabiliriz. @ y1 bir
parametre olarak kullanirsak egriligin evoliisyon denklemini belirlemek i¢in zaman

degiskenini yeniden 7 =t olarak aliriz ve € y1 da diger parametre olarak kullaniriz.

Kisaca (r,t) den (6,7) ya bir doniisiim tanimlamis oluruz. Su halde r sabit iken %

kismi tiirevi gosterecek ,d sabit iken ai kismi tiirevi gosterecektir. Boylece (6,7)
T

icin (3.15) evoliisyon denklemi
ox  ,0U
— =K >
or 00

+Ux? (3.16)

bi¢iminde elde edilir.

Sonug. 3.1 Teorem 3.1 den ve (3.16) denkleminden egrilik, uzunluk ve alan i¢in elde
edilen evoliisyon denklemlerinin ¢, hiz vektoriiniin tegetsel bileseninden bagimsiz
oldugu, dolayisiyla egrinin zamana bagli evoliisyonunun seklinin tegetsel bilesenden
etkilenmedigini bdylece, bu bilesen W yi uygun segilde istedigimiz gibi islemleri

kolaylastiracak bigimde secebiliriz,[8].

20



4. KONVEKS DUZLEM EGRILERININ EVOLUSYONU

Bu boliimde 2. ve 3. boliimlerde verilenler dogrultusunda diizlemde kapali
konveks bir egrinin evoliilsyonunun son seklini elde etmek istiyoruz.
4.1. Kapah konveks diizlem egrilerinin evoliisyonu
a,(r): 1=(a,b) >R®
kapali ve konveks egrisini ve kapali
a(r,t): 1x[0,00]:> R, a(r,0)=a,(r)

egri ailesini géz Oniine alalim. Asagidaki evoliisyon problemini goz 6niine alalim:

a, =(K—ﬁjN (4.2)

L(t) = [|e Jdr = | \/(%J +(%} dr (4.2)
_1( oy ox

A(t) = Zl(xar yarJ dr (4.3)

a(r,0) = a,(r) (4.4)

burada x=x(r,t) ve y=y(r,t) «(r,t) yer vektoriiniin koordinat fonksiyonlarini,
K evoliisyon egrisinin isaretli egriligini L(t) ve A(t) de evoliisyon egrisinin t
zamanindaki uzunlugu ile bu anda ¢evreledigi alani gdstermektedir. Evoliisyon
egrisinin geometrik olarak davranisini tegetsel bilesen etkilemiyeceginden evoliisyon

denklemini esdeger bicimde asagidaki sekilde secebiliriz:
o, =WT +(K—LJN (4.5)
2A
burada T egrinin birim teget vektoriidiir. x-ekseni ile T tegeti arasindaki ag1 6 olmak

izere T, N ve @, t zaman degiskeninden bagimsiz olduklarindan yukaridaki

evoliisyon problemini esdeger bicimde asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

a, =—6—KT +(K—L)N (4.6)
00 2A

L(t) =2f|a6| deo (4.7)

A(t)=%f(x%—y§—2j do (4.8)
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a(0,0) =, (0) . (4.9)

egrinin t zamanindaki uzunluk ve ¢evreledigi alan ise
L 7 7L
——Prids+ 2= =—[ kdo+ 2= 4.10
L=—¢ X j : (4.10)

2

L
=27 +—— 411
A A (4.11)
biciminde verilebilir. Ileride bunlar1 ve Cauchy-Schwarz esitsizligi ile Izoperimetrik
esitsizligi kullanarak A oraninin evoliisyon esnasinda azalacagini, yani paymin
kiiciiliip paydasinin artacagini, dolayisiyla konveks bir egrinin bu akis siirecinde

konveksliginin degismeyecegini kanitlayacagiz.

4.2. Konveks diizlem egrilerinin evoliisyonunun son sekli

Onceki kisimlarda verdigimiz bilgileri kullanarak ve W =0 ve
U=x- i oldugunu g6z 6niinde tutarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem. 4.1 Onceki kisimda verilenler 1s131nda bir egrinin evoliisyon denklemlerini

asagidaki gibi verebiliriz;

A=)
—=—|Kk—— |0,
ot 2A

o _oxy

ot 0s

N_ oxp

ot oS

20 _ox _1ox

o os geor’

ok 0’k LY,
—=—+|Kk—— |k
ot os? 2A

%=—4}[1{—2—ij de=—§>1(2ds+”—AL

2
%=—(JS K—L KdS=—27Z’+L.
ot 2A 2A

yukaridaki evoliisyon denklemlerinde S yay uzunlugu fonksiyonu hem r ve hemde t

zaman degiskenine bagli oldugundan bu denklemleri ¢caligmak zordur ancak yukarida
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ifade ettigimiz gibi evoliisyonun W =W (r,t) tegetsel bilesenini uygun bir sekilde
secerek yukaridaki denklemleri basitlestirebiliriz. Boylece, (4.1)-(4.4) denklemlerine

esdeger olarak asagidaki denklemleri ele alabiliriz.

o, =WT +(K—LJN (4.12)
2A
b
L= [l for (4.13)
1 b

A=§£xdy—ydx, (4.14)

a(r,0)=a,(r) . (4.15)
Teorem.4.1 deki denklemleride

a9 L

Do | k—— , 4.16

~ = (z« - ijg (4.16)

a =(w,<+a—’fj N, (4.17)

ot oS

@z_(wﬁa_’fjn (4.18)

ot oS

90 Wit O oW 196 (4.19)

ot oS g or

2

oK =a—’§+w a—’(+£;<—i);<2 (4.20)

ot 0os oS 2A

oL ) 7L

E——Cﬁk‘ ds+—= (4.21)

2
oA :—272'+L. (4.22)
ot 2A

bu denklemlerden L ve A nin evoliisyon denklemlerinin W den bagimsiz oldugunu
goriiyoruz. Genel olarak @, r ve t nin fonksiyonudur, o halde 6 y1 t den bagimsiz
yapmak icin W tegetsel bilesenini (4.19) a gore

wo_L0x_ 0K (4.23)
K OS 00

seklinde segmemiz gerekir. Bu se¢ime gore (4.17) ve (4.18) den ayrica T ve N nin de
t den bagimsiz oldugu goriiliir. O halde 6 ve t yeni koordinatlar olarak segilirse

egrilik, uzunluk ve alan i¢in asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
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Teorem. 4.2 0 ve tkoordinatlarina gore

ot 00 2A
27
%:_I,fdgﬂ_L (4.25)
5 A
2
A =27+ L . (4.26)
dt 2A
bundan sonraki kisimda asagidaki denklemleri ele alacagiz.
a, =—8—KT + K—L N (4.27)
00 2A
27
L(t) = j |z, | d6 (4.28)
0
1%( oy  ox
At)==|| x—=-y— |d@O 4.29
@ 2][ 2y (4.29
a(0,0) =, (0) . (4.30)

burada «(6,t) = (X(H,t), y(@,t)) egrinin yer vektori olarak alinacaktir.

Teorem. 4.3 a(6,1):[0,27]x[0,0) - R* egrisinin evoliisyon denklemleri (4.27)-

(4.30) daki gibi olsun. Bu durumda evoliisyon siireci boyunca % orani azalir.

27 2
Kamt. Yukaridaki Teorem 4.2 de a = —J. xkd6+ ﬂ—pl‘_ ve A =27+ ZL oldugu
0

dt

gosterilmisti, bu denklemlerde 95de= 27 oldugunu g6z Oniine alarak, Cauchy-

Schwarz esitsizligi ile izoperimetri esitsizligini kullanmak suretiyle

2
21 e 2] L e
ot\A) A A) A 2A

1 47* 7L L L2
S| ———+— || 27+ —
A L A A 2A

A AL AP 2A

1* —4zA)(27A-L2
- ﬂz)A(ZLﬂ <o

oldugundan % oraninin t ye gore azalan oldugu kanitlanmis olur.

24



Teorem. 4.4 Evoliisyon denklemleri (4.27)-(4.30) ile verilen kuvvetli konveks bir
egrinin konveksligi evoliisyon siireci boyunca korunur.

Kanit. Baslangicta egriligi pozitif olan egrinin bu egriliginin daima pozitif kalacagmi
gostermek i¢in maksimum prensibini kullanacagiz.

Simdi u daha sonra uygun sekilde tespit edilecek olan bir sabiti gostermek iizere

£(0,1) = x(0,t)e*" fonksiyonunu goz dniine alalim. O takdirde f fonksiyonu

B, =K2,896+(K2—2—I;\K+,ujﬂ (4.32)

2

denklemini saglar. Burada f# nin katsayis1 x ya gore diskriminanti — 44 olan

A2
S . . .. L L .

ikinci dereceden bir polinomdur. Teorem 4.3 den vt >0 i¢in KSE elde ederiz.
Burada L, ve A, egrinin baslangictaki uzunlugunu ve onun gevreledigi alani

LOZ

gostermektedir. Simdi eger x> T

> segersek bu durumda diskriminant negatif

2
olacagindan £ nin katsayis1 daima pozitif olacaktir. O nedenle u > % secelim.

2
ayrica,

B ) =inf{B(0,1):0<0 <27}
tanimlayalim. Kabul edelim ki bir t>0 icin S, (t)=7 oldugunda
0<n<p,, (0=« (0) olacak sekilde bir 7>0 pozitif sayisi mevcuttur.
t, =inf {t: 8, (t) =7} ile gosterelim, bu durumda B nm siirekli olmasindan dolay:

n minimumu baglangi¢ aninda yani (6,,t,) noktasinda alinir ve bu noktada

B <0, B,=20, B=1n>0

dir. Bu sonu¢ ise (4.32) ile ¢elisir, o halde kabuliimiiz yanlstir yani,

t>0, B, ()= p.,(0) olmaldir. Boylece her t>0 igin
K(H’ t) 2 Kmin (t) = ﬁmin (t)ei)th = Kmin (O)(:'rﬂt > 0

elde ederiz ki boylece teorem kanitlanir.

25



Teorem. 4.5 Evoliisyon denklemleri asagidaki (4.27), (4.28), (4.29) ve (4.30)

2z

L(t) = [ |er,| dO
0
1%( oy  ox

At)==| | x=—=-y—|dO

® 2 -([ ( 00 y@@j
(6,0) = 2, (6)
denklemleri ile verilen baslangi¢ egrisinin konveks oldugu bir evoliisyon siireci

boyunca evoliisyon egrisinin uzunlugu azaldikca bu egri tarafindan smirlanan

bdlgenin alani artar.

Kanit. Teorem 4.4 den dolay1 evoliisyon siireci boyunca (2.18) ile verdigimiz Gage

27
esitsizligi her bir egri i¢in saglanir. (4.25) esitligi olan % = —J. Kd@-i-ﬂ.—pl\_ ve (2.18)
0

Gage esitsizliginden
L
= —$r?ds+Z=<0
L= x

Elde ederiz ki bu ilk iddiamizi kanitlar, yani egrinin uzunlugu evoliisyon siireci

2

boyunca azalir. Diger taraftan (4.26) dan C(Ij—':\ = —27r+2L—A oldugunu biliyoruz. Bu

denklemle izoperimetri esitsizliginden L* —47A>0 oldugundan

2
L*—4rzA >
2A

A= 0

elde ederiz ki bu esitsizlikte evoliisyon egrisinin sinirladigi alanin evoliisyon siireci

boyunca arttigini kanitlar,[8].
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5. HIPERBOLIK MONGE -AMPERE DENKLEMIi

Bir evoliisyon egrisi ueS' ve te[0,T) olmak iizere u— F(u,t) seklinde
verilen bir egri ailesidir. Burada T, F nin siiresidir. Verilen bir F(.,t) egrisi i¢in
fiziksel Ozellikler u parametresinin se¢iminden bagimsiz olmalidir ki bu F nin
egrilik, normal ivme ve normal hiz gibi geometrik ¢okluklari segilen parametreden
bagimsiz olarak icerebilmesini saglar. Bu degismezlik uygun bir parametre secerek
calismamiza olanak saglar.

Tamm 5.1 Bir F:S*x[0,) - R%egrisi her (u,t) € S'x[0,T) igin

oF oF

kosulunu sagliyor ise bu egriye normal bir evrime(evoliisyona) sahiptir deriz.

Biz burada normal evoliisyon egrilerini ele alacagiz ve asagidaki teoremi ispatsiz
ifade edecegiz. Bu teoremin ispati [4] de yapilmistir.

Teorem 5.1. C evoliisyon egrisi kapali ise bu durumda C nin bir ¢ parametre
degisimi Co¢ egrisi bir normal evoliisyon egrisi olacak sekilde vardir,[4]

(1.1.1) ile verilen baslangi¢ deger probleminde baslangi¢c hiz vektor alani egriye

normal oldugundan evoliisyon siiresince elde edilecek egrilerin hepsinin normal

sekilde evoliisyon egrileri oldugu sonucuna varilir, yani

oF ~
ot - oWON (5.2)

F(u,0)=F(u)

seklindeki akis bir normal akistir. Burada,

o(u,t)= f(u)+jk(u,§)d§

esitligi gecgerli oldugundan
oo oo (OZF aFj

(5.3)

—=k(U,t) yO—= y
ot oS osot ot

yazabiliriz, burada
s=s(,t), F(,t):S'>R?

egrisinin yay uzunlugu parametresidir.
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v=\/(oy/au)’ +(ay/ou)’ =|oF /aul

0

olmak iizere gs operatdrii u cinsinden
0_10
0s Vvau

ile verilir. Frenet-Serre formiilleri diizlem egrileri igin

T ON_

0S 05

kT

denklemleri seklinde verildigini biliyoruz,[7,9].

Bu durumda {f,ﬁ}, R?'min ortogonal bir bazidir. F:S'— R? Egrisinin birim dis

normal acisin1 @ ile gosterelim, bu halde
N =(—cos8,—sin8) , T =(-sin 6,cos )

06
yazabiliriz ve Frenet formiilleri ilede g =k elde ederiz. Ustelik,

N __00- T _a0y

o ot ot ot
denklemlerini de yazabiliriz.
Bir 6nceki tanimi1 kullanarak
2 2
0 K d 0

= KO y
otos 0S oOsot

elde ederiz ve
Tun=w,
0S

oldugunu g6z 6niine alirsak

ﬁ_a(ﬁj_a_aﬁ

ot at\es) os
ve
N__tog
ot 0s
yazabiliriz, boylelikle asagidaki sonuca ulasiriz;
90 _oo
ot os
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simdli,
F(u,t):S*'x[0,T) > R? nin egri kisaltan (1.1.1) akis denklemlerini saglayan
konveks egriler ailesi oldugunu varsayalim. Her F(.,t) konveks egriyi

parametrelendirmek igin normal a¢1y1 kullanalim. Yani,

F(0,7)=F (u(8,7),t(6,7))

olsun, burada t(€,7) =z dir. Ayrica, N ve T , 7 parametresinden bagimsizdir, bunu

asagidaki sekilde kanitlayabiliriz:
068 o06ou 06
O e
or ouodr ot
yazilabilir ve boylece

00 _06ou 00 0sou _ kvau

ot euodr osouor ot
olur ve buradan
or _or dtou o0y ordsou (00 , uUlS g
or ot ouor ot 0s OuU Ot ot ot
ve

ON 6N oONou 06~ oN éséu 00  ou)\=
— =t ——=—T =—| —+kv—
or ot ou or ot ds ou ot

T=0
ot

elde ederiz. Zincir kurali ile

oF _oFaou oF
or ouor ot
ve
0°F  oOF &% aZF(aujz O°F ou O°F
=5t o7| | +2 T2
or ou ot ou“ \ or ouct or ot
elde edilir.

F nin destek fonksiyonu asagidaki gibi verilir.

S(6,7) :(F(H, r),—ﬁ) =(F(6.7).(cos 0,sin 9)) =x(6,7)cos O+ y(0,7)sin O
S nin tiirevi agagidaki denklemi saglar;
S,(0,7) =—x(6,7)sin 0+ y(6,7) cose+(F(e, 7),(cos 4, sin 0))
= —x(0,7)sin 0+ y(0,7)cos O = (F(H, f),T’)
burada
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(F(6.7).(cos0,5in6)) =0

yani tanjant vektdr birim normal vektore diktir.Boylece egri asagidaki destek
fonksiyonu ile temsil edilebilir,[3,6].
{X:Scose—sesine

y=Ssin@+S,cosd (5.4)

boylece egrinin tim geometrik Ozellikleri destek fonksiyonu sayesinde ifade
edilebilir. Ozel olarak egrinin egriligi asagidaki sekilde yazilabilir:

1
S, +S’

gercekten, destek fonksiyonunun tanimindan

Spo +S =—X,SiN0+Yy,Cc0s0—xcosd—ysinG+xcosd+ ysind
_(oF $)_(oF s £)_1
00 0s 06 k

diger yandan destek fonksiyonu

yazabiliriz.

$(0,7)=(F(6,7),-N)

asagidakini esitligi saglar:

ST:[E_NHF(g,f),@]:(ﬁa_‘uﬁ_ﬁj:(ﬁ,—ﬁ}—a(e,r),
ot ot ou or ot ot

burada

F(6’,T),ﬂ =0 Oldugu ﬂ=O
or ot

denkleminden elde edilir. Ayrica,

S, = a_i,_ﬁ N ﬁ,_ﬂ
or or or
oF u &*F(ouY _&%F ou O*F
=l —==t+t=—|=—| +2 —+——N
auor? aut\or oudt or ot

PF(euY _6%F ou O°F —
= = =—| +2 —+—,—N
au? \or ouct or ot
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2 2 2 2
(a_u) O°F au _NHa F o o°F _Nj

82
= + y y
(u ot ouct ot ouct or  ot?
((E) w2 fre 2,

ou) Jor \auator ot

2 —_—

(FEa )

ouct ot

yazabiliriz.
Normal evoliisyon egrisi s6z konusu oldugundan

vte[0,T) Igin (%:,'FJEO dir.

(5
ot
formiiliinden
’Fou <) [F oN|_(&°F au F
or — _1_N + VN ’ N —
ouct 06 ot 00 oudt 90 6t
_(&°F A
dudt 06’ 849/8u 8
3 1
(ou/os)(os/ou) 8u8t 8u8t
yazilabilir.
S, =(F.T)
oldugunu dikkate alirsak
S, = oF 7 T F a | _ 8_F’_|~_
or or or
:(Ea_uﬁ T (ER )
ou or ot ou ot or

elde ederiz. Boylece S destek fonksiyonu

2 —_—
_ OF M _Nl-k=w®s —k =ks}, —k =(S}, ~1)k
ouét or' ot

denklemini saglar, yani
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Sz -1 )
L =—%——V(0,7r)eS X[O,T)
Sy +S (5.6)
yazabiliriz.
Bu durumda, (1.1,1)' den
SS_.+S_S,, —S. +1=0
$(6,0)=h(0),

S,(6,0)=-1(0) (5.7)
elde ederiz. Yukaridaki (5.7 ) denklemi S iistiinde hiperbolikMonge-Ampre denklemi
olarak bilinir. Burada h , F, a ait destek fonksiyonu ve f, F, baslangi¢ egrisinin ilk

hizidir.[2].
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6. ORNEK VE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde, normal hiperbolik egrilik akigini daha iyi anlayabilmek i¢in bir
ornek verecegiz. Basitlik i¢in 7 yerine t yazacagiz..

Ornek 6.1. F(.,t) yari capt R(t) olan orijin merkezli ¢emberlerin ailesi olsun.
1 . -
Destek fonksiyonu ve egrilik, sirasi ile S(8,t) =R(t) ve k(6,t) :%Ile verilsin.

Bunlar1 (1,1) de yerine yazarsak

1
‘=g (6.1)
R(0)=r,>0,R(0)=r,

elde ederiz.
Bu baslangi¢ deger problemi i¢in asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 6.1, [11] r, >0 keyfi bir baslangi¢ olmak iizere eger I, <0 baslangic hizi

ise R=R(t)¢oziimii gitgide azalir ve r,=0 i¢in T~ =\/§r0 olmak {izere bir T"

zamaninda egri bir noktaya biiziiliir. Baglangi¢ hiz1 pozitif ise R =R(t) ¢dziimii 6nce
artar, ancak sonra sonlu bir zaman sonunda bir noktaya biiziiliir.

UYARI: Bu teoremdeki gercegi fiziksel kurallarlada yorumlayabiliriz. Soyleki; (5.7)
den ivme dogrultusunun i¢ normal vektor ile daima ayni dogrultuda oldugunu
gorebiliriz. Boylece, eger R(t) <0 ise yani baslangi¢ hizi birim i¢ normal vektor ile
uyusuyorsa o zaman evoliisyon g¢emberi sonlu bir zaman i¢inde bir noktaya
biiziilecektir. Eger R(t) >0 ise yani baslangic hizi dis birim normal vektorle
uyusursa o zaman evoliisyon egrisi 0nce genisleyecek ve sonlu bir zaman sonunda

bir noktaya ¢okecektir. (5.7) denkleminde biz S, (6,0) =-f<o0 varsaydigimizdan

yani baslangic hizinin daima baglangigtaki birim i¢ normalle uyumlu kabul

ettigimizde ikinci durum ortaya ¢ikmayip sadece birinci durum gergeklesecektir.

Simdi, hiperbolik ortalama egrilik akiginin sagladigi bazi ozellikleri elde

edecegiz. Bunun i¢in asagidaki genel ikinci mertebeden operatorii goz oniine alalim:

L[w] = aw,, + 2bw,, +cw, +dw, +ew, (6.2)
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burada, a, b ve ¢, & ve t nin ikinci meretebeden siirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar1 iken d ve e , @ ve t nin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. L
operatorii, asagidaki durumda (6,t) noktasinda hiperbolik tiptendir deriz;

b®-a.c >0.
eger L, D nin her noktasinda hiperbolik ise D tanim bolgesinde hiperboliktir ve eger
D ‘de b%a.c> p >0 olacak sekilde sabit bir p reel sayisi mevcut ise operatdre D
bolgesinde diizgiin hiperboliktir deriz.

t=0 noktasinda w ve normal tiirevi

seklinde verilsin.

L nin ek(adjoint) operatdriinii agagida tanimlayalim:

I—*[W] 2 (aW)aa + Z(bW)m + (CW)tt - (dW)e - (eW)t
= aw,, + 2bw,, +cw, +(2a, +2b, —d)w, +(2b, +2¢c, —3)W,
+(a,, +2b, +c,—d,—c)w

simdi, her hiperbolik L operatorii i¢in, yeteri kadar dar bir 0<t<t, seridi i¢inde

asagidaki kosulu saglayan bir | fonksiyonunun var oldugunu gésterelim

2 bz—ac[lt—%(«/bz—ac—b)le}rl&20,
2\b? —ac [lt%(\/bz—ac—b)b}mzo,

(L+g)w]=0
burada,
K, 2K, (6.1) é(ﬂ)g +%(ﬂ)e +%(b€ +c,—e)vb?—ac
+[—2ic(b2 -ac) +a,+b -d —%(bg +C, —e)}
ve

K 2K (0,t)= (\/bz —ac)g +%(x/b2 —ac) +%(b€ +c,—e)Vb? —ac

[

1 b
{—Z—C(bz —ac) +a,+b -d —E(be +C, —e)}

seklinde verilmektedir.
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L(0t)21+at—pt’ (6.3)

olsun.

Yukaridaki kosulun asagidaki gibi verilebilecegi kolayca gosterilebilir;

24b* —ac (@ —2pt)+(1+at - Bt K, 20,
24b* —ac (a - 2t) +(1+at - At*)K_20,
—2c+(2b, +2c,—e)(a—2/t)

+(ayy + 20, +C, —d, —e, +9)(1+at—pt*) 20

(6.4)

yukaridaki ifadelerde tiim katsayilar ve tiirevleri sinirh olarak varsayildigindan ve —C

e m pozitif alt sinirlara sahip olduklarindan & yeteri kadar biiyiik segilirse
t=0 'da ilk iki ifade pozitif olur. Eger S yeteri kadar biiyiik secilirse iigiincii ifadede
t=0 da pozitiftir. Bu o ve g degerleri i¢in bir t, >0 says1 1(0,t) >0 esitsizligi ve
tiim diger esitsizlikler 0<t<t, i¢in saglanacak sekilde bulunabilir.

(6.3 )" de verilen | ile birlikte normal tiirevdeki kosul
%W+(b9 +C, —e+ca)w<0 t=0

seklinde yazilir. Eger asagidaki sekilde sabit bir M sayisin1 I'; tistiinde

—[b, +¢,—e+ca] I, (6.5)
olacak bigimde yeteri kadar biiyiik secersek o zaman 6-eksenine bitigik olan serit i¢in
asagidaki maksimum prensibini elde ederiz ,[24]
Yardimc1 Teorem 6.2: 6.2 de verilen L operatoriiniin katsayilarmm ve birinci ve
ikinci tiirevlerinin smirli oldugunu farzedelim. D uygun bir bolge olsun. Eger to ve
M, (6.4) ve (6.5) ile uygun secilirse o takdirde

(L+9)[w]>0 D iginde

%— Mw<0 T, Gstlinde

w<0 I, Gstlinde

ifadelerini saglayan herhangi bir w fonksiyonu ayni zamanda D nin 0<t<t, seridinde

yatan bir

w <0 Fonksiyonu iginde saglanir. to ve M sabitleri -c ve v/b*—ac nin en kiigiik alt

smirt ve L nin  katsayilar1 ile onlarin tirevleri tarafindan sinirhdirlar.
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Onerme 6.1. ( Konveksligin Korunmas)) F, mn ortalama egriligi k, ve

5:9r{(1)i2n]{k0(<9)}>0 olsun. Bu durumda (5.7) nin C* smifindan bir S ¢dziimii,

te[0,T,,) icin k(6,t)>0 esitsizligini saglar, burada [0,T . ) (1.1) in bir F(.,t)
¢Ozimi icin maksimum zaman Aralhigidir,[13,16].
Kanit. Baslangic egrisi kesin konveks oldugundan Teorem (5.1) ile (5.7) nin
¢ozimi T<Tmax olacak sekildeki bir [0,T) kisa zaman araliginda kesin konveks olur
ve onun destek fonksiyonu asagidaki fonksiyonu

Sz -1

V(0,1) eS'x[0,T) I¢in S, =(S5 -1k =
(0.) S %[0, T) Igin S, =(S; —1) 5,75

denklemini saglar. t ye gore tiirev alirsak

1 1
= = —————[Spn + S 1= K[y + S 1= K’[o00 +
t (Sae"'sl (S%+S)2[ o+ S [Sa +S 1=K [oww + 0]

elde ederiz, boylece;

1
Saet +St :_(Sea +S)2kt :_Fkt
1 2 1

Seeet +Sm =(_Fkt)9 zﬁktke _ka
ve

1 1
K,=——[S, +S, ——————[S,, +S

tt (899+S)3[ o6t t] (S%,-FS)Z[ o6t tt]

2K k) KIS ~ DKL + (85 -0k

= 2 —K{(S5 ~Dk + 2S5 D)k, + (55 ~Dk, + (S5 ~DK}

2

:E kf - kz(s; -1(k,, +k)— k2{2(8m869t)9k +4S,S,,K,}
2

:Ekf - k2(86,2t -1(k,, +k)— k2{2(S§6,t + S, S )K+4S,.(S,, +S-S).k,}
2

:E kt2 - kz(sezt _1)(k99 + k) - kz{z[(seet + St)2 - zseetst - St2 + Set (Sea + S)Ht

_S21k—4S,, k—12 kk, —4S,5.S,}
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= 2K KA (5% DKy +K) K2 + ) ~2(S,0 +5)5, +57

1

1
- S;t + 56’[ (E)m]k _486’t F ktke _4Smstsa}

= 21 K7 (S5 DKy +K) ~ KL k) - 2(-5k)S, +57 -

k2
2 1 1
#Su 5 kg k)K= 48, kk, ~45,8.8,}

k3 t
_2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
= K=K (SE Dy +K) KK+ Sk 257 287K

4 2 1
+k—Smktk9 —Esmké,t —-4S, pel

2

kk, —4S,SK,}

=k (1= S2 )k, + 2KS 1K,y +4kS, Sk, — 4kS K, +(S2 +1—287)k®

buluruz. Boylece k egriligi, asagidaki denklemi saglar.
k, =k*(@L—S2)k,, +2KS, K, +4k*S,S .k, —4kSk, +(S2 +1-2S7)k*
(6.8)

L operatoriinii agagidaki gibi tanimlayalim.
L[K] = k*(@1—S>)k,, +2KS .k, —k, +4k?S, Sk, —4kSKk, .
(6.9)
(6.6) vasitastyla
a=k’(1-S;), b=kS, Ve c=-1
seklindeki a,b ve ¢ nin @ ve t ye gore ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir
ve
d=4k’S,S, ve e=-4k S,

olmak iizere d ve e ninde 8 ve t ye gore siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar
oldugu elde edilir. Direk bir hesaplama ilede

ba.c=(kS, ) —k*(1-S2).(-1) =k*>0
oldugunu goriiriiz, bdylece (6.9) ile tanimlanan L operatorii  S'x[0,T) bélgesinde

hiperboliktir.
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(L+h)[K]= K*(L—S2)k,, +2KS,k, —k, +4k>S,S Kk, —4kS Kk,
+k*(S2 +1-2S7)k=0 : S'x[0,T)
K(6,0) = ky(0) T,
0< X2 _pi —ck 2 po) T,
av t
(6.10)
kosullarini saglayan bir k(6€,t) fonksiyonunu belirleme problemini géz 6niine alalim.
Bir k(6,00= o= HrBip ]{ko (@)} fonksiyonunu asagidaki kosullar1 saglayacak
sekilde bulabiliriz;
(L+h)[k]=0 S'X[0,T)
k(60,0) <k,(0) I
ok
E—Mkﬁﬂ(e)—Mko(ﬁ) I,

(6.11)
burada I', baslangigtaki tanim kiimesi ve M ise (6.5) ile verilen bir sabitdir. Eger k
ve k (6.11)’i saglar ise (6.2) deki yardimc1 teoremi k —k ye uygulayabiliriz ve to<T
olmak iizere S'x[0,t,) iistiinde k <k(6,t) dir. Bu F(.,t) ¢dziimiiniin [0, Tmax) iistiinde
konveks olmasmi gerektirir. Ustelik F(.,t) ¢dziimi S'x[0,T ) {istiinde
mingk,(6)}

seklinde bir pozitif diizgliin bir en kiicik alt sinwa sahiptir. Bu ispati
tamamlar,[14,15].
Asagidaki yardimce1 teoremi daha sonra kullanacagiz.

Yardimci Teorem 6.3. Kapali bir F(.,t) egrisinin L(t) yay uzunlugu

dut)
" - [ o(6.t)d0

0

(@]

denklemlerini saglar.

ve

d’L(t)
dt2 !

Kamt: Yay uzunlugu tanimu ile
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L(t) = j v(0,1)d6

yazariz.

Direk hesapla

dLt) Fev, . % i
S ! ~40= ! —o(6,)k(6,1)v(6,1)d6 = — ! o (6,1)do

yazabiliriz ve buradan

¢*LE) TQ( (6.1)d0 - f 55 -thao= l( }k k]d

dt?

bulunur.

Yardimer Teorem 6.4: Kapali bir F(.,t) tarafindan sinirlanan bolgenin A(t) alani

dA(t) Fd?At) T d*AM) T oo
- = e 27Z'+.£Smd9, T_g(sm—l) kS,d6

0
ifadesini saglar,[18].

Kanit:  Konveks  bir egri  tarafindan  smirlanan A(t) alani

A(t)=—%T<F(¢9,t),v(0,t)N(0,t)>d0=%T%d0

0

seklinde tanimlanir. Buradan

dA(t) 1%[S, S 1%[s
o[22k do== | =2+5(S,, +S,) |do
a2 {k P } 2!{k+ on + ‘)}

S, 1%[s, s
[ +(S%+S)S} =2jht+ﬂde

0

N |-

o'—.g’ O ey

0

7\—&,(0

I
o'—.§

ve

2 Yy s 2z
d A(t):J'g idg :J' Se  Se do
dt>  Joatlk Lk K

:T[s; ~1+5,(Syp +S,) JdO
0

27 2z
=[ (s -1+8! -8})d0 =27+ [ S7dO
0 0
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elde ederiz. Boylece

d3A(t)
dt®

2z 2z
=2 88,d0=2 S (S% -Dkdo
0 0

bulunur ki ispat1 tamamlar.

Yardimci Teorem 6.5 Onerme 3.2 deki kosullar

2
991 _1<0 wte[oT,,)
00

esitsizligi gergeklenir.
Kamt. Vte[0,T,,,) icin % =k>0
oldugundan

vte[0,T,,,) icin o(u,t)>o(u,0)
yazabiliriz, yani

Vte [O,Tmax) icin o(0,t) =o(u,t) >o(u,0)=0c(6,0)
yazabiliriz, boylece

.. Oo
vte[0,T,,,) icin i 0

elde ederiz.[16]. Diger yandan, zincir kural ile

00 9000 00 00 dc 9o 0o do 30 oo

=t —=——4—=———+
o4 o6t ot 060 os ot 0000 0s ot

yazabiliriz ki bu nedenle

2
9o _ 1- oo k>0
ot 00

yazariz ve bdylece
a 2
- o
vte|0,T, ) i¢in | —| -1<0

[0 e, ¢ [89]

elde ederiz, bu ise ispat1 tamamlar.[24,25].
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7. RY MINKOWSKI UZAYINDA HIiPERBOLIiK EGRILIK
AKISI ILE DIiZISEL EVOLUSYON DENKLEMi ARASINDAKI
BAGINTILAR

Bu boliimde R™Minkowski uzaymdaki hiperbolik egrilik akisi ile dizisel

evoliisyon denklemi arasindaki iliskiyi inceleyecegiz. Iki boyutlu Minkowski uzay1
R* de bir noktanin yer vektdrii z=(z,,z) seklinde verilsin. z=(z,,2) ve
W= (W,,W,) vektorlerinin skaler carpimi ise (z,w)=-z,W, +z,W, seklinde tanimlanir
R™ in Lorentz metrigi
ds® = —dt? +du?
seklinde gosterilir,[21].
Iki boyutlu Minkowski uzayinda hareket eden kiitlesiz kapali bir egri,

Minkowski uzaymda hareket eden bu egrinin siipiirdiigii alanla orantili olarak
tamimlanabilir. R"? de asagida parametrizasyonu tanimlanan bir-boyutlu Riemannian

manifoldunun hareketini arastiracagiz:
(t,u) > X =(t, X(t,u)) (7.1)
burada ueM ve X(.,t) Minkowski uzayr R** deki bir noktanm yer vektoriidiir.

Boylece dogurulan Lorenz metrigi asagidaki sekilde tanimlidir.

(ax axJ
o0 =1+ — —
ot ot
oX oX
= = —’_ 7'2
gOl glO (5’[ auj ( )
R ey
R TR T

O halde Lorenz metrigi agagidaki gibi yazilabilir;
ds? = (dt, du) A(dt, du)’.

A[( X[ <xt,xu>J 73

Xt'xu> |Xu|2

burada

seklindedir ve
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2 2
X=X X)X = (X0 %)
skaler ¢arpimlar1 sayesinde verilir.
varyasyonel metotlarla agagidaki denklemi yazabiliriz:
2 2
X[ X =2(X,, X, ) X +( X[ =D X, =0 (7.4)
varyasyonel yontem haricinde, alt manifold M nin ortlama egriligini sifir yapmak

suretiylede Minkowski uzay1 R"® de M nin hareketi i¢in asagidaki denklemi elde

edebiliriz.

(7.5)

—Iop

B ap  O°X y OX
VV.X= — =0,
9 VeV g (a.r“arﬂ 8.r7J

burada «, f#=0,1 dir. Asagidaki kisitlamay1 yaparak parametrizasyonu kismen sabit

tutmak uygundur:[2,25]

oX X
=g, =| =, 2 |=0 7.6
9o = 1o (at &J (7.6)

ihtiya¢ duydugumuz bu kosul dizisel teget dogrultusunu dizisel hiz vektoriine

ortogonal yapan ilave bir Gauge kosuludur. Yiizeyin C?-smifindan zamansal bir

yiizey oldugunu kabul edelim, yani
(I =) %, (X, X, )" <0
veya esdeger olarak
@-|x[)>0

olsun. (6.5) denkleminin asagidaki ile esdeger oldugu agiktir,[19].

0*°X X u 0?°X  oX
(?’atj (%[ _)(&w auJ . (7.7)

2 2 2
| s ) S S S
ot ou X[ -1 at" ot ) ot

n0X | uf X X)X _
ot otou’ou ) ot

(7.8)
g

(7.7) ve (7.8) sisteminin (7.7) ve asagidaki denkleme esdeger oldugunu kolayca

gosterebiliriz:

’X (X 4 X nf ¥X X \oX
+ —-—Iy,— || X, —1)+ =
o Y (au2 *au (| [ ) V|G Jau
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yani;
82—X=(1—|xt|2)kﬁ

1 (0°X oX \oX
> [ J 7.9

Il at o
Sonuc¢.7.1 (7.9) denklemi ile (1.1.1) denklemi benzerdir. Her ikisi de normal
evoliisyon denklemleridir, Ilerler. Bu iki denklem arasmndaki fark, yalnizca
evoliisyon egrisinin normal ivmeleridir. Ciinkii

1-|X,[* >0,
bu klasik fizikde, dizinin hizinin her zaman 1518in hizindan daha az oldugu
anlammdadir ve R* Minkowski uzaymda bir dizinin hareketinin genel normal

hiperbolik ortalama egriligin akigsinin uygulamalarindan biri olarak goriilebilecegi

anlamina gelir,[20].

43



8. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu boliimde onceki bolimlerde kanitladigimiz teoremlerin ve Ornek.6.1
sonucunu degerlendirecegiz. Ornek.6.1 den t —T* yaklasirsa F(.,t) ¢dziimiiniin bir

noktaya yakinsayacagini biliyoruz. Tezin 5, 6 ve 7. bolimlerinde inceledigimiz ve
kanitladigimiz teorem, dnerme ve yardimei teoremlerden gergekte asagidaki teoremi

kanitlamis olduk, bu teorem ise tezin ana kismini olusturan Teorem.1.1 den ibarettir.

Sonu¢ Teorem. F, Diizgiin kesin konveks kapali bir egri olsun. O taktirde F; ve f

sirastyla baslangic egrisi ve baslangi¢ hizi olmak iizere (1.1.1) denkleminin ¢6ziimii

olan baslangi¢ egrilerinin bir smifi sadece [0,T.,) seklinde sonlu bir zaman
arahgmda mevcuttur. Ustelik t—T__ iken asagidakilerden birisi dogru olmak
zorundadir:

1) F(.,t) ¢oziimil bir noktaya yakmsar, yani t —>T_, iken limit egrisinin egriligi
sonsuza yaklasir (sinirsiz olur).

2) Egrinin k egriligi t > T, iken siireksizdir, dyleki ¢6ziim pargali diizgiin bir
egriye yakinsar.

Kamit. F, ve f swrasiyla baslangic egrisi ve baslangic hizi olmak tizere (1.1.1)
denkleminin F(.,t) ¢6ziimiiniin maksimal zaman araligi [0,T,,) olsun. Kanit1 4

asamada ele alalim:

1. Adim. Konvekslig¢in korunmasi

Onerme 6.1 den [0,T,,) istinde F(,t) ¢oziimiinin kesin konveks
kalacagmi ve F(.,t) egrisinin egriliginin S*x[0,T)

Ustiinde 6 = min {k,(0)}>0
0<[0.27] seklinde bir diizgiin pozitif bir en kiigiik alt sinira sahip

oldugunu biliyoruz.

2. Adim. Sonlu zamanin varhg:

F, Baslangi¢ egrisini kendisinin normal baslangi¢ hizina esit bir normal
baslangic hizi olan daha genis bir y, ¢emberiyle ¢evreleyelim ve y, ¢emberini

(1.1.1) akas1 ile evoliisyona tabi tutarak bir y(.,t) ¢dziimiinii elde edelim. Ornek.6.1
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den y(.,t) ¢oziimii sadece [0,T*) seklinde sonlu bir zaman araliginda mevcuttur ve
y(,1), t—>T" iken ( <+o0 ) bir noktaya yakinsar ve F(.,t)yi Vte[0,T") igin
daima genis bir y(.,t) cemberi ile cevreleyebiliriz. Boylece F(.,t) ¢O6zimi bir

T <T7 aninda singiiler olmak zorundadir.

max —

3. Adim. Haussdorff Yakinsamasi
t, >t, Olmak {iizere (1.1.1) evoliisyon denklemi ile F(.t,) yi her zaman bir F(.,t)

ile cevreleyebiliriz. Yani F(.,t) siirekli biizilebilir. Boylece F(.,t) egrisi,
Haussdorff metrigi kullanilarak, zayif konveks bir F(.,T ) egrisine yakinsak

yapilabilir.

4. Adim. Bir noktaya veya siireksiz egrilige sahip bir limit egriye biiziilme

2
vtel[0,T,,,) icin (g—gj —1<0 olduguna goz oniine alirsak Yardimci Teorem 6.2

d2L(t)

dt?

dL(t)

den vte[0,T,,,) i¢in <0, a4t <0 elde ederiz. Boylece L(T,)=0 olacak

sekilde sonlu bir T, zamani1 mevcuttur. $imdi iki durum s6z konusudur:

1. Durum: T,<T_,. Bir tarafta (1.1.1) Cauchy probleminin [0,T,) araligi
tistiinde klasik bir tek ¢dzlimii vardir, diger taraftan t —T, iken L(t) sifira
yaklasir. Bu durumda t — T, iken k egriligi sonsuza yaklasir ve ¢ozim T,
aninda ¢oker. Boylece T, m tanimmdan T,=T_, buluruz, yani t>T_,
iken F(.,t) ¢ozlimii bir noktaya yakinsar.

2. durum: T, >T_,. Budurumda L(T,)>0 dir ve bu F(,T,,) ¢ozliimiiniin

diizgiin olmamas1 (nonsmooth) demektir. Bu durumlarin ortaya ¢ikabilecegi

durumlar ayr1 ayr1 incelenebilir, bu hallleri burada ele almiyoruz.
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