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KONVEKS DÜZLEM EĞRĠLERĠNĠN EVOLÜSYONU ĠÇĠN 

HĠPERBOLĠK TEORĠ 

 

Tezi Hazırlayan: Yusuf ġamil YILDIZ 

 

 

ÖZET 

 

            Bu tez çalıĢması 8 bölümden oluĢmaktadır.  

            Birinci bölümde, düzlemsel eğrilerinin hiperbolik evolüsyon problemi 

tanımlandı. 

            Ġkinci bölümde, eğrilerin lokal teorileri, eğriliğin farklı Ģekillerdeki tanımları 

ve uzay eğrilerinin Frenet-Serre denklemleri verildi ve eğriler teorisinin temel 

teoremi ifade edildi. Bu bölümün ikinci kısmında ise düzlemsel bir eğrinin zamana 

göre hareketi incelenerek evolüsyon denklemleri elde edildi. 

Üçüncü bölümde, genel bir düzlem eğrisinin eğriliği, uzunluğu ve sınırladığı 

alanın evolüsyon denklemleri elde edildi ve bulunan denklemlerin eğrinin zamana 

göre hız vektörünün teğetsel bileĢeninden bağımsız olduğu gösterildi. 

            Dördüncü bölümde baĢlangıç eğrisi konveks olan evolüsyon eğrisinin 

evolüsyon sürecince konveksliğini koruduğu ve evolüsyonun nihai Ģeklinin 

Hausdorff metriğine göre bir çember olduğu gösterildi.   

           BeĢinci bölümde normal evolüsyon tanımlanarak parametre değiĢimi altında 

normal evolüsyonun korunduğu gösterildi ve hiperbolik Monge-Ampere denklemi 

elde edildi.  

 Altıncı bölümde normal hiperbolik eğri akıĢı bir örnekle ele alınarak sonlu bir 

zaman sonunda eğrinin bir noktaya indirgendiği kanıtlandı. Bu bölümde tezdeki 

iddiamızı destekleyen bazı önemli sonuçlara da yer verildi. 

Yedinci bölümde 
1,1R  Minkowski uzayında hiperbolik eğrilik akıĢı ile dizisel 

evolüsyon denklemi arasındaki bağıntılar incelenerek bir dizinin hareketinin genel 

normal hiperbolik ortalama eğriliğin akıĢına ait bir uygulama olduğu gösterildi. 

 Sekizinci ve son bölüm ise Örnek 6.1 ve diğer bölümlerde ele alınan 

teoremlerin sonucu olarak tezin esasını oluĢturan Teorem 1.1 in ispatını ve genel bir 

değerlendirmeyi içermektedir.  

 

Anahtar Kelimeler: Konveks düzlem eğrileri, Hiperbolik teori 



 
 

HYPERBOLIC THEORY FOR THE EVOLUTION OF 

CONVEX PLANE CURVES 

 

Presented by:Yusuf ġamil YILDIZ 

 

ABSTRACT 

 This study consists of eight chapters. 

 In the first chapter, we define the hyperbolic evolution problem of plane 

curves. 

 In the second chapter, we state the fundamental theorem of the local theory of 

curves, different definitions of curvature of a curve, Frenet-Serre equations of the 

curves and further more we investigate the motion of a plane curve with respect to 

time variable and obtain its evolution equations. 

In the third chapter, we deal with the general evolution equation of embedded 

planar curves and obtain the evolution equations for the length of the curve and the 

area it bounds and prove that the tangential components of the evolution vector do 

not effect the length and area during the evolution process. 

Fourth chapter is devoted to proving that the evolving curve remain convex 

during the evolution process and the final shape is a circle in the Haussdorff metric if 

the initial curve is convex. 

In the fifth chapter, It is defined the normal evolution and shown that this 

property is preserved during the evolution. Moreover, in the end of chapter it is 

obtained a hyperbolic Monge-Ampere equation. 

In the sixth chapter, a hyperbolic normal curvature evolution is considered 

with an example and proved that after a finite time the evolution curve evolves into a 

single point. This chapter also includes some crucial results which support our 

assertion in the thesis. 

In the seventh chapter, we search the close relationship between the 

hyperbolic mean curve flow and the evolution equation for relativistic string in the 

Minkowski space time
1.1

 .    

Finally, the last chapter covers proof of the Theorem 1.1 as the result of the Example 

6.1 and the theorems in the other chapters and a general evaluation of the thesis. 

Key Words: Convex Plane Curves, Hyperbolic Theory 
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                  DÜZLEM EĞRĠLERĠNĠN EVOLÜSYONU ĠÇĠN  

                                            HĠPERBOLĠK TEORĠ 

                      

         

1.GiriĢ 

 Bu tez çalıĢmasında kapalı düzlem eğrileri için bir boyutlu hiperbolik 

ortalama eğrilik akıĢını ele alacağız. Bunun için evolüsyon denklemi aĢağıdaki gibi 

verilen kapalı eğrilerin 

                                         1 2: [0, )F S T R   

ġeklinde bir ailesini göz önüne alacağız: 

                 

2
1

2

0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),  ( , ) x[0, )

( ,0) ( )

( ,0) ( ) ,

F
u t k u t N u t u t u t S T

t

F u F u

F
u f u N

t




   






 
 

         (1.1.1) 

 Burada k ortalama eğrilik iken N , ( , )F u t  düzlem eğrisinin iç tarafına 

yönlendirilmiĢ olan birim normal vektörüdür. ( ) ( 0)f u   ve 0N  ise konveks kapalı 

0F  baĢlangıç eğrisinin sırasıyla baĢlangıç hızı ve iç birim normal vektörüdür. Benzer 

Ģekilde,   ise T birim tanjant vektör ve s yay uzunluğu parametresi olmak üzere  

                
2

, ,
F F

T
s t t


  

  
   

                                                                   (1.1.2) 

Ģeklinde verilir. 

 Bu problem F için ifade edilen bir kısmi türevli denklem sistemi için verilen 

bir baĢlangıç değer problemidir ve bu problem tam olarak F nin destek fonksiyonu 

için birtek kısmi türevli denklem için ifade edilmiĢ bir baĢlangıç değer problemine 

indirgenebilir. (1.1.2) denklemi hiperbolik Monge-Ampere denklemi adını alır. 

 Bu tez kapsamında aĢağıdaki önemli sonucu kanıtlamak istiyoruz. Bunu ifade 

edelim. 

Teorem.1.1 0F  düzgün kesin konveks kapalı bir eğri olsun. O taktirde 0F  ve f 

sırasıyla baĢlangıç eğrisi ve baĢlangıç hızı olmak üzere (1.1.1) denkleminin çözümü 
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olan baĢlangıç eğrilerinin bir sınıfı sadece 
max[0, )T  Ģeklinde sonlu bir zaman 

aralığında mevcuttur. Üstelik 
maxt T  iken aĢağıdakilerden birisi doğru olmak 

zorundadır: 

1) (., )F t  çözümü bir noktaya yakınsar, yani 
maxt T  iken limit eğrisinin eğriliği 

sonsuza yaklaĢır (sınırsız olur). 

2) Eğrinin k eğriliği 
maxt T  iken süreksizdir, öyleki çözüm parçalı düzgün bir 

eğriye yakınsar. 

 

 Bir sonraki bölümde düzlemsel eğrilerin lokal teorisini ele alacağız ve onların 

zamana göre evolüsyon denklemlerini inceleyeceğiz.  
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2. EĞRĠLERĠN LOKAL TEORĠSĠ VE DÜZLEMSEL EĞRĠLERĠN 

ZAMANSAL EVOLÜSYONU 

 

2.1. Eğrilikler ve Frenet-Serre Denklemleri 

 Bu kısımda 3-boyutlu Öklid uzayı 3  deki eğrilerin temel tanım ve 

geometrik özellikleri verilecektir. 3  de bir eğri, 3  de bir parçacığın hareketi ile 

izlenen yolun bir t parametresine göre parametrik olarak ifade edilmiĢ noktaların bir 

kümesidir. 

Tanım. 2.1.1 
3
 de düzgün bir eğri 3: ( , )I a b    Ģeklinde , 1kC k  , 

sınıfından olmak üzere  ( , )t a b   için 0
d

dt


  koĢulunu sağlayan bir fonksiyondur. 

t I   için ( )t  eğrinin bu noktadaki durum vektörünü gösterir. 

Tanım. 2.1.2 Düzgün ( )t  eğrisinin bir ot t  noktasındaki ( )o

d
t

dt


 türevi eğrinin 

bu noktadaki hız vektörü adını alır. 
d

dt


 ye eğrinin ( )t  noktasındaki hızı ve vektör 

değerli 
d

dt

 
 
 

 vektör alanına ise eğrinin hız(tanjant) vektör alanı adını vereceğiz. 

( )

d
dtT t

d
dt




  Vektör değerli fonksiyonuna ise ( )t  eğrisinin birim teğet vektör 

alanı diyeceğiz.  

Tanım. 2.1.3 Düzgün ( )t  eğrisinin bir ot t  noktasında 

    ( )  

o

t

t

d
s t dt

dt


                                             (2.1) 

ġeklindeki s fonksiyonuna eğrinin yay uzunluğu fonksiyonu adı verilir. Eğer s t  

ise eğriye yay uzunluğu cinsinden parametrelendirilmiĢtir deriz, bu durumda 
d

ds


 

birim vektör ve 1
d

ds


  dir. Böyle bir eğriye birim hızlıdır diyeceğiz. Bir t 

parametresi ile verilmiĢ bir eğriyi ( )s t  yay uzunluğu fonksiyonu ile ( )( )t s  bileĢke 
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fonksiyonu sayesinde yeniden parametrelendirebiliriz. Yay uzunluğu ile verilmiĢ 

eğrilerin geometrisini çalıĢmak bize kolaylık sağlayacaktır. 

Tanım. 2.1.4 Yay uzunluğu ile parametrelendirilmiĢ yani birim hızlı bir ( )s  

eğrisinin eğrilik fonksiyonu s I   için   

                                              
2

2
( )

d dT
s

ds ds


                                       (2.2) 

Ģeklinde tanımlanır 

Örneğin, ( )s as b   , a ve b 3  de sabit vektörler, Ģeklinde bir doğrunun eğriliği, 

d
a

ds


  ve 

2

2
0

d dT

ds ds


   olduğundan ( ) 0s   dır. 

( ) ( cos , sin ,0)t r t r t   ġeklindeki r yarıçaplı çemberin yay uzunluğu 

0

( )  

t
d

s t dt
dt


   ifadesinde ( sin , cos ,0)

d
r t r t

dt


   ve 

2 2 2 2sin cos
d

r t r t r
dt


    yazarsak 

0

( )  

t

s t r dt rt   Ģeklinde bulunur, buradan 

s
t

r
  elde ederiz. O halde 

( ) ( )( ) ( ( )) ( / ) ( cos( / ), sin( / ),0)s t s t s s r r s r r s r        

ve 

     
2

2

1 1
sin( / ), cos( / ),0

d
s r s r

ds r r

  
  
 

 

buluruz. Böylece r yarıçaplı çemberin eğriliği 
2

2

1
( )

d
s

ds r


    bulunur. 

Diğer taraftan, 
3
 de sabit hızlı bir ( )T s  vektörünün 

dT

ds
 türevine dik olduğunu 

kolayca kanıtlayabiliriz.  ġöyle ki; ( )T s  sabit olduğundan bunu s ye türetirsek 

2 ( ). 0
dT

T s
ds

  olduğundan ( )
dT

T s
ds

  elde ederiz. 

Tanım. 2.1.5 Birim hızlı 
/

/

dT ds
N

dT ds
  vektör alanına ( )s  eğrisinin birim normal 

vektör alanı, ( ) ( ) ( )B s T s N s   vektör alanına da ( )s  eğrisinin binormal vektör 

alanı adı verilir.  

( )s  Eğrisinin bi-normal vektör alanı ( )B s  de birimdir, çünkü  
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2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )B s T s N s T s N s T s N s        = 

, , 1 0
1

, , 0 1

T T N T

N T N N

   
 

   
. 

üstelik 
/

/

dT ds
N

dT ds
  ve ( )

dT
s

ds
   den  

                      
dT

N
ds

                                              (2.3)                          

elde ederiz. Yukarıda ( ) 1B s   elde etmiĢtik, o halde ( )
dB

B s
ds

  (i) dir. 

( ) ( ) ( )B s T s N s   EĢitliğini s ye göre türetirsek 

( ) ( ) ( ) ( )
dB dT dN dN dN

N s T s N N T s T s
ds ds ds ds ds

           Bulunur ki buradan 

( )
dB

T s
ds

  (ii) olduğu görülür, o halde (i) ve (ii) den 
dB

ds
 nin ( )N s  yönünde 

olduğunu, böylece 

                                     ( ) ( )
dB

s N s
ds

                                                       (2.4) 

ifadesini elde ederiz. 

Tanım. 2.1.6 Yukarıda (2.4) ile verilen ( ) . ( )
dB

s N s
ds

   fonksiyonuna ( )s  eğrisinin 

vektörel burulma (Torsiyon) fonksiyonu adı verilir. Bu vektörün uzunluğu eğrinin 

burulması olarak tanımlanır. Yani 
dB

ds
   dir. 

Diğer taraftan, ( ) ( ) ( )B s T s N s   ifadesinden ( ) ( ) ( )N s B s T s   elde ederiz. Bu 

ifadeyi s ye göre türetirsek  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
dN dB dT

T s B s s N T s B N s B s T
ds ds ds

               

bulunur ki bu bize 
dN

T B
ds

                          

verir. Literatürde çoğunlukla ( )s  yerine ( )s  alınır, o nedenle bizde buna uyarak  

   
dN

T B
ds

                                                          (2.5) 

yazacağız. 
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Tanım. 2.1.7 Yukarıdaki bir ( )s  eğrisi sayesinde tanımladığımız ortonormal vektör 

alanlarının  ( ), ( ), ( )T s N s B s  kümesine 3  için Frenet-Serre çatısı adı verilir. (2.3), 

(2.4) ve (2.5) denklemlerine ise yani 

    
dT

T N
ds

   

    ( ) ( )
dB

B s N s
ds

                                       (2.6) 

    
dN

N T B
ds

      

denklemlerine de ( )s  eğrisinin Frenet-Serre denklemleri adı verilir. 

Frenet-Serre denklemlerinin daha kapalı ancak daha kullanıĢlı olabilen matris Ģeklini 

verebiliriz. Eğer ( , , )tE T N B  dersek 

    

0 0

0

0 0



 



 
 

    
 
 

                                      (2.7) 

matrisini oluĢturabiliriz. Dikkat edilirse   anti-simetrik ve izi sıfır olan bir matristir. 

Böylece Frenet-Serre denklemleri bunlar cinsinden basitçe 

    
dE

E
ds

                                                       (2.8) 

biçiminde yazılabilir. Biz daha çok düzgün eğrilerle ilgileneceğimizden buradaki   

ve   fonksiyonlarını her mertebeden sürekli türevlere sahip olduğunu kabul 

edeceğiz. Düzlemsel eğriler için 0   olduğundan yukarıdaki (2.7) denklemleri basit 

bir hal alır. Pek çok integre edilebilir denklemler için düzlemsel eğriler yeterli 

olacağından (2.7) denklemleri yalın olarak 

    

      

0

T
T N

s

N
N T

s

B
B

s





 
  


 

   
 
 

   

                                      (2.9) 

biçiminde yazılır. Eğer 
3
 yerine 3-boyutlu Minkowski uzayı 

3M  ü almıĢ olsa idik 

yukarıdaki denklemler biraz farklı olurdu. Eğer  ,   , 
3M  deki iç çarpım ise, burada 

ortonormal  ( ), ( ), ( )T s N s B s  bazı 

   , 1,    , 1,     , 1T T N N B B            
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Ģeklindeki ortogonallik koĢulunu sağlar ve buna göre Frenet-Serre denklemleri 

 

    
dT

T N
ds

   

    
dB

B N
ds

                                                 (2.10) 

    
dN

N T B
ds

     

Ģeklinde olurdu, [8]. 

Teorem.2.1.1  1C  sınıfından ( )s  ve bir aralıktaki bütün s ler için pozitif ( )s  

fonksiyonları verilmiĢ olsun. O takdirde yay uzunluğu s ve eğrilikleri her s için 

verilen ( )s  ve ( )s  olan bir tek ( )s  eğrisi bir katı hareket ( bir dönme ve öteleme 

hareketinin bileĢkesi) farkı ile daima bulunabilir.  

Yukarıdaki teorem nedeni ile ( )s   ve ( )s   fonksiyonlarına ( )s  eğrisinin 

doğal ( intrinsic) denklemleri adı verilir. Bir eğrinin kartezyen koordinatlardaki 

( ),   y ( ),   ( )   x x s y s z z s   Ģeklindeki parametrik denklemlerini bulma iĢlemine 

doğal denklemlerin integrasyonu diyeceğiz. Bunu verilen ( )s   ve ( )s   

fonksiyonlarını Frenet-Serre denklemlerinde yerine koyup integral alma yoluyla 

sonuçlandırırız. 

Örnek.2.2 3C  sınıfından bir ( )s   fonksiyonu ve ( ) 0s    verilsin. ġimdi 

eğrilikleri verilen ( )s   ve ( )s   fonksiyonları olan eğriyi kartezyen 

koordinatlarda bulacağız. (1.10) denklemleri ile 0
dB

B
ds

   dan 0 .B B sbt   

bulunur. O halde 
3
 de 3 0e B  olacak Ģekilde bir  1 2 3, ,e e e sabit ortonormal bazını 

göz önüne alalım. Bu durumda 1e , 2e  vektörleri ( )B s  vektörüne dik olurlar. Diğer 

taraftan ( )T s  ve ( )N s  teğet ve normal vektörler binormal vektör diyeceğimiz ( )B s  

vektörüne dik olduğundan sabitlediğimiz 1e , 2e  vektörlerinin gerdiği düzlem içinde 

bulunurlar. Böylece ( )T s  ile 1e  vektörlerinin belirttiği açıyı ( )s  ile gösterirsek 

( )T s  ve ( )N s  birim vektörlerini 1e , 2e  ortonormal bazı cinsinden 

   
1 2

1 2

( ) cos  sin           

( ) sin  cos  

T s e e

N s e e

 

 

  


   
                             (2.11) 

Ģeklinde ifade edebiliriz. Bu denklemleri s ye göre türetirsek 
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1 2

1 2

( sin  cos  )          

( cos  sin  )

dT d
e e

ds ds

dN d
e e

ds ds


 


 


   


  


                   (2.12) 

yazarız. Bu denklemleri ( )  ,   ( )     T s N N s T    Ģeklindeki Frenet-Serre 

denklemleri ile karĢılaĢtırırsak  

   ( )
d

s
ds


  

elde ederiz. O halde bu denklemi integrallemek suretiyle 

   
0 0

0

( ) ( )  ,  (0)

s

s t dt        

bulunur. Burada 0  sabiti baĢlangıç değeridir. Eğer aradığımız eğriyi ( )s  ile 

gösterirsek  

   0 1 0 2

0 0

( ) cos ( ) sin ( )

s s
d

T s t dt e t dt e
ds


   

   
       

   
   

      veya             

0 0 1

0 0

0 0 2

0 0

cos( ( ) )cos sin( ( ) )sin

          sin( ( ) )cos cos( ( ) )sin

s s

s s

d
t dt t dt e

ds

t dt t dt e


   

   

 
  
 

 
  
 

 

 

 

yazabiliriz.  
0 0 0 0

'( ) cos ( ) ,  y '( ) sin ( )  

s s s s

x s r dr dt s r dr dt 
   

    
   

     olmak üzere 

yukarıdaki denklemi integre edersek ve elde edeceğimiz integral sabitini 

0 0 0( , )x y   ile gösterirsek, 

   
0 0 0

0 0 0

( ) '( )cos '( )sin

( ) '( )cos '( )sin

x s x s y s x

y s y s x s y

 

 

  

  
 

Ģeklinde bileĢenler olmak üzere düzlemsel eğriyi 

   1 2( ) ( ) ( )s x s e y s e    

olarak buluruz. 

Ayrıca eğrinin toplam eğriliği 

   
2

0

2ds d



      

dir. Eğer kapalı bir eğri keyfi r parametresi ile ( )r  Ģeklinde verilmiĢ ise eğriyi b-a 

peryotlu olarak periyodik bir fonksiyon gibi düĢünmemizde yarar vardır. Eğer eğriyi 
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  parametresi ile parametrelendirdiğimizi düĢünürsek bu durumda ( )   eğrisi 2  

peryotlu bir eğri olacağından T, N ve   eğriliğini de 2  peryotlu fonksiyonlar 

olarak düĢünmemiz gerekecektir. Bu durumda konveks ( )   eğrisini 

   
0 0

cos sin
( ) (0) ,   

( ) ( )
d d

 
 

    
   

 
   

 
    .             (2.13) 

( )   Eğrisinin uzunluk ve alanını sırasıyla 

   
2

0
( )

d
L




 
                 (2.14) 

ve 

   
2

0

1
( ), ( )

2 ( )

d
A N




  
 

                                      (2.15) 

Ģeklinde tanımlarız. ġimdi tezimizde yaralı olacak ve kanıtları sırasıyla [8] ve [12] 

daki kaynaklarda bulunan iki teoremi ifade edelim. 

Teorem.2.1.2 2  peryotlu bir pozitif peryodik fonksiyon ( )   olsun. ( )   nın 

kapalı konveks bir eğrinin eğriliğini göstermesi için gerek ve yeter koĢul 

   
2

0

0
( )

ie
d

 


 

                                                           (2.16) 

denklemini sağlamasıdır.       

Teorem.2.1.3 (Gage eĢitsizliği)   kapalı konveks bir   eğrisinin eğrilik 

fonksiyonu ve sırasıyla L ve A da bu eğrinin uzunluğu ve onun sınırladığı alanı 

göstermek üzere  

   2

0

L
L

ds
A


                                                              (2.17) 

eĢitsizliği sağlanır. 

Teorem.2.1.4 (Ġzoperimetrik eĢitsizlik) Uzunluğu L olan basit kapalı bir   

eğrisinin sınrladığı alan A ise  

  2 4 0L A   

eĢitsizliği sağlanır, eĢitliğin sağlanması için gerek ve yeter koĢul   eğrisinin bir 

çember eğrisi olmasıdır. Ġspatı  [8] de bulunabilir. 

Bu teorem literatürde klasik izoperimetri eĢitsizliği olarak bilinmektedir 

Eğrinin keyfi bir t parametresi sayesinde verilmiĢ olması durumunda 
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   ( ) ( ( )),    0
ds d

t s t
dt dt


     

olsun. t parametresine göre türevleri 

   
2 3

2 3
' ,   '' ,   '''

d d d

dt dt dt

  
      

biçiminde gösterirsek aĢağıdaki teoremi kolayca kanıtlayabiliriz, [12]. 

Teorem.2.1.5 
3  de bir t parametresi ile verilmiĢ bir ( )t  eğrisinin Frenet-serre 

çatısı  ( ), ( ), ( )T t N t B t  

   
'( ) '( ) ''( )

( ) ,   B( ) ,   ( ) ( ) ( )
'( ) '( ) ''( )

t t t
T t t N t B t T t

t t t

  

  


   


 

denklemleri ile, eğrilikleri ise 

   
 

3 2

'( ), ''( ), '''( )'( ) ''( )
( ) ,    ( )

'( ) '( ) ''( )

t t tt t
t t

t t t

   
 

  


 


 

Ģeklinde verilir. Burada  ', '', '''    vektörlerin karma çarpımlarını göstermektedir. 

 
3
 de bir t parametresi ile verilmiĢ bir ( )t  eğrisinin Frenet-serre 

denklemleri ise 

   ,   ,   
dT dT dT

vN vT vB vN
dt dt dt

          

biçiminde olur, burada '( )v t  dir. 

 

2.2 Düzlemsel Eğrilerin Zamansal Evolüsyonu( Evrimi) 

Bu kısımda bir düzlemsel eğrinin zamana göre hareketini inceliyeceğiz. 

  3

0( ) :  ( , )r I a b    

eğrisini ve  

                         3( , ) :  0, :r t I    , 0( ,0) ( )r r   

eğri ailesini göz önüne alalım. Burada t zamanı r ise eğrilerin parametresini göstersin 

Sabit bir t anında 
3
 de düzgün bir eğriyi ( , )r t  vektörel denklemi ile göstereceğiz. 

Eğrinin s yay uzunluğu  

  
0

( , ) ( , )

r

s r t g t d                                                   (2.18) 

ve eğri üstünde 1-boyutlu Riemann metriği ise  
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  ( , ) ,g r t
r r

  
  

 
                                                       (2.19) 

Ģeklinde tanımlanır. (2.19) den ( , )  ds g r t dr , böylece 

  
1

s rg

 


 
 ve 

s
g

r





 

olduğu açıktır, [10]. (2.18) ve (2.19) den eğrinin teğet vektörü 

  
1

T
s rg

  
 
 

                                     (2.20) 

Ģeklindedir. Üstelik  ( , ), ( , ), ( , )T s t N s t B s t  eğrinin Frenet-Serre Ģeklindedir ve bir t 

anında s yay uzunluğu parametresine göre aĢağıdaki Frenet-Serre denklemleri 

sağlanır. 

  
T

N
s







 , 
B

N
s




 


,  
N

T B
s

 


  


                          (2.21). 

burada ( , ),  ( , )s t s t      eğrinin bir t anındaki eğrilikleridir. ġimdi eğri 

üstündeki bir noktanın hareketini ( , )r t  vektörel denkleminin zamana göre 

evolüsyon eğrisini  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t U r t N r t V r t B r t W r t T r t
t





   


, 0( ,0) ( )r r        

                                                                                                                    (2.22) 

Ģeklindeki vektörel denklemi ile tanımlarız. Ancak,  (2.22) denklemi eğrinin Frenet-

Serre denklemleri ile bağdaĢmalıdır, yani aĢağıdaki bağdaĢabilirlik koĢulları 

sağlanmalıdır, [1]: 

  
( , ) ( , )r t r t

r t t r

    


   
                                                     (2.23) 

  
( , ) ( , )T r t T r t

r t t r

   


   
                                                     (2.24) 

  
( , ) ( , )N r t N r t

r t t r

   


   
                                                    (2.25) 

  
( , ) ( , )B r t B r t

r t t r

   


   
                                                     (2.26).  

eğer r parametresi yerine yay uzunluğu parametresini alırsak yukarıdaki 

denklemlerde 
r




 yerine g

s




 yazmalıyız. 
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 ġimdi düzlemsel eğrilerin hareketlerini ve zamana göre evrimsel 

denklemlerini ifade edelim. Düzlemsel eğrilerin hareketleri 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t U r t N r t W r t T r t
t





  


,  
0( ,0) ( )r r   (2.27) 

denklemleri tarafından verilir. Bu kısımda T teğeti, N normali, g metriği, s yay 

uzunluğu ile   eğriliğinin zamana göre evolüsyon denklemlerini elde edeceğiz. 

(2.27) denkleminde 
r




= g

s




 yazmak suretiyle  

   
( , )r t

g g UN WT
r t s t s

      
   

     
 

buluruz. Bu denklemde türevin Leibniz kuralı ile düzlemsel halde yay uzunluğu 

cinsinden verilmiĢ olan (2.10) Frenet-Serre denklemlerini yerine yazarsak 

  
( , )r t U W

g W N g U T
r t s s


 

      
      

      
        (2.28) 

elde ederiz. Üstelik 
r




= g

s




 olduğundan 

  
( , ) 1

2

r t g
g g

t r t s t s t sg

             
     

          
 

veya T
s





 olduğundan 

  
( , ) 1

2

r t g T
g T g

t r t s t tg

       
   

      
               (2.29) 

sonucunu elde ederiz. Buradan 
( , ) ( , )r t r t

t r r t

    


   
 Ģeklindeki bağdaĢabilirlik 

koĢulu ile (2.28) den 

  
( , )r t U W

g W N g U T
r t s s


 

      
      

      
 

ve (2.28) den                              

  
( , ) 1

2

r t g T
g T g

t r t s t tg

       
   

      
 

olduğundan bu iki ifadenin T üzerine olan izdüĢümlerini eĢitlemek suretiyle 

  
1

2

g W
g U

t sg


  
  

  
 

denkleminden 
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  2
g W

g U
t s


  

  
  

                                                          (2.30) 

sonucunu elde ederiz. Yine 
( , ) ( , )s t s t

s t t s

    


   
 bağdaĢabilirlik koĢulundan 

T
s





 olduğunu dikkate alarak 

  
( , ) ( , )

( )
s t T s t

UN WT
t s t s t s

      
   

     
 

veya  

  ( )
T U N W T

UN WT N U T W
t s s s s s

        
        

        
 

buluruz. Buradan Frenet-Serre denklemlerini kullanarak 

   ( ( )
T U W

N U T B T W N
t s s

  
     

        
     

 

veya  

  
T U W

W N U T
t s s

 
     

      
     

                                 (2.31) 

Ģeklindeki T teğet vektörünün evolüsyon denklemini elde ederiz. Bu denklemi biraz 

daha basitleĢtirebiliriz. (2.31) nin her iki yanının T teğet vektörü ile iç çarpımını 

yaparsak 

  , , 0,   , 0
T

T N T T T
t


        


 

olduğundan  

   
0

0  

s
W

U W U d
s

  


   
                                           (2.32) 

ve böylece T teğet vektörünün evolüsyon denklemini olarak 

   
T U

W N
t s


  

  
  

                                               (2.33) 

buluruz. (2.34) dan r ye göre türeterek 

  ( )
T T U

g g W N
r t s t s s


          

       
          

 

      
2

2

U W U N
g W N g W

s s s s s


 

      
       

      
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veya 
N

T
s




 


 olduğundan 

  
2

2

2

T U W U
g W N W T

r t s s s s


  

          
         

          
      

                                                                                                                    (2.34) 

ifadesini elde ederiz. Buradan  g
r s

 


 
 olduğundan 

  
1

2

T T T g T T
g g

r t t r t s t s t sg

                
          

                
 

veya  

  
1

2

T g T T
g

t r t s t sg

        
    

        
  

buluruz. Burada (2.30) dan 2
g W

g U
t s


  

  
  

 olduğunu 
T

N
s







 eĢitliğini 

kullanarak 

   
1

2
2

T W
g U N g N

t r s tg
  

      
     

      
 

      
W N

g U N g N
s t t


  

     
      

     
 

veya  

     2T W N
g U N

t r s t t


  

         
       

        
            (2.35) 

elde ederiz. BağdaĢabilirlik koĢulundan (2.34) ve (2.35) denklemlerinin sol tarafları 

eĢit olduğundan sağ taraflarınıda eĢitleyip her iki tarafın N normal doğrultusundaki 

ve T teğet doğrultusundaki katsayılarını eĢitlersek , 0
N

N
t


  


 olduğu da göz önüne 

alınırsa 

  
2

2

2

W U W
U W

s t s s s

 
  

    
    

    
 

veya 

  
2

2

2

U
W U

t s s

 


  
  

  
                                                    (2.36) 

Ģeklindeki eğriliğin evolüsyon denklemini elde ederiz, [22,23]. Aynı Ģekilde T teğet 

doğrultusundaki katsayılarını da eĢitlersek 
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N U

W T
t s


  

   
  

                                                         (2.37) 

denklemini buluruz ki bu da bize N normalinin t zamanına göre evolüsyon 

denklemini verir. 

(2.30) ve (2.32) denklemlerinden s yay uzunluğu fonksiyonunun zamana göre 

evolüsyon denklemini elde edebiliriz. (1.1) den

 
0 0

( , ) ( , )  '  '
' ' '

r r
d d

s r t g dt dt
dt dt t

  
 

   denklemini t ye  

göre türetirsek, 

                                   
0 0

0 0

' '
2

1 1
' 2 '

2 2

r r

r r

gs g
dt dt

t t g t

g dW
dt g U dt

t dsg g


 
 

  

  
   

  

 

 

 

                        '

r
dW

g U dt
ds


 

  
 

  

   
0 0

' '
'

r s
dW

dt U dt
dt

     

veya 

   
0

'

s
s

W U dt
t




 
                                                      (2.38) 

Ģeklinde yay uzunluğunun zamana göre evolüsyon denklemini elde ederiz. (2.33) ve 

(2.37) denklemlerini yeniden yazalım; 

 

 
T U

W N
t s


  

  
  

        ve       
N U

W T
t s


  

   
  

 

denklemleri matris gösterimi ile yeniden 

  

0

0

U
W

T Ts

N U Nt
W

s





 
     

     
      

  

                            (2.39) 

biçiminde yazılabilir, diğer taraftan (2.10) düzlemsel Frenet-Serre denklemlerini 

matris gösterimi ile 

  
0

0

T T

N Ns





     
     

      
                                                      (2.40) 
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biçiminde yazabiliriz. Literatürde Pauli matrisi adı verilen 

  
2

0

0

i

i


 
  
 

 

matrisi yardımıyla (1.39) ve (1.40) matrislerini  

  
2

T TU
i W

N Nt s
 

     
     

     
                                              (2.41) 

ve 

  
2

T T
i

N Ns
 

   
   

    
                                                                (2.42) 

biçiminde yazdıktan sonra  

  
T T

N Nt s s t

      
   

      
 

bağdaĢabilirlik koĢulunu göz önüne alarak 

  
2

2 22

U U W U
i W W i W

t s s s s s

 
      

         
          

         
 

ifadesini veya (1.32) den 
0

0  ( ') ( ') '

s
W

U W U t t dt
s

 


   
  olduğunu dikkate 

alarak 

  
2

2

2

0

( ') ( ') '

s
U

U t U t dt
t s s

 
 

   
   

   
  

veya 

  
2

2

2

0

( ') '

s

t dt U
t s s

 
 

   
   

   
                                      (2.43) 

sonucunu elde ederiz. (2.44) denkleminde parentez içinde verilen 

 

  
2

2

2

0

Re ( ') '

s

c t dt
s s


 

 
  
                                              (2.44) 

operatörüne literatürde mKdV oluĢumunun Recursion operatörü adı verilir, [1,17]. 
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3. BASĠT KAPALI EĞRĠLERĠN UZUNLUK VE ALANLARININ 

ZAMANA GÖRE EVOLÜSYONU 

 

3.1. Basit kapalı düzlem eğrilerinin uzunluk ve alan evolüsyonları 

Bu kısımda basit kapalı düzlem eğrilerinin uzunlukları ve bu eğriler tarafından 

çevrelenen alanların zamana göre evolüsyonlarını inceleyeceğiz ve bunların eğrinin 

evolüsyonundaki teğetsel bileĢeni olan W den etkilenmiyeceğini göstereceğiz. 

    2

0( ) : ,r a b   

düzlemde basit kapalı bir eğri olsun. 0( ,0) ( )r r   olmak üzere zamana göre 

değiĢen düzlemsel bir eğri ailesi 

      2( , ) : , 0,r t a b     

olsun. Bu eğri ailesinin zamana göre evolüsyonu önceki bölümdeki gibi 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t W r t T r t U r t N r t    ,  0( ,0) ( )r r          (3.1) 

denklemleri sayesinde verilsin, [11]. Burada ( , )r t  bir t anındaki eğrinin vektörel 

ifadesi, T ve N sırasıyla eğrinin t anındaki teğet vektörünü ve içe doğru olan normal 

vektörünü göstersin, W ve U ise r  ye göre peryodu b-a olan keyfi fonksiyonlar olsun. 

Eğri boyunca metrik tensör 
2 2( , ) r r rg g r t x y     ; x ve y 

2
 nin koordinat 

fonksiyonları ve 
0

( , ) ( , )

r

s r t g t d    yay uzunluğu olmak üzere ( , )ds g r t dr  veya 

formal olarak 

  
1

 ,      
s

g
s g r r

  
 

  
                                            (3.2) 

biçiminde gösterelim.T teğeti, N normali, ( , )T x   oryantasyonu,   eğriliği, 

eğrinin L uzunluğu ve çevrelediği A alanı standart Ģekilde aĢağıdaki denklemlerle 

verilebilir. 

                  

1
T

s g r

  
 
 

                                                            (3.3) 

                  

1 1T T
N

s g r 

 
 

 
                                                      (3.4) 

                   

1

s g r

 


 
 
 

                                                            (3.5) 
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( ) ( , )

b

a

L t g r t dr ds                                                             (3.6) 

1 1 1 1
( ) , ,

2 2 2 2

b b

a a

y x
A t xdy ydx x y dr gN dr N ds

r r
 

  
            

  
     .     

                                                                                                        (3.7) 

bu eğriler için Frenet-Serre denklemleri 

 ,    
T N

gN gT
r r

 
 

  
 

 ,                                                           (3.8) 

g  Riemann metriğinin evolüsyon denklemi 

 
g W

U g
t r


 

 
 

  ,                                                (3.9) 

teğet ve normalin evolüsyon denklemleri ise 

 
1T U U

W N W N
t s g r

 
    

     
     

                                        (3.10) 

 
1N U U

W T W T
t s g r

 
    

       
     

                                   (3.11) 

denklemleri ile daha önce verilmiĢti. 

Teorem 3.1 Basit kapalı bir   eğrisinin t anındaki ( , )t r t   evolüsyonunun ( )L t  

uzunluğunun ve bu eğrinin çevrelediği ( )A t alanının zamana göre evolüsyonu  

 
L

U ds
t




 
   ,     

A
Uds

t


 

                                                  (3.12) 

denklemleri ile verilir. 

Kanıt. ( ) ( , )

b

a

L t g r t dr ds    ifadesini t ye göre türetirsek (3.9) dan ve 

0

b

a

W
dr

r





 olduğunu kullanarak ilk denklemi 

  
b b b b

a a a a

L g W W
dr U g dr dr U g dr U ds

t t r r
  

      
         

      
      

biçiminde elde ederiz. Ġkinci denklemi elde etmek için (3.7) denklemini t ye göre 

türetelim; 

  
1 1

, , ,
2 2

b b

t t t

a a

A
gN dr gN g N gN dr

t t
  

 
           

    
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ifadesinde 
t

g W
g U g

t r


 
  
 

 ve 
1N U

W T
t g r


  

   
  

 olduğunu kullanırsak 

 
1 1

, , ( ) ( )
2

b

a

A W U
WT UN gN U g N g W T dr

t r g r
  

   
           

   
  

       
1

, , , ,
2

r rUg N W N gU T Wg T U dr                    

buluruz. Bu ifadeden kısmi integrasyon alarak (3.3) ve (3.8) den  

  
1

T
s g r

  
 
 

                                     

ve         

 ,    
T N

gN gT
r r

 
 

  
 

       

denklemlerini kullanıp ve ayrıca 

     , 0,    , 0,   , 0
b b

a a
T N N W T U           

ifadelerini de dikkate alırsak aĢağıdaki gibi sonuca ulaĢırız, [5]    

      

   
1

, , , , , ,
2

r r r r

A
Ug W N N N gU T Wg U T T dr

t
       


                      

  

       
1

, , , ,
2

A
Ug W gT N gU T Wg U g gN dr

t
       


                         

            
b

a

A
Ugdr Uds

t


   

    

elde ederizki bu teoremin ikinci denklemini kanıtlar. 

 Diğer taraftan, (3.2) , (3.10) ve 
s








 olduğunu dikkate alırsak, 

  
1U U

W W
t s g r


 

  
   

  
                                            (3.13) 

ve  

  g
r








                                                                             (3.14) 

elde ederiz. Böylece   eğriliğinin evolüsyon denklemi olarak 

 
2

2 2

2

1 1U U W
W U U

t s s g r g r g r

  
 

      
      

      
             (3.15) 
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buluruz. Bu denklem basit olmayıp sabit bir t anında 0 ( )s L t  Ģeklinde serbest 

sınıra sahip olmak üzere ( , )s s r t , hem r ye ve hemde t zamanının bir 

fonksiyonudur. Sabit bir t anı için yönlendirilmiĢ   açısının 0 ve 2  aralığında 

değiĢtiği dikkate alınarak    yı bir parametre olarak kullanabiliriz.    yı bir 

parametre olarak kullanırsak eğriliğin evolüsyon denklemini belirlemek için zaman 

değiĢkenini yeniden t   olarak alırız ve   yı da diğer parametre olarak kullanırız. 

Kısaca ( , )r t  den ( , )   ya bir dönüĢüm tanımlamıĢ oluruz. ġu halde r sabit iken 
t




 

kısmi türevi gösterecek ,  sabit iken 





 kısmi türevi gösterecektir. Böylece ( , )   

için (3.15) evolüsyon denklemi 

   
2

2 2

2

U
U


 

 

 
 

 
                                                (3.16) 

biçiminde elde edilir. 

Sonuç. 3.1 Teorem 3.1 den ve (3.16) denkleminden eğrilik, uzunluk ve alan için elde 

edilen evolüsyon denklemlerinin t  hız vektörünün teğetsel bileĢeninden bağımsız 

olduğu, dolayısıyla eğrinin zamana bağlı evolüsyonunun Ģeklinin teğetsel bileĢenden 

etkilenmediğini böylece, bu bileĢen W yi uygun seçilde istediğimiz gibi iĢlemleri 

kolaylaĢtıracak biçimde seçebiliriz,[8].  
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4. KONVEKS DÜZLEM EĞRĠLERĠNĠN EVOLÜSYONU 

 

   Bu bölümde 2. ve 3. bölümlerde verilenler doğrultusunda düzlemde kapalı 

konveks bir eğrinin evolüsyonunun son Ģeklini elde etmek istiyoruz. 

4.1. Kapalı konveks düzlem eğrilerinin evolüsyonu 

3

0( ) :  ( , )r I a b    

kapalı ve konveks eğrisini ve kapalı  

                         3( , ) :  0, :r t I    , 0( ,0) ( )r r   

eğri ailesini göz önüne alalım. AĢağıdaki evolüsyon problemini göz önüne alalım: 

  
2

t

L
N

A
 

 
  
 

                                                                 (4.1) 

  

2 2

( )

b b

r

a a

x y
L t dr dr

r r


    
     

    
                                   (4.2) 

  
1

( )  
2

b

a

y x
A t x y dr

r r

  
  

  
                                                  (4.3) 

  0( ,0) ( )r r                                                                      (4.4) 

burada ( , )x x r t  ve ( , )y y r t  ( , )r t  yer vektörünün koordinat fonksiyonlarını, 

 evolüsyon eğrisinin iĢaretli eğriliğini ( )L t  ve ( )A t  de evolüsyon eğrisinin t 

zamanındaki uzunluğu ile bu anda çevrelediği alanı göstermektedir. Evolüsyon 

eğrisinin geometrik olarak davranıĢını teğetsel bileĢen etkilemiyeceğinden evolüsyon 

denklemini eĢdeğer biçimde aĢağıdaki Ģekilde seçebiliriz: 

  
2

t

L
WT N

A
 

 
   

 
                                                       (4.5) 

burada T eğrinin birim teğet vektörüdür. x-ekseni ile T  teğeti arasındaki açı   olmak 

üzere T, N ve  ,  t zaman değiĢkeninden bağımsız olduklarından yukarıdaki 

evolüsyon problemini eĢdeğer biçimde aĢağıdaki Ģekilde ifade edebiliriz: 

  
2

t

L
T N

A


 



  
    

  
                                                   (4.6) 

  
2

0

( )  L t d



                                                                     (4.7) 

  
2

0

1
( )  

2

y x
A t x y d




 

  
  

  
                                              (4.8) 
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0( ,0) ( )     .                                                                 (4.9) 

eğrinin t zamanındaki uzunluk ve çevrelediği alan ise 

  
2

2

0

t

L L
L ds d

A A


 

                                             (4.10) 

  
2

2
2

t

L
A

A
                                                                       (4.11) 

biçiminde verilebilir. Ġleride bunları ve Cauchy-Schwarz eĢitsizliği ile Ġzoperimetrik 

eĢitsizliği kullanarak 
L

A
 oranının evolüsyon esnasında azalacağını, yani payının 

küçülüp paydasının artacağını, dolayısıyla konveks bir eğrinin bu akıĢ sürecinde 

konveksliğinin değiĢmeyeceğini kanıtlayacağız. 

 

4.2. Konveks düzlem eğrilerinin evolüsyonunun son Ģekli 

 Önceki kısımlarda verdiğimiz bilgileri kullanarak ve 0W   ve 

2

L
U

A
  olduğunu göz önünde tutarak aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem. 4.1 Önceki kısımda verilenler ıĢığında bir eğrinin evolüsyon denklemlerini 

aĢağıdaki gibi verebiliriz; 

  
2

g L
g

t A
 

  
   

  
, 

  ,
T

N
t s

 


 
 

          ,
N

T
t s

 
 

 
 

  
1

,
t s g r

    
 

  
 

  
2

2

2 2

L

t s A

 
 

   
   

   
 

  2 
2

L L L
ds ds

t A A


  

  
      

  
   

  
2

 2
2 2

A L L
ds

t A A
  

  
      

  
 . 

yukarıdaki evolüsyon denklemlerinde s yay uzunluğu fonksiyonu hem r ve hemde t 

zaman değiĢkenine bağlı olduğundan bu denklemleri çalıĢmak zordur ancak yukarıda 



23 
 

ifade ettiğimiz gibi evolüsyonun ( , )W W r t  teğetsel bileĢenini uygun bir Ģekilde 

seçerek yukarıdaki denklemleri basitleĢtirebiliriz. Böylece, (4.1)-(4.4) denklemlerine 

eĢdeğer olarak aĢağıdaki denklemleri ele alabiliriz. 

  
2

t

L
WT N

A
 

 
   

 
                                                       (4.12) 

  
b

r

a

L dr                                                                            (4.13) 

  
1

 ,
2

b

a

A xdy ydx                                                                (4.14) 

  
0( ,0) ( )r r   .                                                                  (4.15) 

Teorem.4.1 deki denklemleride 

  
2

r

g L
g

t A
  

  
   

  
,                                                      (4.16) 

  ,
T

W N
t s




  
  

  
                                                           (4.17) 

          ,
N

W T
t s




  
   

  
                                              (4.18) 

  
1

,W W
t s g r

  
 

  
   

  
                                            (4.19) 

  
2

2

2 2

L
W

t s s A

  
 

    
    

    
                                        (4.20) 

  2L L
ds

t A





  

                                                               (4.21) 

  
2

2
2

A L

t A



  


.                                                                  (4.22) 

bu denklemlerden L ve A nın evolüsyon denklemlerinin W den bağımsız olduğunu 

görüyoruz. Genel olarak  , r ve t nin fonksiyonudur, o halde   yı t den bağımsız 

yapmak için W teğetsel bileĢenini (4.19) a göre  

  
1

W
s

 

 

 
   

 
                                                             (4.23) 

Ģeklinde seçmemiz gerekir. Bu seçime göre (4.17) ve (4.18) den ayrıca T ve N nin de 

t den bağımsız olduğu görülür. O halde   ve t yeni koordinatlar olarak seçilirse 

eğrilik, uzunluk ve alan için aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 
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Teorem. 4.2    ve  t koordinatlarına göre 

  
2

2 3 2

2 2

L

t A

 
  



 
  

 
                                                  (4.24) 

  
2

0

dL L
d

dt A




                                                                (4.25) 

  
2

2
2

dA L

dt A
     .                                                               (4.26) 

bundan sonraki kısımda aĢağıdaki denklemleri ele alacağız. 

  
2

t

L
T N

A


 



  
    

  
                                                  (4.27) 

  
2

0

( )  L t d



                                                                     (4.28) 

  
2

0

1
( )  

2

y x
A t x y d




 

  
  

  
                                              (4.29) 

  0( ,0) ( )     .                                                                 (4.30) 

burada  ( , ) ( , ), ( , )t x t y t     eğrinin yer vektörü olarak alınacaktır. 

Teorem. 4.3 2( , ) :[0,2 ] [0, )t         eğrisinin evolüsyon denklemleri (4.27)-

(4.30) daki gibi olsun. Bu durumda evolüsyon süreci boyunca 
L

A
 oranı azalır. 

Kanıt. Yukarıdaki Teorem 4.2 de 
2

0

dL L
d

dt A




     ve 
2

2
2

dA L

dt A
    olduğu 

gösterilmiĢti, bu denklemlerde 2ds   olduğunu göz önüne alarak, Cauchy-

Schwarz eĢitsizliği ile izoperimetri eĢitsizliğini kullanmak suretiyle 

  
2

2

2

1
2

2

L L L L
ds

t A A A A A


 

     
         

      
  

    

  

2 2

2

2 2

2

2 2

2

1 4
2

2

4 4

2

4 2
0

2

L L L

A L A A A

L A L L A

A AL A A

L A A L

A L

 


  

 

   
        

   

 
 

 
 

 

olduğundan 
L

A
 oranının t ye göre azalan olduğu kanıtlanmıĢ olur. 
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Teorem. 4.4 Evolüsyon denklemleri (4.27)-(4.30) ile verilen kuvvetli konveks bir 

eğrinin konveksliği evolüsyon süreci boyunca korunur. 

Kanıt. BaĢlangıçta eğriliği pozitif olan eğrinin bu eğriliğinin daima pozitif kalacağını 

göstermek için maksimum prensibini kullanacağız. 

ġimdi   daha sonra uygun Ģekilde tespit edilecek olan bir sabiti göstermek üzere 

( , ) ( , ) tt t e     fonksiyonunu göz önüne alalım. O takdirde   fonksiyonu 

  2 2

2
t

L

A
      

 
    

 
              (4.32) 

denklemini sağlar. Burada   nın katsayısı   ya göre diskriminantı 
2

2
4

4

L

A
  olan 

ikinci dereceden bir polinomdur. Teorem 4.3 den 0t   için 0

0

LL

A A
  elde ederiz. 

Burada 0L  ve 0A  eğrinin baĢlangıçtaki uzunluğunu ve onun çevrelediği alanı 

göstermektedir. ġimdi eğer 
2

0

2

016

L

A
   seçersek bu durumda diskriminant negatif 

olacağından   nın katsayısı daima pozitif olacaktır. O nedenle 
2

0

2

016

L

A
   seçelim. 

ayrıca, 

   min ( ) inf ( , ) : 0 2t t        

tanımlayalım. Kabul edelim ki bir 0t   için min ( )t   olduğunda 

min min0 (0) (0)      olacak Ģekilde bir 0   pozitif sayısı mevcuttur. 

 0 mininf : ( )t t t    ile gösterelim, bu durumda   nın sürekli olmasından dolayı 

  minimumu baĢlangıç anında yani 0 0( , )t  noktasında alınır ve bu noktada  

  0,   0,   0t         

dır. Bu sonuç ise (4.32) ile çeliĢir, o halde kabulümüz yanlıĢtır yani, 

min min0,   ( ) (0)t t    olmalıdır. Böylece her  0t   için  

  min min min( , ) ( ) ( ) (0) 0t tt t t e e           

elde ederiz ki böylece teorem kanıtlanır. 
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Teorem. 4.5 Evolüsyon denklemleri aĢağıdaki (4.27), (4.28), (4.29) ve (4.30) 

  
2

t

L
T N

A


 



  
    

  
               

  
2

0

( )  L t d



                                 

  
2

0

1
( )  

2

y x
A t x y d




 

  
  

  
           

  0( ,0) ( )      

denklemleri ile verilen baĢlangıç eğrisinin konveks olduğu bir evolüsyon süreci 

boyunca evolüsyon eğrisinin uzunluğu azaldıkça bu eğri tarafından sınırlanan 

bölgenin alanı artar. 

 

 Kanıt. Teorem 4.4 den dolayı evolüsyon süreci boyunca (2.18) ile verdiğimiz Gage 

eĢitsizliği her bir eğri için sağlanır. (4.25) eĢitliği olan 
2

0

dL L
d

dt A




     ve (2.18) 

Gage eĢitsizliğinden  

  2 0t

L
L ds

A


     

Elde ederiz ki bu ilk iddiamızı kanıtlar, yani eğrinin uzunluğu evolüsyon süreci 

boyunca azalır. Diğer taraftan  (4.26) dan    
2

2
2

dA L

dt A
    olduğunu biliyoruz. Bu 

denklemle izoperimetri eĢitsizliğinden 2 4 0L A   olduğundan 

  
2 4

0
2

t

L A
A

A


   

elde ederiz ki bu eĢitsizlikte evolüsyon eğrisinin sınırladığı alanın evolüsyon süreci 

boyunca arttığını kanıtlar,[8].   
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5. HĠPERBOLĠK MONGE -AMPERE DENKLEMĠ 

 

 Bir evolüsyon eğrisi 1u S  ve [0, )t T  olmak üzere ( , )u F u t  Ģeklinde 

verilen bir eğri ailesidir. Burada T, F nin süresidir. Verilen bir (., )F t  eğrisi için 

fiziksel özellikler u parametresinin seçiminden bağımsız olmalıdır ki bu F nin 

eğrilik, normal ivme ve normal hız gibi geometrik çoklukları seçilen parametreden 

bağımsız olarak içerebilmesini sağlar. Bu değiĢmezlik uygun bir parametre seçerek 

çalıĢmamıza olanak sağlar. 

Tanım 5.1 Bir 1 2: [0,)F S R  eğrisi  her 1( , ) [0, )u t S T   için 

                                            , 0
F F

t u

  
 

  
                                                (5.1) 

koĢulunu sağlıyor ise bu eğriye normal bir evrime(evolüsyona) sahiptir deriz.     

Biz burada normal evolüsyon eğrilerini ele alacağız ve aĢağıdaki teoremi ispatsız 

ifade edeceğiz. Bu teoremin ispatı [4] de yapılmıĢtır.                                                                                                                            

Teorem 5.1. C evolüsyon eğrisi kapalı ise bu durumda C nin bir   parametre 

değiĢimi  C   eğrisi bir normal evolüsyon eğrisi olacak Ģekilde vardır,[4] 

(1.1.1) ile verilen baĢlangıç değer probleminde baĢlangıç hız vektör alanı eğriye 

normal olduğundan evolüsyon süresince elde edilecek eğrilerin hepsinin normal 

Ģekilde evolüsyon eğrileri olduğu sonucuna varılır, yani  

    

0

( , )
                    (5.2)

( ,0) ( )

F
u t N

t

F u F u







            

Ģeklindeki akıĢ bir normal akıĢtır. Burada,    

     
0

( , ) ( ) ( , )

t

u t f u k u d    
 

eĢitliği geçerli olduğundan 

   

2

( , ) , ,
F F

k u t
t s s t t

 


    
   

     
                         (5.3)

 
    

yazabiliriz, burada   

                  

(., ),  s s t 1 2(., ) :F t S   

eğrisinin yay uzunluğu parametresidir.  
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   
2 2

v x u y u F u        
 

olmak üzere  s



  operatörü u cinsinden 

     

1

s v u

 


   

ile verilir. Frenet-Serre formülleri düzlem eğrileri için 

  
 , 

T N
kN kT

s s

 
  

   

denklemleri Ģeklinde verildiğini biliyoruz,[7,9].  

Bu durumda   2, , T N 'nin ortogonal bir bazıdır. 1 2:F S R  Eğrisinin birim dıĢ 

normal açısını   ile gösterelim, bu halde 
 

  
( cos , sin ) , ( sin ,cos )N T         

yazabiliriz ve Frenet formülleri ilede k
s




  elde ederiz. Üstelik, 

   , 
N T

T N
t t t t

    
  

     

denklemlerini de yazabiliriz.
 

Bir önceki tanımı kullanarak                                          

    
2 2

,k
t s s s t


  

 
    

  

elde ederiz ve 

                                     ( , ) ( , ),
F

T u t u t
s





 

olduğunu göz önüne alırsak    

    
T F

N
t t s s

    
  

    
                                                                      

ve  

                                     
N

T
t s

 
 

 
 

yazabiliriz, böylelikle aĢağıdaki sonuca ulaĢırız; 

                                    
t s

  


 
. 
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Ģimdi,                                         

1 2( , ) : [0, )F u t S T R   nin eğri kısaltan (1.1.1)  akıĢ denklemlerini sağlayan 

konveks eğriler ailesi olduğunu varsayalım. Her F(.,t)  konveks eğriyi 

parametrelendirmek için normal açıyı kullanalım. Yani, 

                                ( , ) ( , ), ( , )F F u t       

olsun, burada ( , )t    dır. Ayrıca,  ve  , N T   parametresinden bağımsızdır, bunu 

aĢağıdaki Ģekilde kanıtlayabiliriz: 

                               0
u

u t

  

 

   
  
   

  

yazılabilir ve böylece 

                                
u s u u

kv
t u s u

  

  

      
     

      
 

olur ve buradan 

                                0
T T T u T s u u

N kv N
t u t s u t t

 

  

          
       

          
 

ve  

                           0
N N N u N s u u

T kv T
t u t s u t t

 

  

          
        

          
 

elde ederiz. Zincir kuralı ile 

                          
F F u F

u t 

   
 

   
 ,  

ve  

                          

22 2 2 2 2

2 2 2 2
2

F F u F u F u F

u u u t t   

        
    

           

elde edilir. 

F nin destek fonksiyonu aĢağıdaki gibi verilir. 

                        

   ( , ) ( , ), ( , ), (cos ,sin ) ( , )cos ( , )sinS F N F x y                   

S nin türevi aĢağıdaki denklemi sağlar; 

                         
 

 

( , ) ( , )sin ( , )cos ( , ), (cos ,sin )

            ( , )sin ( , )cos ( , ),

S x y F

x y F T

            

       

   

   
 

 burada  
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                            ( , ), (cos ,sin ) 0F     
 

yani tanjant vektör birim normal vektöre diktir.Böylece eğri aĢağıdaki destek 

fonksiyonu ile temsil edilebilir,[3,6]. 
 

                          
cos sin

sin cos

x S S

y S S





 

 

 


                                                        (5.4)

 

böylece eğrinin tüm geometrik özellikleri destek fonksiyonu sayesinde ifade 

edilebilir. Özel olarak eğrinin eğriliği aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir: 

                           
1

.k
S S




 

gerçekten, destek fonksiyonunun tanımından 

                            

sin cos cos sin cos sin

1
           , ,

S S x y x y x y

F F s
T T

s k

       

 

       

     
     

       

yazabiliriz. 

diğer yandan destek fonksiyonu 

                             ( , ) ( , ),S F N      

aĢağıdakini eĢitliği sağlar: 

                                                

 

, ( , ), , , ( , )
F N F u F F

S N F N N
u t t

     
  

          
               

           
, 

burada 

                              ( , ), 0
N

F  


 
 

 
  Olduğu 0

N







 

denkleminden elde edilir. Ayrıca, 

                              
2

, ,
F F N

S N
  

    
     

     
 

                                    

22 2 2 2

2 2 2
2 ,

F u F u F u F
N

u u u t t  

        
                

 

                                     

22 2 2

2 2
2 ,

F u F u F
N

u u t t 

      
             
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22 2 2 2

2 2
, ,

F u F u F u F
N N

u u t u t t  

          
                      

 

                                      
2 2

2
, ,

F u F u F
N N

u u t t  

        
        

         
 

                                       
2

,
F u

N k
u t 

  
   

   
 

yazabiliriz. 

Normal evolüsyon eğrisi söz konusu olduğundan 

                                  0,t T     Ġçin      , 0
F

T
t

 
 

 
 dir. 

                                      ,
F

S N
t



 
  

   

formülünden 

                                   

2 2

, , , ,
F u F N F u F

S N N T
u t t u t t


  

           
            

             
 

                                          
2 21

, ,
F u F

N N
u t u u t 

     
      

         
 

                                          
  

2 21 1
, ,

F F
N N

u s s u u t kv u t

    
      

          
 

yazılabilir.  

                                          ,S F T   

olduğunu dikkate alırsak 

                                          

, , ,

    , ,

F T F
S T F T

F u F F u u
T T v

u t u


  

  

      
      

      

        
      

        

 

elde ederiz. Böylece S destek fonksiyonu  

                         
2

2 2, 1
F u u

S N k kv S k kS k S k
u t

   
 

   
         

                  

                                                                                                                    (5.5)

 

denklemini sağlar, yani 
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                               
2

1

'

1
( , ) x 0,

S
S S T

S S






 


  


                                 (5.6)                                           

yazabiliriz. 

Bu durumda , (1.1,1)' den  

                        

2 1 0

,0 (0),

( ,0) (0)

SS S S S

S h

S f

   







    





                                                     (5.7)

 

elde ederiz. Yukarıdaki (5.7 ) denklemi S üstünde hiperbolikMonge-Ampre denklemi 

olarak bilinir. Burada h , 
0F  a ait destek fonksiyonu ve f , 

0F  baĢlangıç eğrisinin ilk 

hızıdır.[2]. 
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6. ÖRNEK VE BAZI SONUÇLAR 

 

 Bu bölümde, normal hiperbolik eğrilik akıĢını daha iyi anlayabilmek için bir 

örnek vereceğiz. Basitlik için   yerine t yazacağız.. 

Örnek 6.1. (., )F t  yarı çapı ( )R t  olan orijin merkezli çemberlerin ailesi olsun. 

Destek fonksiyonu ve eğrilik, sırası ile  ( , ) ( )S t R t   ve 
1

( , )
( )

k t
R t

  ile verilsin. 

Bunları (1,1) de yerine yazarsak 

                         

0 1

1
,

(0) 0, (0)

tt

t

R
R

R r R r


 


   

                                                   (6.1) 

elde ederiz. 

Bu baĢlangıç değer problemi için aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem 6.1, [11] 0 0r   keyfi bir baĢlangıç olmak üzere eğer 1 0r   baĢlangıç hızı 

ise ( )R R t çözümü gitgide azalır ve 1 0r   için 0
2

T r
   olmak üzere bir T 

 

zamanında eğri bir noktaya büzülür. BaĢlangıç hızı pozitif ise ( )R R t  çözümü önce 

artar, ancak sonra sonlu bir zaman sonunda bir noktaya büzülür. 

UYARI: Bu teoremdeki gerçeği fiziksel kurallarlada yorumlayabiliriz. ġöyleki; (5.7) 

den ivme doğrultusunun iç normal vektör ile daima aynı doğrultuda olduğunu 

görebiliriz. Böylece, eğer ( ) 0R t   ise yani baĢlangıç hızı birim iç normal vektör ile 

uyuĢuyorsa o zaman evolüsyon çemberi sonlu bir zaman içinde bir noktaya 

büzülecektir. Eğer ( ) 0R t   ise yani baĢlangıç hızı dıĢ birim normal vektörle 

uyuĢursa o zaman evolüsyon eğrisi önce geniĢleyecek ve sonlu bir zaman sonunda 

bir noktaya çökecektir. (5.7) denkleminde biz ( ,0) 0tS f     varsaydığımızdan 

yani baĢlangıç hızının daima baĢlangıçtaki birim iç normalle uyumlu kabul 

ettiğimizde ikinci durum ortaya çıkmayıp sadece birinci durum gerçekleĢecektir. 

 

 ġimdi, hiperbolik ortalama eğrilik akıĢının sağladığı bazı özellikleri elde 

edeceğiz. Bunun için aĢağıdaki genel ikinci mertebeden operatörü göz önüne alalım: 

               2 t tt tL w aw bw cw dw ew                                                (6.2) 
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burada, a, b ve c,   ve t nin ikinci meretebeden sürekli diferansiyellenebilir 

fonksiyonları iken d ve e ,   ve t nin sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarıdır. L 

operatörü, aĢağıdaki durumda (θ,t) noktasında hiperbolik tiptendir deriz; 

                                           b
2
-a.c >0. 

eğer L,  D nin her noktasında hiperbolik ise D tanım bölgesinde hiperboliktir ve eğer 

D „de   b
2
-a.c≥ μ >0 olacak Ģekilde sabit bir μ reel sayısı mevcut ise operatöre D 

bölgesinde düzgün hiperboliktir deriz. 

t=0 noktasında w ve normal türevi  

                                           
w w w

b c
v t

  
 

  
 

Ģeklinde verilsin. 

L nin ek(adjoint) operatörünü aĢağıda tanımlayalım: 

          

*[ ] ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )

          = a 2 (2 2 ) (2 2 3)

               ( 2 )

          

t tt t

t tt t t t

t tt t

L w aw bw cw dw ew

w bw cw a b d w b c w

a b c d c w

  

    

  

   

       

    
 

Ģimdi, her hiperbolik L operatörü için, yeteri kadar dar bir 00 t t   Ģeridi içinde 

aĢağıdaki koĢulu sağlayan bir l fonksiyonunun var olduğunu gösterelim 

              

 

 
  

2 2

2 2

*

1
2 0,

1
2  0,

0,

t

t

b ac l b ac b l lK
c

b ac l b ac b l lK
c

L g w









  
       

 
  

       
 

  



 

burada,  

            

     

   

2 2 2

2

1
( , )

1
           

2

t

t t

b
K K t b ac b ac b c e b ac

c c

b
b ac a b d b c e

c c


 

 

        

 
         
 

 

ve 

             

     

   

2 2 2

2

1
( , )

1
           -

2

t

t t

b
K K t b ac b ac b c e b ac

c c

b
b ac a b d b c e

c c


 

 

        

 
        
 

 

Ģeklinde verilmektedir.  
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              20, 1L t t t                                                                          (6.3) 

olsun. 

Yukarıdaki koĢulun aĢağıdaki gibi verilebileceği kolayca gösterilebilir; 

              

                  

   

   
  

  

2 2

2 2

2

2 2 1 0,

2 2 1 0,

2 2 2 2

     2 1 0,

t

t tt t

b ac t t t K

b ac t t t K

c b c e t

a b c d e g t t



  

   

   

  

 





      

      

    


        

             (6.4) 

yukarıdaki ifadelerde tüm katsayılar ve türevleri sınırlı olarak varsayıldığından ve –c 

ile 2b ac  pozitif alt sınırlara sahip olduklarından  yeteri kadar büyük seçilirse 

t=0 'da ilk iki ifade pozitif olur. Eğer   yeteri kadar büyük seçilirse üçüncü ifadede  

t=0 da pozitiftir. Bu   ve   değerleri için bir 0 0t   sayısı ( , ) 0l t    eĢitsizliği ve 

tüm diğer eĢitsizlikler    00 t t   için sağlanacak Ģekilde bulunabilir. 

(6.3 )' de verilen l ile birlikte normal türevdeki koĢul                  

              0   t=0t

w
b c e c w

v
 


    


 

Ģeklinde yazılır. Eğer aĢağıdaki Ģekilde sabit bir M sayısını 0  üstünde                                        

                                  0 tM b c e c                                                (6.5) 

olacak biçimde yeteri kadar büyük seçersek o zaman θ-eksenine bitiĢik olan Ģerit için 

aĢağıdaki maksimum prensibini elde ederiz ,[24] 

Yardımcı Teorem 6.2: 6.2 de verilen L operatörünün katsayılarının ve birinci ve 

ikinci türevlerinin sınırlı olduğunu farzedelim. D uygun bir bölge olsun. Eğer t0 ve 

M, (6.4) ve (6.5) ile uygun seçilirse o takdirde     

                                           0

0

( )[ ] 0 D içinde

0   üstünde

w 0                üstünde 

L g w

w
Mw

v

 



  

 

                                                                  

 

ifadelerini sağlayan herhangi bir w fonksiyonu aynı zamanda D nin 0≤t≤t0 Ģeridinde 

yatan bir   

  0w  Fonksiyonu içinde sağlanır. t0 ve M sabitleri -c ve 2b ac  nin en küçük alt 

sınırı ve L nin katsayıları ile onların türevleri tarafından sınırlıdırlar.                                           
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Önerme 6.1. ( Konveksliğin Korunması) 
0F  ın ortalama eğriliği 

0k   ve 

0
[0,2 ]

min { ( )} 0k
 

 


   olsun. Bu durumda  (5.7) nin 4C  sınıfından bir S çözümü, 

max[0, )t T  için ( , )k t   eĢitsizliğini sağlar, burada 
max[0, )T  (1.1) in bir (., )F t  

çözümü için maksimum zaman Aralığıdır,[13,16].                                                                                                                               

Kanıt.  BaĢlangıç eğrisi kesin konveks olduğundan Teorem (5.1) ile (5.7) nin 

çözümü T<Tmax olacak Ģekildeki bir  [0,T)  kısa zaman aralığında kesin konveks olur 

ve onun destek fonksiyonu aĢağıdaki fonksiyonu  

            1( , ) [0, )t S T        Ġçin 
2

2 1
( 1) t

tt t

S
S S k

S S







  


 

denklemini sağlar. t ye göre türev alırsak

 

               
2 2

2

1 1
[ ] [ ] [ ]

( )
t t t t t

t

k S S k S S k
S S S S

 

 

 
 

         
    

elde ederiz, böylece; 

              

2

2

2 3 2

1
( )

1 2 1
( )

t t t t

t t t t t

S S S S k k
k

S S k k k k
k k k

 

    

     

    

 

ve 

2

3 2

3 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
[ ] [ ]

( ) ( )

1
    =2k ( ) {[( 1) ] ( 1) }

2
    = {( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) }

2
    = ( 1)( ) {2( ) 4

tt t t t tt

t t t

t t t t t

t t t t t

k S S S S
S S S S

k k S k S k
k

k k S k S k S k S k
k

k k S k k k S S k S S
k

 

 

  

       

      

   
 

    

       

    

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

}

2
    = ( 1)( ) {2( ) 4 ( ) }

2
    = ( 1)( ) {2[( ) 2 ( )

1
        ] 4 4 }

t

t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t

k

k k S k k k S S S k S S S S k
k

k k S k k k S S S S S S S S
k

S k S k k S S S
k

 

       

      

    

       

        

  
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2 2 2 2 2 2

2

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

3 2

2
     = ( 1)( ) {2[( ) 2( )

1 1
        ( ) ] 4 4 }

2 1 1
     = ( 1)( ) {2[( ) 2( )

2 1
         + (

t t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t

k k S k k k S S S S S S
k

S S k S k k S S S
k k

k k S k k k k k S S S
k k k

S k k k
k k

   

      

  

 

       

   

        


2

2 2 2 2 2 2 2

3

2 2

2 2 2 2 2 3

1
)] 4 4 }

2 2 4
     = ( 1)( ) { 2 2

4 2 1
         + 4 4 }

     = (1 ) 2 4 4 ( 1 2 )

t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

k S k k S S S
k

k k S k k k k S k S S k
k k k

S k k S k S k k S S k
k k k

k S k kS k k S S k kS k S S k

    

  

       

      

 

      

  

      

 

 

buluruz. Böylece k eğriliği, aĢağıdaki denklemi sağlar. 

             2 2 2 2 2 3(1 ) 2 4 4 ( 1 2 )tt t t t t t t t t tk k S k kS k k S S k kS k S S k                     

                                                                                                                    (6.8) 

L operatörünü aĢağıdaki gibi tanımlayalım. 

         2 2 2[ ] (1 ) 2 4 4t t t tt t t t tL k k S k kS k k k S S k kS k           .                                     

                                                                                                                    (6.9) 

(6.6) vasıtasıyla 

2 2(1 ),   t ta k S b kS       Ve  1c    

Ģeklindeki a,b ve c nin   ve t ye göre ikinci mertebeden sürekli diferansiyellenebilir 

ve   

       d= 24 t tk S S  ve e=-4k tS  

olmak üzere d ve e ninde   ve t ye göre sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar 

olduğu elde edilir. Direk bir hesaplama ilede  

     b
2
-a.c=  

2 2 2 2(1 ).( 1) 0t tkS k S k       

olduğunu görürüz, böylece (6.9) ile tanımlanan L operatörü  S
1
x[0,T) bölgesinde 

hiperboliktir.           
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2 2 2

2 2 2 1

0

( )[ ]  (1 ) 2 4 4

                     + ( 1 2 )k=0                                 ,          S x[0, )        

( ,0) ( )                                 

t t t tt t t t t

t t

L h k k S k kS k k k S S k kS k

k S S T

k k

     



 

     

 

 0

0 0

                                 ,                          

0 ( )                                                ,                           t

k
bk ck

v
 







 
    




                       

                (6.10) 

koĢullarını sağlayan bir ( , )k t  fonksiyonunu belirleme problemini göz önüne alalım. 

Bir     ( ,0)k  = 0
[0,2 ]

min { ( )}k
 

 


  fonksiyonunu aĢağıdaki koĢulları sağlayacak 

Ģekilde bulabiliriz; 

            

1

0 0

0 0

( )[ ] 0                            S [0, )

( ,0) ( )                           

( ) ( )       

L h k x T

k k

k
M k Mk

v

 

  


 


 

    



                                                    

                                                                                                                   (6.11) 

burada 0  baĢlangıçtaki tanım kümesi ve M ise  (6.5) ile verilen bir sabitdir. Eğer k  

ve  k  (6.11)‟i sağlar ise (6.2) deki yardımcı teoremi k k  ye uygulayabiliriz ve t0≤T 

olmak üzere 1

0[0, )S t  üstünde k ≤k(θ,t) dır. Bu (., )F t  çözümünün [0,Tmax) üstünde 

konveks olmasını gerektirir. Üstelik (., )F t  çözümü 1

max[0, )S T  üstünde 

1 0min{ ( )}
S

k



  

Ģeklinde bir pozitif düzgün bir en küçük alt sınıra sahiptir. Bu ispatı 

tamamlar,[14,15]. 

AĢağıdaki yardımcı teoremi daha sonra kullanacağız. 

Yardımcı Teorem 6.3.  Kapalı bir (., )F t eğrisinin ( )L t  yay uzunluğu  

  
2

0

( )
( , )

dL t
t d

dt



                 

ve 

           

2
22

2

0

( )d L t
k k d

dt







  
   
   


 

denklemlerini sağlar. 

Kanıt: Yay uzunluğu tanımı ile 
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2

0

( ) ( , )L t v t d



  
 

yazarız.

 

Direk hesapla 

               
2 2 2

0 0 0

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

dL t v
d t k t v t d t d

dt t

  

        


    
    

yazabiliriz ve buradan   

              

2
2 2 22

2

2

0 0 0

( )
( ( , )) ( 1)t

d L t
t d S kd k k d

dt t

  




    



   
      

    
    

bulunur.                                                                                                                              

Yardımcı Teorem 6.4: Kapalı bir (., )F t  tarafından sınırlanan bölgenin ( )A t  alanı  

          
2 2 22 3

2 2

2 3

0 0 0

( ) ( ) ( )
2 ,       ( 1) t t t

dA t d A t d A t
S d S kS d

dt dt dt

  

          
 

ifadesini sağlar,[18].

 

Kanıt: Konveks bir eğri tarafından sınırlanan  ( )A t  alanı           

2 2

0 0

1 1
( ) ( , ), ( , ) ( , )

2 2

S
A t F t v t N t d d

k

 

       
 

Ģeklinde tanımlanır. Buradan

 

          

2 2

2

0 0

2 2

0 0

2

0

( ) 1 1
( )

2 2

1 1
          = ( )

2 2

          =

t t
t t t

t t t
t

t

S SdA t S
k d S S S d

dt k k k

S S S
S S S d d

k k k

S
d

k

 



 





 

 



   
       

   

   
      

   

 

 



 

ve  

            

2 22

2 2

0 0

2

2

0

2 2

2 2 2 2

0 0

( )

             = 1 ( )

             = ( 1 ) 2

t tt t
t

t t t t

t t t t

S S Sd A t
d k d

dt t k k k

S S S S d

S S S d S d

 



 

 

 

 



  

    
         

    

     

 



 
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elde ederiz. Böylece 

               
2 23

2

3

0 0

( )
2 2 ( 1)t tt t t

d A t
S S d S S kd

dt

 

      

bulunur ki ispatı tamamlar. 

 

Yardımcı Teorem 6.5 Önerme 3.2 deki koĢullar altında                                                 

  

2

1 0




 
  

 
  

max[0, )t T 
 

eĢitsizliği gerçeklenir.
 

Kanıt.     max0,   için 0 t T k
t


   


 

olduğundan 

               max0,   için ( , ) ( ,0) t T u t u   
 

yazabiliriz, yani
 

                max0,   için  ( , ) ( , ) ( ,0) ( ,0) t T t u t u           

yazabiliriz, böylece 

                 max0,    için  0 t T
t


  


 

elde ederiz.[16]. Diğer yandan, zincir kuralı ile 

                  
t t t s t s t

          

   

          
     

          
 

yazabiliriz ki bu nedenle     

   

2

1 0k
t

 



   
    

    

                                                                           

yazarız ve böylece  

                  

2

max0,   için  1 0 t T




 
    

 
 

elde ederiz, bu ise ispatı tamamlar.[24,25]. 
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7.  
1,1

 MINKOWSKI UZAYINDA HĠPERBOLĠK EĞRĠLĠK 

AKIġI ĠLE DĠZĠSEL EVOLÜSYON DENKLEMĠ ARASINDAKĠ 

BAĞINTILAR  

 

 Bu bölümde 1,1 Minkowski uzayındaki hiperbolik eğrilik akıĢı ile dizisel 

evolüsyon denklemi arasındaki iliĢkiyi inceleyeceğiz. Ġki boyutlu Minkowski uzayı 

1,1
 de bir noktanın yer vektörü 

0 1( , )z z z  Ģeklinde verilsin. 
0 1( , )z z z  ve 

0 1( , )w w w  vektörlerinin skaler çarpımı ise 0 0 1 1( , )z w z w z w    Ģeklinde tanımlanır 

1,1  in Lorentz metriği 

                               2 2 2ds dt du    

Ģeklinde gösterilir,[21]. 

 Ġki boyutlu Minkowski uzayında hareket eden kütlesiz kapalı bir eğri, 

Minkowski uzayında hareket eden bu eğrinin süpürdüğü alanla orantılı olarak 

tanımlanabilir. 
1,2

 de aĢağıda parametrizasyonu tanımlanan bir-boyutlu Riemannian 

manifoldunun hareketini araĢtıracağız:  

                                ( , ) ( , ( , ))t u X t X t u                                                (7.1)   

burada u M ve (., )X t  Minkowski uzayı 
1,2

 deki bir noktanın yer vektörüdür. 

Böylece doğurulan Lorenz metriği aĢağıdaki Ģekilde tanımlıdır. 

        

                        

00

01 10

1111

1 ,

,

,

X X
g

t t

X X
g g

t u

X X
g g

u u

   
    

  
   

   
  

   
   

  

                                                      (7.2) 

 

O halde Lorenz metriği aĢağıdaki gibi yazılabilir; 

                                     2 ( , ) ( , ) .Tds dt du A dt du  

burada 

                                  

2

2

,

,

t t u

t u u

X X X
A

X X X

 
 
 
 

                                       (7.3) 

Ģeklindedir ve  
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2 2

,     ,  t t t u u uX X X X X X             

skaler çarpımları sayesinde verilir.                                   

varyasyonel metotlarla aĢağıdaki denklemi yazabiliriz: 

                           
2 2

2 , ( 1) 0u tt t u tu t uuX X X X X X X                      (7.4) 

varyasyonel yöntem haricinde, alt manifold M nin ortlama eğriliğini sıfır yapmak 

suretiylede Minkowski uzayı 1,2  de M nin hareketi için aĢağıdaki denklemi elde 

edebiliriz. 

                     
2

0,
. . .

X X
g X g

r r r

  

    

  
     

   
                       (7.5) 

 burada , 0,1    dir. AĢağıdaki kısıtlamayı yaparak parametrizasyonu kısmen sabit 

tutmak uygundur:[2,25]          

                        
01 10

, 0
X X

g g
t u

  
   

  
                                                   (7.6) 

ihtiyaç duyduğumuz bu koĢul dizisel teğet doğrultusunu dizisel hız vektörüne 

ortogonal yapan ilave bir Gauge koĢuludur. Yüzeyin 2C -sınıfından
 
zamansal bir 

yüzey olduğunu kabul edelim, yani 

                          2 2 2
1 , 0t u t uX X X X    

veya eĢdeğer olarak 

                                 
2

(1 ) 0tX   

olsun. (6.5) denkleminin aĢağıdaki ile eĢdeğer olduğu açıktır,[19]. 

                 
2 2

211

2
, ( 1) , 0t

X X X X
g X

t t t u u

      
     

       
  ,                           (7.7) 

     

 
2 2 2

211 1

11 22 2 2

2
11 11

1
1 ,

1

      + , 0

t

t

X X X X X X
g X

t u u t t tX

X X X X
g g

t t u u t

        
      

        

    
  

     

       (7.8) 

(7.7) ve (7.8) sisteminin (7.7) ve aĢağıdaki denkleme eĢdeğer olduğunu kolayca 

gösterebiliriz: 

              
2 2 2

211 1 11

112 2
1 , 0t

X X X X X X
g X g

t u u t u t u

        
       

           
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yani; 

                 
2 2

2

22

1
1 ,t

u

X X X X
X kN

t t u t uX

    
    

     
 .                         (7.9) 

Sonuç.7.1  (7.9) denklemi ile (1.1.1) denklemi benzerdir. Her ikisi de normal 

evolüsyon denklemleridir, Ġlerler. Bu iki denklem arasındaki fark, yalnızca 

evolüsyon eğrisinin normal ivmeleridir. Çünkü 

                                         
2

1 0,tX   

bu klasik fizikde, dizinin hızının her zaman ıĢığın hızından daha az olduğu 

anlamındadır ve 1,1  Minkowski uzayında bir dizinin hareketinin genel normal 

hiperbolik ortalama eğriliğin akıĢının uygulamalarından biri olarak görülebileceği 

anlamına gelir,[20].                                                             
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8. SONUÇ VE DEĞERLENDĠRME 

 

      Bu bölümde önceki bölümlerde kanıtladığımız teoremlerin ve Örnek.6.1 

sonucunu değerlendireceğiz. Örnek.6.1 den t T   yaklaĢırsa (., )F t  çözümünün bir 

noktaya yakınsayacağını biliyoruz. Tezin 5, 6 ve 7. bölümlerinde incelediğimiz ve 

kanıtladığımız teorem, önerme ve yardımcı teoremlerden gerçekte aĢağıdaki teoremi 

kanıtlamıĢ olduk, bu teorem ise tezin ana kısmını oluĢturan Teorem.1.1 den ibarettir.  

 

Sonuç Teorem. 
0F  Düzgün kesin konveks kapalı bir eğri olsun. O taktirde 

0F  ve f 

sırasıyla baĢlangıç eğrisi ve baĢlangıç hızı olmak üzere (1.1.1) denkleminin çözümü 

olan baĢlangıç eğrilerinin bir sınıfı sadece max[0, )T  Ģeklinde sonlu bir zaman 

aralığında mevcuttur. Üstelik maxt T  iken aĢağıdakilerden birisi doğru olmak 

zorundadır: 

1) (., )F t  çözümü bir noktaya yakınsar, yani maxt T  iken limit eğrisinin eğriliği 

sonsuza yaklaĢır (sınırsız olur). 

2) Eğrinin k eğriliği maxt T  iken süreksizdir, öyleki çözüm parçalı düzgün bir 

eğriye yakınsar. 

Kanıt. 0F  ve f sırasıyla baĢlangıç eğrisi ve baĢlangıç hızı olmak üzere (1.1.1) 

denkleminin (., )F t  çözümünün maksimal zaman aralığı max[0, )T  olsun. Kanıtı 4 

aĢamada ele alalım: 

 

1. Adım. Konveksliğin korunması 

 Önerme 6.1 den 
max[0, )T  üstünde (., )F t  çözümünün kesin konveks 

kalacağını ve (., )F t  eğrisinin eğriliğinin 1 [0, )S T  

Üstünde 0
[0,2 ]

min { ( )} 0k
 

 


 
 Ģeklinde bir düzgün pozitif bir en küçük alt sınıra sahip 

olduğunu biliyoruz. 

2. Adım. Sonlu zamanın varlığı 

 0F  BaĢlangıç eğrisini kendisinin normal baĢlangıç hızına eĢit bir normal 

baĢlangıç hızı olan daha geniĢ bir 0  çemberiyle çevreleyelim ve 0  çemberini 

(1.1.1) akıĢı ile evolüsyona tabi tutarak bir (., )t  çözümünü elde edelim. Örnek.6.1 
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den (., )t  çözümü sadece [0, )T   Ģeklinde sonlu bir zaman aralığında mevcuttur ve 

(., )t , t T   iken (    ) bir noktaya yakınsar ve (., )F t yi [0, )t T    için 

daima geniĢ bir (., )t  çemberi ile çevreleyebiliriz. Böylece (., )F t  çözümü bir 

maxT T   anında singüler olmak zorundadır. 

3. Adım. Haussdorff Yakınsaması 

2 1t t  Olmak üzere (1.1.1) evolüsyon denklemi ile 
2(., )F t  yi her zaman bir (., )F t  

ile çevreleyebiliriz. Yani (., )F t  sürekli büzülebilir. Böylece (., )F t  eğrisi, 

Haussdorff metriği kullanılarak, zayıf konveks bir 
max(., )F T  eğrisine yakınsak 

yapılabilir. 

 

4. Adım. Bir noktaya veya süreksiz eğriliğe sahip bir limit eğriye büzülme 

max[0, )t T   için 

2

1 0




 
  

 
 olduğuna göz önüne alırsak Yardımcı Teorem 6.2 

den max[0, )t T   için 
2

2

( ) ( )
0,    0

d L t dL t

dt dt
   elde ederiz. Böylece 0( ) 0L T   olacak 

Ģekilde sonlu bir 0T  zamanı mevcuttur. ġimdi iki durum söz konusudur: 

1. Durum: 0 max .T T  Bir tarafta (1.1.1) Cauchy probleminin 0[0, )T  aralığı 

üstünde klasik bir tek çözümü vardır, diğer taraftan 0t T  iken ( )L t  sıfıra 

yaklaĢır. Bu durumda 0t T  iken k eğriliği sonsuza yaklaĢır ve çözüm 0T  

anında çöker. Böylece maxT  ın tanımından 0 maxT T  buluruz, yani maxt T  

iken (., )F t  çözümü bir noktaya yakınsar. 

2. durum: 0 max .T T  Bu durumda max( ) 0L T   dır ve bu max(., )F T  çözümünün 

düzgün olmaması (nonsmooth) demektir. Bu durumların ortaya çıkabileceği 

durumlar ayrı ayrı incelenebilir, bu hallleri burada ele almıyoruz.  
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