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KONVEKS OLMAYAN ÇOK KR�TERL� OPT�M�ZASYON ve PORTFÖY SEÇ�M� 
PROBLEM� 

 

Gülder KEMALBAY 

�statistik, Yüksek Lisans Tezi 

 

Bu çalı�mada, konveks olmayan çok kriterli optimizasyon teorisi, temel tanım ve teoremleri 

ile irdelenmi�tir. Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaçlarından biri optimal 

çözümlerin varlı�ı hakkında ko�ullar bulmaktır. Gasımov (1992) çalı�masında konveks 

kümelerin seviye kümeleri yardımı ile lineer olmayan ayırma teoremi geli�tirerek asıl minimal 

noktalar için gerek ko�ul bulmu�tur. Çalı�mamızda, Gasımov’un çalı�ması geli�tirilerek 

verilen gerek ko�ulun yeter ko�ul olması için uzayda sıralama sa�layan koni ile ayırma 

fonksiyonunun recessive fonksiyonu arasında ili�ki bulunmu� ve bu ili�kinin sa�lanması 

halinde verilen noktanın asıl minimal nokta oldu�u ispat edilmi�tir. 

Çok kriterli optimizasyon problemini çözmek için skalerle�tirme yöntemleri incelenmi� ve 

konveks olmayan çok kriterli problemin tüm etkin noktalarını elde edebilen konik 

skalerle�tirme tekni�inin üstünlükleri tartı�ılmı�tır. Elde edilen konveks olmayan ve 

diferansiyellenemeyen yapıdaki konik skaler problemin çözümü için geni�letilmi� sivri 

Lagrangian dualite yakla�ımının ve F-MSG algoritmasının teorisi ve üstünlükleri 

gösterilmi�tir.  

Çalı�manın son bölümünde ise konveks olmayan çok kriterli optimizasyon teorisinin 

uygulama alanlarından biri olan finans teorisinde portföy seçimi problemi incelenmi�tir. 
Ortalama-varyans yakla�ımına ilaveten yüksek mertebeli merkezi momentleri ve varlık sayısı 

kısıtlamalarını göz önüne alan problemin oldukça zor ve karma�ık bir yapıya sahip oldu�u 

gösterilmi� ve bu problemin çözümü ile ilgili gelecekte yapılacak olan çalı�malar hakkında 

bilgi verilmi�tir.  

 

 

Anahtar Kelimeler: Çok kriterli optimizasyon, asıl minimal nokta, konveks olmayan ve 

diferansiyellenemeyen optimizasyon, konik skalerle�tirme, geni�letilmi� sivri Lagrangian 

dualite,  F-MSG yöntemi, portföy seçimi problemi. 
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NONCONVEX MULTICRITERIA OPTIMIZATION and PORTFOLIO SELECTION 

PROBLEM 

 

Gülder KEMALBAY 

Statistics, M.S. Thesis 

 

In this study, nonconvex multicriteria optimization theory with main definition and theorems 

has been investigated thoroughly. One of the fundamental aims of the multicriteria 

optimization theory is finding conditions about existence of optimal solutions. Gasımov 

(1992), has found a necessary condition for proper minimal points by developing a nonlinear 

separation theorem which is based on level set of convex sets. In our study, by developing 

Gasımov’s study the relation between the recessive function of the separation function and the 

cone which provides an order in space has been found for given necessary condition to be 

sufficient and in the event of this relation, given point is the proper minimal point of the set 

has been proved.    

Scalarization methods have been investigated to solve multicriteria optimization problem and 

advantages of the conic scalarization method which can obtain all efficient points of 

nonconvex multicriteria problem have been dealt with. For solving the obtained nonconvex 

and nondifferentiable conic scalar problem, the theory and advantages of sharp augmented 

Lagrangian duality and F-MSG algorithm have been shown.   

At the last part of this study, the portfolio selection problem in finance theory which is one of 

the application area of nonconvex multicriteria optimization theory has been investigated. In 

addition to mean-variance application, it has shown that the problem which takes into account 

higher order central moments and cardinality constrained has quite complex and difficult form 

and it has been informed about future studies concerned with the solution of this problem. 

 

Keywords: Multicriteria optimization, proper minimal point, nonconvex nondifferentiable 

optimization, conic scalarization, sharp augmented Lagrangian duality, F-MSG algorithm, 

portfolio selection problem.  
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1. G�R�� 

Matematiksel ifade ile tek kriterli optimizasyon probleminin amacı, bir amaç fonksiyonuna 

minimum veya maksimum de�eri veren çözümü bulmaktır; ancak günümüzde kar�ıla�tı�ımız 

problemler geli�en teknoloji ve çevresel �artlar gere�i genellikle karma�ık bir do�aya sahiptir. 

Bu nedenle bu tür problemleri tek kriter ile karakterize edip optimal çözümünü bulmanın pek 

faydası olmayacaktır. Karma�ık problemler genellikle birbiri ile çeli�en ve kıyaslanamayan 

amaç fonksiyonları ile karakterize edilir; örne�in getiri, risk, kar, maliyet, zaman, performans 

vs... Ancak çok kriterli optimizasyon probleminde bir çözümün tüm kriterlere göre en iyi 

olması nadir rastlanan bir olaydır. Bu tür çözümler ideal çözüm olarak adlandırılır. Genellikle 

bir tek çözüm yerine çözüm kümesinden bahsedilir. Bu çözümlere Pareto (veya etkin)  çözüm 

denilmektedir. Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, etkin olmayan çözümleri 

çözüm kümesinden eleyerek etkin olan iyi çözümlere ula�mayı amaçlar. 

Optimizasyon teorisinde, optimal çözümler için gerek ve yeter ko�ulların bulunması ve 

dualite teoremlerinin ispatı için ayırma teoremleri uygulanmaktadır.  Bilindi�i üzere, konveks 

kümelerin ayrılması için uygulanılan ayırma teoremlerinde hiperdüzlemlerden 

yararlanılmaktadır. Klasik ayırma teoreminin, optimizasyon teorisinde uygulanabilmesi için 

problemlerin konvekslik ko�ulunu sa�laması gerekmektedir. Benzer olarak, çok kriterli 

optimizasyonda da Pareto noktalarını bulmak için klasik ayırma teoremlerinin uygulanması 

durumunda konvekslik �artı önemlidir. Çok kriterli, konveks optimizasyon teorisinde dualite 

teoremlerinin elde edilmesi için Azimov (2008a, 2008b) çalı�malarına bakılabilir. Ancak ister 

dualite ister çok kriterli optimizasyon teorisi olsun kar�ıla�ılan problemlerin ço�u konveks 

olmayan optimizasyon problemleri olmaktadır. Konveks olmayan problemler için dualite 

teorisinin kurulmasında ve konveks olmayan çok kriterli optimizasyon problemlerinde Pareto 

çözümün bulunması için, düzlemler yerine lineer olmayan kümeler aracılı�ı ile ayırma 

teoremleri geli�tirilmi�tir. Burada lineer olmayan kümeler, lineer olmayan fonksiyonların 

seviye kümesi olarak belirlenir. Konveks bir küme ile konveks olmayan bir kümenin, sürekli 

konveks fonksiyonlar ile ayrılması Neshe (1981) ve Hildenbrandt (1984) tarafından 

gösterilmi�tir. Bu alanda, hem konveks olmayan dualite teorisinde hem de konveks olmayan 

çok kriterli optimizasyonu problemlerinde optimal noktaların bulunması için lineer olmayan 

ayırma teoremlerinin uygulandı�ı birçok çalı�ma vardır. 

Gasımov (1992), çalı�masında konveks kümelerin seviye kümeleri yardımı ile bir ayırma 

teoremi geli�tirmi� ve çok kriterli optimizasyon alanına uygulamı�tır. Gasımov’un 

çalı�masında, kümenin zayıf ve asıl minimal noktalarının bulunması için gerek ko�ullar 

bulunmu�tur.  
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Bu çalı�mada ise Gasımov’un ispatlamı� oldu�u teorem geli�tirilerek noktayı kümeden ayıran 

seviye kümesini veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda sıralama sa�layan koni 

arasında bir ili�ki bulunmu� ve bu ili�kinin sa�lanması durumunda verilen noktanın asıl 

minimal nokta oldu�unu gösteren bir teorem ispatlanmı�tır.  

Çok kriterli optimizasyon problemlerinin çözümü için birinci a�amadaki en temel yakla�ım 

skalerle�tirme yöntemi uygulamaktır. Böylece problem çok kriter yerine tek kriter ile ifade 

edilebilir. Literatürdeki mevcut skalerle�tirme yöntemleri genellikle konveks problemlere 

hitap etmektedir. Gasımov (2001) tarafından geli�tirilen konik skalerle�tirme yöntemi, amaç 

fonksiyonları ve kısıtlamalar üzerinde konvekslik ko�ulu aramadan çok kriterli problemin 

etkin yüzeyindeki tüm noktaları elde eder. Elde edilen konik skaler problem 

diferansiyellenemeyen yapıda oldu�undan türev bilgisi gerektiren klasik Lagrangian 

yöntemleri ile çözülemez. Azimov ve Gasımov (1999, 2002), konveks olmayan optimizasyon 

problemlerinde sıklıkla kar�ıla�ılan dual aralı�ı gidermek için asıl problem üzerinde herhangi 

konvekslik veya diferansiyellenebilirlik �artı gerektirmeyen geni�letilmi� sivri Lagrangian 

yakla�ımını önermi�lerdir. �zleyen çalı�malar ile bu dual problemin çözümü için Gasımov 

tarafından geli�tirilen Uygun De�erler Temelli Geli�tirilmi� Subgradient Yöntemi (F-MSG), 

skaler problem üzerinde konvekslik veya diferansiyellenebilirlik ko�ulları aramadı�ı için 

konveks olmayan, kısıtlamalı, çok kriterli optimizasyon problemlerinin çözümünde mevcut 

yöntemlere göre birçok üstünlük sa�lamaktadır.  

Çok kriterli optimizasyon teorisine hemen her alanda ba�vurulmaktadır. Bu alanlardan birisi 

de finanstır. Finansal karar vermede temel yakla�ım optimum portföy olu�turmaktır. Ancak 

optimum portföy olu�turmaya yönelik olan birçok normatif karar modelleri, yatırımcının 

elinde bulundurdu�u servetini maksimize etmek için sadece bir amacı göz önüne alıp karar 

verici için öneme sahip di�er olası amaçların sa�lanmasını dikkate almaz. Oysaki karar verici 

için birbirleri ile çeli�ebilen pek çok hedefin veya amacın e�anlı olarak sa�lanabilmesi veya 

bu hedefler arası ikame edilebilirli�in belirlenmesi önemlidir. Bu yüzden, finans kelimesinin 

daha da matematiksel bir anlam kazandı�ı günümüzde finansal karar verme problemlerine çok 

kriterli optimizasyon teorisini uygulamak daha yerinde olacaktır.  

Portföy olu�turmada iki temel yakla�ım söz konusudur: Geleneksel yakla�ım ve modern 

yakla�ım. Geleneksel portföy yakla�ımı, portföyde bulunan menkul kıymetler arasındaki 

ili�kiye dikkat etmeksizin a�ırı çe�itlendirmeye gidilerek portföy riskinin azaltılabilece�ini 

öngörmektedir. Ancak bu yakla�ım, Markowitz’in geli�tirdi�i teori ile beraber geçerlili�ini 

yitirmi�tir. Modern portföy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952) 

çalı�masında, ilk defa portföyün riskini ve getirisini matematiksel model ile ifade etmi�tir. 
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Portföy seçimi probleminde klasik ortalama-varyans yakla�ımına ilaveten üçüncü ve 

dördüncü mertebeden merkezi momentler göz önüne alındı�ında problem genellikle konveks 

olmayan, diferansiyellenemeyen, çok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edilir. Bu 

çalı�mada, konveks olmayan çok kriterli optimizasyon teorisinin uygulanabilece�i bir alanı 

örnek göstermek için portföy seçimi problemleri önerilmi�tir: Optimum portföy olu�turmak 

için Markowiz’in ortalama-varyans yakla�ımının temel varsayımları ile bu model üzerine 

ba�ka kriterler ilave edilerek geli�tirilen di�er modeller incelenmi� ve mevcut çözüm 

yöntemlerinden bahsedilmi�tir. 

Bu tezin amacı, oldukça zengin ve gün geçtikçe geli�en bir alan olan çok kriterli optimizasyon 

teorisinin dayandı�ı temel tanımları ve teoremleri; uzayda kısmi sıralama ba�ıntısı sa�layan 

koniye göre elde edilen zayıf, kesin ve asıl Pareto optimal çözümleri; bu çözümleri 

karakterize eden gerek ve yeter ko�ulları ile bu ko�ulların bulunabilmesi için faydalanılan 

lineer olmayan ayırma teoremlerini incelemek; çok kriterli problemin çözümü için literatürde 

mevcut olan skalerle�tirme yöntemlerini ö�renmek; bu yöntemler arasında konveks olmayan 

çok kriterli problemlere hitap eden konik skalerle�tirme yönteminin önemini ve 

diferansiyellenemeyen yapıda olan konik skaler problemin çözümü için geli�tirilen 

geni�letilmi� sivri Lagrangian dual problemi ve bu dual problemin çözümü için önerilen        

F-MSG yönteminin üstünlüklerini tartı�maktır. Ayrıca konveks olmayan çok kriterli 

optimizasyon teorisinin uygulama alanlarından biri olan finans teorisinin en temel 

problemlerinden biri olan portföy seçimi problemi için önerilen modelleri incelemek ve 

problemin çözümü için önerilen çözüm yöntemlerine de�inmektir. Bu amaçlar do�rultusunda 

tez altı bölümden olu�maktadır:  

Birinci bölümde çalı�manın kapsamı ve amaçlarından bahsedilecek; ikinci bölümde 

optimizasyon teorisinde optimallik ko�ullarının ve dualite teoremlerinin bulunması için 

önemli yere sahip olan konveks analiz teorisinin temel tanımlarına ve teoremlerine yer 

verilecek; üçüncü bölümde çok kriterli optimizasyon teorisine giri� yapılarak temel tanımları 

ve teoremleri incelenecek; dördüncü bölümde çok kriterli optimizasyon problemin çözümü 

için skalerle�tirme yöntemlerinden bahsedilecek, konveks olmayan çok kriterli problemlere 

hitap eden konik skalerle�time tekni�inin ayrıcalıkları gösterilecek, konik skaler problemin 

dual problemini elde etmek için geli�tirilmi� sivri Lagrangian dualite teoremleri anlatılacak ve 

konveks olmayan, diferansiyellenemeyen dual problemin çözümü için geli�tirilen F-MSG 

yöntemi ile üstünlükleri tartı�ılacaktır. Be�inci bölümde portföy seçimi problemlerinin 

matematiksel modelleri ile önerilen çözüm yakla�ımlarına de�inilecektir. Son bölümde ise 

tezin gelecekteki çalı�malara katkısı açıklanarak önerilerde bulunulacaktır.     
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2. KONVEKS ANAL�Z 

Konveks analiz, konveks kümeleri ve konveks fonksiyonları inceleyen optimizasyon 

teorisinin oldukça önemli alanlarından biridir. Optimizasyon teorisinde optimal çözümler ve 

dualite teoremleri için gerek ve yeter ko�ulların bulunması hakkında ayırma teoremlerinden 

yararlanılmaktadır. Bilinen klasik ayırma teoremlerinin uygulanabilmesi için, optimizasyon 

probleminin konvekslik �artını sa�laması gerekmektedir. Benzer olarak çok kriterli 

optimizasyon problemlerinde Pareto çözümlerin bulunabilmesi için klasik ayırma 

teoremlerinden yararlanabilmek için de amaç fonksiyonlarının konvekslik �artını sa�laması 

gerekmektedir. Buna kar�ılık çok amaçlı optimizasyon teorisinde kar�ıla�ılan problemlerin 

birço�u konvekslik �artını sa�lamamaktadır (Azimli ve Kemalbay, 2007). Bu durumda 

optimallik ko�ullarının bulunması için konveks analiz teorisinde elde edilen önemli 

teoremlerden hareketle yeni teoriler ortaya atılmı�tır. 

Bu bölümde konveks analiz teorisinde önemli tanım ve teoremlere kısaca yer verilecektir. 

2.1 Konveks Kümeler 

Tanım 2.1  

R
n

X ⊂  kümesi verilsin. E�er  1 2,∀ ∈x x X  ve [ ]0,1∀ ∈λ  için 

1 2(1 )+ − ∈x x Xλ λ                        (2.1) 

ise X kümesine konveks küme denir.  

 

�ekil 2.1 2
R ’de konveks ve konveks olmayan kümeler (Boyd vd., 2004). 

 

�ekil 2.1’de altıgen, konveks kümeye bir örnektir. Ortadaki küme, herhangi iki noktasını 

birle�tiren do�ru parçasını içermedi�i için konveks de�ildir. Karenin bazı sınır noktaları 

kümeye dâhil olmadı�ı için konveks küme de�ildir (Boyd vd., 2004). 
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Tanım 2.2 

1,..., kx x X∈  vektörleri verilsin. 0iλ∀ ≥  ve 
1

1
k

i

i

λ

=

=�  ise 
1

k

i i

i

X xλ

=

=�  vektörüne 1,..., kx x  

vektörlerinin konveks kombinasyonu denir. 

E�er konveks kombinasyon tanımında iλ  çarpanlarının negatif olmama ko�ulu ihmal edilirse 

afin kombinasyon, , 1,...,R  i i k∀ ∈ =λ  ko�ulu gerçekle�irse lineer kombinasyon tanımı elde 

edilir. 

Teorem 2.1 

R
n

X ⊂  konveks küme olsun. X’e ait keyfi sayıdaki noktaların konveks kombinasyonu 

kümeye aittir. 

�spat 

1

, 0, 1  
k

i i i

i

x X λ λ

=

∈ ≥ =�  için 
?

1

k

i i

i

x Xλ

=

∈�   

2k =  için konveks kümenin tanımından teoremin do�rulu�u a�ikârdır. 2k >  için teoremin 

do�rulu�unu tümevarım yöntemi ile gösterebiliriz. 

2k =  için teorem do�rudur. 

k n=  için teoremin do�rulu�unu kabul edelim. 

1k n= +  için teoremi ispat edelim: 

1 1

1 1 2 1

1 2 2 1

( ... )
...

n n
i

i i n i

i i n

x x x
λ

λ λ λ λ
λ λ

+ +

+

= = +

= + + +
+ +

� �  ;  burada 2 1 1... 1nλ λ λ
+

+ + = −  

1 1

1 1 1

1 2 1

(1 )
1

n n
i

i i i

i i

x x x
λ

λ λ λ
λ

+ +

= =

= + −
−

� � ;  

1
2 1

2 1 1

...
1

(1 ) 1

n
i n

i

λ λ λ

λ λ

+

+

=

+ +
= =

− −
�  ve 

1

0
(1 )

iλ

λ
≥

−
 oldu�undan 

1

2 1

ˆ
1

n
i

i

i

x x X
λ

λ

+

=

= ∈
−

� ’tir.  

1

1 1 1

1

ˆ(1 )
n

i i

i

x x xλ λ λ

+

=

= + −�  olup X konveks küme oldu�undan 
1

1

n

i i

i

x Xλ

+

=

∈� ’tir. �   

Tanım 3.3 

RnX ⊂  keyfi kümesini kapsayan tüm konveks kümelerin kesi�imine X’in konveks kabu�u 

denir ve ( )co X  veya ( )H X  ile gösterilir.  
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�ekil 2.2 2R ’de keyfi iki kümenin konveks kabu�u (Boyd vd., 2004). 

Yardımcı Teorem 2.1 

Rn
X ⊂  keyfi kümesini kapsayan en küçük konveks küme ( )co X ’tir: E�er X S⊂  ve S  

konveks küme ise ( )co X S⊂ ’tir. E�er X  konveks küme ise ( )coX X= ’tir. 

Teorem 2.2 

Rn
X ⊂  kümesi için ( )co X , X kümesinin keyfi sayıda konveks kombinasyonları kümesine 

e�ittir. 

1 1

( ) , 1, 0,co  
k k

i i i i i

i i

X x x X k
= =

� �
= ∈ = ≥ ∀� �
� �
� �λ λ λ                              (2.2)

     

Bu teoremin sonucuna göre, konveks kabu�un her elemanının X kümesinin sonlu sayıda 

elemanlarının konveks kombinasyonu �eklinde yazılabilece�i görülmektedir. Ancak, konveks 

analiz teorisinde çok önemli teoremlerden biri olarak yer alan Carathéodory Teoremi’ne göre 

e�er Rn
X ⊂  ise k sayısı en fazla n+1 olabilir.   

Teorem 2.3 [Carathéodory’s Theorem] 

Rn
X ⊂  keyfi bir küme ve afin boyutu n+1 olsun. ( )cox X∀ ∈ , 1 1( ,..., )co nx x x

+
∈  elemanı, X 

kümesinin en fazla n+1 elemanının konveks kombinasyonu �eklinde ifade edilebilir; yani 

di�er bir gösterim ile: 

 

1

1

1

1

,

, 1, 0, 1,..., 1

 

    

n

j j

i

n

j j j

i

x x

x X j n

λ

λ λ

+

=

+

=

=

∈ = ≥ = +

�

�
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�spat 

( )cox X∈ olsun. O halde 
1

, , 
k

j j j

j

x x x Xλ
=

= ∈�   
1

1, 0, 
k

j j

j

λ λ
=

= >�   1,..., .j k=  Burada 0iλ >  

varsayılmaktadır; çünkü aksi halde sıfır olan iλ ’ler silinebilir ki bu durumda ispat 

tamamlanmı� olur. E�er 1k n≤ +  ise ispat tamamdır. 1k n> +  oldu�unu varsayalım. Bu 

durumda x elemanının 1k −  sayıda ix  elemanının konveks kombinasyonu �eklinde 

yazılabilece�ini göstermeliyiz. 1k n> +  olması halinde afin kabu�un boyutu n+1 oldu�undan 

1,..., kx x  vektörleri afin ba�ımlı olacaktır. O halde  2 1 1,..., kx x x x− −   lineer ba�ımlıdırlar. Bu 

durumda hepsi  birden sıfır olmayan 2 ,..., kµ µ  skalerleri mevcut olmak üzere 

1

2

( ) 0
k

j j

j

x xµ
=

− =� ’dır. 1 1

2 2 2

( ) 0 0
k k k

j j j j j

j j j

x x x xµ µ µ
= = =

− = � − =� � �  olup 1

2

k

j

j

µ µ
=

= −�  

oldu�unu göz önüne alırsak buradan jµ ’lerin hepsi birden sıfır olmamak üzere  
1

0
k

j

j

µ
=

=�  ve  

1

0
k

j j

j

xµ
=

=�  sonucu elde edilir. Bu sonuçlara göre  
1

k

j j

j

x xλ
=

=�  vektörünü �u �ekilde ifade 

edebiliriz:  

 
1 1 1 1

( )
k k k k

j j j j j j j j j

j j j j

x x x x xλ λ α µ λ αµ
= = = =

= = − = −� � � � , Rα ∈  

{ }
1
min , 1,..., . 

j i

j k
j i

i k
λ λ

α
µ µ≤ ≤

� �	 	
= = ∃ ∈� �

	 	� �
�imdi α ’nın mevcut durumuna göre x’i inceleyelim: 

0α >  olsun. E�er 0jµ ≤  ise, 0j jλ αµ− > ; 0jµ >  ise, 
j i

j i

λ λ
α

µ µ
≥ =  olup buradan 

0j jλ αµ− ≥  olur. Sonuç olarak, 1,..., j k∀ =  için 0j jλ αµ− ≥  sa�lanaca�ından ve α ’nın 

tanımından dolayı en az bir j için 0j jλ αµ− =  olacaktır. 
1

( )
k

j j j

j

x xλ αµ
=

= −�  olup 1,...,j k=  

için 
1

( ) 1
k

j j

j

λ αµ
=

− =� , 0j jλ αµ− >  ve j i=  için 0i iλ αµ− =  bulundu; yani x’i en fazla 1k −  

sayıda vektörün konveks kombinasyonu olarak ifade ettik. E�er 1 1k n− > +  ise bu i�lemler 

tekrar edilerek x’in en fazla 1n +  sayıda vektörün konveks kombinasyonu olarak ifade 

edilebilece�i gösterilir (Rockafellar, 1970; Ben-Tal vd., 2004; Frenk vd., 2004;  Bazaraa vd., 

1993) .�  
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2.2 Konveks Kümelerin Bazı Topolojik Özellikleri 

Teorem 2.4 

Her Rn
X ⊂  afin kümesi kapalıdır. 

Sonuç 2.1 

Teorem 2.4’e göre Rn
X ⊂  herhangi bir küme olmak üzere 

( )cl aff aff clX X X⊂ =                                              (2.3) 

�spat 

Herhangi bir X kümesi için  clX X⊂  her zaman do�rudur.  Afin operatörün monoton 

özelli�inden dolayı ( )aff aff clX X⊂ oldu�u kolaylıkla görülür. Tersinin de do�ru oldu�unu 

göstermeliyiz. Teorem 2.4’e göre afin küme kapalıdır. O halde cl affX X⊂  ve buradan tekrar 

afin operatörü kullanarak ( )aff cl affX X⊂  oldu�u görülür. Her iki kapsama da 

gösterildi�inden ( )aff aff clX X=  elde edilir. 

2.2.1 Konveks Bir Kümenin �çi ile Kapanı�ı Arasındaki Noktaları Birle�tiren Do�ru 

Parçası 

�çi bo� kümeden farklı olacak �ekilde konveks bir küme verildi�inde, kümenin içindeki bir 

nokta ile kapanı�ındaki bir noktayı birle�tiren do�ru parçası (kapanı�a dâhil olan nokta 

haricinde) kümenin içine aittir.  

 

�ekil 2.3 Konveks kümenin içi ile kapanı�ı arasındaki noktaları birle�tiren do�ru parçası 

(Bazaraa vd., 1993). 

Teorem 2.5 

Rn
X ⊂  konveks küme olsun. 1 clx X∈  ve 2 intx X∈  olmak üzere (0,1)λ∀ ∈  için 

1 2(1 ) intx x Xλ λ+ − ∈ ’tir. 
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�spat 

2 intx X∈  oldu�una göre etrafı X kümesine dâhildir: Bir 0ε >>>>  için { }2:z z x Xε− < ⊂  

olacak �ekilde bir z elemanı mevcuttur. 1 2(1 )y x xλ λ= + −  olsun. inty X∈  oldu�unu 

göstermek için y’nin etrafının X’e dâhil oldu�unu göstermeliyiz. Özel olarak, y’nin küçük bir 

etrafını { }: (1 )z z y λ ε− < −  �eklinde tanımlayalım. O halde teoremin ispatı için 

{ }: (1 )z z y Xλ ε− < − ⊂  oldu�unu göstermeliyiz. 

1 clx X∈  oldu�undan 1( )X N xε∩ ≠ ∅  sa�lanır. O halde  

1 1
(1 )

( ) :
z y

N x x X x xε

λ ε

λ

� − − − �
= ∈ − <� �
� �

 olmak üzere, 

1
(1 )

:
z y

x X x x X
λ ε

λ

� − − − �
∈ − < ∩� �

� �
 kümesi bo� kümeden farklıdır. O halde bu özelli�i 

sa�layan bir 1z X∈∈∈∈  elemanını bulmak mümkündür. Benzer tanım ile 1 2(1 )λ λz z z= + −= + −= + −= + −  

olsun. 1
2 1

λ

λ

z z
z

−−−−
====

−−−−
 olmak üzere 2z X∈∈∈∈  oldu�unu gösterelim: 

1 1 1
2 2 2

( )

1 1

λ λ

λ λ

z x z x y x
z x x

− − − −− − − −− − − −− − − −
− = − =− = − =− = − =− = − =

− −− −− −− −
 

              1 1
1

( ) ( )
1

z y x zλ
λ

= − + −
−

 

              1 1
1

( )
1 1

z y x z
λ

λ λ
≤ − + −

− −
 

              ε<<<< . 

2z X∈∈∈∈  oldu�u gösterildi. O halde 1z , 2z X∈∈∈∈  ve X konveks küme oldu�una göre z’nin 

tanımından z X∈∈∈∈  oldu�u gösterildi. Öyleyse { }: (1 )z z y Xλ ε− < − ⊂  olup inty X∈  

oldu�u ispat edilir. � 

Sonuç 2.2 

i)   X  kümesi konveks ise Xint  kümesi de konvekstir. 

ii)  nRX ⊂  konveks bir küme ve intX ≠ ∅  olsun. O halde clX  te konvekstir. 

iii) nRX ⊂  konveks bir küme ve intX ≠ ∅  ise ( )cl int clX X= ’tir.  

iv) nRX ⊂  konveks bir küme ve intX ≠ ∅  ise )int(cl intX X= ’tir.  
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2.2.2 Konveks Kümelerin Relatif �çi 

Konveks kümeler için kümenin içi tanımı, daha elveri�li bir tanım olan relatif içi tanımına 

dönü�mektedir. 

Tanım 2.4 

Rn
X ⊂  konveks kümesi ve bir x X∈ noktası verilsin. E�er X kümesi, x merkezli yeterince 

küçük bir yuvar ile afin kabu�unun kesi�imini içeriyorsa yani, 0ε∃ >  için, 

{ }( ; ) ,aff  aff  B x X y y X y x X∩ ≡ ∈ − ≤ ⊂ε ε                                 (2.4) 

oluyorsa x  elemanına, relatif iç noktası denir. Tüm relatif iç noktalardan olu�an kümeye 

relatif iç denir ve riX  ile gösterilir.  

Yardımcı Teorem 2.2  

Relatif operatör monoton de�ildir; yani 1 2X X⊆  ise 1 2ri riX X⊆   her zaman do�ru de�ildir. 

Ancak 1 2aff affX X=  �artı sa�landı�ında 1 2 1 2ri riX X X X⊆ � ⊆  do�rudur. 

Örnek 2.1 

Relatif operatörün monoton olmadı�ını bir örnek ile gösterelim: 

{ }1 0X =  VE [ ]2 0,1X =  konveks kümeleri için { }1 0riX =  ve  ( )2 0,1riX = ’dir. O halde 

1 2X X⊆  ve 1 2ri riX X⊆/  oldu�u görülmektedir.  

Yardımcı Teorem 2.3 

1 2, RnX X ⊆  bo� kümeden farklı kümeler olmak üzere (0,1)λ∀ ∈  için a�a�ıdaki özellik 

sa�lanır: 

( ) ( )1 2 1 1 2 1(1 ) (1 )aff affX X X X X Xλ λ λ λ+ − ∩ ⊆ + − ∩                             (2.5) 

Teorem 2.6 

RnX ⊂  bo� kümeden farklı konveks bir küme olsun. 1 clx X∈  ve 2 rix X∈  olmak üzere  

[ )0,1λ∀ ∈  için;  1 2(1 ) rix x Xλ λ+ − ∈                                           (2.6)             

�spat 

Bu teoremi ispatlamak için [ )0,1λ∀ ∈  ve 2 rix X∈  olmak üzere 2(1 )cl riX x Xλ λ+ − ⊂  yani; 
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di�er bir gösterim ile ( )2(1 )cl affX x B X Xλ λ ε+ − + ∩ ⊂  oldu�unu göstermek gereklidir. 

2 0rix X ε∈ � ∃ >  için  

2

1

1
affx B X X

λ
ε

λ

+
 �
+ ∩ ⊂� 


−� �
                     (2.7) 

oldu�u relatif iç nokta tanımından kolaylıkla söylenebilir. 

Ayrıca 
0
( )clX X B

ε
ε

>
⊂ ∩ +  olmasından dolayı ( )clX X Bε⊂ +  elde edilir. O halde; 

2 2

1
(1 ) (1 )( )

1
clX x B X x B

λ
λ λ ε λ λ ε

λ

+
+ − + ⊂ + − +

−
’dir. 

�imdi Yardımcı Teorem 2.3’ten yararlanarak 

( )2 2

1
(1 ) (1 ) ( )

1
cl aff affX x B X X x B X

λ
λ λ ε λ λ ε

λ

+
 �
+ − + ∩ ⊂ + − + ∩ �� 


−� �
 

( )2(1 ) (1 )cl affX x B X X Xλ λ ε λ λ+ − + ∩ ⊂ + − �   X, konveks küme oldu�undan 

( )2(1 )cl affX x B X Xλ λ ε+ − + ∩ ⊂  elde edilir. O halde 2(1 )cl riX x Xλ λ+ − ⊂ ’tir. �  

Di�er bir yol ise X , n-boyutlu konveks küme oldu�undan ri intX X= ’tir. Teorem 2.5’te 

int riX X=  alınarak ispat elde edilir. (Frenk vd., 2004) 

Teorem 2.7 

R
n

X∅ ≠ ⊂  konveks bir küme olsun. O halde ( )cl cl riX X= ve ( )ri ri clX X= ’tir. 

2.3 Konveks Kümeleri Ayırma ve Destekleme 

Optimizasyon teorisinde neredeyse tüm optimallik ko�ulları ve dualite teoremleri konveks 

kümelerin ayrılması ve desteklenmesi özelliklerinden faydalanmaktadır. Konveks kümelerin 

ayrılması temel olarak, kapalı bir konveks küme ile bu kümeye ait olmayan bir noktanın bir 

hiperdüzlem aracılı�ı ile ayrılması kavramına dayanmaktadır. Bir nokta ile konveks bir 

kümenin ayrılması kavramı iki konveks kümenin ayrılmasına geni�letilmi�tir.  

Teorem 2.8 (En Yakın Nokta Teoremi) 

Rn
X∅ ≠ ⊂  kapalı, konveks bir küme ve y X∉  olsun. O halde X  kümesinden y noktasına 

uzaklı�ı minimum olan yalnız bir x X∈  noktası vardır. Ayrıca x ’nin  kümeden minimum 

uzaklı�ı veren nokta olması için gerek ve yeter ko�ul x X∀ ∈  için ( ) ( ) 0t
y x x x− − ≤ ’dır.  
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�ekil 2.4 Kapalı konveks bir kümeye minimum uzaklık (Bazaraa vd., 1993). 

2.3.1 Kümeye Ait Olmayan Bir Nokta ile Konveks Kümenin Ayrılması 

Teorem 2.9 

R
n

X∅ ≠ ⊂  kapalı konveks bir küme ve ∉y X  olsun. O halde x X∀ ∈  için  >
t

p y α  ve 

≤
t

p x α  sa�lanacak �ekilde sıfırdan farklı bir p vektörü ile bir α  skaleri bulmak mümkündür. 

Teorem 2.10  

Rn
X∅ ≠ ⊂  konveks kümesi için, cl∉y X  olsun. O halde 0ε >  sayısı ve sıfırdan farklı öyle 

Rn
p ∈  vektörü vardır ki x X∀ ∈  için  

, ,p x p y≥ + ε                                  (2.8) 

sa�lanır. 

Teorem 2.11 

R⊂
n

X  konveks bir küme ve ∉y X  olsun. O halde öyle bir 0p ≠  vektörü vardır ki ∀ ∈x X  

için , ,x p y p≤  sa�lanır. 

�spat 

X kümesinin kapalılı�ından bahsedilmemi�. O halde iki durum söz konusudur: 

i) cly X∉  veya ii) cly X∈ . 

i) cly X∉  olsun. O halde Teorem 2.10’a göre y noktası ile X kümesini kuvvetli �ekilde 

ayırmak mümkündür. 

ii) cly X∈  yani y, X’in bir sınır noktası olsun. X konveks küme oldu�undan, X’in nispi sınır 

kümesinin her noktasına, kapanı�ı dı�ından bir dizi ile yakla�mak mümkündür; yani öyle bir 

{ }nx  dizisi vardır ki clnx X∉  ve n → ∞  için nx y→ ’dir. O halde Teorem 2.10’u uygularsak 

her clnx X∉  noktası için 0ε >  sayısı ve 0np ≠  vektörü için  
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, , ; , 1,2,...  n n n nx p x p x X n≤ − ε ∀ ∈ =  

Burada nε ’i atabiliriz. E�itsizlik yine sa�lanır: 

, , ; , 1,2,...  n n nx p x p x X n≤ ∀ ∈ =  

Diziyi normuna bölelim. Böylece n
n

n

p
q

p
= ; normu 1 olan vektörler dizisi elde edilir. Bu dizi 

sınırlı oldu�undan yakınsak bir alt dizisi vardır ve bu yakınsak alt dizinin bir 0p ≠  limiti 

vardır.  O halde her iki tarafı np  ile bölüp limite geçersek ∀ ∈x X  için , ,x p y p≤  elde 

edilir (Bazaraa vd., 1993). � 

2.3.2 Hiperdüzlemler ve �ki Kümenin Ayrılması 

Hiperdüzlemler ve Yarı uzaylar  

R
n ’de hiperdüzlem, sıfırdan farklı bir a vektörü ile iç çarpımı sabit bir sayıyı veren 

noktalardan olu�maktadır.  

{ } 
T

H x a x b= =                                  (2.9)                    

burada , 0R  ∈ ≠
na a  ve R∈b ’dir.  

Tanımdan hiperdüzlemin afin bir küme, dolayısıyla da konveks küme oldu�u görülür. 

Geometrik olarak, a vektörü hiperdüzlemin normal vektörü olmak üzere, b sabiti 

hiperdüzlemin orijinden sapmasını belirler. Bunu matematiksel olarak, 

{ }0( ) 0= − =
T

H x a x x  

�eklinde ifade ederiz, burada 0 ∈x H ’dir. Bu gösterim �u �ekilde de ifade edilebilir: 

{ }0 0( ) 0
⊥

= − = = +
T

H x a x x x a , 

⊥a , a vektörünün ortogonal bile�enleri kümesi olup, a vektörüne ortogonal olan tüm 

vektörlerden olu�ur: { }0
⊥

= =
T

a v a v . 

 
 

�ekil 2.5 2
R ’de hiperdüzlem (Boyd vd., 2004). 
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�ekil 2.5’te görüldü�ü gibi, normal vektörü a olan ve 0x  noktasından geçen hiperdüzlemde 

düzleme ait herhangi bir x noktası için 0( )−x x  vektörü a vektörüne ortogonaldir. 

Hiperdüzlem, R
n  uzayını iki yarı uzaya böler. H, iki kapalı yarı uzay: { }+

= ≥
T

H x a x b  , 

{ }−
= ≤

T
H x a x b ve iki açık yarı uzay: { }+

= >
T

H x a x b , { }−
= <

T
H x a x b  tanımlar. 

Tanımdan görüldü�ü gibi yarı uzaylar konvekstir; ancak afin de�ildirler. 

 

�ekil 2.6 2
R ’de hiperdüzlemin tanımladı�ı yarı uzaylar (Boyd vd., 2004).   

−H  kapalı yarı uzayını �u �ekilde de ifade etmek mümkündür: 

{ }0( ) 0
−

= − ≤
T

H x a x x  

burada 0 ∈x H ; yani 0 =
Ta x b ’dir. a vektörü hiperdüzlemin dı� normali olup, verilen 0x  

noktasına göre 0( )−x x  vektörlerinin a normali ile geni� açı yaptıkları görülmektedir. (Boyd 

vd., 2004) 

Tanım 2.5  

1 2, R
n

X X∅ ≠ ⊂  farklı kümeler olsun. { }:= =
t

H x p x α  verilen hiperdüzlemi için  

1∀ ∈x X  için ≥
tp x α   

2∀ ∈x X  için ≤
tp x α   

sa�lanıyor ise 1X  ve 2X  kümeleri hiperdüzlem tarafından ayrılabilir denir.  

i)  E�er 1X  ve 2X  kümeleri ayrılabiliyor ve ayrıca  

     bir 1 1x X∈  ve bir 2 2x X∈  için  1
t

p x α>   ve 2
t

p x α<   

      sa�lanıyor ise 1X  ve 2X  kümelerine asıl (proper) ayrılabilir denir.  

ii)  E�er 

      1∀ ∈x X   için >
tp x α  ve 2∀ ∈x X   için <

tp x α   
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       sa�lanıyor ise 1X  ve 2X  kümeleri kesin (strictly) ayrılabilir denir. 

iii)  E�er  

       1∀ ∈x X   için ≥ +
tp x α ε  ve 2∀ ∈x X  için ≤

tp x α   

       sa�lanıyor ise 1X  ve 2X  kümeleri kuvvetli (strongly) ayrılabilir denir. 

 

�ekil 2.7 Çe�itli ayırma yöntemleri (Bazaraa vd., 1993). 

Teorem 2.12  

1X  ve 2X  R
n ’de verilmi� bo� kümeden farklı iki konveks küme ve 1 2X X∩ = ∅  olsun. O 

halde 1X  ve 2X  kümelerini ayıran öyle 0,  Rnp p≠ ∈  vektörü vardır ki  

1 2, ,x p x p≤ ; 1 1 2 2, x X x X∀ ∈ ∀ ∈                    (2.9) 

�spat 

1 2X X X= −  olsun. X konveks küme olup, 1 2X X∩ = ∅  oldu�undan 0 X∉ ’tir. Öyleyse 

0 X∉  noktası ile X kümesini birbirinden ayırmak mümkündür. O halde sıfırdan farklı bir 

Rnp ∈  vektörü ile bir α  skaleri için  

0tp α≥  ve tp x α≤ ; x X∀ ∈   

sa�lanır. Buradan 

, 0,x p p≤ ; x X∀ ∈  

oldu�u açıktır. 1 1 2 2ve  x X x X∀ ∈ ∀ ∈  için 1 2x x x X= − ∈  vektörünü e�itsizlikte yerine 

yazarsak 

1 2 , 0x x p− ≤ �  

1 2, ,x p x p≤ ; 1 1 2 2, x X x X∀ ∈ ∀ ∈   

için ispat edilir. � 
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Teorem 2.13 

1X  ve 2X , Rn ’de verilmi� konveks kümeler olmak üzere 1X  kompakt, 2X  kapalı küme olsun. 

E�er 1 2X X∩ = ∅  ise, 0 ve  R
n

p p≠ ∈  vektörü ile 0ε >  için 

1 2, ,x p x p ε≤ − ; 1 1 2 2,  x X x X∀ ∈ ∀ ∈                                       (2.10) 

�spat 

1 2X X X= −  olsun. 1X  ve 2X  kümeleri konveks oldu�undan cebirsel farkları da konveks 

kümedir; ancak kapalı olmaları X’in kapalı olmasını gerektirmez. Birinin kompakt küme 

olmasından dolayı X kümesi kapalıdır. Öncelikle bunu ispat edelim: 

X kümesinde x noktasına yakınsayan bir { }kx  dizisini göz önüne alalım. x X∈  oldu�unu 

göstermeliyiz. X’in tanımından k k kx y z= −  olup burada 1 2;  k ky X z X∈ ∈ ’dir. 1X  kompakt 

küme oldu�undan, limiti 1y X∈  olan { }ky
κ

 yakınsak alt dizisi mevcuttur. O halde 

k ky z x− →  ve k κ∀ ∈  için ky y→  oldu�undan kz z→  k κ∀ ∈  için do�rudur. 2X  kapalı 

oldu�undan 2z X∈ ’dir. O halde x y z= − , 1y X∈  ve 2z X∈  oldu�undan x X∈  do�rudur. 

Öyleyse X’in kapalı küme oldu�u ispat edilir.  

1 2X X∩ = ∅  oldu�undan 0 X∉  olup, Teorem 2.10’a göre sıfırdan farklı bir Rnp ∈  vektörü 

ile α  skaleri için 

t
p x ε≥  ve 0t

p ε< , x X∀ ∈  

sa�lanır. 1 2x x x X= − ∈  yerine yazıldı�ında 

1 2( )tp x x ε− ≥ �  

1 2
t tp x p x ε≥ + ; 1 1 2 2,  x X x X∀ ∈ ∀ ∈ . �    

2.3.3 Sınır Noktalarında Kümelerin Desteklenmesi 

Tanım 2.6 

R
n

X∅ ≠ ⊂   ve x X∈∂ olsun. x X∀ ∈  için 

i)   ( ) 0tp x x− ≤  veya 

ii)  ( ) 0tp x x− ≥  

olacak �ekilde 0p ≠  ve R
n

p ∈  vektörü mevcut ise 
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{ }: ( ) 0 
t

H x p x x= − = hiperdüzlemine X’in x  noktasındaki destek hiperdüzlemi denir. 

Tanımdan görüldü�ü gibi x H∈  ve i) durumunda X H −⊆ , ii) durumunda   ise X H +⊆ ’dır.    

Bu tanıma ek olarak e�er X H⊄  ise yani H’ye X’in x  noktasındaki asıl destek hiperdüzlemi 

denir. 

 

�ekil 2.8 Hiperdüzlem ile kümelerin sınır noktalarında desteklenmesi (Bazaraa vd., 1993) 

Teorem 2.14 

R
n

X∅ ≠ ⊂   konveks bir küme ve x X∈∂ olsun. O halde clx X∀ ∈  için sıfırdan farklı bir p 

vektörü var ki  ( ) 0t
p x x− ≤  olacak �ekilde X’i x  noktasında destekleyen bir hiperdüzlem 

mevcuttur.  

 
�ekil 2.9 Konveks kümenin sınır noktasında desteklenmesi (Bazaraa vd., 1993) 

�spat 

x X∈∂  sınır noktası olsun. X konveks küme oldu�undan, X’in nispi sınır kümesinin her 

noktasına, kapanı�ı dı�ından bir dizi ile yakla�mak mümkündür; yani öyle bir { }ky  dizisi 

vardır ki clky X∉  ve k → ∞  için ky x→ ’dir. O halde Teorem 2.10’u uygularsak her 

clky X∉  noktası için 0ε >  sayısı ve 0kp ≠  vektörü için  

, , ; , 1,2,... cl  k k k kx p y p x X k≤ − ε ∀ ∈ =  

Burada kε ’yı atabiliriz. E�itsizlik yine sa�lanır: 

, , ; , 1,2,... cl  k k kx p y p x X k≤ ∀ ∈ =  

Diziyi normuna bölelim. Böylece k
k

k

p
q

p
= ; normu 1 olan vektörler dizisi elde edilir. Bu dizi 
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sınırlı oldu�undan yakınsak bir alt dizisi vardır ve bu yakınsak alt dizinin bir 0p ≠  limiti 

mevcuttur.  O halde her iki tarafı kp  ile bölüp limite geçersek clx X∀ ∈  için , ,x p x p≤  

elde edilir. Buradan 0 ( ) 0t t t
x p y p p x y− ≤ � − ≤  oldu�u ispat edilir. � 

Sonuç olarak R
n

X ⊂  konveks kümesinin her x X∈∂  sınır noktasında destek hiperdüzlemi 

vardır.  

Teorem 2.15 

RnX ⊂  konveks kümesinin her 0x  relatif sınır noktasında asıl destek hiperdüzlemi vardır. 

Teorem 2.16  

1X  ve 2X , R
n ’de verilmi� konveks kümelerinin asıl ayrılabilir olması için gerek ve yeter 

ko�ul 1 2ri riX X∩ = ∅  olmasıdır.  

2.4 Konveks Fonksiyonlar 

Tanım 2.7 

R
n

X ⊂  konveks kümesi ve : R→f X  fonksiyonu verilsin. 1 2,x x X∀ ∈  ve [ ]0,1λ∀ ∈  için 

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xλ λ λ λ+ − ≤ + −                                (2.11) 

sa�lanıyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

 

�ekil 2.10 Konveks fonksiyon (http://ocw.mit.edu). 

E�er f konveks ise –f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.
 

tf a x b= +  afin fonksiyonu hem konveks hem de konkav fonksiyonlara örnek gösterilebilir. 

Tanım 2.7’de  1 2x x≠  ve 0 1λ< <  için f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir. 
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Tanım 2.8 

Rn
X ⊂  kümesi ve : R→f X  fonksiyonu verilsin.  

{ }( ) ( , ) ( )Repi f t x X f x t= ∈ × ≤                              (2.12) 

kümesine f  fonksiyonunun epigrafi�i denir. Epigrafik geometrik olarak, fonksiyon 

grafi�inin üst kısmı anlamındadır. 

  

�ekil 2.11 Bir fonksiyonun epigrafi�i (Boyd vd., 2004). 

Yardımcı Teorem 2.4 

: R→f X  fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter ko�ul 1( ) R
n

epi f
+⊂  

kümesinin konveks olmasıdır.  

�spat 

f konveks fonksiyon olsun. 1 1 2 2( , ), ( , ) ( ) t x t x epi f∀ ∈  ve (0,1)λ ∈  alalım. O halde epi(f)’in 

tanımından 1 1( )f x t≤  ve 2 2( )f x t≤ ’dir.  f’’in konveks olmasından ve epigrafi�in tanımından  

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xλ + − λ ≤ λ + − λ �  

                             1 2(1 )t t≤ λ + − λ �  

1 2 1 2( (1 ) , (1 ) ) ( )t t x x epi fλ + − λ λ + − λ ∈ � 1 1 2 2( , ) (1 )( , ) ( )t x t x epi fλ + − λ ∈  olup epi(f)’in 

konveksli�i ispat edilir. 

Tersine epi(f)’in konveks küme oldu�unu varsayalım. f’’in konveks oldu�unu gösterelim. 

1 2, , (0,1) x x X∀ ∈ λ ∈  için 1 1 2 2( ) , ( ) f x t f x t= =  olsun. O halde 1 1 2 2( , ), ( , ) ( )t x t x epi f∈  elde 

edilir. ( )epi f  konveks küme oldu�undan  

1 1 2 2( , ) (1 )( , ) ( )t x t x epi fλ + − λ ∈ � 1 2 1 2( (1 ) , (1 ) ) ( )t t x x epi fλ + − λ λ + − λ ∈   

olup buradan epi(f)’in tanımına göre 

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xλ + − λ ≤ λ + − λ  

elde edilir. � 
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Teorem 2.15 (Jensen E�itsizli�i)   

RnX ⊂  kümesi ve : R→f X  konveks fonksiyonu verilsin. O halde 
1

0, 1 
m

i i

i=

λ ≥ λ =�  ve 

ix X∈ , 1,...,i m=  için 

1 1

( ) ( )
m m

i i i i

i i

f x f x
= =

λ ≤ λ� �                    (2.13) 

Görüldü�ü üzere Jensen e�itsizli�i konveks fonksiyonlar için verilen tanımın genelle�tirilmi� 

halidir; m=2 için genel tanımın elde edildi�i açıktır. 

Tanım 2.9 

RnX ⊂  kümesi ve : R→f X  konveks fonksiyonu verilsin. 

{ }( )L x X f xα = ∈ ≤ α                    (2.14) 

kümesine f’in seviye kümesi denir veya üst seviye kümesi ile karı�tırmamak için alt seviye 

kümesi de denir. 

2.4.1 Konveks Fonksiyonların Süreklili�i 

Konveks fonksiyonların önemli bir özelli�i de iç noktalarında her zaman sürekli olmalarıdır. 

Konveks fonksiyon bir aralıkta sürekli ise olsa olsa aralı�ın uç noktalarında süreksiz olabilir. 

Yani açık bir küme üzerinde konveks fonksiyon daima süreklidir. 

Teorem 2.16  

Rn
X ⊂ konveks kümesi ve : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. f  fonksiyonu 0 rix X∈  

noktasının belirli bir etrafında yukarıdan sınırlı olsun. O halde f fonksiyonu 0x  noktasında 

süreklidir.  

Teorem 2.17  

Rn
X ⊂   konveks kümesi ve : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. O halde f fonksiyonu 

( )ri X  kümesinde süreklidir. 

�spat 

Keyfi 0 ( )rix X∈  olsun. O halde  { }0 1 1( ) ,...,ri co nx x x +∈  olacak �ekilde  1 1,..., ( )rinx x X+ ∈   

�eklinde 1n +  nokta bulunabilir. 
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1 1

1 1

( ) : , 0, 1co   
n n

i i i i

i i

X x X x x
+ +

= =

� �
= ∈ = λ λ ≥ λ =� �
� �

� �  

olmak üzere konveks kabu�un her elemanı X’in en fazla n+1 noktasının konveks 

kombinasyonu �eklinde ifade edilebilir.  { }1 1,...,co nx x x +∈  vektörü 
1

1

n

i i

i

x x
+

=

= λ�  �eklinde 

gösterilebilir. f  konveks fonksiyon oldu�undan  

1 1

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i i i

i i

f x f x f x
+ +

= =

= λ ≤ λ� � ’dir. 

Burada 
1 1
max ( )i

i n
a f x

≤ ≤ +
=  seçildi�inde ( )f x a≤  elde edilir; yani 0x  noktasının { }1 1,...,co nx x +  

etrafında f fonksiyonu yukarıdan sınırlıdır. O halde Teorem 2.16’ya göre f fonksiyonu 0x  

noktasında süreklidir.   

2.4.2 Konveks Fonksiyonların Yön Türevi ve Subgradienti 

Bir önceki bölümde konveks fonksiyonların her relatif iç noktasında sürekli oldu�unu 

gösterdik. Bu bölümde ise konveks fonksiyonların her iç noktasında uygun yönde türevinin 

oldu�u gösterilecektir.  

Tanım 2.9 

Rn
X ⊂  kümesinde : Rf X →  fonksiyonu tanımlansın. 0x X∈  ve 0 Rnd≠ ∈  olmak üzere 

(0, )λ ∈ δ  aralı�ı için 0x d X+ λ ∈  olsun. E�er 0 0

0

( ) ( )
lim

f x d f x

λ↓

+ λ −

λ
 limiti mevcut ise, f 

fonksiyonunun 0x  noktasında d yönünde türevi vardır denir ve  

0 0
0

0

( ) ( )
( ; ) lim

f x d f x
f x d

λ↓

+ λ −
′ =

λ
                                                                          (2.15) 

 ile gösterilir. Benzer olarak 

0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ; ) lim lim

f x d f x f x d f x
f x d

λ↓ λ↓

− λ − − λ −
′ − = = −

λ −λ
 

−λ = θ  olsun. O halde 0+λ →  için 0−θ →  olur. Yerine yazarsak 

0 0
0

0

( ) ( )
( ; ) lim

f x d f x
f x d

θ↑

+ θ −
′ − = −

θ
                            (2.16) 

(Rockafellar, 1970). 
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Yardımcı Teorem 2.5 

0δ >  olmak üzere [ ]: , Rf −γ γ →  fonksiyonu verilsin. ( ]0 ,x γ  aralı�ında f’ a�a�ıdan sınırlı 

ve monoton artan olsun. O halde  
0

inf ( )
x x

f x
< ≤γ

 vardır ve  
0 0

inf ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
< ≤γ ↓

=  

Teorem 2.18  

R
n

X ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. Keyfi 0x X∈  ve 

0 R
nd≠ ∈  olsun. [ ],∀λ ∈ −ε ε  için 0x d X+ λ ∈  olacak �ekilde bir 0ε >  sayısının mevcut 

oldu�unu kabul edelim. O halde f fonksiyonunun 0x  noktasında d yönünde türevi vardır ve 

0 0
0

0

( ) ( )
( ; ) inf

f x d f x
f x d

λ>

+ λ −
′ =

λ
’dır.                                                                              (2.17)  

Tanım 2.10 

R
nX∅ ≠ ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. E�er 

0 0( ) ( ) ,f x f x x x x
ξ− ≥ − , x X∀ ∈  için                 (2.18) 

sa�lanıyor ise x
ξ  vektörüne f fonksiyonunun 0x  noktasındaki subgradienti denir. f’in 

0x noktasındaki tüm subgradientlerinden olu�an kümesine f fonksiyonunun 0x  noktasındaki 

subdiferansiyeli denir ve 0( )f x∂  ile gösterilir.    

 

�ekil 2.12  Konveks fonksiyonların subgradientinin geometrik yorumu (Burachik, 2007). 

f fonksiyonunun 0x  noktasında subgradiente sahip olması için gerek ve yeter ko�ul 

0 0( ) ( ) ,l x f x x x x
ξ= + −  bir afin fonksiyon olmak üzere  

i)   0 0( ) ( )l x f x=  

ii)  ( ) ( ),  l x f x x X≤ ∀ ∈  
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ko�ullarının sa�lanmasıdır. Bunun geometrik anlamı, grafi�i 0 0( , ( ))x f x  noktasından geçen 

ve X kümesinde f’in grafi�inin a�a�ısında kalan afin bir fonksiyon var demektir.  

Di�er bir yorum açısından xξ  vektörünün f fonksiyonunun 0x  noktasındaki subgradienti 

olması için gerek ve yeter ko�ul  0 0( , ( ))x f x  sınır noktasında ( , 1)x
ξ −  dı� normaline sahip 

olan ve bu noktada ( )epi f ’i destekleyen bir hiperdüzlemin bulunmasıdır. (Burachik, 2007) 

Teorem 2.18 

R
n

X ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. 0x X∈  olmak üzere 

a�a�ıdaki ifadeler birbirine denktir: 

i)    0( )f x∂ ≠ ∅   

ii) ( )epi f  kümesi 0 0( , ( ))x f x noktasında ( , ); 0 x a aξ ≠  dı� normali olan destekleyici 

hiperdüzleme sahiptir. 

 

�ekil 2.13 Epigrafi�in, subgradient noktasında desteklenmesi (Burachik, 2007). 

Teorem 2.19 

R
n

X ⊂  kümesinde : Rf X →  fonksiyonu verilsin. O halde 0( )f x∂  konveks ve kapalı bir 

kümedir. 

Teorem 2.20 

R
n

X ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyon ve 0 rix X∈  olsun. O halde 

0( )x f xξ ∈∂  olması için gerek ve yeter ko�ul 0 R
n

d≠ ∈  için 0( , ) ,f x d d x
ξ′ ≥  olmasıdır. 



 24 

�spat 

0( )x f xξ ∈∂  ise x X∀ ∈  için 0 0( ) ( ) ,f x f x x x x
ξ− ≥ −  do�rudur. Teorem 2.18’e göre f 

konveks fonksiyonu için 0 rix X∈  ve 0 Rn
d≠ ∈  oldu�unda 0( , )f x d′  mevcuttur ve teoremin 

varsayımından [ ],∀λ ∈ −δ δ    için  0x d X+ λ ∈  olacak �ekilde bir 0δ >  sayısı vardır. O halde 

0 0 0 0 0( ) ( ) , , ,  f x d f x x d x x d x x d X
ξ ξ+ λ − ≥ + λ − = λ + λ ∈  

için do�rudur. Bu e�itsizli�i 0λ >  sayısına bölüp, 0λ ↓  için limite geçersek 

0( , ) ,f x d d x
ξ′ ≥  

elde edilir. Tersine 0 Rn
d≠ ∈  için 0( , ) ,f x d d x

ξ′ ≥  sa�lansın. [ ]: , Rq −ε ε →  olmak üzere 

0 0 0( ( )) ( )
( )

f x x x f x
q

+ λ − −
λ =

λ
 olsun. ( )q λ  fonksiyonunu (0, )ε  arasında monoton artan 

oldu�u kolaylıkla gösterilebilinir. (0,1)λ ∈  olsun. O halde q monoton artan oldu�undan 

0 0 0
0 0 0

0 0

( 1.( )) ( )
, ( , ) lim ( ) inf ( ) ( ) (1)

1

f x x x f x
x x x f x x x q q q qξ

λ↓ λ>

+ − −
′− ≤ − = λ = λ ≤ λ ≤ =  

olup buradan  

0 0, ( ) ( );  x x x f x f x x X
ξ− ≤ − ∀ ∈  elde edilir. O halde 0( )x f xξ ∈∂  sa�lanır. � 

Teorem 2.21  

Rn
X ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. O halde 0 rix X∀ ∈  

için 0( )f x∂ ≠ ∅ ’dir. 

2.4.3 Diferansiyellenen Konveks Fonksiyonlar 

Tanım 2.11  

Rn
X∅ ≠ ⊂  bir küme ve : Rf X →  fonksiyonu verilsin. E�er x X∀ ∈  için 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) , ( ) ( , )f x f x x x f x x x x x x= + − ∇ + − α −                (2.19) 

olacak �ekilde bir 0( )f x∇  vektörü ile bir : R Rnα →  fonksiyonu bulmak mümkünse o 

zaman f fonksiyonu 0 intx X∈  noktasında diferansiyellenendir denir. Burada : R Rnα →  

fonksiyonu için 
0

0 0lim ( ; ) 0
x x

x x x
→

α − =  özelli�i sa�lanır. 

Di�er bir deyi�le 
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0

0 0 0

0

( ) ( ) , ( )
lim 0
x x

f x f x x x f x

x x→

− − − ∇
=

−
                                                                            ( 2.20) 

Burada 0( )f x∇ vektörü, gradient vektörü olarak adlandırılıp, e�er f fonksiyonu 0x  noktasında 

diferansiyellenen ise sadece bir tek gradient vektörü olabilir: 

[ ]0 0
0 1 0 0

1

( ) ( )
( ) ,..., ( ),..., ( )

t

t

n

n

f x f x
f x f x f x

x x


 �∂ ∂
∇ = ≡� 


∂ ∂� �
               (2.21) 

(Bazaraa vd., 1993). 

f , 0x  noktasında diferansiyellenen olsun. 0x x d= + λ  ve 0 R
n

d≠ ∈  için tanıma göre 

0 0 0

0

( ) ( ) ( ),
0 lim

f x d f x f x d

dλ↓

+ λ − − ∇ λ
=

λ

( )0 0( ; ) ( ),f x d f x d

d

′ − ∇
= �  

0 0( ; ) ( ),f x d f x d′ = ∇ , R
n

d∀ ∈                              (2.22) 

elde edilir. 

Özel olarak; je , n n× ’lik birim matrisin  j. sütunu  olmak üzere , 1,..., jd e j n= =  alınırsa  

0 0 0
0 0

0

( ) ( ) ( )
( ), ( ; ) lim j

j j

j

f x e f x f x
f x e f x e

xλ→

+ λ − ∂
′∇ = = =

λ ∂
              (2.23) 

0x  noktasında jx de�i�kenine göre kısmi türevi elde edilir. 

O halde  

0
0 0

1

( )
( ; ) ( ),

n

i

i i

f x
f x d f x d d

x=

∂
′ = ∇ =

∂
�                             (2.24) 

(Rockafellar, 2007).  

�imdi konveks fonksiyonlar için diferansiyel ile subdiferansiyel arasındaki ili�kiyi veren 

teoremi ispat edelim: 

Teorem 2.22 

R
n

X ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. E�er f fonksiyonu 

0x X∈  noktasında diferansiyellenen ise 0 0( ) ( )f x f x∇ ∈∂ ’dır. 

Teorem 2.23 

R
n

X∅ ≠ ⊂  konveks kümesinde : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. 

0 intx X∈ noktasında f’in diferansiyellenen oldu�unu varsayalım. O halde { }0 0( ) ( )f x f x∂ = ∇ . 



 26 

�spat 

Teorem 2.22’ye göre 0 0( ) ( )f x f x∇ ∈∂ ’dır. 0( )x f xξ ≠ ∇  olmak üzere 0( )x f xξ ∈∂  oldu�unu 

kabul edelim.  f , 0x ’da diferansiyellenen oldu�undan  

(i)   0 0( ; ) ( ),f x d f x d′ = ∇  ve  

Teorem 2.20’ye göre 0( )x f xξ ∈∂  

(ii)  0( , ) ,f x d x d
ξ′ ≥ , 0 Rn

d≠ ∈  

elde edilir. �imdi (i) ve (ii)’den  

0( ), ,f x d x d
ξ∇ ≥ �  00 ( ),x f x d

ξ≥ − ∇ , 0 Rn
d≠ ∈  

bulunur. Ancak bu e�itsizlik 0 Rn
d≠ ∈  için do�ru oldu�undan sadece 0( ) 0x f xξ − ∇ =  için 

gerçekle�ebilir. Öyleyse 0( )x f x
ξ = ∇  elde edilece�inden bu durum teoremin kabulu ile çeli�ir. 

O halde 0( )x f xξ = ∇ olup { }0 0( ) ( )f x f x∂ = ∇  olmalıdır. � 

Herhangi çok de�i�kenli fonksiyonun bir noktasında tüm de�i�kenlere göre kısmi türevi 

mevcut ise bu noktada fonksiyonun diferansiyellendi�ini söyleyemeyiz. Ancak a�a�ıdaki 

teorem, konveks fonksiyonların bir noktada tüm de�i�kenlere göre kısmi türevleri mevcut ise 

fonksiyonun diferansiyellenen oldu�unu söylemektedir.  

Teorem 2.24  

Rn
X ⊂  konveks küme ve : Rf X →  konveks fonksiyonu verilsin. 0 intx X∈  olsun. f 

fonksiyonunun 0x  noktasında tüm de�i�kenlere göre kısmi türevleri mevcut ise f, 0x  

noktasında diferansiyellenendir. 

�spat 

: R Rn
g →  fonksiyonunu �öyle tanımlayalım: ( ) ( ) ( ) ( ),g h f x h f x f x h= + − − ∇  olsun. f’in 

0x  noktasında diferansiyellenen oldu�unu göstermek için 
0

( )
lim 0
h

g h

h→
=  olmalıdır. f’in kısmi 

türevleri mevcut oldu�una göre 

( ) ( ) ( )

i i i

g h f x h f x

h x x

∂ ∂ + ∂
= −

∂ ∂ ∂
, 1,...,i n=  
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olup, g’nin kısmi türevleri vardır. g fonksiyonunun tanımından (0) 0g =  ve 
(0)

0
j

g

h

∂
=

∂
 oldu�u 

görülür. g’nin konveks oldu�u açıktır. ie = i. birim vektör olmak üzere 
1

n

i i

i

h h e
=

=�  yazılabilir. 

O halde  

1 1 1 1 1

( ) ( )1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n
i i i i

i i i i i i i

i i i i ii i

g nh e g nh e
g h g h e g nh e g nh e h h

n n nh nh= = = = =

= = ≤ = ≤� � � � �       (2.25) 

yazılabilir. Burada e�itsizlikleri olu�tururken üçgen ve Cauchy-Schwarz e�itsizliklerinden 

yararlanılmı�tır. �öyle ki , R
n

h w∈  olmak üzere; 

1 1 1 1

. . . . .
n n n n

t
i i i i i i i

i i i i

h w h w h w h w e h w e h w
= = = =

= ≤ = ≤ =� � � �  

özelli�inden yararlanılmı�tır. 

(2.25) denkleminde h yerine –h alındı�ında  

1

( )
( )

n
i i

i i

g nh e
g h h

nh=

−
− ≤ �                                                                                                    (2.26) 

g’nin konveksli�inden yararlanarak 

1 1 1 1
0 (0) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
g g h h g h g h


 �
= = + − ≤ + − �� 


� �
 

( ) ( )g h g h− − ≤                                                                                                                     (2.27) 

bulunur. �imdi (2.25), (2.26) ve (2.27) e�itsizliklerini birle�tirirsek 

1 1

( ) ( )( ) ( )n n
i i i i

i ii i

g nh e g nh eg h g h

nh h h nh= =

− −
− ≤ − ≤ ≤� �                                                                (2.28) 

( ) ( ) ( )
( ),i i i i

i

i

g nh e f x nh e f x
f x e

nh nhi

+ −
= − ∇  

(2.28) e�itsizli�inde 0h →  için en sa� ve en sol kısmın limitleri 0’dır. O halde buradan 

0

( )
lim 0
h

g h

h→

=  elde edilir (Burachik, 2007). � 

Tanım 2.12 

R
nX∅ ≠ ⊂  bir küme ve : Rf X →  fonksiyonu verilsin. x X∀ ∈  için 

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1
( ) ( ) , ( ) ( )( ), ( ) ( , )

2
Hf x f x x x f x x x x x x x x x x x= + − ∇ + − − + − α −          (2.29)    
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olacak �ekilde bir 0( )f x∇  vektörü, n n×  boyutlu simetrik 0( )H x  matrisi ile bir : R R
nα →  

fonksiyonu bulmak mümkünse o zaman f fonksiyonu 0 intx X∈  noktasında iki kez 

diferansiyellenendir denir. Burada : R R
nα →  fonksiyonu için 

0

0 0lim ( ; ) 0
x x

x x x
→

α − =  özelli�i   

sa�lanır. 0( )H x  matrisi, Hessian matris olarak adlandırılır ve ikinci mertebeden kısmi 

türevleri içerir: 2
0 0( ) ( ) /ij i jf x f x x x= ∂ ∂ ∂ , 1,...,i n= , 1,...,j n=  olmak üzere 

11 0 12 0 1 0

21 0 22 0 2 0

0

1 0 2 0 0

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

H

n

n

n n nn

f x f x f x

f x f x f x
x

f x f x f x

� �
� �
� �=
� �
� �
� �� �

                            (2.30) 

Teorem 2.25 

R
nX∅ ≠ ⊂  açık, konveks bir küme ve : Rf X →  X kümesinde diferansiyellenen fonksiyon 

olsun. O halde f’in konveks olması için gerek ve yeter ko�ul 0( )H x  Hessian matrisin X 

kümesindeki her noktada pozitif yarı-belirli olmasıdır.  

Tanım 2.13 

R
nX ⊂ kümesinde : R R

nf →  herhangi bir fonksiyon olsun. { }min ( ) :f x x X∈  problemini 

göz önüne alalım. O halde x X∈  vektörüne uygun (feasible) çözüm denir.  

x X∀ ∈  için 0( ) ( )f x f x≤                                           (2.31) 

e�itsizli�ini sa�layan 0x X∈  vektörüne global minimum denir. 0∃ε >  olmak üzere 

0( , )x X B x∀ ∈ ∩ ε  için 0( ) ( )f x f x≤                                                                                  (2.32) 

e�itsizli�ini sa�layan 0x X∈  vektörüne lokal minimum denir. 

Benzer olarak  0∃ε >  olmak üzere  

0( , )x X B x∀ ∈ ∩ ε  ve 0x x≠  için 0( ) ( )f x f x<                                                                  (2.33) 

e�itsizli�ini sa�layan 0x X∈  vektörüne kesin lokal minimum denir.  

Teorem 2.26 

: R R
nf →  konveks bir fonksiyon ve R

nX∅ ≠ ⊂  konveks bir küme olsun. O halde 0x X∈  

noktasının { }min ( ) :f x x X∈  probleminin global minimumu olması için gerek ve yeter ko�ul 

x X∀ ∈  için 0 , 0x x x
ξ− ≥  olacak �ekilde f’in 0x  noktasında xξ  subgradientinin mevcut 

olmasıdır. 
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�spat 

x X∀ ∈  için 0 , 0x x x
ξ− ≥  olacak �ekilde 0( )x f x

ξ ∈∂  olsun. O halde  

0 0( ) ( ) , ,  f x f x x x x x X
ξ≥ + − ∀ ∈  elde edilir. Buradan 0 , 0x x x

ξ− ≥  ko�ulu ile 

0 0 0( ) ( ) , ( ),  f x f x x x x f x x X
ξ≥ + − ≥ ∀ ∈  

olaca�ından 0x ’ın global minimum oldu�u görülür. Tersine, 0x  problemin global minimum 

çözümü olsun. 1
1 2, R

n+Λ Λ ⊂  olmak üzere a�a�ıdaki iki kümeyi olu�turalım: 

{ }1 0 0( , ) : , ( ) ( ) R  
n

x x y x y f x f xΛ = − ∈ > − ;  { }2 0( , ) : , 0  x x y x X yΛ = − ∈ ≤  

1 2ve  Λ Λ  kümelerinin konveks oldu�u açıktır. Ayrıca 1 2Λ ∩ Λ = ∅ ’dir. Aksi halde 

0 1 2( , )x x y− ∈ Λ ∩ Λ  olsun. O halde 00 ( ) ( )y f x f x≤ ≤ −  olacak �ekilde x X∈  vardır. Ancak 

bu durum 0x ’ın global minimum olması ile çeli�ir. Kesi�imleri bo� olan iki konveks  kümeyi 

ayıran hiperdüzlem mevcuttur; yani 1ˆ0 ( , ) R
n

x
+≠ µ ∈  ve α  skaler olmak üzere  

0 ˆ,x x x y− + µ ≤ α ,    0, ( ) ( )R  
n

x y f x f x∈ > −                                       (2.34) 

0 ˆ,x x x y− + µ ≥ α ,    , 0 x X y∈ ≤                                                                                     (2.35) 

(2.35)’de 0x x=  ve 0y =  alınırsa 0α ≤  olur. 2.34’te 0x x=  ve 0y = ε >  alınırsa µε ≤ α  

olur. O halde bu e�itsizlik 0∀ε >  için do�ru oldu�undan 0µ ≤  ve 0α ≥  elde edilir. Sonuç 

olarak 0µ ≤  ve 0α =  elde edilir. E�er 0µ =  alınırsa  0 ˆ, 0,  x x x x X− ≤ ∀ ∈  olur. Burada 

0 ˆx x x= +  seçilirse 
2

0 0 ˆ0 ,x x x x x≥ − − =  elde edilir. Bu e�itsizlik ancak ˆ 0x =  için 

do�rudur, ancak bu durum ˆ0 ( , )x≠ µ  olması ile çeli�ir. O halde 0µ <  olmalıdır. Öyleyse 

(2.34) ve (2.35) denklemlerini −µ  ile bölerek, ˆ /x− µ  yerine x
ξ  vektörünü alırsak a�a�ıdaki 

e�itsizlikleri elde ederiz: 

0 ,y x x x
ξ≥ − ,         0, ( ) ( )R  

n
x y f x f x∈ > −                 (2.36) 

0 , 0x x x y
ξ− − ≥ ,   , 0 x X y∈ ≤                                                                                      (2.37) 

(2.37) denkleminde 0y =  alınırsa 0 , 0,  x x x x X
ξ− ≥ ∀ ∈  elde edilir. (2.37)’den 

0 0( ) ( ) , ,  R
n

f x f x x x x x
ξ≥ + − ∀ ∈  

oldu�u açıktır. O halde 0 , 0,  x x x x X
ξ− ≥ ∀ ∈  olacak �ekilde x

ξ  vektörü f’in 0x  

noktasındaki subgradientine e�ittir (Bazaraa vd., 1993). � 
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3. ÇOK KR�TERL� OPT�M�ZASYON TEOR�S�NE G�R��  

Matematiksel ifade ile tek kriterli optimizasyon probleminin amacı bir amaç fonksiyonuna 

minimum veya maksimum de�eri veren çözümü bulmaktır; ancak günümüzde kar�ıla�tı�ımız 

problemler geli�en teknoloji ve çevresel �artlar gere�i genellikle karma�ık bir do�aya sahiptir. 

Bu nedenle bu tür problemleri tek kriter ile karakterize edip optimal çözümünü bulmanın pek  

faydası olmayacaktır. Karma�ık problemler genellikle birbiri ile çeli�en ve kıyaslanamayan 

amaç fonksiyonları ile karakterize edilir; örne�in getiri, risk, kar, maliyet, zaman, performans 

vs...(Steuer, 1986).  

Çok kriterli optimizasyon probleminde bir çözümün tüm kriterlere göre en iyi olması nadir 

rastlanan bir olaydır. E�er amaç fonksiyonları birbirleri ile çeli�miyorsa, tüm amaç 

fonksiyonlarını optimum yapan tek bir çözüm bulunabilir. Bu tür çözümler ideal çözüm 

olarak adlandırılır. Ancak genellikle amaç fonksiyonları birbirleri ile çeli�ti�inden ve 

kıyaslanamaz oldu�undan tek en iyi çözümden bahsetmek mümkün de�ildir. Genellikle bir 

tek çözüm yerine çözüm kümesinden bahsedilir. Bu çözümlere Pareto (veya etkin)  çözüm 

denilmektedir (Miettinen, 1999; Collete vd., 2003).  

Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, etkin olmayan çözümleri çözüm 

kümesinden eleyerek etkin olan iyi çözümlere ula�mayı amaçlamaktır. Pareto optimal 

çözümler bulunduktan sonra bu çözümler arasından en iyi kararı seçmek genellikle karar 

vericinin ki�isel tercihlerine ba�lıdır. Bu durumda karar vericinin kararlarını modellemek için 

iki teori söz konusudur: 

i) Çoklu özellik için fayda teorisi (multi-attribute utility theory) 

ii) Çok kriterli karar yardım teorisi (multicriteria decision aid theory) 

(Tabucannon, 1988; Collete vd., 2003).  

Buradan görüldü�ü üzere çok kriterli optimizasyon ile çok kriterli karar analizi birbirini 

tamamlayan iki alandır. Bu tezin esas amaçlarından biri çok kriterli optimizasyon teorisini 

incelemektir.  

Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaçlarından biri optimal çözümlerin varlı�ı 

hakkında ko�ullar bulmaktır.  

Gasımov (1992), çalı�masında konveks kümelerin seviye kümeleri yardımı ile lineer olmayan 

ayırma teoremi geli�tirerek asıl minimal noktalar için gerek ko�ul bulmu�tur. Bu çalı�mada ise 

Gasımov’un ispatlamı� oldu�u teorem geli�tirilerek noktayı kümeden ayıran seviye kümesini 

veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda sıralama sa�layan koni arasında bir ili�ki 

bulunmu� ve bu ili�kinin sa�lanması durumunda verilen noktanın asıl minimal nokta 

oldu�unu gösteren bir teorem ispatlanmı�tır.  
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Tanım 3.1 

R
nX ⊂  kümesinde 1( ),..., ( )kf x f x  fonksiyonları verilmek üzere 

1min( ( ),..., ( ))kf x f x

x X∈
                                                                                                              (3.1) 

problemi çok kriterli (çok amaçlı veya vektör) optimizasyon problemi olarak adlandırılır. 

Burada R
nx ∈  karar de�i�ken vektörü olmak üzere X  uygun küme’sine ait  karar vektörü 

uygun karar vektörü olarak adlandırılır. R
n  karar de�i�ken uzayı, R

k  amaç uzayı ve  

: , 1,..., , 2R R   
n

if i k k→ = ≥  amaç fonksiyonları’dır. X  uygun kümesinin : R R
n kf →  

e�le�tirmesi altındaki görüntüsüne uygun amaç kümesi denir ve ( )Y f X=  ile gösterilir. Y’nin 

elemanları ise uygun amaç vektörü olarak adlandırılır ve ( )1( ) ( ),..., ( )
T

ky f x f x f x= =  ile 

gösterilir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000).   

 

(3.1) probleminin minimumunun bulunması demek amaç fonksiyonlarının e� anlı olarak 

minimize edilmesi anlamına gelir. E�er amaç fonksiyonları birbirleri ile çeli�miyorsa, tüm 

amaç fonksiyonlarını optimum yapan tek bir çözüm bulunabilir. Ancak genellikle amaç 

fonksiyonları birbirleri ile çeli�ti�inden ve kıyaslanamaz oldu�undan tek en iyi çözümden 

bahsetmek mümkün de�ildir (Miettinen, 1999).  

  

Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, optimal çözümlerin varlı�ını ve 

özelliklerini incelemek, bu çözümler için gerek ve yeter ko�ullar bulmaktır. Tek kriterli 

optimizasyon problemlerinin amacı karar de�i�ken uzayını incelemek iken çok kriterli 

optimizasyon problemlerinde amaç uzayı ile ilgilenilir. Amaç fonksiyonlarının birbiri ile 

çeli�mesi ve ölçülememesi özelliklerinden dolayı amaç uzayında genel sıralama ba�ıntısı 

yerine kısmi sıralama ba�ıntısından bahsedilir. Bundan dolayı optimallik kavramları amaç 

uzayında verilen kısmi sıralama ba�ıntısı ile yakından ilintilidir (Miettinen, 1999; Giorgi vd., 

2004). Optimallik kavramlarını incelemeden önce sıralama ile ili�kili kavramlar 

açıklanacaktır.  

3.1 Koniler  

Tanım 3.2 

R
nK ⊂  bo� kümeden farklı bir küme olsun. E�er x K∀ ∈  ve 0λ∀ ≥  için x Kλ ∈  sa�lanıyor 

ise K’ya koni denir.  R
nK ⊂  konisi için 
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i. 0K ≠  ve R
n

K ≠  ise K  a�ikar olmayan (nontrivial) konidir. 

ii. 1 2,x x K∀ ∈  ve [ ]0,1λ ∈  için 1 2(1 )x x Kλ + − λ ∈  ise K  konisi konvekstir. 

iii. , 0 x K x∀ ∈ ≠  için x K− ∉  ise yani { }( ) 0K K∩ − ⊂  ise K  konisi sivri uçludur  

(pointed). 

     

�ekil 3.1  Konilere örnekler (Ehrgott, 2000). 

Tanım 3.3 

R
n

K ⊂  bo� kümeden farklı bir küme olsun.  

{ }, 0,
n

K y y x x K′ = ∈ ≤ ∀ ∈R                                                        (3.2) 

kümesine K’nın e�lenik konisi denir. 

{ }0K =  için n
K ′ = R , R

n
K =  için { }0K ′ = , { }0R R

n n
K x x+= = ∈ ≥  için K K′ = − ’dır. 

Tanım 3.4 

R
n

K ⊂  bir koni ve K ′  onun e�leni�i olsun.  

{ }, 0,
n

K x x y y K′′ ′= ∈ ≤ ∀ ∈R                                            (3.3) 

kümesine K’nın ikinci e�lenik konisi denir.    

Yardımcı Teorem 3.1 

R
n

K ⊂  bir koni olmak üzere, K ′  her zaman kapalı konveks konidir. 

�spat 

{ }, 0,
n

K y y x x K′ = ∈ ≤ ∀ ∈R   kümesinin kapalı oldu�unu göstermek için bir ny K ′∈  

dizisini göz önüne alalım. n → ∞  için 0ny y→  kabul edip 
?

0y K ′∈  
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0,T
n ny K y x x K′∈ � ≤ ∀ ∈  olup buradan limite geçersek 

             0 0,  
T

y x x K� ≤ ∀ ∈  

             0y K ′� ∈  

O halde K ′  kapalıdır. �imdi konveksli�ini gösterelim. 1 2,y y K ′∀ ∈ , [ ]0,1∀ ∈λ  için 

1 2(1 )y y Kλ λ ′+ − ∈   oldu�unu göstermeliyiz.   

1 2 1 2(1 ) , , (1 ) ,y y x y x y xλ λ λ λ+ − = + −  olup 1 2 1 1 2 2, , 0, , 0y y K y x y x′∈ � ≤ ≤  

olaca�ından 1 2(1 ) , 0y y xλ λ+ − ≤  oldu�u görülür, yani K ′  konvekstir. � 

Teorem 3.1 

K ≠ ∅  kapalı konveks bir koni ise K K ′′= ’dır. 

�spat 

ve   K K K K′′ ′′⊂ ⊂  oldu�unu göstermeliyiz: 

x K∀ ∈  için , 0y x ≤  �artını sa�layan y K ′∈  vardır ve y K ′∀ ∈  için , 0x y ≤  olacak  

�ekilde x K ′′∈  vardır. O halde K K ′′⊂ ’dır. 

Tersine K K′′ ⊄  oldu�unu kabul edelim. x K ′′∈  ve x K∉  olsun. K  kapalı konveks bir küme 

oldu�undan x  noktası ile K konisini sıfırdan farklı bir p  vektörü ve bir α  skaleri için 

a�a�ıdaki �ekilde ayırabiliriz: 

, ,  p y y Kα≤ ∀ ∈  ve ,p x α>  

 

Burada 0y K= ∈  oldu�undan 0α ≥  elde edilir ve dolayısıyla 0 0T T
p x p xα> ≥ � > ’dır. 

*
p K∈  olup y K∀ ∈  için 0T

p y ≤  sa�lanır. Aksi halde ayırma teoremi sonucuna göre 

, ,  p y y Kα≤ ∀ ∈  sa�lanmayabilir. Çünkü bazı y K∈  için 0T
p y >  olacaktır ki bu durum 

ayırma teoremi sonucuna göre elde edilen , ,  p y y Kα≤ ∀ ∈  gerçe�ini sa�lamaz. x K ′′∈  

kabulünden dolayı y K ′∀ ∈  için , 0x y ≤  olmalıdır. p K ′∈  oldu�undan 0t
p x ≤  olur ki bu 

durum ayırma teoremi sonucu olan 0T
p x >  ile çeli�ir. O halde x K∈  olmalıdır. K K′′ ⊂  

olup her iki kapsamadan dolayı K K ′′=  ispat edilir (Bazaraa vd., 1993). �  

Tanım 3.4 

R
n

K ⊂  bir koni ve n
X ⊂ R olmak üzere e�er 
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i. X K+  konveks ise X kümesine K-konvex, 

ii. clX K+  kapalı ise X kümesine K-kapalı, 

iii. ,  RnX z K z⊂ + ∃ ∈  ise X kümesine K-sınırlı, 

iv. x X∀ ∈  için ( )x K X− ∩cl  kompakt ise X kümesine K-kompakt 

denir (Tanino ve Sawaragi., 1980) . 

Özellik 3.1 

nX ⊂ R  kümesinin konveks olması için gerek ve yeter ko�ul X’in { }0 − konveks olmasıdır. 

Tanım 3.5 

R
n

X∅ ≠ ⊂  konveks kümesi verilsin.  

{ }0 : , , 0R    >nX z x z X x Xλ λ+ = ∈ + ∈ ∀ ∈                                          (3.4) 

kümesi X’in recessive konisi olarak adlandırılır. 

 

Sawaragi ve di�erleri (1985) recessive koni kavramına dayanarak konveks kümelerin 

karakterizasyonu için alternatif sunmu�lardır: 

Özellik 3.2 

n
X∅ ≠ ⊂ R  kapalı konveks kümesinin sınırlı olması için gerek ve yeter ko�ul { }0 0X+ =  

olmasıdır. Ek olarak, E�er X  kümesi K-sınırlı ise o halde 

{ }0 ( ) 0clK+ ∩ − =                                                                                                   (3.5) 

Özellik 3.3 

R
nK ⊂  sivri uçlu, kapalı, konveks bir koni olsun. nX ⊂ R  konveks kümesinin K-kompakt 

olması için gerek ve yeter ko�ul  K-kapalı ve K-sınırlı olmasıdır. 

Tanım 3.6 

nX ⊂ R  keyfi küme olsun. A�a�ıda verilen kümeler  

{ }* : , 0,nK d c d c K= ∈ ≥ ∀ ∈R                                  (3.6) 

{ }{ }: , 0, 0nK d c d c K# = ∈ > ∀ ∈ −R                                  (3.7) 

Kümeleri sırası ile K’nın pozitif dual ve kesin-dual konisi (veya  *K ’ın quasi-içi) olarak 
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adlandırılır. E�er *K K=  ise K’ya self-dual denir. 

Dual ve kesin dual koniler sırasıyla kapalı konveks ve konveks konilerdir. Ayrıca kesin dual 

koni orijini içermez ve { }* 0sK ∪  kapalı konveks konidir.  

Özellik 3.4 

1 2, , nK K K ⊂ R  keyfi kümeleri verilsin. E�er 
1 2K K⊆  ise * *

2 1K K⊆  ve ek olarak 

* * *( ) ( )K K K= =int cl  ve { }* *( ) 0sK K= −int . 

3.2 �kili Ba�ıntı ve Kısmi Sıralama 

Bu bölümde keyfi X  kümesi üzerinde tanımlanmı� olan ikili ba�ıntı kavramı ve çe�itli 

özellikleri incelenecek ve uzayda verilen kısmi sıralama ba�ıntısı ile koni arasındaki ili�ki 

gösterilecektir. 

Tanım 3.7 

X  keyfi kümesi üzerinde tanımlanan ikili ba�ıntı ℜ , X X×  kartezyen çarpımının bir alt 

kümesi olup a�a�ıdaki özelliklere göre farklı isimler ile adlandırılır: 

i. E�er x X∀ ∈  için ( , )x x ∈ℜ  ise yansımalı, 

ii. E�er x X∀ ∈  için ( , )x x ∉ℜ  ise yansımasız, 

iii. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için 1 2 2 1( , ) ( , )x x x x∈ℜ ⇔ ∈ℜ  ise simetrik, 

iv. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için 1 2 2 1( , ) ( , )x x x x∈ℜ� ∉ℜ  ise asimetrik, 

v. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için 1 2 2 1 1 2( , ) ve ( , )x x x x x x∈ℜ� =   ise anti simetrik, 

vi. E�er 1 2 3, ,x x x X∀ ∈  için 1 2 2 3 1 3( , ) ve ( , ) ( , )x x x x x x∈ℜ� ∈ℜ   ise geçi�meli, 

vii. E�er 1 2 3, ,x x x X∀ ∈  için 1 2 2 3 1 3( , ) ve ( , ) ( , )x x x x x x∉ℜ� ∉ℜ   ise ters geçi�meli, 

viii. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için 1 2 1 2 2 1( , ) ve ( , )x x x x x x∉ℜ ≠ � ∈ℜ   ise zayıf ba�lantılı, 

ix. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için 1 2 1 2 2 1( , ) veya ( , )x x x x x x≠ � ∈ℜ ∈ℜ    ise ba�lantılı, 

x. E�er 1 2,x x X∀ ∈  için  1 2 2 1( , ) ( , )x x x x∉ℜ� ∈ℜ  ise (güçlü) ba�lantılı veya tam 

olarak adlandırılır . 

�kili ba�ıntının özellikleri arasında a�a�ıdaki ili�ki mevcuttur: 

Özellik 3.5 

X Xℜ ⊆ ×  bir X  kümesi üzerinde tanımlı ba�ıntı ili�kisi olsun. E�er ℜ  
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i. asimetrik ise yansımasızdır. 

ii. geçi�meli ve yansımasız ise asimetriktir. 

iii. ters geçi�meli ve asimetrik ise geçi�melidir. 

iv. geçi�meli, yansımasız ve zayıf ba�lantılı ise ters geçi�melidir. 

 

�imdi ikili ba�ıntı tanımından hareketle sıralama kavramları açıklanacaktır. Sıralama için ikili 

ba�ıntı simgesi olarak ℜ  yerine genellikle �  kullanılır. 
1 2( , )x x ∈�  ve 

1 2( , )x x ∉�  

gösterimleri yerine kısaca 1 2x x�  ve 1 2x x/�  simgeleri kullanılır.  

Tanım 3.8 

X  kümesi üzerinde tanımlı �  ikili ba�ıntısı 

i. yansımalı, simetrik ve geçi�meli ise denklik ba�ıntısı ,  

ii. yansımalı ve geçi�meli ise ön sıralama ba�ıntısı,  

iii. yansımalı, geçi�meli ve ba�lantılı ise tam ön sıralama ba�ıntısı, 

iv. yansımalı, geçi�meli ve anti simetrik ise kısmi sıralama ba�ıntısı, 

v. yansımasız ve geçi�meli ise kesin kısmi sıralama ba�ıntısı, 

vi. asimetrik ve ters geçi�meli ise zayıf sıralama ba�ıntısı 

vii. asimetrik, geçi�meli ve zayıf ba�lantılı ise tam sıralama ba�ıntısı 

olarak adlandırılır (Sawaragi vd., 1985; Ehrgott, 2000). 

R
n ’de sık kullanılan ve bu çalı�mada kullanılacak olan bazı sıralamalar çizelgede veri�mi�tir: 

Çizelge 3.1 R
n ’de tanımlı Pareto sıralamalar. 

 , 1,..., i ix y x y i n< ⇔ ≤ ∀ = :                zayıf  Pareto sıralama 

 , , 1,...,  i ix y x y x y i n< ⇔ ≤ ≠ ∀ = :      Pareto sıralama 

 , 1,..., i ix y x y i n< ⇔ < ∀ = :                 kesin Pareto sıralama     

                                                  

�imdi ikili ba�ıntı ile koniler arasındaki ili�kileri veren sonuçlar ile özelliklere de�inilecektir: 

Tanım 3.9 

R
n

K ⊂  konisi verilsin. K konisi tarafından olu�turulan  

{ }: ( , ) : ( )R R  
n n

K x y y x Kℜ = ∈ × − ∈                                          (3.8) 

ikili ba�ıntısı R
n  üzerinde koni ba�ıntısı olarak adlandırılır. 
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Özellik 3.6 

R
n

K ⊂  bir koni ve Kℜ  koni ba�ıntısı olsun. O halde Kℜ  skaler ile çarpma ve toplama 

i�lemleri uyumlu olup a�a�ıdaki özelliklere sahiptir: 

 
i. yansımalı 0 K⇔ ∈  

ii. geçi�meli K⇔  konveks 

iii. anti simetrik K⇔  sivri uçlu 

 

Özel olarak, Tanım 3.8’den ve Özellik 3.6’dan sivri uçlu, konveks K konisi tarafından 

olu�turulan Kℜ  koni ba�ıntısının kısmi (kesin kısmi) sıralama ba�ıntısı olması için gerek ve 

yeter ko�ul 0 K∈  (0 )K∉  olmasıdır. Bu sebeple sivri uçlu, konveks koni sıralama konisi 

olarak ta adlandırılır ve izleyen �ekildedir: 

x y y x K⇔ − ∈�                                             (3.9) 

{ }0x y y x K⇔ − ∈ −�                                                                                                       (3.10) 

Özellik 3.7 

R
n

X ⊂  üzerinde skaler çarpma ile uyumlu �  sıralama ba�ıntısı tanımlansın. O halde 

{ }: :R   
n

K y x x y= − ∈
�

�                    (3.11) 

bir konidir. Bu durumda, e�er �  ba�ıntısı toplama i�lemi ile uyumlu ise  

i. 0 K∈ ⇔
�

�  yansımalı 

ii. K
�

 konveks ⇔ �  geçi�meli 

iii. K
�

 sivri uçlu ⇔ �  anti simetrik. 

 

Özel olarak, R
n ’de ≤   Pareto sıralama ba�ıntısı tanımlansın. O halde (4.11)’de tanımlanan 

ba�ıntı konisi sırası ile R
n ’in  negatif olmayan, sıfırdan farklı ve pozitif bölgeleri elde edilir:    

{ }: 0R  R
n n

K x x< >= ∈ > =                  (3.12a) 

{ }: 0R  R
n n

K x x< >= ∈ > =                  (3.12b) 

{ }: 0R  R
n n

K x x< >= ∈ > =                             (3.12c) 
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Özellik 3.8 

, Rn
x y ∈  ve R

n
K ⊂  a�ikar olmayan, konveks, sivri uçlu koni olmak üzere K konisine göre 

karar de�i�ken uzayında Pareto sıralama ba�ıntısı �u �ekilde tanımlanır: 

Kx y x y K> ⇔ − ∈                    (3.13a) 

{ }0Kx y x y K≥ ⇔ − ∈ −                                                                          (3.13b) 

intKx y x y K> ⇔ − ∈                                                              (3.13c) 

(Ehrgott, 2000; Jahn, 2003; Giorgi vd., 2004). 

 

Çok kriterli optimizasyon problemininin çözüm kümesi içerisinde yer alan bir çözümün iyi bir 

çözüm olabilmesi için di�er çözümler ile arasında baskınlık ili�kisi olmalıdır. Di�er 

çözümlere kar�ı baskın olan ancak kendilerine kar�ı baskın olmayan çözümler Pareto 

optimaldir. Ancak baskınlık tanımından hareketle, bir amaç fonksiyonunun bir di�erine hangi 

�artlarda tercih edilebilece�ini söylemek mümkün de�ildir. Bu eksikli�in giderilebilmesi için 

baskınlık kavramına dayanan ili�kiler ortaya çıkmı�tır. (Collete vd., 2003). Bu çalı�mada 

koniye göre baskınlık kavramı incelenecektir. 

Tanım 3.10 

R
n

X∅ ≠ ⊂  kümesi üzerinde �  kesin sıralama ba�ıntısı tanımlansın. x X∀ ∈  için 

{ }( ) :R  
n

D x d x x d= ∈ +�                     (3.14) 

kümesi baskın küme olarak adlandırılır. E�er 1 2x x�  ise 1x  vektörü 2x  vektörüne baskındır 

denir (Yu, 1974).  

Özellik 3.9 

R
n

X ⊂  kümesi üzerinde toplama ve skalerle çarpma i�lemleri ile uyumlu sıralama ba�ıntısı 

verilsin. O halde x X∀ ∈  için 

{ }( ) : 0R  
n

D x d d K= ∈ =
�

�                   (3.15) 

K
�

 orijini içermeyen sivri uçlu konveks bir konidir. Özellik, tersine sıradaki gibi yazılabilir: 

Özellik 3.10 

R
n

K ⊂  sivri uçlu konveks koni olsun. E�er ( ) R
n

D x ⊂  üzerinde K konisi tarafından 

olu�turulan kesin kısmi sıralama ba�ıntısı tanımlı ise x X∀ ∈  için { }( ) 0D x K= − ’dır. 
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3.3 Pareto Optimal Çözümler  

Çok kriterli optimizasyon teorisi alanındaki ilk çalı�malar 1881 yılında Edgeworth’un ordinal 

fayda tanımı ile ortaya atılmı� ve daha sonra bu tanım 1896 yılında Pareto tarafından 

geli�tirildi�i için çok kriterli optimizasyon teorisinin optimal çözümleri Pareto ismi ile de 

anılmaktadır (Miettinen, 1999; Jahn, 2003). Pareto’nun 1906 yılında yapmı� oldu�u tanıma 

göre “herhangi bir kaynak tahsisinde bir ki�inin refahı, ancak bir ba�ka ki�inin refahı 

azaltılarak artırılabiliyorsa, bu duruma Pareto optimali denir” (Akyıldız, 2005).    

Tanım 3.11 

RnX ⊂  kümesi ve *x X∈  verilsin. E�er her 1,...,i k=  için *( ) ( )i if x f x≤  ve en azından bir j 

indisi için *( ) ( )j jf x f x<  e�itsizliklerini sa�layan x X∈  vektörü mevcut de�il ise *x  

vektörüne Pareto minimum çözüm denir. *x  Pareto minimum ise *( )f x  de�erine etkin denir. 

Tüm Pareto optimal çözümlerden olu�an küme parX  ile ve tüm *( )y f x=  etkin 

de�erlerinden olu�an küme effY  ile gösterilir.  

 
 

�ekil 3.2 Pareto optimal çözümlerin geometrik gösterimi (Ehrgott, 2000). 

Literatürde bazı yazarlar Pareto optimal çözüm yerine etkin, baskın olmayan veya adi   

olmayan çözüm kavramlarını kullanmaktadırlar. Yine literatürde Pareto optimal çözüm için 

verilen bazı tanımlar a�a�ıda verilmektedir: E�er  

1. x X∀ ∈  için *( ) ( ) Rkf x f x− ∈ \ { }{ }- \ 0R
k
+  ise  

2. { }*( ) ( ) 0R \kf x f x +− ∈−  olacak �ekilde x X∈  mevcut de�il ise 

3. { }* *
( ) ( ( ) ) ( )R

k
f X f x f x+∩ − =  ise  

4. *( ) ( ) Rkf x f x +∈ −  olacak �ekilde { }*
( ) ( ) ( )\f x f X f x∈  mevcut de�il ise  
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*x  vektörüne Pareto optimal çözüm denir (Ehrgott, 2000). Benzer tanımlar y  etkin de�eri 

için de verilebilir.  

Tanım 3.12 

*x X∈  karar vektörü  0δ >  olacak �ekilde *( , )X B x∩ δ  kümesinde Pareto optimal çözüm 

ise, *x  vektörüne lokal Pareto optimal çözüm denir.  

 

Öncelikle { }: ,   effY y Y y Y y y′ ′= ∈ ∃ ∈ </  etkin çözüm kümesinin özellikleri incelenecek ve 

varlık teoremi ispat edilcektir. Daha sonra f’in özellikleri yardımı ile Pareto çözüm kümesi 

parX  hakkında sonuçlar elde edilecektir.  

Yardımcı Teorem 3.2 

R
kY∅ ≠ ⊂  olmak üzere ( )R

k
eff effY Y += + . 

�spat 

?

( )Rk
effy Y y Y+∈ + � ∈ . effy Y∉  oldu�unu varsayalım. ( )Rk

effy Y +∈ + � { }0Rky y +
′− ∈ −  

olacak �ekilde ( )ky Y R+
′∈ +  yoktur. effy Y∉ � { }0R

ky y +
′− ∈ −  olacak �ekilde y Y′∈  vardır. 

�ki olasılık söz konusudur:  

i) y Y∉ olsun. O halde y y d′= +  olacak �ekilde y Y′∈  ve 0 Rkd +≠ ∈  vardır.     

0 ( )Rky y Y +
′ ′= + ∈ +  oldu�undan ( )R

k
effy Y +∉ +  çeli�kisi bulunur.  

ii) y Y∈  olsun. O halde y y′ <  olacak �ekilde y Y′∈  vardır. { }0R
kd y y +

′= − ∈ −  olsun.    

Öyleyse y y d′= +  ve ( )R
k

effy Y +∉ +  varsayım ile çeli�ir.  

O halde her iki durumda da effy Y∈ ’tir. �imdi ters kapsama gösterilmelidir. 

?

( )R
k

effy Y y Y +∈ � ∈ + . ( )Rky Y +∉ +  oldu�unu varsayalım. O halde { }0R
ky y d +

′ ′− = ∈ −  

olacak �ekilde bazı ( )Rky Y +
′∈ +  vardır; yani ,  Rky Y d +

′′ ′′∈ ∈  olmak üzere y y d′ ′′ ′′= +  

�eklinde yazılabilir. Öyleyse ( )y y d y d d y d′ ′ ′′ ′ ′′ ′′= + = + + = + ; { }( ) 0Rkd d d +
′ ′′= + ∈ −  

yazılabilir. O halde effy Y∉  çeli�kisi elde edilece�inden ( )Rky Y +∈ + ’dır. Her iki kapsamadan 

dolayı ( )R
k

eff effY Y += + . Bu durum geometrik olarak �ekil 3.3’te gösterilmektedir. � 
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�ekil 3.3 Y  ve ( )Rk
Y ++  kümelerinin etkin noktaları (Ehrgott, 2000). 

Teorem 3.2 [Contact Theorem] 

Rk
Y ⊂  kümesi ve *( )f x Y∈  verilsin. *( )f x ’ın Pareto optimal çözüm olması için gerek       

ve yeter ko�ul { } { }* * * *
( ( )) ( ) ; ( ( )) ( ) : ( ) ( ) , 0   R   

k
Y f x f x f x f x f x f x∩ γ = γ = ∈ = + γ γ ≤  

olmasıdır. 

Vincent ve Grantham’ın (1981) ispatlamı� oldu�u teoreme göre, tüm Pareto optimal çözümler 

effY  kümesinin sınırında yer almaktadır.  

Yardımcı Teorem 3.3 

effY Y⊂ ∂ . 

�spat 

?

effy Y y Y∈ � ∈∂ . y Y∉∂  oldu�unu varsayalım. O halde y noktasının bir ε  kom�ulu�u 

( ; ) : (0; )B y y B Yε = + ε ⊂  olacak �ekilde inty Y∈  vardır. 0 Rk
d +≠ ∈  olsun. O halde 

(0, )d Uλ ∈ ε  olacak �ekilde 0λ >  seçilebilir. Buradan { }0Rk
d +λ ∈ − olmak üzere y d Y− λ ∈  

elde edilir; yani effy Y∉  olup çeli�ki bulunur. � 

Yardımcı Teorem 3.2 ve 3.3’ün yardımı ile effY ’in bo� olması için a�a�ıdaki ko�ul elde edilir: 

Sonuç  3.1 

E�er Y  veya ( )Rk
Y ++  açık küme ise effY = ∅ . 
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Yardımcı Teorem 3.4 

1 2 1 2( )
eff eff eff

Y Y Y Y+ ⊂ + . 

�spat 

1 2( )
eff

y Y Y∈ +  olsun. O halde bazı 1 1 2 2,  y Y y Y∈ ∈  için 1 2y y y= + ’dir. 1 1eff
y Y∉  oldu�unu 

varsayalım; yani { }1 0Rk
y y d +

′− = ∈ −  olacak �ekilde bazı 1y Y′∈  vardır. O halde 1y y d′= +  

2y y y d′� = + +  olup 2 1 2y y Y Y′ + ∈ +  oldu�undan 1 2( )
eff

y Y Y∉ +  çeli�kisi bulunur. Benzer 

olarak 2 2eff
y Y∈  bulunur; yani 1 2 1 2eff eff

y y y Y Y= + ∈ + . � 

 

Etkin küme hakkında varlık teoremini ispatlamadan önce a�a�ıdaki tanıma ve yardımcı 

teoreme ihtiyaç vardır: 

Tanım 3.13   

( , )X ≤  önsıralı bir küme olsun; yani ≤  yansıma ve geçi�me özelliklerine sahip olsun. E�er 

( , )X ≤  kümesinin her tam sıralı alt kümesi alt sınıra sahip ise (yani S X∅ ≠ ⊂  olmak üzere 

x S∀ ∈  için x x≤  sa�lanıyor ise x X∈  elemanı S’nin alt sınırıdır.) ( , )X ≤  kümesi 

tümevarımsal sıralı olarak adlandırılır.   

Yardımcı Teorem 3.5 [Zorn’s Lemma] 

( , )X ≤ bo� kümeden farklı, önsıralı küme olsun. E�er ( , )X ≤  tümevarımsal sıralı küme ise o 

halde X  kümesi en az bir minimal elemana sahiptir: ,  x X x x x x∈ ≤ � ≤  sa�lanıyor ise 

x X∈  minimal elemandır. 

Teorem 3.3 [Borwein, 1983] 

Y∅ ≠  ve { }0 0 0
: ( ) R

k
Y y Y y y y Y+= ∈ ≤ = − ∩  kompakt kümesi olacak �ekilde 0

y Y∈  

olsun; yani Y  kümesi, 0
Y  kompakt kesitini içersin. O halde effY  bo� kümeden farklıdır. 

�spat                                                         

0
Y  kompakt kesit  ve A  bazı indeks kümesi olmak üzere  { },  Y y A

α α
= α ∈  kümesi 0

Y ’da 

bir zincir (tam sıralı alt küme) olsun. A indeks kümesinin tüm sonlu alt kümeleri B kümesi ile 

tanımlansın: { }: :  B a A a= ⊂ < ∞ . Her a B∈  sonlu oldu�u için ve Y
α , 0

Y  kompakt 
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kümesinde bir zincir oldu�undan Weierstrass Teoremi’ne göre { }inf :a
y y a

α
= α ∈  olmak 

üzere 0a
y Y∈  mevcuttur. �imdi Aα ∈  olmak üzere tüm kümeleri göz önüne alalım: 

0: ( )Rk
Y y Y

α
α += − ∩ , Aα ∈ . 0

Y Yα ⊂  oldu�u açıktır ve Yα ,  0
Y  kompakt kümesinin kapalı 

alt kümesi oldu�undan kompakttır. E�er a B∈  ise yani sonlu ise  aYα∈ α∩ ≠ ∅ . Sonuçta 

0
Y ’ın kompaktlı�ından AYα∈ α∩ ≠ ∅  yani 0( )Rk

A

y y Y
α

+
α∈

′∈ − ∩�  mevcuttur. O halde kısmi 

sıralamaya göre bunun anlamı A∀α ∈  için y y
α′ ≤  demektir veya di�er bir deyi�le 0

y Y′∈ , 

{ },  y A
α

α ∈  zincirinin bir alt sınırıdır. Öyleyse 0
Y  tümevarımsal sıralıdır. Zorn’s Lemma 

gere�i * 0
y Y∈  minimal elemanı vardır. *

effy Y∉  kabul edilsin. O halde *
y y<  olacak �ekilde 

y Y∈  vardır: 

* 0 0( ) (( ) ) ( )R R R R Rk k k k k
y y Y y Y Y y Y+ + + + +∈ − ∩ ⊂ − ∩ − ∩ ⊂ − ∩ −  

0 0( )R Rk k
Y y Y+ += − − ∩ −  

* 0
y Y∈  elemanının minimal olması ile çeli�ir. O halde *

effy Y∈  yani effY ≠ ∅ . � 

 
                                        �ekil 3.4 Y’nin kompakt kesiti (Ehrgott, 2000). 

Tanım 3.14 

E�er Rk
Y ⊂  kümesinin { }( ) : ,R   

k c
y y Y A

α α
+− ∈ α ∈  �eklindeki her açık örtüsü sonlu alt 

örtüye sahip ise Y kümesi Rk
+ -yarı kompakt olarak adlandırılır. 

Burada ( )Rk c
y

α
+− , ( )Rk

y
α

+− ’nın tümleyenini göstermektedir: ( )R \ Rk k
y

α
+− . 

Teorem 3.4  [Hartley, 1978] 

E�er Rk
Y∅ ≠ ⊂  kümesi Rk

+ -kompakt ise o halde effY ≠ ∅ . 
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Yardımcı Teorem 3.6 

E�er Y  kümesi Rk
+ -kompakt ise Rk

+ -yarı kompakttır. 

Sonuç 3.2 [Corley, 1980] 

E�er Y∅ ≠  kümesi Rk
+ -yarı kompakt ise o halde effY ≠ ∅ . 

Tanım 3.15 

: R Rn k
f →  fonksiyonu verilsin. E�er Rk

y∀ ∈  için { }1
( ) : ( )R R  R

k n k
f y x y f x

−
+ +− = ∈ − ∈  

kapalı ise f’e Rk
+ - yarı sürekli fonksiyon denir.  

Yardımcı Teorem 3.7 

Rn
X∅ ≠ ⊂  kompakt küme ve : R Rn k

f →  fonksiyonu  Rk
+ - yarı sürekli olsun. O halde 

( )Y f X=  kümesi Rk
+ -yarı kompakttır. 

�spat 

Y ’nin { }( ) : ,R   
k c

y y Y A
α α

+− ∈ α ∈  �eklindeki bir açık örtüsünü göz önüne alalım. f  Rk
+ - 

yarı sürekli oldu�undan { }1
(( ) ) : ,R   

k c
f y y Y A

− α α
+− ∈ α ∈  kümesi X ’in açık bir örtüsüdür. 

X  kompakt oldu�u için bu açık örtünün sonlu alt örtüsü vardır. Bu alt örtünün görüntüsü  

Y ’nin sonlu alt örtüsüdür. Bu yüzden  ( )Y f X=  kümesi Rk
+ -yarı kompakttır. � 

 

Yukarıda effY  kümesinin bo� olmaması için bazı tanım ve teoremlere yer verildi. Literatür 

incelendi�inde ise di�er yazarlar, izdü�üm konisi (Benson, 1978) veya recessive konisi 

(Borwein, 1977; Bitran vd., 1979; Henig, 1982) kavramlarını kullanarak ko�ullar 

bulmu�lardır. Bu ve di�er sonuçların kar�ıla�tırmalı ara�tırması için Sonntag ve Zalinescu’nun 

(2000) çalı�masına bakılabilir. Yukarıdaki sonuçlara ek olarak Naccache (1978) ile Bitran ve 

Magnanti (1979) Pareto kümenin ba�lantılı olmasını; Tanino ve Sawaragi (1978, 1980) ise 

Pareto kümenin stabil özelli�ini incelemi�lerdir.  

�imdi  parX  Pareto optimal çözüm kümesi hakkında varlık teoremi verilebilir: 

Teorem 3.5 

Rn
X∅ ≠ ⊂  kompakt küme ve f,  Rk

+ - yarı sürekli olsun. O halde parX ≠ ∅ . 
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�spat 

Teorem 3.3 ve Yardımcı Teorem 3.7 yardımı ile teoremin ispatı kolaylıkla gösterilebilir. � 

 

Pareto optimal çözümler ve etkin çözümler için verilen tanım ve teoremler, Rk
+  yerine 

konveks, a�ikar olmayan, sivri uçlu, kapalı K  konisine göre verilebilir.  

3.3.1 Zayıf ve Kesin Pareto Optimal Çözümler  

Rk  amaç uzayında verilen kısmi sıralama ba�ıntısına göre Pareto optimal ve etkin nokta 

tanımları verildi. E�er kısmi sıralama yerine zayıf veya kesin kısmi sıralama ba�ıntısı 

kullanılırsa kesin ve zayıf Pareto optimal ile etkin noktaların tanımları elde edilir: 

Tanım 3.16 

RnX ⊂  ve *x X∈  verilsin.  

i. E�er *( ) ( )f x f x<  yani her 1,...,i k=  için *( ) ( )i if x f x<  olacak �ekilde x X∈  mevcut 

de�il ise *x X∈  vektörüne zayıf Pareto optimal çözüm denir. 

ii. E�er *( ) ( )f x f x<  yani her 1,...,i k=  için *( ) ( )i if x f x≤  olacak �ekilde { }*
x X x∈ −  

mevcut de�il ise *x X∈  vektörüne kesin Pareto optimal çözüm denir.  

 

Zayıf  (kesin) çözümler için Pareto optimal ve etkin kümeler sırası w parX −  ( s parX − ) ve w effY − ,   

ile gösterilir. Tanımdan da görüldü�ü üzere effY  ve parX  kümeleri için a�a�ıdaki ili�ki söz 

konusudur: 

eff w effY Y −⊂                    (3.16a) 

s par par w parX X X− −⊂ ⊂                                                                                              (3.16b) 

 
 

�ekil 3.5 Zayıf ve kesin pareto minimal noktalar (Jahn, 2003). 
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Pareto optimallik/etkinlik kavramlarında oldu�u gibi zayıf Pareto optimallik/etkinlik için de 

denk tanımlar bulunmaktadır: 

i. * int Rk
y y +− ∈  olacak �ekilde y Y∈  mevcut de�il ise, 

ii. *( int )Rk
y Y+− ∩ = ∅  ise 

*
w effy Y −∈ ’tir.  

(3.16a)’dan görüldü�ü üzere effY  için elde edilen tüm varlık sonuçlarının w effY −  için de 

sa�landı�ı açıktır. Ayrıca effY = ∅  olsa bile w effY − ≠ ∅  olabilir.  

Örnek 3.1 

{ }2
1 2 1 2( , ) : 0 1, 0 1R   Y y y y y= ∈ < < ≤ ≤  olsun. effY  ve  w effY −  kümelerini inceleyelim: 

effY = ∅  iken { } { }1 2 2(0,1) 0 : 0 , 0   w effY y Y y y y− = × = ∈ < < = . 

 

�imdi w effY −  için varlık ko�ulları incelenecektir: 

Teorem 3.6 

Rk
Y∅ ≠ ⊂  kompakt olsun. O halde w effY − ≠ ∅ . 

�spat 

: R Rkϕ →  fonksiyonu 1( ) ... ky y yϕ = + +  �eklinde olsun. Y kompakt küme ve ϕ  sürekli 

fonksiyon oldu�undan ϕ ’nin Y kümesinde global minimum noktası vardır: 

{ }*( ) min ( ) :  y y y Yϕ = ϕ ∈  

O halde *
y  noktası Y kümesinin Pareto minimum noktasıdır. Çünkü aksi durumda *

ŷ y<  

olacak �ekilde  ŷ Y∈  noktası bulunabilirdi. Ancak bu durumda *ˆ( ) ( )y yϕ < ϕ  olaca�ından bu 

durum *
y  noktasının ϕ  fonksiyonunun global minimum noktası olması ile çeli�ir. � 

Teorem 3.7 

Rn
X∅ ≠ ⊂  kompakt olsun. : R Rn k

f →  sürekli olsun. O halde w parX − ≠ ∅ . 

�spat 

X  kompakt oldu�undan ( )Y f X=  kompakt olur. O halde Teorem 3.6’dan ispat elde edilir.   
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Zayıf Pareto optimal çözümlerin karakterizasyonu ile ilgili teorem için a�a�ıdaki tanımlar 

bilinmelidir: 

Tanım 3.17 

R
n

K ⊂  a�ikar olmayan, konveks, sivri uçlu koni olmak üzere K konisine göre Pareto 

sıralama ba�ıntısı ve : R R
n

g →  fonksiyonu tanımlansın. E�er 1 2x x>  e�itsizli�ini sa�layan 

1 2, R
n

x x∀ ∈  vektörleri için 1 2( ) ( )g x g x>  ise g fonksiyonuna K-monoton fonksiyon; 

1 2 1 2,   x x x x≥ ≠  için 1 2( ) ( )g x g x>  sa�lanıyorsa g fonksiyonuna  kesin K-monoton fonksiyon 

denir. 

0G , R
n ’de verilen konveks, K-monoton, sürekli ve (0) 0g =  ko�ulunu sa�layan tüm 

fonksiyonların kümesi olsun. K ′  e�lenik koni olmak üzere sıfırdan farklı x K′ ′∀ ∈  için 

,x x x′→  fonksiyonları 0G  kümesinin elemanlarıdır. 0SG  ise 0G ’daki kesin K-monoton 

fonksiyonlar kümesi olsun. 

Sıradaki teorem biri konveks di�eri konveks olmayan ve klasik ayırma teoremi ile 

ayrılamayan kümelerin 0G  fonksiyonlar kümesinin bir elemanı ile ayırmanın mümkün 

oldu�unu göstermektedir: 

Tanım 3.18 

1 2, R
n

X X ⊂   bo� olmayan kümeler olsun. E�er : R R
n

g →  fonksiyonu için 

1 2 1 1 2 2( ) ( ) ,  g x g x x X x X≤ ∀ ∈ ∀ ∈  ise g fonksiyonu 1X  ve 2X  kümelerini ayırıyor denir. 

Teorem 3.8 [Gasımov, 1992] 

R
n

K ⊂  konveks, kapalı, sivri uçlu konisi verilsin ve intK ≠ ∅  olsun. 1 2, R
n

X X ⊂  bo� 

olmayan kümeler olmak üzere e�er 1X K−  konveks bir küme ve 1 2( )int X K X− ∩ = ∅  ise o 

halde 1X K−  ve 2X  kümelerini ayıran bir 0g G∈  fonksiyonu mevcuttur.  

 

 

�ekil 3.6 Hiperdüzlem ile ayrılamayan kümeler (Azimli ve Kemalbay, 2007). 
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Teorem 3.9 [Gasımov, 1992] 

Rn
X ⊂  kümesi verilsin. 0x X∈  vektörünün zayıf Pareto minimal olması için gerek ve yeter 

ko�ul x X∀ ∈  için 0( ) ( )g x g x≤  olacak �ekilde bazı 0g G∈  olmasıdır. 

 

Zayıf Pareto optimal çözümler teorik olarak önemli olmalarına kar�ın pratikte pek fayda 

sa�lamamaktadırlar. Bununla birlikte zayıf Pareto optimal çözümleri hesaplamak Pareto 

optimal çözümleri hesaplamaktan daha kolay oldu�u için teknik açıdan faydalı oldu�u 

söylenebilir. �imdi Pareto optimal çözümlerden daha kısıtlayıcı olan asıl Pareto optimal 

çözümler incelenecektir.  

3.3.2 Bir Çözümden Di�er Çözüme Geçi�  

Ödünle�im (Trade off), kelimesinin sözlük anlamı bir �eyi elde etmek için ba�ka bir �eyden 

fedakârlık etmektir. Bir çözümün Pareto optimal olabilmesi için amaç fonksiyonundaki 

iyile�tirmenin ba�ka bir amaç fonksiyonunda kötüle�meye yol açması gerekmektedir. Bir 

Pareto optimal çözümden di�erine geçmek için ödünle�im gereklidir. Ödünle�im, bazı amaç 

fonksiyonlarının de�erinde azalma meydana geldi�i zaman bir amaç fonksiyonun de�erinde 

meydana gelen artı� ile ilgili olarak amaç fonksiyonlarının de�erindeki de�i�im oranını 

yansıtır.  

Tanım 3.19 [Chankong ve Haimes, 1983] 

Rn
X ⊂  ve 1 2,x x X∈  karar vektörleri olmak üzere bunlara kar�ılık gelen amaç vektörleri 

1( )f x  ve 2( )f x  olsun. if  ve jf  fonksiyonlarını içerecek �ekilde 1x  ve 2x  arasındaki de�i�im 

oranına ödünle�im denir ve 

1 2
1 2

1 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )
i i

ij ij

j j

f x f x
x x

f x f x

−
Λ = Λ =

−
, 1 2( ) ( ) 0j jf x f x− ≠                (3.17) 

ile gösterilir.  

1x  ile 2x  arasında, if  ve jf ’yi kapsayacak �ekilde e�er her 1,...,l k=  ve ,l i j≠  için   

1 2( ) ( )l lf x f x=  ise ijΛ  kısmi ödünle�im; e�er en az bir  1,...,l k=  ve  ,l i j≠  için 

1 2( ) ( )l lf x f x≠  ise ijΛ  tam ödünle�im olarak adlandırılır. 

Karar vericinin birçok amaç fonksiyonunu kar�ıla�tırması zor iken verilen iki amaç 

fonksiyonunu ijΛ  de�erine bakarak daha kolay kıyaslayabilir. 
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Tanım 3.20 [Chankong ve Haimes, 1983] 

x̂ X∈  bir karar vektörü ve d̂ , x̂  vektöründen çıkan uygun yön olsun. d̂  boyunca if  ve 

jf ’yi kapsayacak �ekilde x̂  noktasındaki tam ödünle�im oranı  

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) lim ( , )ij ij ijx d x d x
+α→

λ = λ = Λ + α                                         (3.18) 

d̂  uygun bir yön olmak üzere, e�er her 1,...,l k=  ve  ,l i j≠  ve her 0 ≤ α ≤ α  için 

ˆˆ ˆ( ) ( )l lf x d f x+ α =  e�itli�ini sa�layan 0α >  mevcut ise ijλ  kısmi ödünle�im oranı olarak 

adlandırılır. 

 

3.3.3 Asıl Pareto Optimal Çözümler 
 

Tanıma göre, e�er bir amaç fonksiyonu ile di�er amaç fonksiyonları aynı de�ere sahip ise 

Pareto optimal çözümler o amaç fonksiyonunda iyile�tirme sa�lamaz. Bir amaç 

fonksiyonundaki iyile�me ancak bir ba�ka amaç fonksiyonunda kötüle�me kabul edildi�i 

zaman gerçekle�ir. Yukarıda da bahsedildi�i gibi amaç fonksiyonları arasındaki bu ödünle�im 

hesaplanabilir. Ancak bazı hallerde ödünle�im sınırsız olabilir.     

�lk defa Kuhn ve Tucker (1951) Pareto optimal çözümlerin sakıncalı yanlarından bahsetmi�  

ve bu durumlardan sakınmak için asıl Pareto optimal çözüm tanımını geli�tirmi�ler ve Pareto 

optimal çözümleri asıl ve asıl olmayan olarak ikiye ayırmı�lardır. Asıl Pareto optimal 

çözümler amaç fonksiyonları arasında sınırsız ödünle�ime izin vermez. Literatürde asıl Pareto 

optimal çözüm için çe�itli tanımlar verilmektedir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000). 

Tanım 3.21 [Henig, 1982] 

RnX ⊂  ve *x X∈  için e�er  

{ } { } { }*0 int , ( - ) ( ) 0 , ( ) 0kR N X x N N N+ − ⊂ ∩ − = ∩ − =                            (3.19) 

ko�ullarını sa�layan konveks kapalı N konisi var ise *x ’a asıl Pareto minimal çözüm denir.  

 

�ekil 3.7 Asıl pareto minimal çözümler (Jahn, 2003). 
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Tanım 3.22 [Kuhn ve Tucker, 1951] 

{ }1: ( ( ),..., ( )) 0R  
n

mX x g x g x= ∈ ≤  uygun küme; , 1,..., if i k= , , 1,..., jg j m=  sürekli 

diferansiyellenen fonksiyonlar olsun ve  

min ( )f x  

( ) 0g x ≤ , : R R
n kg →   

problemini göz önüne alalım. *x X∈  çözümü için e�er 

*
( ), 0, 1,..., if x h i k∇ ≤ ∀ =                  (3.20a) 

*
( ), 0,  if x h i∇ < ∃                   (3.21b) 

{ }* * *
( ), 0, ( ) 1,..., : ( ) 0  j jg x h j J x j m g x∇ ≤ ∀ ∈ = = =                                                   (3.21c) 

e�itsizliklerini sa�layan R
nh ∈  yok ise *x  vektörüne asıl Pareto optimal çözüm denir. 

Tanım 3.23 [Geoffrion, 1968] 

*x X∈  karar vektörü Pareto optimal çözüm ise ve her i  indeksi ile her  x X∈  için 

*( ) ( )i if x f x< ; en az bir j indeksi için ise 
*( ) ( )j jf x f x<  ve 

*

*

( ) ( )

( ) ( )

i i

j j

f x f x
M

f x f x

−
≤

−
 sa�lanacak   

�ekilde 0M >  reel sayısı var ise *x X∈  asıl Pareto optimal çözüm olarak adlandırılır. 

Teorem 3.10 [Geoffrion, 1968] 

0, 1,..., i i kλ > =  ve 
1

1
k

i

i=

λ =�  olmak üzere e�er *x  karar vektörü 
1

min ( )
k

i i
x X

i

f x
∈

=

λ�  probleminin 

optimal çözümü ise o halde *x  asıl Pareto optimal çözümdür. 

 

Teorem 3.11 [Geoffrion, 1968] 

R
nX ⊂  ve : Rif X →  konveks olsun. O halde O halde *x X∈  vektörünün asıl Pareto 

optimal olması için gerek ve yeter ko�ul *x  vektörünün 0, 1,..., i i kλ > =  için 
1

min ( )
k

i i
x X

i

f x
∈

=

λ�   

probleminin optimal çözümü olmasıdır. 

 

Geoffrion, konveks problem halinde asıl Pareto optimal çözümler için gerek ve yeter ko�ul 

bulmu�tur. 
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Tanım 3.24 

RkY ⊂  ve y Y∈  olsun.  

{ } { }{ }( ) : , ; , ( )R  R  R   k
Y k k k k kT y d t y y y t y y d= ∈ ∃ ⊂ ⊂ → − →              (3.21) 

kümesine y  noktasında Y ’nin tanjant konisi; 

{ }
0

( ) : 0,  cone Y y y Y Y
α≥

= α α ≥ ∈ = α�                  (3.22) 

kümesine Y’nin konik örtüsü denir. 

Tanjant koni tanımından da görüldü�ü üzere , ( ) k k ky y t y y d→ − →  ko�ullarından kt → ∞  

oldu�u açıktır veya denk tanım olarak 0kt →  iken 
1

( )( )
( )

 k

k

y y d
t

− →  yazılabilir. 

Özellik 3.11 

i. Tanjant koni ( )YT y  kapalı konidir. 

ii. E�er Y konveks ise ( ( ))cl cone Y y−  ve ( )YT y  konvekstir ve  ( ) ( ( ))clYT y cone Y y= − . 

Tanım 3.25 [Borwein, 1977] 

*x X∈  çözümü için e�er 

{ }*( ( )) ( ) 0
R

Rk

k

Y
T f x

+
++

∩ − =                    (3.23) 

ise *x X∈  asıl Pareto optimal çözüm olarak adlandırılır. 

Tanım 3.26 [Benson, 1979] 

*x X∈  çözümü için e�er 

( ) { }*
( ( )) ( ) 0cl R Rk k

cone Y f x+ ++ − ∩ − =                  (3.24) 

ise *x X∈  asıl Pareto optimal çözüm olarak adlandırılır. 

Tanjant koni ve konik örtü tanımından 

( )* *
( ( )) ( ( ))

R
cl Rk

k

Y
T f x cone Y f x

+
++

⊂ + −                             (3.25) 

elde edilir. O halde Benson’un tanımının Borwein’in tanımından daha güçlü oldu�u açıktır. 

E�er RnX ⊂  ve : Rif X →  konveks ise Benson ve Borwein tanımları birbirine denktir.  

Özellik 3.12 

*x X∈  Borwein anlamında asıl Pareto optimal çözüm ise *x   Pareto optimal çözümdür. 
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Asıl Pareto optimal çözümler için çe�itli yazarların vermi� oldukları tanımlar arasındaki 

ili�kileri incelemek için Guerraggio, Molho ve Zaffaroni’nin (1994) çalı�ması incelenebilir. 

Sıradaki teorem asıl Pareto minimal çözümler için gerek ko�ulu vermektedir: 

Teorem 3.12 [Gasımov, 1992] 

Rn
X ⊂  kümesi verilsin. 0x X∈  vektörü asıl Pareto minimal çözüm ise  x X∀ ∈  için 

0( ) ( )g x g x≤                       (3.26) 

olacak �ekilde bazı 0Sg G∈  vardır. 

 

(3.26) ko�ulunun yeter ko�ul olması için ilave ko�ullara ihtiyaç vardır. Sıradaki teoremde ise 

Gasımov’un ispatlamı� oldu�u teorem geli�tirilerek noktayı kümeden ayıran seviye kümesini 

veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda sıralama sa�layan koni arasında bir ili�ki 

bulunmu� ve bu ili�kinin sa�lanması durumunda verilen noktanın asıl minimal nokta oldu�u 

gösterilmi�tir.  

Tanım 3.27  

R
n

X∅ ≠ ⊂  konveks kümesi ve { }: R R→ ∪ +∞
n

f  konveks fonksiyonu verilsin.  

X epif=  kümesi bilindi�i gibi konveks bir kümedir. Bu kümenin recessive konisi olan 

0 ( )epif
+  kümesi Rockefellar (1970) çalı�masında gösterildi�i gibi bir fonksiyonun 

epigrafi�idir. Bu fonksiyona f’in recessive fonksiyonu denir ve 0f
+ �eklinde gösterilir.           

O halde tanıma göre  

( 0 ) 0 ( )epi f epif
+ +

=                                 (3.27) 

elde edilir. 

Teorem 3.13 [Azimli ve Kemalbay, 2007] 

Rn
K ⊂  konveks, kapalı, sivri uçlu, int K ≠ ∅  konisi, Rn

X ⊂  kısmi sıralı kümesi ve 

0x X∈  noktası verilsin. E�er bir 0Sg G∈  için 

{ }( 0 )( ) 0int  K x g x
+

− ⊂ ≤                    (3.28) 

sa�lanıyor ise (3.26) e�itsizli�i 0x ’ın asıl Pareto minimal çözüm olması için yeter ko�uldur. 
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�spat 

0Sg G∈  için (3.26) ve (3.28)’nin do�ru oldu�unu varsayalım. 1 : R Rn
g →  fonksiyonu 

1 0 0( ) ( ) ( )g x g x x g x= + −  �eklinde tanımlansın. { }1 1: ( ) 0R  
n

G x g x= ∈ ≤  olsun. 

Rockafellar’ın (1970) çalı�masına göre 10 0g g
+ +=  ve { }1 10 ( 0 )( ) 0 G x g x

+ += ≤  elde edilir. 

O halde (3.28) 

1int 0K G
+− ⊂                     (3.29) 

�eklinde yazılabilir. { }0( ) ( ) 0cone X K x K+ − ∩ − =  oldu�u kolayca gösterilir. Teoremin 

ispatı için  

{ }0( ) ( ) 0cl cone X K x K+ − ∩ − =                   (3.30) 

oldu�u gösterilmelidir. Aksini dü�ünelim. (3.30) do�ru olmasın. O halde sıfırdan farklı bir 

k K∈  için 

0- ( )cl k cone X K x∈ + −                    (3.31) 

1( ) 0g k− <  oldu�u a�ikardır ve 1g  sürekli oldu�undan 1intk G− ∈ ’dir. Ayrıca (3.29)’den 

10intk G
+− ∈  elde edilir. Buradan (3.31) göz önüne alınırsa 

1 1ˆ ˆ0 ,  intx G x G
+∈ ∈                     (3.32) 

ko�ulunu sa�layan bir 0ˆ ( )x cone X K x∈ + −  vektörü mevcuttur. 10 G∈  ve 1G  konveks küme 

oldu�undan (3.32)’den her ( ]0,1λ ∈  için 1ˆ intx Gλ ∈  elde edilir. Buradan  (Teorem 8.3; 

Rockafellar, 1970) göz önüne alınırsa 1ˆ 0x G
+∈ ’den 

1ˆ ˆ , 0int  x x Gλ + µ ∈ ∀µ ≥  ve 0 1< λ ≤   

elde edilir. Buradan 

1 ˆ(( ) ) 0, 0 g xλ + µ < ∀µ ≥  ve 0 1< λ ≤                  (3.33) 

elde edilir. 0ˆ ( )x cone X K x∈ + −  oldu�undan 0ˆrx X K x∈ + − ’ı sa�layan bir 0r >  sayısı 

vardır.  

1 ˆ( ) 0g rx ≥                                 (3.34) 

oldu�u kolaylıkla gösterilebilir. 0r >  için rµ + λ =  ko�ulunu sa�layan 0µ >  ve 0λ >  

sayılarını alalım. O halde (3.33) ve (3.34)’ten  

1 ˆ( ) 0g rx <  ve 1 ˆ( ) 0g rx ≥  

elde edilir. Öyleyse çeli�kiden dolayı (3.30)’un do�ru oldu�u görülür. � 
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3.3.4 Pareto Optimal Çözümlerin De�i�im Aralı�ı 

Bu bölümde, amaç fonksiyonlarının X uygun kümesi üzerinde sınırlı oldukları varsayımı 

altında Pareto optimal çözümlerin de�i�im aralı�ı incelenecektir.  Pareto optimal çözümlerin 

alt ve üst sınırı olarak ideal ve nadir noktaların tanımı verilecektir. Bu noktalar Pareto optimal 

çözümlerin de�i�im aralı�ı hakkında karar vericiye fikir sa�lamaktadır. 

Tanım 

parX  ve effY  kümelerinin bo� olmadıkları varsayımı altında  

1min( ( ),..., ( ))k
x X

f x f x
∈

                     (3.34) 

problemini göz önüne alalım.  

i. 0 0 0
1( ,..., )ky y y=  noktası için  

0 inf ( ) infi i i
x X y Y

y f x y
∈ ∈

= =                               (3.35) 

noktası Pareto optimal çözüm kümesinin en büyük alt sınırı olup ideal noktası olarak 

adlandırılır.  

ii. 1( ,..., )N N N
ky y y=  noktası için  

      sup ( ) sup
par eff

N
i i i

x X y Y

y f x y
∈ ∈

= =                   (3.36) 

      noktası Pareto optimal çözüm kümesinin en küçük üst sınırı olup nadir nokta olarak 

adlandırılır.        

 

�ekil 3.8 �deal ve nadir noktaların geometrik yeri (Miettinen, 1999; Collete vd., 2003). 

 

Tanımdan da görüldü�ü üzere effy Y∀ ∈  için 0
i iy y≤  ve N

i iy y≤ ’dir. �deal nokta, k adet tek 

de�i�kenli optimizasyon probleminin çözülmesi ile elde edilirken nadir noktanın 

hesaplanması için etkin bir algoritma yoktur. 
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Matematiksel olarak her Pareto optimal çözüm, çok kriterli optimizasyon probleminin e�it 

olarak kabul edilebilir bir çözümüdür. Ayrıca, çözüm kümesi yerine yalnız bir çözümü elde 

etmek istenilen bir durumdur. Pareto optimal çözümler arasından bir seçim yapabilmek için 

ise karar veriyice ihtiyaç vardır. 

3.4 Karar Verici 

Tüm Pareto optimal çözümler arasından yalnız bir çözümü seçmek için karar vericiye 

dayanan tercih bilgisine ihtiyaç vardır. Karar verici, farklı çözümler arasında tercih ili�kisini 

açıklayan ki�idir. Analist ise çözüm sürecinin matematiksel kısmı ile ilgilenen ki�i veya 

bilgisayar programıdır. Analist, karar vericiye problemin çözümlerini sunar ve karar vericinin 

tercihlerine göre bir çözüm belirlenir. Bir sonraki bölümde karar vericinin çözüm sürecinde 

yer aldı�ı role göre çok kriterli optimizasyon probleminin çözüm yöntemleri 

sınıflandırılmı�tır.  
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4. ÇOK KR�TERL� OPT�M�ZASYON PROBLEM�N� ÇÖZÜM YÖNTEMLER� 

Çok kriterli optimizasyon probleminin çözümü için literatürde çe�itli yöntemler 

bulunmaktadır: Skaler yöntemler, etkile�imli yöntemler, bulanık yöntemler, sezgisel 

yöntemler, karara yardım yöntemleri... Çok kriterli optimizasyon problemi çözüldü�ünde, 

karar vericinin gereksinimlerini en iyi kar�ılayan bir Pareto optimal çözümün di�er bir deyi�le 

nihai çözümün bulunması hedeflenir. Hwang ve Masud’a göre (1979) çözüm yöntemleri karar 

vericinin çözüm sürecinde yer aldı�ı role göre 4 sınıfta incelenebilir: 

i. Tercih Bilgisine Dayanmayan Yöntemler: Problem çözüldükten sonra çözüm karar 

vericiye sunulur. Karar verici çözümü reddeder veya kabul eder. 

ii. Önsel Tercih Bilgisine Dayanan Yöntemler: Karar verici optimizasyon yöntemi 

uygulanmadan önce tercihlerini belirtir ve bunlar modele yansıtılır. 

iii. Etkile�imli Tercih Bilgisine Dayanan Yöntemler: Optimizasyon yöntemi ile karar vericinin 

etkile�imli oldu�u durumdur.  

iv. Sonsal Tercih Bilgisine Dayanan Yöntemler: Optimizasyon yöntemi uygulandıktan sonra 

karar verici çözümler arasından tercihini yapar. 

Çizelge 4.1 KV’ye Göre ÇKO problemini çözüm yöntemlerinin sınıflandırılması. 
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Tercih bilgisine dayanmayan yöntemlerde karar vericinin fikirleri dikkate alınmazken, 

çözümler elde edildikten sonra karar vericiye sunulur. Karar verici sunulan çözümü reddeder 

veya kabul eder. Bu durumda seçilen çözümün karar vericinin isteklerini en iyi yansıtan 

çözüm oldu�unu söylemek yanlı� olur. Bu tür çözüm yöntemleri, karar vericinin çözümlerden 

özel bir beklentisi olmadı�ı durumlarda uygundur.  

Önsel yöntemlerde karar verici, çözüm süreci ba�lamadan önce istek ve dü�üncelerini analiste 

bildirir. Ancak buradaki zorluk, karar verici problemde ula�mak istedi�i olasılı�ı önceden 

bilemeyebilir veya beklentileri gerçe�e uygun olmayabilir.  

Etkile�imli yöntemler, karar vericiyi en çok tatmin edecek sonuçları verir. Analist elde etti�i 

çözümleri karar vericiye sunar. E�er karar verici beklentilerini kar�ılayan çözümü elde 

edememi� ise analist karar vericinin yeni isteklerini de göz önüne alarak iterasyonu tekrarlar. 

Süreç en tatmin edici çözümü buluncaya kadar devam eder. 

Sonsal yöntemler, Pareto optimal çözüm kümesini veya bir kısmını bulduktan sonra çözümler 

karar vericiye alternatifler arasından bir tercih yapması için sunulur. Ancak tüm Pareto 

optimal çözüm kümesinin hesaplanması hem zaman alıcı hem de karar vericinin büyük bir 

küme içerisinden bir çözüm seçmesi zor olacaktır. Di�er bir sorun ise en etkili yol ile 

çözümlerin karar vericiye nasıl sunulaca�ıdır. 

 

Yukarıdaki sınıflamanın dı�ında çözüm yöntemleri ba�ka kriterlere göre de sınıflandırılmı�tır. 

Çizelgede de görüldü�ü üzere bir yöntem aynı anda iki sınıfta yer alabilmektedir. Bu sebeple 

yapılan sınıflamaların hiçbirinin kesin oldu�u söylenemez. 

4.1 Skalerle�tirme Yöntemleri 

Çok kriterli optimizasyon problemini çözmek için bilinen en basit ve yaygın yol 

skalerle�tirme yöntemleridir. Skalerle�tirme yöntemlerinin temel mantı�ı, çok kriterli 

optimizasyon problemini, reel de�erli tek kriterli optimizasyon problemine dönü�türmektir. 

Böylece literatürde tek kriterli optimizasyon yönteminin çözümü için kullanılan etkili 

yöntemlerin kullanılabilmesi imkanı sa�landı�ından çözüm a�amasında kolaylık sa�lanır. 

Sawaragi vd. (1985) çalı�masında bahsedildi�i gibi skaler fonksiyonun sa�laması gereken 

özellikler vardır: 

i. Tek kriterli optimizasyon probleminin her çözümü çok kriterli optimizasyon probleminin 

Pareto optimal çözümü olmalıdır. 

ii. Çok kriterli optimizasyon probleminin her bir Pareto optimal çözümü, skalerle�tirme 

fonksiyonun optimal çözümü olmalıdır. 
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Skalerle�tirme yöntemleri için dikkate alınması gereken bir di�er özellik ise e�er amaç 

fonksiyonları ve uygun küme konveks ise skaler problem global Pareto optimal çözümleri 

bulacaktır; aksi halde elde edilen çözümler lokal Pareto optimaldir.  

Ba�lıca skalerle�tirme yöntemleri: A�ırlıklı Toplam Yöntemi, ε -Kısıt Yöntemi, Uzla�ık 

Programlama, Benson’un Yöntemi,  Konik Skalerle�tirme Yöntemi… 

4.1.1 A�ırlıklı Toplam Yöntemi 

Bu yöntemin temel amacı, amaç fonksiyonlarını negatif olmayan a�ırlıklar ile çarpıp 

toplayarak tek de�i�kenli yeni bir fonksiyon elde etmek ve bu fonksiyonu minimize ederek 

optimal çözümlere ula�maktır. A�ırlıklı toplam probleminin matematiksel ifadesi izleyen 

�ekildedir: 

1,...,i k∀ =  için 0iw ≥  ve 
1

1
k

i

i

w
=

=�  olmak üzere 

1

min ( )
k

i i
x X

i

w f x
∈

=

�                                  (4.1) 

Teorem 4.1 

E�er 1,...,i k∀ =  için 0iw >   ise (4.1) a�ırlıklı toplam probleminin optimal çözümü (3.1) 

probleminin Pareto optimal çözümüdür. 

�spat 

1,...,i k∀ =  için 0iw >  ve olmak üzere *
x X∈  (4.1) probleminin optimal çözümü olsun. 

Aksini varsayalım. *
x , Pareto optimal çözüm olmasın. O halde 1,...,i k∀ =  için  *( ) ( )i if x f x≤  

ve en az bir j indeksi için *( ) ( )j jf x f x<  olacak �ekilde bir x X∈  çözümü vardır. 0iw >  

oldu�undan 1,...,i k∀ =  için 
*

1 1

( ) ( )
k k

i i i i

i i

w f x w f x
= =

<� �  elde edilir. Ancak bu durum *
x  

vektörünün (4.1) probleminin optimal çözümü olması ile çeli�ir. � 

Teorem 4.2 

(4.1) probleminin optimal çözümü, (3.1) probleminin zayıf Pareto optimal çözümüdür. 

�spat 

*
x X∈  (4.1) probleminin optimal çözümü olsun. Aksini varsayalım. *

x , zayıf Pareto optimal 
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çözüm olmasın. O halde 1,...,i k∀ =  için  *( ) ( )i if x f x<  olacak �ekilde bir x X∈  çözümü 

vardır. Tüm a�ırlık katsayılarının negatif olmama varsayımından dolayı en az bir j indeksi 

için 0jw >  olup *

1 1

( ) ( )
k k

i i i i

i i

w f x w f x
= =

<� �  çeli�kisi elde edilir. � 

Teorem 4.3 

E�er *
x X∈  (4.1) probleminin tek optimal çözümü ise o halde *

x   (3.1) probleminin Pareto 

optimal çözümüdür. 

�spat 

*
x X∈  çözümü Pareto optimal çözüm olmasın. O halde 1,...,i k∀ =  için  *( ) ( )i if x f x≤  ve en 

az bir j indeksi için *( ) ( )j jf x f x<  olacak �ekilde bir x X∈  çözümü vardır. 1,...,i k∀ =  için 

0iw ≥  oldu�undan *

1 1

( ) ( )
k k

i i i i

i i

w f x w f x
= =

≤� �  elde edilir. Di�er taraftan  *
x  tek çözüm 

oldu�undan x̂ X∀ ∈  için *

1 1

ˆ( ) ( )
k k

i i i i

i i

w f x w f x
= =

<� �  elde edilir. Ancak bu iki e�itsizlik birbiri 

ile çeli�ti�inden *
x    Pareto optimal çözümdür. �  

Teorem 4.4 

Çok kriterli optimizasyon problemi konveks olsun. E�er *
x X∈  Pareto optimal çözüm ise o 

halde *
x  (4.1) probleminin optimal çözümü olacak �eklide bir w  a�ırlık vektörü mevcuttur.  

�spat 

X  ve ( ), 1,..., if x i k=  konveks olduklarından ( )Y f X=  kümesi de konvekstir. *
x X∈  

Pareto optimal çözüm olsun. O halde *
effy Y∈  olmak üzere Yardımcı Teorem 3.2’ye göre 

( )Rk
eff effY Y += +  oldu�undan * ( )Rk

effy Y +∈ +  olup { }*( ) ( ) 0R Rk k
Y y+ ++ − ∩ − =  elde edilir.   

*( )Rk
Y y++ −  ve  ( )Rk

+−  bo�tan farklı konveks kümeler ve *( ) ( )ri R ri Rk k
Y y+ ++ − ∩ − = ∅  

oldu�undan bu kümeler asıl ayrılabilirdir. O halde  

*
, 0 , , , ,   R  

k
w y d y w d y Y d d +

′ ′+ − ≥ ≥ − ∀ ∈ ∈  

 olacak �ekilde bazı Rk
w∈ vektörü mevcuttur. , 0w d ′− ≤  ve Rk

d +∈  oldu�undan  0iw ≥ , 
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1,...,i k=  oldu�unu göstermek için iw e=  (i. birim vektör) seçilebilir. 0d =  seçilir ise  

* *
, 0 , , ,  w y d y w y w y y Y+ − ≥ � ≥ ∀ ∈  

elde edilir. Buradan * * *( ), ( ) ,    y f x y f x x x X= = ∈  yazılırsa *
x  vektörünün (4.1) 

probleminin optimal çözümü oldu�u görülür. � 

Sonuç 4.1  

Teorem 3.10 ve Teorem 3.11’den görüldü�ü gibi e�er 1,...,i k∀ =  için 0iw >  ise (4.1) 

probleminin optimal çözümü, (3.1) probleminin asıl Pareto optimal çözümüdür. E�er (3.1) 

problemi konveks ise bu ko�ul gerek ve yeter ko�ula dönü�ür.  

 
�ekil 4.1 Konveks ve konveks olmayan problem için ATY (Miettinen, 1999).  

 

A�ırlıklı toplam skalerle�tirme fonksiyonu Pareto çözüm kümesini lineer fonksiyon aracılı�ı 

ile desteklemektedir. Ancak Teorem 4.4’e göre ve �ekil 4.1’den de görüldü�ü üzere çok 

kriterli optimizasyon problemi konveks de�il ise w  a�ırlık vektörü de�i�tirilerek tüm Pareto 

optimal çözümleri hesaplanamayabilir. 

 

A�ırlıklı toplam yöntemi, önsel tercih bilgisine dayanan yöntem olarak ta kullanılabilir. Bu 

durumda karar verici beklenti ve dü�ünceleri do�rultusunda amaç fonksiyonlarını 

a�ırlıklandıracak katsayıları belirleyebilir. 

  

4.1.2 εεεε -Kısıt Yöntemi 

Haimes vd. (1971) tarafından bulunan bu yönteme göre amaç fonksiyonlarından biri minimize 

edilmek için seçilir ve geriye kalan amaç fonksiyonları, her birinin üst sınırı ε  olacak �ekilde 

kısıtlama fonksiyonuna dönü�ür. ε -kısıt yönteminin matematiksel ifadesi izleyen �ekildedir:  
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min ( )p
x X

f x
∈

                       (4.2) 

( ) , 1,..., ,  j jf x j k j p≤ ε ∀ = ≠        

Burada Rk
ε∈   ve { }1,...,p k∈ . 

Teorem 4.5 

(4.2) ε -kısıt probleminin optimal çözümü, (3.1) probleminin zayıf Pareto optimal çözümüdür. 

�spat 

*
x X∈  (4.2) probleminin optimal çözümü olsun. Aksini varsayalım. *

x , zayıf Pareto optimal 

çözüm olmasın. O halde 1,...,i k∀ =  için  *( ) ( )i if x f x<  olacak �ekilde bir x X∈  çözümü 

vardır. 1,...,j k∀ =  ve  j p≠  için 
*( ) ( )j j jf x f x< ≤ ε  oldu�undan x  vektörü, ε -kısıt 

probleminin bir uygun çözümüdür.  Ancak 
*( ) ( )p pf x f x<  oldu�undan bu e�itsizlik *

x  

vektörünün (4.2) probleminin optimal çözümü olması ile çeli�ir. �    

Teorem 4.6 

E�er p∃  için *
x X∈  vektörü  (4.2) probleminin tek optimal çözümü ise *

x  (3.1) probleminin 

Pareto optimal çözümüdür. 

�spat 

Aksini varsayalım. *
parx X∉  olsun. O halde 1,...,i k∀ =  için  0 *( ) ( )i if x f x≤  ve en az bir j 

indeksi için 0 *( ) ( )j jf x f x<  olacak �ekilde bir 0
x X∈  çözümü vardır. p∃  için *

x X∈  (4.2) 

probleminin tek optimal çözümü oldu�undan x X∀ ∈  için *( ) ( )i if x f x≤ , i p≠  için 

*( ) ( )p pf x f x<  çeli�kisi elde edilece�inden *
parx X∈ . �    

Teorem 4.7 

*
x X∈  vektörünün Pareto optimal olması için gerek ve yeter ko�ul 1,...,p k∀ =  için *

x  

vektörünün (4.2) probleminin bir optimal çözümü olacak �ekilde bir ˆ Rk
ε∈   vektörünün 

bulunmasıdır. 
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�spat 

" "�
*

parx X∈  olsun. ˆ ˆ( )f xε =  seçelim. p∃  için *
x , (4.2) probleminin optimal çözümü 

olmasın. O halde *( ) ( )p pf x f x<  ve her j p≠  için *ˆ( ) ( )j j jf x f x≤ ε =  olaca�ından 

*
parx X∉  çeli�kisi bulunur.   

" "⇐  1,...,p k∀ =  için *
x X∈  (4.2) probleminin optimal çözümü ise *( ) ( )p pf x f x<  ve 

*( ) ( ),  j jf x f x j p≤ ≠  olacak �ekilde x X∈  mevcut de�ildir. O halde *
parx X∈ . �      

 

Teorem 4.7’ye göre uygun ε  kısıtları seçildi�i takdirde tüm Pareto optimal çözümler 

hesaplanabilir. Ayrıca, ispattan da görüldü�ü üzere jε  de�erleri, Pareto optimal çözümlerin 

amaç fonksiyonları de�erine e�ittir.  

ε - kısıt yöntemi, a�ırlıklı toplam yönteminden farklı olarak konvekslik ko�ulu olmadan tüm 

Pareto optimal çözümleri hesaplayabilmektedir.  

Bu yöntemin asıl Pareto optimal çözümleri karakterize eden teoremine geçmeden önce bazı 

tanımların verilmesi gereklidir: 

Benson ve Morin (1977) çalı�malarında yardımcı fonksiyon olarak bilinen ve pertürbasyon 

fonksiyonu olarak isimlendirdikleri fonksiyonu izleyen �ekilde tanımlamı�lardır: 

{ }{ }( ) inf ( ) ( ) ; 1,..., ;   p j j j
x X

v y f x f x y j k j pε
∈

= − ≤ ∀ = ≠       (4.3) 

(0)v  için ε -kısıt probleminin amaç fonksiyonunun optimal de�erinin elde edilece�i açıktır.  

Tanım 4.1 

E�er (0)v  sonlu ve her 10 Rk
y

−
≠ ∈  için  

(0) ( )v v y
R

y

−
≤  

olacak �ekilde 0R >  sayısı mevcut ise ε - kısıt problemine stabil denir.   

Teorem 4.8 [Benson ve Morin, 1977] 

Çok kriterli optimizasyon problemi konveks olsun ve *

parx X∈  verilsin. *
x  vektörünün asıl 

Pareto optimal çözüm olması için gerek ve yeter ko�ul 1,...,p k∀ =  için (4.2) ε -kısıt 

probleminin ( burada *1,..., ; için ( )   j jj k j p f x∀ = ≠ = ε ) stabil olmasıdır. 
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4.1.3 Benson Yöntemi 

Benson’un (1978) çalı�masında verilen bu skalerle�tirme yöntemine göre 0x X∈  uygun 

çözüm olmak üzere bir ba�langıç noktası seçilir ve e�er bu çözüm Pareto optimal çözüm de�il 

ise baskınlık ili�kisi bulunmalıdır. Bunun için Benson’un önerisine göre 0( ) ( )i i if x f xε = −  

negatif olmayan sapma de�i�keni kısıtlaması altında 
iε  de�erlerinin toplamı maksimize 

edilerek çok kriterli problem skalerle�tirilir. Benson yönteminin matematiksel ifadesi izleyen 

�ekildedir: 0x X∈  verilmek üzere 

1

max
k

i

i=

ε�                                                         (4.4) 

0( ) ( ) 0i i if x f x− ε − =  

0iε ≥ , x X∈  

Teorem 4.9 

0x X∈  ba�langıç çözümünün Pareto optimal çözüm olması için gerek ve yeter ko�ul (4.4) 

Benson probleminin amaç fonksiyonu de�erinin 0 olmasıdır. 

�spat 

" "⇐

1

0
k

i

i=

ε =�  olsun. (4.4) probleminin varsayımına göre 0iε ≥  oldu�undan 

1

0 0,  
k

i i

i

i
=

ε = � ε = ∀� . 

0( ) ( ), 1,..., i if x f x i k� = = . 

O halde 0( ) ( )f x f x≠  ve 0( ) ( )i if x f x≤  olacak �ekilde x X∈  vektörü mevcut 

olamayaca�ından 0 parx X∈  elde edilir. Tersine 0 parx X∈  oldu�unda benzer yol ile ispat 

kolaylıkla gösterilebilinir. �   

 

Bu yöntemin güçlü yanı e�er (4.4) problemi sonlu çözüme sahip ise Pareto optimal çözüm 

sa�lanır. Sonlu çözümü olmadı�ında e�er konvekslik varsayımı sa�lanır ise bu durumda asıl 

Pareto optimal çözümler mevcuttur. Sıradaki teoremler bu durumları izah eder: 

Yardımcı Teorem 4.1 

E�er (4.4) problemi sonlu sayıda amaç fonksiyonu ile bir optimal çözüme sahip ise ve bu 
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de�er * *( , )x ε  noktasında elde ediliyor ise *
parx X∈ ’dır. 

�spat 

Aksini varsayalım. *
parx X∉  olsun. O halde 1,...,i k∀ =  için *ˆ( ) ( )i if x f x≤  ve en az bir j 

indeksi için *ˆ( ) ( )j jf x f x<  olacak �ekilde bazı x̂ X∈  vardır. 0
ˆ ˆ( ) ( )i i if x f xε = −  olarak 

tanımlanırsa  

* * *
0 0

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) 0i i i i i if x f x f x f xε = − ≥ − = ε ≥  

olaca�ından ˆˆ( , )x ε  (4.4) probleminin bir uygun çözümüdür. Di�er taraftan *ˆ
i iε > ε  oldu�undan 

*

1 1

ˆ
k k

i i

i i= =

ε > ε� �  elde edilir. Ancak bu e�itsizlik * *( , )x ε  noktasının seçimi ile çeli�ti�inden 

*
parx X∈ .  � 

Teorem 4.10 [Benson, 1978] 

R
n

X ⊂  konveks kümesi ve 1( ),..., ( )kf x f x konveks fonksiyonları verilsin. E�er (4.4) 

probleminin sonlu optimal amaç fonksiyonu de�eri yok ise o halde (3.1) probleminin asıl 

Pareto optimal çözümü yoktur.  

 

�ekil 4.2 Benson yönteminin grafiksel gösterimi (Ehrgott, 2000).  

 

�ekil 4.2’de de görüldü�ü üzere 0( )f x Y∈  ba�langıç çözümü ˆ( ) efff x Y∈  etkin çözümünden 

daha büyük koordinatlara sahip olmak üzere 1 2
ˆ ˆε + ε  sapmalar toplamı maksimize edilerek 

Pareto optimal çözüm bulunmaya çalı�ılır. E�er seçilen 0x X∈   ba�langıç çözümü Pareto 

optimal çözüm ise amaç fonksiyonunun de�erinin 0 olaca�ı açıktır. Öyleyse Benson’un 

yöntemi seçilen çözümün Pareto optimal çözüm olup olmadı�ının kontrolünü yapmaktadır.    
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4.1.4 Uzla�ık Programlama Yöntemi 

Bilindi�i gibi, çok kriterli optimizasyon probleminde bir çözümün tüm amaç fonksiyonlarına 

göre en iyi çözüm yani ideal nokta olması genellikle mümkün de�ildir. �lk olarak Yu (1973) 

ve Zeleny (1973) tarafından verilen yöntemin temel amacı ideal noktaya en yakın olan 

çözümü bulmaktır. Karar vericiyi tatmin eden amaç fonksiyonu de�erlerinden olu�an vektör, 

referans noktası olarak adlandırılır. Bu yöntemde ideal nokta, referans noktası vazifesi 

görebilir. �deal noktaya en yakın olan noktayı bulabilmek için referans noktası ile uygun amaç 

fonksiyonları arasındaki mesafe minimize edilmeye çalı�ılır. Bu yöntem tercih bilgisine 

dayanmamaktadır. Analist, referans noktasını ve mesafeyi ölçece�i metri�i kendi belirler. 

Tüm amaç fonksiyonları e�it derecede öneme sahiptir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000). 

Uzla�ık programlama yönteminin matematiksel ifadesi izleyen �ekildedir:  : R R Rk k
d

+
× →  

uzaklık fonksiyonu olmak üzere 

0min ( ( ) )
x X

d f x y
∈

−                                  (4.5) 

(4.5) probleminin optimal çözümünün Pareto optimal çözüm olup olmadı�ı d uzaklık 

fonksiyonundan türeyen normun özelliklerine ba�lıdır.  

Tanım 4.2 

. :  R Rk
+

→  normu tanımlansın. E�er 1 2, Rk
y y∀ ∈  için 

i. 1 2 , 1,..., i iy y i k≤ =  oldu�unda 1 2y y≤  sa�lanıyor ise .   normu monotondur. 

ii. 1 2 , 1,..., i iy y i k≤ =  ve bazı  j  için 1 2j jy y≠  oldu�unda 1 2y y<  sa�lanıyor ise 

.   normu kesin monotondur. 

Teorem 4.11 

E�er . :  R Rk
+

→  normu monoton ve *
x   vektörü (4.5) probleminin  

i) optimal çözümü ise o halde *
w parx X

−
∈ ;  

ii) tek optimal çözümü ise o halde *
parx X∈  

Teorem 4.12 

E�er . :  R Rk
+

→  normu kesin monoton ve *
x   vektörü (4.5) probleminin optimal çözümü 

ise o halde  *
parx X∈ . 
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Bilindi�i üzere, d uzaklık fonksiyonu simetrik, pozitif tanımlı ve üçgen e�itsizli�ini sa�lar ise 

metrik olarak adlandırılır. Bu yöntemde uzaklık ölçümü için normlardan türeyen metrikler 

üzerinde durulacaktır. Literatürde sıklıkla pl  norm ailesinden türeyen normlar 

kullanılmaktadır:  

1 p≤ < ∞  için 

1/

1

p
k

p

ip
i

y y
=


 �
= � 

� �
� ifadesi pl  normunun genel hali olup, 1p =  için 1

1

k

i

i

l y
=

=�  

normu, 2p =  için 

1/ 2
2

2
1

k

i

i

l y
=


 �
= � 

� �
�  Euclid normu, p = ∞  için 1max( ,..., )kl y y∞ =  

Tchebycheff normu elde edilir. p de�eri yükseldikçe problemin çözümü zorla�maktadır.  

 

�ekil 4.3 Çe�itli normlara göre uzla�ık programlama probleminin geometrik gösterimi. 
 
Bu yöntemin geometrik gösteriminden de görüldü�ü üzere, seçilen norma göre bu yöntemin 

bulaca�ı çözüm farklılık göstermektedir. Geometrik yorumu kolayla�tırmak için 

{ }0:  y y y c− ≤  seviye kümesi göz önüne alınabilir. Bu küme  ideal noktaya en az c 

uzaklı�ı kadar yakın olan noktaları içerir . O halde yöntemin amacı seviye kümesi ile uygun 

amaç kümesi Y’nin kesi�imleri bo� olmayacak �ekilde en küçük c de�erini bulmaktır (Ehrgott, 

2000).  

�lk defa Bowman (1976) tarafından uzla�ık programlama probleminin a�ırlıklı yakla�ım 

olarak çözülmesi önerilmi�tir. Böylece a�ırlık vektörü de�i�tirilerek farklı çözümler elde 

edilir. 1,...,i k∀ =  için 0iw >  ve 
1

1
k

i

i

w
=

=�  olmak üzere 

1/

0

1

min ( )

p
k p

i i i
x X

i

w f x y
∈

=


 �
−� 


� �
� ,  [ )1,p ∈ ∞                    (4.6) 

problemi a�ırlıklı pl  problemi olarak adlandırılır. Özel olarak p = ∞  için a�ırlıklı 
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Tchebycheff problemi izleyen �ekildedir: 

( )0

1,...,
min max ( )i i i
x X i k

w f x y
∈ =

−                     (4.7) 

E�er ideal nokta global olarak biliniyor ise, (4.6) ve (4.7) problemlerinde mutlak de�er ihmal 

edilebilir. (4.7) problemi diferansiyellenemeyen yapıda olup e�er amaç ve kısıtlama 

fonksiyonları diferansiyellenebiliyorsa (4.7) problemi diferansiyellenen hale dönü�türülebilir: 

min α                                            (4.8) 

0( )i if x y− ≤ α ,  1,...,i k∀ = , Rα ∈          

x X∈  

A�ırlıklı pl  problemi 1p =  için a�ırlıklı toplam problemine dönü�ür: 

0 0

1 1 1

min ( ) min ( )
k k k

i i i i i i i
x X x X

i i i

w f x y w f x w y
∈ ∈

= = =

− = −� � �  

(Miettinen, 1999). 

Teorem 4.13 

*
x , [ )1,p ∈ ∞   için (4.6) probleminin optimal çözümü olsun. E�er  

i. *
x ,  tek optimal çözüm ise veya 

ii. tüm a�ırlık katsayıları pozitif ise 

*
parx X∈ . 

�spat 

*
parx X∉  olsun. O halde  

i. 1,...,i k∀ =  için  *( ) ( )i if x f x≤  ve en az bir j indeksi için 
0 *( ) ( )j jf x f x<  olacak �ekilde 

bir x X∈  çözümü vardır ve bu çözümün (4.6) probleminin optimal çözümü oldu�u 

a�ikardır. Ancak bu durum *
x ’ın tek optimal çözüm olması ile çeli�ir.  

ii.  0iw >  oldu�undan 1,...,i k∀ =  için 0 * 00 ( ( ) ) ( ( ) )i i i i i iw f x y w f x y≤ − ≤ −  ve en azından bir 

j indeksi için 0 * 0( ( ) ) ( ( ) )i i i i i iw f x y w f x y− < −  elde edilir. Bu e�itsizli�in p. kuvvetini alıp 

toplamı alınırsa 
0 * 0

1 1

( ( ) ) ( ( ) )
k k

i i i i i i

i i

w f x y w f x y
= =

− < −� �  e�itsizli�i sa�lanır. Pozitif a�ırlıklı 

pl  normu güçlü monoton artan oldu�undan e�itsizli�in her iki tarafının (1/ )p . kuvveti 

alınabilir. Ancak bu durum *
x ’ın (4.6) probleminin optimal çözümü olmasına zıttır. � 
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Teorem 4.14 

*
x ,  (4.7) probleminin optimal çözümü olsun. E�er her Rk

iw
+

∈ , 1,...,i k=  ise *
w parx X

−
∈ . 

�spat 

*
w parx X

−
∉  olsun. O halde 1,...,i k∀ =  için *( ) ( )i if x f x<  olacak �ekilde x X∈  mevcuttur. 

Buradan i∀  için 0 * 0( ) ( )i i i if x y f x y− < −  elde edilir. Ancak bu durum *
x  ’ın optimal çözüm 

olması ile çeli�ir. � 

�deal nokta yerine referans noktası kullanılacak ise 0r
y y≤  sa�lanması durumunda 

yukarıdaki teoremler geçerli olacaktır. Bu durumda Rk
+

ε∈  olmak üzere 0u
i iy y= − ε , 

1,...,i k=   olacak �ekilde Ru k
y ∈  vektörüne ütopya noktası denir. �deal nokta yerine ütopya 

noktasını kullanmanın sa�ladı�ı avantaj sıradaki teoremde verilmi�tir. 

Teorem 4.15 [Choo ve Atkins, 1983] 

Rn
X ⊂  ve *

x X∈  uygun karar vektörü verilsin. *
w parx X

−
∈  olması için gerek ve yeter 

ko�ul  

1,...,
min max ( ( ) )u

i i i
x X i k

w f x y
∈ =

−                      (4.9) 

probleminin bir optimal çözümü *
x   olacak �ekilde Rk

w
+

∈  olmasıdır. 

�spat 

�   *1/( ( ) )u
i i iw f x y= −  sonlu ve pozitif a�ırlıklar olsun. *

x , (4.9) probleminin optimal 

çözümü olmasın. O halde     

*

*

1
max ( ( ) ) max ( ( ) ) 1

( )

u u
i i i i iu

i i
i i

w f x y f x y
f x y

− < − =
−

      

( ( ) ) 1, 1,..., u
i i iw f x y i k� − < =  

*( ) ( ) , 1,..., u u
i i i if x y f x y i k� − < − =  

*( ) ( )f x f x� <   

elde edilir ancak bu durum *
w parx X

−
∈  ile çeli�ir. � 

A�ırlıklı pl  probleminin tüm Pareto optimal çözümleri bulabilmesi için konvekslik �artı 

gerekir. Yukarıdaki teorem ise a�ırlıklı Tchebycheff probleminin konvekslik �artı 

gerektirmeden Pareto optimal çözümleri karakterize eden ko�ulları vermektedir. 
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4.1.5 Konik Skalerle�tirme Yöntemi 

Gasımov (2001) tarafından geli�tirilen yönteme göre çok kriterli optimizasyon problemini 

skalerle�tirmek için amaç fonksiyonları ve kısıtlamalar üzerinde herhangi bir varsayım 

gerektirmeden amaç fonksiyonları birle�tirilerek koniye göre artan konveks fonksiyon 

olu�turulur. Bu skaler fonksiyonun minimal çözümleri ise verilen çok kriterli optimizasyon 

probleminin Benson asıl minimal çözümlerini karakterize eder. Bu yöntemin di�er yöntemlere 

göre en önemli üstünlü�ü Pareto optimal çözümleri karakterize ederken amaç fonksiyonları 

veya kısıtlama fonksiyonları üzerinde konvekslik ko�ulunu gerektirmez. Böylece konveks 

olmayan çok kriterli optimizasyon probleminin çözümü için bir yakla�ım önerilmi�tir. Di�er 

taraftan e�er ba�langıçta amaç fonksiyonları lineer veya konveks ise bu yakla�ım konveksli�i 

korur.  

 

Konik skalerle�tirme yöntemine geçmeden önce a�a�ıdaki tanım ve teoremlere ihtiyaç vardır: 

Tanım 4.3 

Y , reel lineer uzay olmak üzere K Y⊂  a�ikâr olmayan konveks konisi verilsin. B K∅ ≠ ⊂  

konveks küme olsun. E�er bazı 0λ >  ve bazı b B∈  için sıfırdan farklı her y K∈  elemanı 

y b= λ  �eklinde bir tek gösterime sahip ise B  kümesine K  konisi için bir baz denir. 

 

Gasımov (2001) çalı�masında, konveks sivri uçlu ve kapalı sınırlı baza sahip bir koni 

tarafından sıralanmı� reel normlu uzayda konveks olmayan çok kriterli optimizasyon 

problemini göz önüne almı�tır. Bu çalı�mada konveks ve koniye göre monoton fonksiyonlar 

tanıtılmı� ve bu fonksiyonların minimal noktasından yararlanılarak Benson asıl minimal 

noktaların karakterizasyonu ile ilgili teorem verilmi�tir. Literatürdeki di�er çalı�malara 

bakıldı�ında asıl minimal noktaların karakterizasyonu için konvekslik, koni için konvekslik 

veya koni için sınırlılık gibi ko�ullara ihtiyaç duyulurken Gasımov çalı�masında bu tür ek 

ko�ullar olmadan Benson asıl minimal noktasını karakterize etmi�tir. 

( , . )  Y  reel normlu uzayı; kapalı sivri uçlu, konveks K Y⊂  konisi ile kısmi sıralanmı� 

olsun. *
K  pozitif dual konisi ve K

#  kesin dual koni olmak üzere a�a�ıdaki kümeler 

tanımlansın: 

{ }*
( , ) , 0,R   U u K y y u y K+= α ∈ × α − ≤ ∀ ∈                            (4.10) 

{ }{ }( , ) , 0, 0R   U u K y y u y K
# #

+= α ∈ × α − < ∀ ∈ −                (4.11) 
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Yardımcı Teorem 4.2 

( , )u Uα ∈  ( ( , ) )u U
#α ∈  olmak üzere : Rg Y →    fonksiyonu  

( ) ,g y y y u= α +                     (4.12) 

�eklinde tanımlansın. O halde g  fonksiyonu Y üzerinde monoton artan (güçlü monoton artan) 

fonksiyondur. 

�spat 

( , )u Uα ∈  olsun. Koniye göre monoton artan fonksiyon tanımına göre 

( ) ( ), , Ky s g y g s y s K< � ≤ ∀ ∈  gösterilmelidir. Ky s s y k K< ⇔ − = ∈  olsun. O halde  

( ) ( ) ( ) ( )g y g s g s k g s− = − −  

, , , 0s k s k u s s u k k u= α − + − − α − ≤ α − ≤  

Buradan ( ) ( )g y g s≤  elde edilir. Güçlü monoton artan oldu�unu göstermek için ( , )u U
#α ∈  

ve { }0Ky s s y k K< ⇔ − = ∈ −   olmak üzere benzer yolla ispat edilir. � 

Teorem 4.16 [Gasımov, 2001] 

( , . )  Y  reel normlu uzay, K Y⊂  konveks koni ve S Y∅ ≠ ⊂  verilsin. ( , )u U
#α ∈  için 

min ( ) ( )
y S

g y g s
∈

=                      (4.13) 

olsun; burada g , (4.12)’de tanımlanan bir fonksiyondur. O halde  s  vektörü S  kümesinin 

Benson asıl optimal çözümüdür. 

�spat 

(4.13)’e göre , ,s s u y y uα + ≤ α + .  Buradan 

, 0,  y s y s u y Sα − + − ≥ ∀ ∈                   (4.14) 

{ }( )t cone S K s∀ ∈ + − için ( )t y k s= λ + −  olacak �ekilde , , 0  y S k K∈ ∈ λ ≥  mevcuttur. 

O halde g ’nin de monoton özelli�inden 

( ) ( , ) ( , ) 0g t y s k y s k u y s y s u= λ α − + + − + ≥ λ α − + − ≥   

elde edilir. Öyleyse { }( )t cone S K s∀ ∈ + −  için ( ) 0g t ≥ ’dır. 

Keyfi { }( )cly cone S K s∈ + −  sabitini göz önüne alalım. O halde lim n
n

y y
→∞

=  olacak �ekilde 

bir { } { }( )ny cone S K s∈ + −  mevcuttur. { }( )t cone S K s∀ ∈ + −  için ( ) 0g t ≥  
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oldu�undan ( ) , 0;  n n ng y y y u n N= α + ≥ ∀ ∈  elde edilir. n → ∞  için 

{ }( ) , 0; ( ) clg y y y u y cone S K s= α + ≥ ∈ + −                 (4.15) 

bulunur.  

s ’nin S  kümesinin Benson asıl minimal noktası olmadı�ını varsayalım. O halde bazı 

{ } { }( ) ( 0 )cl \y cone S K s K∈ + − ∩ −  mevcuttur. g  güçlü monoton oldu�undan ( ) 0g y <  elde 

edilir. Ancak bu durum (4.15) ile çeli�ir. � 

Bu teoremden yararlanılarak konik skalerle�tirme yöntemi ile ilgili temel teoremler verilebilir: 

{ }{ }1( , ) : 0 min ,...,R R  
k

pW w w w+= α ∈ × ≤ α < .                (4.16) 

Teorem 4.17 [Gasımov, 2001] 

Bazı ( , )w Wα ∈  için *
x X∈  uygun karar vektörü (4.17)’de verilen skaler minimizasyon 

probleminin bir optimal çözümü olsun: 

1 1

min ( ) ( )
k k

i i i
x X

i i

f x w f x
∈

= =

α +� �                    (4.17) 

O halde *
x , (3.1) probleminin Benson asıl optimal çözümüdür.  

Teorem 4.18 [Gasımov, 2001] 

*
x X∈ , (3.1) probleminin Bensol asıl optimal çözümü olsun. O halde *

x  vektörünü (4.18)’de 

verilen skaler minimizasyon probleminin optimal çözümü yapacak bir ( , )w Wα ∈  vektörü 

mevcuttur: 

* *

1 1

min ( ) ( ) ( ( ) ( ))
k k

i i i i i
x X

i i

f x f x w f x f x
∈

= =

α − + −� � .                (4.18) 

(4.18)’de verilen fonksiyon konik skalerle�tirme fonksiyonunun matematiksel ifadesidir. 

Bilindi�i üzere özellikle konveks olmayan çok kriterli optimizasyon problemleri için bazı 

skalerle�tirme yöntemleri asıl Pareto optimal çözümleri destekleyememektedir. Gasımov 

(2001) ise konik skalerle�tirme tekni�inde Pareto optimal çözümlerin hiperdüzlem yerine 

koniler aracılı�ı ile desteklenmesini önermi�tir. Bu durumda uygun destek koniler aracılı�ı ile 

tüm Pareto optimal çözümler bulunabilir. 

*
x X∈ , (3.1) probleminin Pareto optimal çözümü ise (4.19)’da verilen ötelenmi� 

problem’inin de Pareto optimal çözümüdür: R
k

a ∈  keyfi vektör olmak üzere 

1 1min( ( ) ,..., ( ) )k k
x X

f x a f x a
∈

− −                    (4.19) 
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E�er herhangi Pareto optimal çözüm bilinmiyor ise bu durumda (4.18)’de verilen konik 

skalerle�tirme fonksiyonu izleyen �ekilde ifade edilebilir: 

1 1

min ( ) ( ( ) )
k k

i i i i i
x X

i i

f x a w f x a
∈

= =

α − + −� �                  (4.20) 

O halde konik skalerle�tirme yöntemi kullanılarak Benson asıl optimal çözümler karakterize 

edilebilir: 

Sonuç 4.2 

*
x X∈  uygun karar vektörünün Benson asıl optimal çözüm olması için gerek ve yeter ko�ul 

*
x  vektörünün (4.20) probleminin optimal çözümü olacak �ekilde  Rk

a ∈ , Rα ∈ , Rk
w

+
∈ , 

( , )w Wα ∈   de�erlerinin mevcut olmasıdır. 

Burada dikkat edilmesi gereken özellik 0α =  için a�ırlıklı toplam problemi elde 

edilece�inden desteklenemeyen Pareto optimal çözümlerin bulunabilmesi için 0α >  olmalıdır 

(Gasımov ve Üstün, 2006). 

 

�ekil 4.4 Konik skalerle�tirme yönteminin geometrik gösterimi. 

 

Konik skalerle�tirme yönteminin geometrik ifadesini kolayla�tırmak için 

1 1

: ( ) ( ( ) )R  
k k

k
i i i i i

i i

y f x a w f x a c
= =

� �
∈ α − + − ≤� �

� �
� �   seviye kümesi göz önüne alınabilir. Bu 

küme 0c =  için tepe noktası  Rk
a ∈ ’da bulunan, yönü Rk

w
+

∈  vektörü ile belirlenen ve tepe 

açısı Rk
a ∈  vektörüne ba�lı olan bir konidir. O halde bu yöntemin amacı, seviye kümesi ile 

uygun amaç kümesi Y ’nin kesi�imleri bo� olmayacak �ekilde minimum c  de�erini bulmaktır. 

Bir di�er ifade ile bu yöntem,  uygun amaç kümesinde Rk
a ∈  ve ( , )w Wα ∈  vektörleri ile 

belirlenen koninin Pareto etkin yüzeyi destekledi�i noktayı bulmayı hedefler.   
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Konik skalerle�tirme yönteminin avantajları �öyle sıralanabilir:  

i. Amaç fonksiyonları ve uygun çözüm kümesi için konvekslik �artı aranmaz.  

ii. Karar vericinin tercihlerini ve isteklerini modele yansıtan önsel bilgiye dayalı bir 

yöntemdir. Karar verici amaç fonksiyonlarına ait istek düzeylerini Rk
a ∈ ; amaç 

fonksiyonlarının a�ırlıkları ile ilgili tercihlerini  ( , )w Wα ∈  vektörü ile modele dâhil eder.  

iii. Pareto (asıl) optimal çözümlerin bulunması için ek probleme ihtiyaç yoktur.  

iv. NP-zor problemlerinde skaler problemin bir kez çözülmesiyle karar vericiyi tatmin edecek 

çözüme ula�ılmasını sa�lar (Üstün, 2007). 

 

Yukarıda da bahsedildi�i gibi konik skalerle�tirme yönteminin bahsedilen di�er yöntemlere 

göre birçok avantajı bulunmaktadır. �imdi konik skaler problemin çözülebilmesi için mevcut 

algoritmalara geçilebilir: 

 

Klasik Lagrangian ve ceza fonksiyonları ile dualite ili�kisine dayalı algoritmalar yalnızca 

kısıtlamalı optimizasyon problemlerinin bazı özel sınıflarına uygulanabilmektedirler. Bu 

sebeple dual problemi elde etmek için literatürde pek çok çalı�ma mevcuttur. Geni�letilmi� 

Lagrangian yakla�ımının ortaya çıkı�ı ile dualite ili�kisine dayanan etkin yöntemler 

bulunmu�tur. Dual problemler genellikle diferansiyellemeyen konveks problemlerdir ve dual 

problemi çözmek için genellikle diferansiyellenemeyen minimizasyon teknikleri örne�in 

subgradient yöntemler uygulanmaktadır (Burachik vd., 2006). Ancak konveks olmayan 

dualite teorisinde optimal çözümler elde edilirken dual aralık denilen asıl ve dual 

problemlerin optimal çözümleri arasında farklılık olu�maktadır.  

Azimov ve Gasımov (1999, 2002), konveks olmayan optimizayon problemlerinde sıklıkla 

kar�ıla�ılan dual aralı�ı gidermek için asıl problem üzerinde herhangi konvekslik veya 

diferansiyellenebilirlik �artı gerektirmeyen geni�letilmi� sivri Lagrangian yakla�ımını 

önermi�lerdir. Bunu takip eden çalı�malar ile Gasımov ve Üstün  (2005, 2006, 2007)  konveks 

olmayan ve diferansiyellenemeyen skaler problemin çözümü için etkin algoritmalar 

geli�tirmi�tir. 

4.2 Geni�letilmi� Sivri Lagrangian Dualite Problemi  

Dualite teorileri, optimizasyon problemleri için yapılan analitik ve algoritmik çalı�malar 

hakkında önemli ili�kiler sa�lamaktadır. Verilen asıl problemin dual problemini elde etmek 

içim çe�itli yakla�ımlar mevcuttur. Örne�in konveks dualite teorisi için dual problem, 

Lagrangian fonksiyonu veya Perturbasyon fonksiyonu yakla�ımı ile elde edilebilir. E�er amaç 
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ve kısıtlama fonksiyonları konveks de�il ise lineer olmayan programlama problemi klasik 

Lagrangian fonksiyonu yakla�ımı ile çözüldü�ünde dual aralık (gap) olu�maktadır. Özellikle 

konveks olmayan optimizasyon problemlerinde kar�ıla�ılan dual aralı�ı gidermek için 

Rockafellar çalı�masında klasik Lagrangian yakla�ımı yerine karesel ceza parametresi içeren 

geni�letilmi� Lagrangian yakla�ımı kullanılmasını önermi�tir. Dual aralı�ın giderilmesi için 

bir di�er yakla�ım Azimov ve Gasımov (1999) tarafından ortaya atılan geni�letilmi� sivri 

Lagrangian yakla�ımıdır. Klasik Lagrangian probleminde kısıtlama kümesi X ’in ( , )f g  

dönü�ümü altındaki görüntü kümesi G  olu�turularak bu kümede destek hiperdüzlem aracılı�ı 

ile optimal dual amaç fonksiyonu de�eri bulunur (Bazaraa vd., 1993). Konveks analiz 

teorisinde optimallik ko�ulları ve dualite teoremlerinde önemli rol oynayan subgradientlerin 

elde edilmesinde destek hiperdüzlemlerden yararlanılırken Azimov ve Gasımov (1999) 

konveks olmayan problemlerde subgradientleri tanımlamak için destek konilerden 

yararlanmı�lardır. Geni�letilmi� sivri Lagrangian problemi,  dual fonksiyonu özelliklerinden 

ba�ımsız olarak her durumda konkavdır. Asıl problem üzerine herhangi konvekslik veya 

diferansiyellenebilirlik kısıtlamaları getirmeksizin, asıl problem ile dual problemin optimal 

çözümlerinin e�it oldu�u gösterilmi�tir (Azimov ve Gasımov., 1999, 2002;  Gasımov, 2002).  

X  herhangi bir metrik uzay, S X∅ ≠ ⊂  ve : Rf S → , : R
m

g S →   fonksiyonları verilsin. 

A�a�ıdaki e�itlik kısıtı altında lineer olmayan programlama problemi göz önüne alınsın: 

 

( )P : Asıl (Primal) Problem                    (4.21) 

min ( )f x  

( ) 0, 1,..., ig x i m= = , x X∈  

Her x X∈  ve R
m

y ∈  için 

( ) E�er ve ( )
( , )

Aksi halde

   
 

 

 

f x x S f x y
x y

∈ =�
Φ = �

+∞�                  (4.22) 

fonksiyonu tanımlansın. O halde ( )P  problemi ile ilgili pertürbasyon fonksiyonu �öyle 

tanımlanır: 

( ) inf ( , )
x S

v y x y
∈

= Φ                     (4.23) 

( )P ’nin konveks olması durumunda 0( )P  problemi tanımlansın. Bu durumda  klasik 

Lagrangian fonksiyonu:                 

* * * *
0 ( , ) ( ) ( ), , ( , ) ( )  R R

m m
L x y f x g x y x y X= + ∀ ∈ × =                                                 (4.24) 
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ve Lagrangian dual fonksiyonu: 

* *
0 0( ) inf ( , )

x S
h y L x y

∈
=                                           (4.25) 

olmak üzere konveks durumda klasik Lagrangian dual problemi izleyen �ekildedir: 

*
0( )P : Dual Problem 

*

*
0max ( )

R
m

y

h y
∈

                                           (4.26) 

0( )P  ve *
0( )P  problemlerinin optimal de�erleri sırası ile 

*

*
0 0inf inf sup ( , )

mx S y R

P L x y
∈ ∈

=  ve 

*

* *
0 0sup sup inf ( , )

m x Sy R

P L x y
∈∈

=  olmak üzere bu iki de�er arasında �u ili�ki mevcuttur: 

*
0 0inf supP P≥                     (4.27) 

Bu e�itsizlik dual aralık olarak bilinir. Rockafellar (1970), Ekeland ve Temam (1976) ve 

Bazaraa vd. (1993) (4.27)’de e�itlik durumunun sa�lanması için gerek ve yeter ko�ul olarak 

0L  Lagrangian fonksiyonunun e�er noktasının mevcut olmasını göstermi�lerdir. Ayrıca x S∈  

ve *( )R R
m m

u ∈ =  için ( , ) R
m

x u S∈ ×  vektörünün 0L  fonksiyonunun e�er noktası olabilmesi 

için gerek ve yeter ko�ul: v  pertürbasyon fonksiyonu olmak üzere ,x   ( )P  probleminin 

(global) optimal çözümü olması ve ( ) (0) , ,  v y v y u y≥ + ∀  olmasıdır.  

Ancak bilindi�i üzere konvekslik varsayımı olmadı�ı durumda bu e�itsizli�i sa�layacak u  

vektörünü bulmak mümkün olmayabilir. Bu durumda konveks olmayan programlamada 

olu�acak dual aralık, Lagrangian fonksiyonuna lineer veya karesel ceza terimi ekleyerek 

elimine edilebilir. Bu tür Lagrangian fonksiyonu geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonu olarak 

bilinir. Geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonu hakkındaki tüm yakla�ımlar Rockafellar ve 

Wets’in  (1998) çalı�masında genelle�tirilmi�tir (Gasımov, 2002).  

( )P  asıl problemi ile ili�kili geni�letilmi� sivri Lagrangian fonksiyonu 

, , , R  R  R
m m

x S y u c +∈ ∈ ∈ ∈  için : ( )R R R
m

L S +× × →  olmak üzere: 

{ }( , , ) inf ( , ) , ( ) ( ) , ( )
R

m
y

L x u c x y c y y u f x c g x u g x
∈

= Φ + − = + −                         (4.28) 

Geni�letilmi� sivri Lagrangian dual fonksiyonu : R R R
m

h +× →  olmak üzere 

( , ) inf ( , , )
x S

h u c L x u c
∈

=                     (4.29) 

 

O halde verilen ( )P  probleminin  geni�letilmi� sivri Lagrangian dual problemi *( )P  izleyen 

�ekilde tanımlanır: 
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*( )P : Geni�letilmi� Sivri Lagrangian Dual Problem 

( , )

sup ( , )
+R Rmu c

h u c
∈ ×

                    (4.30) 

(Gasımov, 2002). �imdi *inf supP P=  olması yani asıl problem ile geni�letilmi� sivri 

Lagrangian dual probleminin optimal çözümlerinin e�it olabilmesi için gerek ve yeter ko�ullar 

verilecektir: 

Teorem 4.19 [Gasımov, 2002] 

inf P  sonlu olsun. O halde x S∈  ve ( , ) ( )R Rm
u c +∈ ×  elemanlarının ( )R Rm

S +× ×  

kümesinde tanımlı geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonunun eyer noktası olması için gerek ve 

yeter ko�ul x ’nin  ( )P  asıl probleminin bir çözümü, ( , )u c ’nin *( )P  dual probleminin bir 

çözümü ve *inf supP P=  olmasıdır. 

Teorem 4.20 [Gasımov, 2002] 

x S∈  ve ( , ) ( )R Rm
u c +∈ ×  elemanlarının  ( )R Rm

S +× ×  kümesinde tanımlı geni�letilmi� 

Lagrangian fonksiyonunun eyer noktası olması için gerek ve yeter ko�ul x ’in  ( )P ’nin bir 

çözümü olması ve ( ) (0) , ,  v y v y u c y y≥ + − ∀  olmasıdır. Burada v , (4.23)’te tanımlanan 

bir pertürbasyon fonksiyonudur.  

Teorem 4.21 [Gasımov, 2002] 

( )P  asıl probleminde f  ve g  fonksiyonları sürekli, S  kompakt ve uygun bir çözüm mevcut 

olsun. O halde *inf supP P=  ve ( )P ’nin bir çözümü vardır. Ayrıca bu durumda geni�letilmi� 

sivri Lagrangian dual fonksiyonu h  konkav fonksiyondur ve R Rm
+×  üzerinde her yerde 

sonludur.  

Teorem 4.21’de tüm ko�ullar sa�lansa bile *( )S P : dual problemin çözüm kümesi bo� olabilir.  

Örnek 4.1 [Burachik vd., 2006] 

, : R Rf g →  fonksiyonları ( )f x x= −  ve 21
( )

2
g x x=  ile tanımlansın. [ ]1,1X = −  olsun. 

( ) 0S P =  ile *inf sup 0P P= =  oldu�unu göstermek kolaydır. *( )S P ’ı hesaplayalım: 

[ ]2arg min ( ) ( ) ( ) arg min ; 1,1
2

  
c u

f x c g x ug x x x x
−

+ − = − + ∈ −  
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{ }
1 1

, , 0 1, 1 , 0       c u veya c u
c u c u

�� �
= − − > − − ≤�� �

− −� ��
.  Buradan h  dual fonksiyonu: 

1
( , ) , 0 1 , 0

2( ) 2
    

c u
h u c c u veya c u

c u

� − −
= − > − + − ≤�

−�
 elde edilir. 

( , )

sup ( , ) 0
R Ru c

h h u c
+∈ ×

= =   

olup bu supremum de�erini veren ( , )u c  mevcut olmadı�ından *( )S P = ∅ ’dir. 

*( )S P ≠ ∅  olması için teoremler ve yakınsaklık ko�ulları izleyen bölümde verilecektir. 

Teorem 4.22 [Gasımov, 2002] 

*inf supP P=  olsun ve bazı ( , ) R R
m

u c +∈ ×  ile x S∈  için   

min ( , , ) ( ) ( ) ( ),
x S

L x u c f x c g x g x u
∈

= + −  

oldu�unu varsayalım. O halde x ’nin ( )P  probleminin bir çözümü ve ( , )u c ’nin *( )P  

probleminin bir çözümü olması için gerek ve yeter ko�ul ( ) 0g x =  olmasıdır. 

Geni�letilmi� sivri Lagrangian fonksiyonu yardımı ile dual aralı�ın nasıl yok edildi�i 

geometrik olarak �ekil 5.5’te ifade edilmi�tir. Kolaylık açısından geometrik gösterim, bir 

e�itlik kısıtına sahip konveks olmayan problem için verilmi�tir.  Keyfi 0,  Rc u≥ ∈  ve R
n

x ∈  

için geni�letilmi� Lagrangian dual problemi, ( ) ( ) ( )f x c g x ug x+ −  konisinin R
n ’in ( , )f g  

dönü�ümü altında olu�an G  görüntü kümesinde minimize edilmesidir yani koninin görüntü 

kümesine a�a�ıdan destek noktasının bulunmasıdır.  

Geni�letilmi� Lagrangian dual probleminin optimal çözümü ile asıl amaç fonksiyonunun 

optimal çözümü e�it oldu�undan özellikle konveks olmayan  problemlerin optimal çözümleri 

*( )P  problemi yardımıyla kolaylıkla bulunabilir (Üstün, 2007). 

 

�ekil 4.5 Geni�letilmi� sivri Lagrangian dualite (Gasımov ve Üstün, 2006). 
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4.3 Geni�letilmi� Sivri Lagrangian Dualite Probleminin Çözümü 

Bir önceki bölümde ( )P  ve *( )P  problemlerinin optimal çözümlerinin e�it olabilmesi için 

gerek ve yeter ko�ullar Teorem 4.19 – 4.21’de verildi. Ayrıca *( )P  probleminin dual 

fonksiyonu olan h ’nin özelliklerine de�inildi. Bu teoremlerden ve özelliklerden istifade 

ederek *( )P  probleminin çözümü yani h  dual fonksiyonunun maksimizasyonu için Gasımov 

(2002) tarafından Geli�tirilmi� Subgradient Yöntemi (MSG) önerilmi�tir. Böylece asıl 

problemin optimal de�erine *( )P  problemini çözerek kolaylıkla ula�ılır. 

 

�imdi Teorem 4.21 ko�ullarının sa�landı�ını varsayarak a�a�ıdaki dual problemi  

{ }max ( , ) min ( , , ) min ( ) ( ) ( )
x S x S

h u c L x u c f x c g x u g x
∈ ∈

′= = + −               (4.31) 

( , ) R Rm
u c +∈ ×  

ve geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonunu minimize eden noktalar kümesini göz önüne 

alalım:   

{ }{ }( , ) arg min ( ) ( ) ( );   S u c x x f x c g x u g x x S′= = + − ∈                           (4.32) 

Bilindi�i gibi f  ile g  sürekli fonksiyonlar ve S  kompakt küme oldu�unda h  dual 

fonksiyonu konkavdır. A�a�ıda bu özellikten yararlanılarak bir teorem verilecektir: 

Teorem 4.23 [Gasımov, 2002] 

S X∅ ≠ ⊂  kompakt küme ve ,  f g  sürekli fonksiyon olsunlar. Öyle ki her ( , ) +R Rm
u c ∈ ×  

için ( , )S u c  bo� küme de�ildir. E�er ( , )x S u c∈  ise o halde  ( ( ), ( ) ) g x g x− , ( , )u c  

noktasında h  fonksiyonunun bir subgradientidir. 

4.3.1 Geli�tirilmi� Subgradient Yöntemi (MSG) 

Bu yöntem, geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonu temelli dual problemin çözümüne yönelik 

olarak Gasımov (2002) tarafından geli�tirilmi�tir. MSG yöntemi, ardı�ık olarak kısıtlamasız 

minimizasyon algoritmasıdır. Teorik olarak, her bir adımda adım uzunlu�u parametrelerini 

yenilemek için, geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonunun kısıtlamasız global minimum 

de�erleri kullanılır. Konveks olmayan kısıtlamasız optimizasyon problemlerini çözmek için 

mevcut olan global optimizasyon yöntemlerinin yetersizli�i nedeniyle MSG algoritmasında 

geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonunun kısıtlamasız lokal minimum de�erleri de 

kullanılabilir (Gasımov ve Üstün, 2005). Buna göre MSG algoritmasının adımları �öyledir: 
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Ba�langıç Adımı: 

1 0c ≥  olacak �ekilde 1 1( , )u c  vektörünü seç ve 1k =  alarak temel adıma geç.    

Temel Adım: 

i. Verilen ( , )k ku c  için izleyen alt problemi çözülür: 

min ( ) ( ) ( ),k k
x S

f x c g x g x u
∈

+ −  

kx , alt problemin keyfi bir çözümü olsun. E�er ( ) 0kg x =  ise dur. Teorem 5.22’ye göre 

( , )k ku c  vektörü *( )P  probleminin, kx  ise ( )P  probleminin bir çözümüdür. Aksi halde 

2. adıma gidilir. 

ii. ks  ve kε  pozitif sabit adım uzunlukları olmak üzere 

1 1( ), ( ) ( )  k k k k k k k k ku u s g x c c s g x+ += − = + + ε  

için 1k k= +  alınır ve 1. adıma dönülür. 

ks , kε  adım uzunlukları ve yakınsaklık sonuçları için izleyen teorem mevcuttur: 

Teorem 4.24 [Gasımov, 2002] 

{ }( , )k ku c  MSG algoritması tarafından üretilmi� dual de�i�kenlerin dizisi olsun. Keyfi k  için 

( , )k ku c ’nın dual problemin çözümü olmadı�ı varsayılsın yani k∀  için 0kg ≠ .  ( , )k kh u c , 

MSG algoritması tarafından k . iterasyonda hesaplanan geni�letilmi� Lagrangian 

fonksiyonunun global minimum de�eri ve ( , )h u c , ( )P  probleminin asıl-dual optimal de�eri 

olsun. O halde  

a. 
2

1 10 ( , ) ( , ) (2 ) ( ) , , 0 k k k k k k k k kh u c h u c s g x s+ +< − < + ε ∀ ε > . 

b. Bir dual çözümün oldu�u varsayılsın. ( , )k kd d z z=   optimal dual çözüm z  ile .k  

iterasyonda algoritma tarafından hesaplanan dual çözüm kz  arasındaki uzaklık olmak 

üzere e�er 

[ ]
2

2 ( , ) ( , )
0

5 ( )

k k
k k

k

h u c h u c
s

g x

−
< ε < <                  (4.33) 

ise 1 0k kd d+ − < ’dır. 

c. Bir dual çözümün oldu�u ve Teorem 4.22’nin sa�landı�ı varsayılsın. E�er 

[ ]
2

( , ) ( , )
0

5 ( )

k k
k k

k

h u c h u c
s

g x

−
< ε < =                  (4.34) 

ise o halde ( , ) ( , )k kh u c h u c→   (Burachik vd., 2006; Gasımov ve Üstün, 2006). 
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Burachik vd. (2006),  MSG algoritması için yeni bir yakınsaklık analizi ve yeni bir adım 

uzunlu�u bulmu�lardır. Teorem 4.24’te verilen yakınsaklık sonuçlarını geli�tirmek için ks  

adım uzunlu�u (4.34)’te verilen özellik yerine ks  daha genel bir yol ile seçildi�i zaman tüm 

dual de�i�kenlerin dizisinin yakınsaklı�ı ispat edilmi�tir.  

Örnek 4.1’de Teorem 4.21’in tüm ko�ullarının sa�lanması durumunda asıl problemin çözüm 

kümesi bo�tan farklı olsa ve dual aralık olu�masa da dual problemin çözüm kümesinin bo� 

olabilece�i gösterilmi�ti. Literatürde dual çözümlerin varlı�ını garanti eden ko�ullar genellikle 

problem ile ili�kili pertürbasyon fonksiyonunun özelliklerine dayanmaktadır. Ancak bilindi�i 

gibi pertürbasyon fonksiyonunun hesaplanması zor oldu�undan alternatif çözümler 

üretilmi�tir. Azimov ve Gasımov (2002), bunun için amaç ve kısıtlama fonksiyonlarına dayalı 

bir ko�ul geli�tirmi�tir. Burachik vd. (2006) çalı�masında ise önce genel olarak seçilen yeni 

adım uzunlu�u parametresine göre  MSG algoritması tarafından üretilen { } { }( , )k k kz u c=  dual 

dizisinin yakınsaklı�ı ispat edilerek dual çözümlerin varlı�ı için yeni bir ko�ul bulunmu�tur. 

Teorem 4.25 [Burachik vd., 2006] 

h  optimal dual de�er yani *suph P=  olsun. MSG algoritması tarafından üretilen 

{ } { }( , )k k kz u c=  dual dizisi sınırlı oldu�unu ve bazı  0>η  sabiti için adım uzunlu�u ks ’nın 

[ ]
2

( , ) ( , )

( )

k k
k

k

h u c h u c
s

g x

−
≥η                               (4.35) 

e�itsizli�ini sa�ladı�ı varsayalım. O halde { }kz  dual dizisinin her yı�ılma noktası bir dual 

çözümdür . Özel olarak *( )S P ≠ ∅ . 

Teorem 4.26 [Burachik vd., 2006] 

E�er { }kz  dizisi sınırlı ise yakınsaktır. 

 

Di�er taraftan MSG algoritması ile üretilen asıl de�i�kenler dizisi { }kx ’nın, asıl problemin 

çözümüne yakınsamadı�ı bir örnekle gösterilmi�tir. Bu sebeple k∀  ve bazı 0>β  için  

( , )k k kx X u c∈ +� β  olacak �ekilde { }kx�  yardımcı dizisi tanımlanarak bu dizinin tüm yı�ılma 

noktalarının optimalli�i sa�lanmı�tır. Teorem 4.25 ve 4.26 �artlarının sa�lanması durumunda 

{ }kx�  yardımcı asıl dizisinin yı�ılma noktalarının ( )P ’nin çözümü oldu�u gösterilmi�tir. 

(4.35) denkleminde genel olarak verilen adım sayısı özel olarak: 
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[ ] [ ]
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

( ) ( )

k k k k
k

k k

h u c h u c h u c h u c
s

g x g x

− −
≤ ≤η ;  (0,2)∈η               (4.36) 

ko�ulunu sa�layacak �ekilde seçildi�inde a�a�ıdaki iki problem birbirine denktir: 

i. { }kz  dual  dizisi sınırlıdır. 

ii. *( )S P ≠ ∅ . 

kh h→  yakınsaklı�ını sa�laması için adım uzunlu�u ks  özel olarak �öyle seçilebilir: 

0, 0 2  > < <α δ  ve ( , )u c  optimal dual çözüm olmak üzere; 

[ ]
22

( , ) ( , ) ( ) ( )
0

1 (1 ) ( ) 

k k k k
k

k

h u c h u c c c g x
s

g x

− + −
< =

� �+ +� �

α
δ

α
                                      (4.37) 

Burada dikkat edilmesi gereken özellik adım uzunlu�unun belirlenmesinde optimal dual 

de�ere ihtiyaç vardır. ( )P ’nin  her uygun çözümü h  için bir üst sınır sa�ladı�ından e�er 

( , )h u c  bilinmiyor ise h  yerine onun tahmincisi olarak bir ĥ  üst sınırı kullanılabilir Ancak 

ĥ h≥  olacak �ekilde seçim yapılır ise bazı özellikler sa�lanmayacaktır (Burachik vd., 2006). 

 

MSG yönteminin teorik ve pratik yönden avantajı, kısıtlamasız lineer olmayan optimizasyon 

problemlerini çözebilmek için herhangi konvekslik veya diferansiyellenebilirlik �artı 

aramamasıdır. Algoritma herhangi bir ceza parametresi kullanmaz ve  her adımda kesin artan 

dual de�i�kenler dizisi olu�turur. Böylece çözüm sürecinin yakınsak oldu�u ispatlanmı� yani 

daima mevcut çözümden daha iyi bir çözümün bulunaca�ı gösterilmi�tir. MSG yöntemi, 

konveks olmayan birçok problemin çözümünde ba�arılı sonuçlar elde etmi�tir (Gasımov, 

2002; Gasımov ve Üstün, 2005, 2006; Burachik vd., 2006)  

Ancak yöntemin bazı dezavantajları bulunmaktadır: Her bir adımda adım uzunlu�u 

parametresini yenilemesi durumunda bazı dual de�i�kenler için hesaplanan geni�letilmi� 

Lagrangian fonksiyonunun lokal minimum de�eri, problemin genel asıl-dual optimal 

de�erinden büyük olabilmektedir. Bu durumda algoritma, uygun olan ancak optimal olmayan 

bir lokal minimum de�erini çözüm olarak kabul eder ve durur (Gasımov ve Üstün, 2005). 

Ayrıca yöntemin ba�langıç noktasına olan duyarlılı�ı, çözüme ula�mada sürenin uzamasına 

hatta bazı problemlerde çözüm bulunamamasına yol açabilmektedir (Saraç ve Sipahio�lu, 

2004). Burachik vd. (2006) çalı�masında belirtti�i gibi bir di�er zorluk adım uzunlu�u 

parametresinin belirlenmesinde asıl-dual optimal amaç fonksiyonu de�erinin bilinmesi 

gerekti�idir. Yöntemin bu dezavantajlarını a�mak amacıyla Gasımov vd. (2004) Uygun 

De�erler Temelli Geli�tirilmi� Subgradient Yöntemini (F-MSG) geli�tirmi�tir.  
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4.3.2 Uygun De�erler Temelli Geli�tirilmi� Subgradient Yöntemi (F-MSG) 

Bu yöntem, Gasımov tarafından verilen MSG yönteminin dezavantajları göz önünde tutularak 

geli�tirilmesi sonucu Gasımov vd. (2004, 2006); Gasımov ve Üstün, (2007) tarafından 

geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonu temelli dual problemi çözmek için verilmi�tir. F-MSG 

algoritması, ba�langıç adımında optimal de�erin bilinmesine ve her bir iterasyonda adım 

uzunlu�u parametresini yenilemek için geni�letilmi� Lagrangian fonksiyonunun kısıtlamasız 

global minimum de�erine ihtiyaç duymaz.  E�er problemin optimal de�eri bilinmiyor ise 

optimal dual de�ere yakınsayan çözüm için bir alt ve üst sınırı olan dizi olu�turur (Gasımov 

vd., 2006). 

�imdi, sıfır dual aralık ve dual çözümlerin varlı�ı varsayımı altında tekrardan (4.31)’de 

verilen *( )P  problemini göz önüne alalım. 

{ }max ( , ) min ( , , ) min ( ) ( ) ( )
x S x S

h u c L x u c f x c g x u g x
∈ ∈

′= = + −                

( , ) R Rm
u c +∈ ×  

h� , keyfi reel sayı ve ( , ) R Rm
u c +∈ ×  olmak üzere a�a�ıdaki küme tanımlansın: 

{ }( , , ) : ( , , ) S u c h x S L x u c h= ∈ ≤� �                              (4.38) 

E�er ( , )h h u c≥�  ise ( , , )S u c h ≠ ∅�  olaca�ı açıktır; burada ( , )h u c , geni�letimi� Lagrangian 

fonksiyonun global minimum de�eri olarak hesaplanan dual fonksiyon de�eridir. x S∀ ∈  için 

( , , ) ( , , ) ( , ) 0x u c L x u c h u c∆ = − ≥                   (4.39) 

ise aralık geni�li�ini gösteren parametredir. 

Tanım 4.4 

E�er ( )f x h≤ ��  ve ( ) 0g x =�  olacak �ekilde x S∃ ∈�  mevcut ise h�  reel sayısı ( )P  problemi için 

uygun de�er olarak adlandırılır. Aksi halde h� , ( )P  problemi için uygun olmayan de�erdir.  

h , asıl-dual optimal de�er olmak üzere, e�er h h≥�  ise h�  uygun de�erdir; h h<�  ise h� ’nın 

uygun olmayan de�er olaca�ı açıktır.  

F-MSG algoritması, isminden de anla�ıldı�ı üzere asıl problemin uygun ve uygun olmayan 

de�erlerini baz alarak çalı�maktadır. Algoritmanın i�lemesindeki temel dü�ünce �öyledir:  

 

Keyfi reel sayısı 1h , ba�langıç dual de�i�kenleri 1 1( , )u c  için verilen 1 1( , , )L x u c  geni�letilmi� 

Lagrangian probleminin bir üst sınırı olmak üzere 1( )P h  problemi tanımlanır:  

1( )P h : “ 1 1 1( , , )L x u c h≤  olacak �ekilde x S∈  çözümü bulmak.” 
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1( )P h  problemi çözülerek 1h ’in uygun de�er olup olmadı�ı kontrol edilir. Sonraki adımda, 

1h ’in uygun de�er olup olmamasına ba�lı olarak { }1 1 1 1min ,h L h= − ∆  veya 1 1 1h h= + ∆  

�eklinde 1( )P h  probleminin üst sınırı güncellenir, burada 1∆  ba�langıçta seçilen pozitif sayı 

ve 1L  ise 1( )P h ’in çözümünden elde edilen uygun de�erdir. Bu süreç 1h ’in uygun olmayan 

de�er olmasına kadar devam eder. Uygun olmayan de�er alt sınır olarak kabul edilir. Böylece 

uygun bir üst sınır ile uygun olmayan bir alt sınır belirlenir. Uygun ve uygun olmayan biti� 

noktalarına ula�ılırsa uygun de�er için 1 1 1 / 2h h= − ∆  ve uygun olmayan de�er için 

1 1 1 / 2h h= + ∆  �eklinde güncelleme yapılır. Böylece üst ve alt sınır arasındaki aralık yeterince 

küçük oldu�u zaman optimal çözüme ula�ılmı� olunur ve algoritma durur (Gasımov vd., 

2006; Gasımov ve Üstün, 2007).  Buna göre F-MSG algoritmasının adımları izleyen 

�ekildedir: 

 

Adım 1: 

1 2 1, , ,   Mε ε ∆  pozitif sayıları ile keyfi 1h  reel sayısı seçilir. 1, 0, 0  n p q= = =  alınır. 

 
Adım 2: 

1 1( , ) R R
n n mu c +∈ ×   ile 10 l M< <  seçilir ve 1k =  alınarak 1

n
ku u= , 1

n
kc c=  olu�turulur. 

 
Adım 3: 

Verilen ( , )k ku c  için izleyen ( )nP h  problemi çözülür: 

( )nP h : “ 1 1( , , ) ( ) ( ) , ( )k k nL x u c f x c g x u g x h= + − ≤  olacak �ekilde x S∈  çözümü bulmak.” 

E�er ( )nP h   probleminin bir çözümü yok ise (örne�in; e�er ( )l k M>  ise) 6. adıma gidilir. 

Tersine bir çözüm var ise  ( ) 0kg x =  olup olmadı�ı kontrol edilir. E�er ( ) 0kg x =  (veya 

1( )kg x ≤ ε  ) ise 5. adıma; aksi halde 4. adıma geçilir. 

 
Adım 4: 

Dual de�i�kenler izleyen �ekilde güncellenir: 

1 ( )k k k ku u s h xα+ = − ,  1 (1 ) ( )k k k kc c s h xα+ = + +  olup burada ks  adım uzunlu�u parametresi: 
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burada 0α >  ve 0 2δ< < ’dir.  

 

(4.41) formülünde verilen c , dual problemin Lagrangian c  çarpanının optimal de�eridir. 

Pratikte ise c  yerine yeterince büyük bir sayı seçilebilir. 

Ayrıca ( , )k ku c  dual de�i�kenleri ile ilgili olarak ks  parametresinin �u özelli�i sa�laması 

gereklidir: 

( )k k k k ks g x c u l+ − >                               (4.42) 

1k k= +  alınarak k → +∞  iken kl → +∞  olacak �ekilde kl  güncellenir ve 3. adım tekrarlanır. 

 

Adım 5: 

( ) 0kg x =  olacak �ekilde kx , ( )nP h  probleminin bir çözümü olsun. O halde 

( , , ) ( )k k k kL x u c f x=  olur. 1q q= +  alınır ve p  kontrol edilir. E�er 0p =  ise o halde 

1n n+∆ = ∆ ; aksi halde 1 / 2n n+∆ = ∆  alınır ve 1n+∆  kontrol edilir. E�er 1 2n ε+∆ <  ise durulur. O 

halde ( )kf x  yakla�ık  optimal de�er, kx  yakla�ık asıl çözüm ve ( , )k ku c  yakla�ık dual 

çözümdür. Aksi halde ise { }1 1min ( ), , 1  n k n nh f x h n n+ += − ∆ = +  alınır ve 2. adıma gidilir. 

 

Adım 6: 

1p p= +  alınır. E�er 0q =  ise 1n n+∆ = ∆ ; aksi halde 1 / 2n n+∆ = ∆  alınır. 1n+∆  kontrol edilir. 

1 2n ε+∆ <  ise durulur. 5. adımdaki gibi yakla�ık optimal de�erler elde edilir. Aksi halde 

1 1, 1 n n nh h n n+ += + ∆ = +  alınarak 2. adıma gidilir.  

 

F-MSG algoritması,  iç ve dı� döngüden olu�maktadır: Algoritmanın 3. ve 4. adımı iç döngü 

olarak kabul edilir. �ç döngü, 3. adımda verilen keyfi nh  reel sayısı için ( )nP h  probleminin 

bir çözümünü bulmaya çalı�ır. E�er nh  uygun de�er ise, ( )nP h  probleminin bir çözümü 

vardır ve bu çözüm 3. adımda bulunur. Bu adımda k. iterasyonda bulunan çözüm, uygun 

çözüm olabilir veya olmayabilir. 1. adımda seçilen pozitif 1ε  sayısı, 3. adımda ( )nP h  

probleminin çözümü olarak bulunan kx  çözümünün uygun çözüm olup olmadı�ını kontrol 

etmek için kullanılan hata sınırıdır. E�er 3. adımda uygun olmayan çözümlerden olu�an 

sonsuz bir dizi üretilmi�se (yani ( ) 0kg x ≠ ) dual de�i�kenleri ve adım uzunlu�u parametresi 

4. adımdaki gibi güncellenerek bu dizinin uygun bir çözüme yakınsaması sa�lanır. 

Güncellenen dual de�i�kenler ve adım uzunlu�u parametresi için 3. adım tekrarlanarak 

problemin global çözümüne MSG algoritmasına göre daha hızlı bir �ekilde ula�ılır.  
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Algoritmanın 2., 5. ve 6. adımları ise dı� döngü olarak kabul edilir. Dı� döngü, nh  sayısının 

güncellenmesi ile ilgilidir. 3. adımda yakla�ık veya kesin olarak uygun çözüme ula�ılmı� ise 

5. adıma geçilerek nh  ve q  parametreleri güncellenir.  

E�er ba�langıçta nh  sayısı uygun de�er de�il ise yani ( )f x h≤ ��  ve ( ) 0g x =�  olacak �ekilde 

x S∃ ∈�  mevcut de�il ise bu durumda izleyen yol takip edilir: Karar verici e�ik seviyesi olarak 

kabul edece�i yeterince büyük bir M  sayısı seçer. E�er ( )l k  de�eri M  e�ik de�erini a�ana 

kadar yakla�ık veya kesin olarak uygun bir çözüme ula�ılamazsa, verilen nh  de�eri için 

( )nP h  probleminin uygun bir çözümü olmadı�ı sonucu ortaya çıkar; yani nh  uygun olmayan 

bir de�erdir. Bu durumda 6. adıma geçilir. 5. adımdaki p  parametresinin 0 olması nh ’in hala 

uygun de�er oldu�unu gösterir. 6. adıma geçildi�inde p  de�eri artacaktır ve bu durum  nh ’in 

uygun de�er olmadı�ı hakkında uyarı verir. nh  uygun olmayan de�er oldu�unda 1n+∆  

parametresi azalacaktır. Böylece uygun ve uygun olmayan de�erlerden olu�an aralı�ın 

uzunlu�u daralacaktır. Sonuçta nh  uygun olmayan ve 1nh +  uygun de�er olmak üzere 

[ ]{ }1,  n nh h +  (sonlu veya sonsuz) dizisi sonsuz dizi oldu�u durumda optimal dual de�ere 

yakınsayacaktır. E�er 1 2n ε+∆ <  elde edilirse algoritma sona erer ve en son elde edilen uygun 

de�er, asıl problemin yakla�ık optimal amaç fonksiyonu de�erine e�ittir.   

F-MSG algoritmasında dikkat edilmesi gereken özellikleriden biri ba�langıç de�erleri 1h  ve 

1∆  de�erlerinin seçimidir. Bu de�erlerin seçimi modelin i�leyi� performansını etkilemesi 

açısından önemlidir. E�er ba�langıçta seçilen 1h  sayısı, uygun de�er ise ve optimal çözüme 

yakın bir de�er ise algoritma do�al olarak 5. ve 6. adımlara u�ramadan hızlı bir �ekilde 

çözüme gidecektir. 1∆  de�eri ise 5. ve 6. adımlarda nh  de�erinin güncellenmesi için 

kullanılan adım uzunlu�u parametresidir. E�er 1∆  parametresi büyük seçilir ise optimal 

de�erin bulunaca�ı aralık büyük olaca�ından optimal de�ere ula�mak; aksi halde 1∆  

parametresi küçük seçilir ise optimal de�erin bulundu�u aralı�ı bulmak zaman alacaktır. Bir 

di�er özellik ise ( )nP h  probleminin çözümü için farklı yöntemler kullanılabilmesidir. 

Gasımov ve Üstün (2007) bu alt problemin çözülebilmesi için tek kısıtlama fonksiyonu 

altında sahte amaç fonksiyonunun minimize edilmesini önermi�lerdir. Burada sahte amaç 

fonksiyonu bilinen bir sabit sayı olarak seçilmi�tir. Bu alt problem de�i�ik optimizasyon paket 

programları ile çözülebilir (Gasımov vd., 2006; Gasımov ve Üstün, 2007). 
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Sıradaki teoremler, F-MSG yönteminin yakınsaklık sonuçlarını göstermektedir:  

 

Teorem 4.27’de nh  sabitinin uygun de�er olması durumunda, e�er dual de�i�kenler 4. adımda 

verilen ko�ullara göre güncellenmi� ise  3. adımda ( )nP h  probleminin çözümü olarak bulunan 

kx  çözümler dizisinin, asıl problemin uygun çözümüne yakınsayaca�ı gösterilmi�tir. E�er nh  

uygun olmayan de�er ise (4.42) e�itsizli�inin sol tarafı sonsuzlu�a gidecektir. Bu durum nh ’in 

uygun olmayan de�er oldu�u hakkında uyarı verir.  

Teorem 4.27 [Gasımov vd., 2006] 

S  kompakt kümesinde f  ve g  sürekli fonksiyonları tanımlansın. k∀  için ks  adım uzunlu�u 

parametresi  (4.42)’deki e�itsizli�i sa�lasın. E�er algoritma 3. ve 4. adımda { }kx ; 1, 2,...k =  

sonsuz dizisini üretirse, keyfi nh h≥  uygun de�eri için k → ∞  iken ( ) 0kg x →  olur. 

 

�zleyen teorem, algoritmada üretilen dual de�i�kenler ile optimal dual çözüm arasındaki 

aralı�ın, ks  parametresi de�eri için azaldı�ını göstermektedir: 

Teorem 4.28 [Gasımov vd., 2006] 

( , )u c  dual çözüm ve ( , )h h u c=  dual problemin optimal de�eri olsun. Verilen h  de�eri için  

ks  parametresi (4.40) veya (4.41)’deki gibi tanımlanmak üzere  { }( , )k ku c   dizisi 3. ve 4. 

adımda üretilen dizi olsun. ( , , )k k kL x u c  de�eri,  ( , , )k kL x u c h≤  probleminin bir çözümü 

olsun. ( , )k ku c ’nın dual problemin bir çözümü olmadı�ını (yani ( ) 0kg x ≠  ) varsayalım. O 

halde keyfi ( , )u c  dual çözümü için 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )k k k ku c u c u c u c+ +− < −  sa�lanır.  

Teorem 4.29 [Gasımov vd., 2006] 

( , , )k k kx u c , nh h=  için algoritmanın 3. ve 4. adımlarında hesaplansın. { }( )kg x ’nın sınırlı bir 

dizi oldu�u ve 4. adımdaki güncelle�tirme ko�ullarına göre her bir yeni adımda 1δ =  için 

1 1( , )k ku c+ +  hesaplandı�ı varsayılsın. E�er 3. ve 4. adımlarda, geni�letilmi� Lagrangian 

fonksiyonunun ( , , )k k k kL L x u c=  de�erlerinden olu�an sonsuz bir dizisi üretiliyor ise o halde 

k → ∞  iken kL h→  olur.  
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Özetle; F-MSG algoritmasını MSG algortimasından ayıran 3 temel yenilik mevcuttur: 

 

i. MSG algortimasında ba�langıçta problemin kesin veya yakla�ık olarak optimal 

de�erinin bilinmesi gerekli iken F-MSG verilen keyfi bir üst sınır ile ba�lar ve her bir 

iterasyonda problemin optimal çözümünü ara�tırır. 

ii. Karar verici, MSG algoritmasının her bir iterasyonunda geni�letilmi� Lagrangian 

fonksiyonunun kısıtlamasız global minimum de�erini hesaplamak zorunda iken, F-MSG 

algoritmasında ise hesaplanması çok daha kolay olan ( )
n

P h  problemini çözmelidir.  

iii. F-MSG algoritmasında sunulan bir di�er yenilik adım uzunlu�u parametresinin 

güncellenmesi ile ilgilidir. Böylece MSG algoritmasına göre global çözüme daha çabuk 

yakınsama sa�lanır (Gasımov vd., 2006). 
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5. PORTFÖY SEÇ�M� PROBLEM� 

Çalı�manın bu bölümünde, çok kriterli optimizasyon teorisinin uygulama alanlarından biri 

olan finans teorisinde portföy seçimi problemi ele alınacaktır. Markowitz (1952), ilk defa 

porföy seçimi problemini matematiksel model ile ifade ederek literatürde bu teorinin 

ilerlemesinde ba� role sahip olmu�tur. Bu bölümde Markowitz’in önermi� oldu�u model ve 

literatürde onun modelinin üzerine in�a edilen di�er birkaç model göz önüne alınarak, mevcut 

çözüm yakla�ımları incelenecek; portföy seçimi probleminde ortalama-varyans yakla�ımına 

ilaveten yüksek mertebeli merkezi momentler göz önüne alındı�ında problemin genellikle 

konveks olmayan, diferansiyellenemeyen, çok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edildi�i 

gösterilecektir.  

Bir birey ya da kurum olabilen yatırımcıların tasarruf birikimlerini sermaye piyasalarında 

kullanmaya ba�lamaları ile birlikte portföy ve portföy yönetimi teknikleri ve modellerine 

duyulan ilgi ve ihtiyaç artmı�tır (Atan, 2005). Portföy yönetiminin temel amacı yatırımcının 

risk ve getiriye kar�ı gösterdi�i tutum çerçevesinde, yatırımcının sahip oldu�u tasarrufları 

de�erlendirirken portföy içerisine hangi varlıkların hangi oranda girece�i ve de�i�en 

ekonomik ko�ullara ba�lı olarak hangi varlıkların portföyden çıkarılaca�ına karar vermektir. 

Günümüzde optimum  portföy olu�turulması çalı�malarında istatistik ve yöneylem ara�tırması 

teknikleri önemli bir yer tutar. Ancak birçok normatif karar modelleri, yatırımcının elinde 

bulundurdu�u servetini maksimize etmek için yalnız bir amacı göz önüne alır. Bu tür 

teknikler tek amacı sa�lamaya yönelik oldu�undan karar verici için öneme sahip di�er olası 

amaçların sa�lanmasını dikkate almazlar. Oysa ki karar verici için birbirleri ile çeli�ebilen pek 

çok hedefin veya amacın e�anlı olarak sa�lanabilmesi veya bu hedefler arası ikame 

edilebilirli�in belirlenmesi önemlidir. Bu yüzden, finans kelimesinin daha da matematiksel bir 

anlam kazandı�ı günümüzde finansal karar verme problemlerine çok kriterli yakla�ımları 

uygulamak daha yerinde olacaktır (Ertuna, 1991; Steuer ve Na, 2003; Atan ve Duman, 2003).  

Portföy olu�turmada iki temel yakla�ım söz konusudur: Geleneksel yakla�ım ve modern 

yakla�ım.  

Geleneksel portföy yakla�ımı, portföyde bulunan menkul kıymetler arasındaki ili�kiye dikkat 

etmeksizin a�ırı çe�itlendirmeye gidilerek portföy riskinin azaltılabilece�ini öngörmektedir. 

Ancak bu yakla�ım, Markowitz’in geli�tirdi�i teori ile beraber geçerlili�ini yitirmi�tir. 

Modern portföy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952) çalı�masında, ilk 

defa portföyün riskini ve getirisini matematiksel model ile ifade etmi�tir. Ortalama-varyans 

yakla�ımı olarak bilinen teoriye göre portföy olu�turma problemi getiri da�ılımının ilk iki 

momentine dayanmaktadır: Getiri da�ılımının beklenen de�eri portföyün getirisini ve getiri 
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da�ılımının varyansı portföyün riskini temsil eder. Markowitz, çalı�masında portföyün getiri 

da�ılımının çok de�i�kenli normal da�ılıma uydu�u varsayımını kabul eder; di�er bir ifade ile 

portföyün getirisinin tamamen beklenen de�er ile riskinin ise tamamen varyans ile 

açıklanabilece�ini varsayar. Ancak yapılan çalı�malar varlıkların marjinal da�ılımlarının 

normal da�ılıma göre daha sivri ve asimetrik özellikleri gösterdi�ini ortaya koymu�tur. Bu 

sebeple portföyün getirisi ve riskini tanımlamak için ortalama ve varyans haricinde ikiden 

yüksek mertebeli momentlere ihtiyaç duyulmu�tur. Ancak ikiden yüksek mertebeli 

momentleri dikkate alan çalı�malar problemi oldukça zor bir yapıya dönü�türdü�ü için 

ara�tırmacılar tarafından uzun yıllar ihmal edilmi�tir. Getiri da�ılımının üçüncü merkezi 

momenti ile alakalı çarpıklık kriterini göz önüne alan çalı�malar artmaya ba�ladıkça ikinci 

mertebeden yüksek momentlerin portföy seçimi problemlerindeki önemi artmı�tır. Dördüncü 

merkezi moment ile alakalı basıklık kriteri ise literatürde çok az ilgi çekmi�tir.  

Getiri da�ılımlarının normal da�ılıma göre asimetri ve sivri oldu�unu kanıtlayan çalı�malar 

ile çarpıklık ve basıklık katsayılarının finansal problemlerdeki önemi artmı�tır. Çarpıklık 

ölçüsü, bir da�ılımın ortalaması etrafındaki asimetri derecesini, basıklık ölçüsü ise  bir 

da�ılımın ortalaması etrafındaki yaygınlı�ını ölçer.  Normal da�ılmayan getiri da�ılımı için 

risk ölçümü olarak sadece varyansın veya standart sapmanın kullanılması riski oldu�undan 

dü�ük tahmin eder.  

Yatırımcı riske kar�ı gösterdi�i tutuma göre getiri elde eder. Bazı yatırımcılar riski severken 

bazıları riskten kaçar. Sezgisel olarak yatırımcının yüksek riske katlanarak yüksek getiri elde 

edece�i, dü�ük risk ile ise dü�ük getiriye razı olaca�ı görü�ü yaygındır. Bu sebeple hangi 

yatırım aracına yatırım yapılaca�ının belirlenmesi açısından risk ve getiri arasındaki ili�kinin 

belirlenmesi oldukça önemlidir. 

Yapılan çalı�malar ile riskten kaçan yatırımcının ortalama ve varyans parametreleri aynı olan 

getiri da�ılımları arasından pozitif çarpıklı�ı ve dü�ük basıklı�ı olanı tercih etti�i ortaya 

çıkmı�tır. Portföy getiri da�ılımı pozitif çarpık ise dü�ük de�erde getiriler sıklıkla olu�urken 

kayıplar genellikle azdır. Çok yüksek getiri elde etme olasılı�ı ise oldukça dü�üktür. Getiri 

da�ılımı normalden sivri ise çok yüksek veya çok dü�ük getirilerin meydana gelme olasılı�ı 

normal da�ılıma göre daha yüksektir. Bu sebeple getiri da�ılımının hem negatif çarpık olması 

hem de normalden sivri olması durumunda negatif getiri olasılı�ı artar.     

Markowitz’in modelinin ve onun modeli üzerine in�a edilen di�er birçok modelin eksik yanı 

pratikte oldukça öneme sahip olan gerçek problem kısıtlamalarına sahip olmayı�larıdır. 

Gerçek hayatta kar�ıla�ılan durumlardan bazıları portföy içerisinde bulunması istenen menkul 

kıymet sayısı ve menkul kıymetlerin a�ırlıkları gibi kısıtlamalardır. 
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5.1 Portföy Seçimi Problemi �çin Önceki Çalı�malar 

Modern portföy teorisinin kurucusu sayılan Markowitz’in (1952) geli�tirdi�i ortalama-

varyans modeli ile beraber portföy seçimi problemi üzerine birçok çalı�ma yapılmaya 

ba�lanmı�tır. Markowitz’in teorisi ile beraber literartürde yatırımcıların karar verirken 

öncelikle beklenen getiriden ve getiri varyansından etkilendikleri varsayımı yaygınla�mı�tır. 

Markowitz’in modelini kullanmanın ön ko�ulu getiri da�ılımlarının normal da�ılıma uyması 

ya da fayda fonksiyonunun sadece ilk iki momente dayanmasıdır; bir di�er ifade ile fayda 

fonksiyonunun karesel bir yapıya sahip olmasıdır. Ancak finans verilerinin normal 

da�ılmadı�ı bilinen bir gerçektir. Yapılan deneysel çalı�malarda finans verilerinde normal 

da�ılıma göre kalın kuyruk ve asimetri özelliklerinin bulundu�u, normal da�ılıma uymadı�ı 

desteklenmi�tir: Mandelbrot (1963), Fama (1963), Blattberg ve Gonedes (1974), Kon (1984), 

Mills (1995), Campbell (1997), Peiro (1999), Harvey ve Siddique (1999, 2000), Premaratne 

ve Bera (2002). Markowitz’in modeline getirilen bir di�er ele�tiri ise bazı bilim adamlarının 

i. Getiri da�ılımı normal da�ılıma sahip de�il ise   

ii. Yatırımcının fayda fonksiyonu karesel mertebeden daha yüksek ise veya yüksek 

mertebeden momentlerin yatırımcının kararını etkilemedi�ine dair bir kanıt yok ise  

ikinci mertebeden yüksek momentlerin ihmal edilemeyece�ine ait görü�ler ortaya atmasıydı: 

Arditti (1967, 1971), Levy (1969), Samuelson (1970), Jean (1971), Levy ve Sarnat (1972), 

Rubinstein (1973),  Kraus ve Litzenberg (1976), Scott ve Horvarth (1980), Lai (1991), Konno 

ve Suzuki (1995), Chunhachinda vd. (1997), Prakash vd. (2003), Lai vd. (2006)…  

Samuelson (1970), yatırım kararları sonlu bir zaman aralı�ında sınırlanmı� ise ortalama-

varyans yakla�ımının yetersiz kalaca�ını ve yüksek mertebeli momentlerin dikkate alınması 

gerekti�ini vurgulamı�tır. Hanoch ve Levy (1970), karesel fayda fonksiyonunu tercih eden 

yatırımcının genel varsayımın aksine azalan de�il artan mutlak riskten kaçtı�ını; Levy ve 

Sarnat (1972) ise varlıkların göreceli olarak dü�ük mutlak getiri üretmeleri halinde karesel 

fayda fonksiyonu varsayımlarının kullanı�lı olabilece�ini göstermi�tir.    

Portföy seçimi probleminin boyutu arttıkça, etkin yüzeyi belirlemek zorla�ır. Literatürde 

yüksek momentlere dayalı portföy seçimi problemi ile ilgili çalı�malar incelendi�inde 

ara�tırmacıların genellikle getiri da�ılımının orijine göre birinci momenti ile ikinci ve üçüncü 

merkezi momentleri yani sırası ile ortalama-varyans-çarpıklık kriterleri üzerinde 

yo�unla�tıkları gözlenmi�tir. 

Arditti (1971), Simkowitz ve Beedles (1978), Fielitz (1976), Singleton ve Wingender (1986), 

Gibbons vd. (1989) getiri da�ılımının simetrik de�il aksine sa�a çarpık oldu�unu göstermi�tir. 

Scott ve Horvarth (1980), riskten kaçan bir yatırımcı pozitif çarpıklık için pozitif tercihte 
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bulunuyor ise basıklık için negatif tercihte bulunaca�ını; Brennan (1979) ile He ve Leland 

(1993) portföy getiri da�ılımı aynı ortalama ve varyansa sahip ise yatırımcının pozitif 

çarpıklı�ı tercih etti�ini göstermi�lerdir.   

�lk defa Arditti ve Levy (1975), çarpıklık kriterini içeren çok dönemli probleminin çözümü 

için sabit bir çarpıklık kısıtlaması altında portföy getirisinin beklenen de�erini maksimize 

eden lineer olmayan programlama modeli önermi�tir. Arditti ve Levy’nin varsayımına göre 

getiri oranları her bir dönemde, sıfır çarpıklık ile benzer ve ba�ımsız da�ılır. Bu varsayımdan 

çok dönemli modelde çarpıklık kriterinin, ortalama ve varyans de�erlerinin bir fonksiyonu 

oldu�u sonucu çıkar. Ancak bu varsayım do�ru olamaz; çünkü çarpıklık katsayısının tek 

dönem için anlamsız olması çoklu dönem için de anlamsız olmasını gerektirmez. Ayrıca çok 

dönemli modelde çarpıklık kriteri, ortalama ve varyansın bir fonksiyonu ise ortalama-varyans-

çarpıklık etkin kümesi, ortalama-varyans etkin kümesinin bir alt kümesi olmalıdır. Arditti ve 

Levy’nin modelinde çarpıklık, ortalama ve varyansın bir fonksiyonu olarak belirlenmezse ve 

uygun olmayan çarpıklık kısıtı seçilirse modelin optimal çözümü bulunamayabilir. Kane 

(1982) çalı�masında ortalama-varyans-çarpıklık modelinde iyi çe�itlendirilmi� portföy ve 

risksiz varlık oldu�u varsayımları altında yatırımcının karar vermesini basitle�tirmi�tir. Ancak 

çarpıklık kriterini göz önüne alan iyi çe�itlendirilmi� portföyün nasıl olu�turulaca�ının 

belirsizli�i sebebiyle yol gösterici bir çalı�ma olmamı�tır. Lai (1991) çalı�masında ise yüksek 

momentlere dayalı optimal portföy seçimi probleminin dayanması gereken varsayımları 

ortaya atmı�tır. Portföy getirilerinin beklenen de�eri ve çarpıklı�ını maksimize ederken 

varyansını minimize etmeye çalı�mı�tır. Bu problemi çözmek için ise yatırımcının ki�isel 

kararlarını ve tercihlerini de göz önüne alan polinomsal hedef programlama yöntemini 

seçmi�tir. Lai, her bir tekli dönemde çarpıklık kriterini ihmal ederek ortalama-varyans 

kriterlerine dayanarak elde etti�i optimal portföylerin çoklu dönem modelinde etkin portföy 

olmadıklarını göstermi�tir. Chunhachinda vd. (1997), optimal portföy olu�turmada çarpıklı�ın 

yatırımcının kararlarını önemli derecede etkiledi�ini polinomsal hedef programlama yardımı 

ile göstermi�tir. 

Portföy seçimi probleminin dört boyutlu probleme dönü�mesi, çok boyutlu etkin yüzeyi 

tanımlamanın zorlu�undan dolayı problemi oldukça zor bir yapıya dönü�türdü�ü için birçok 

ara�tırmacı tarafından sıklıkla ihmal edilen basıklık kriteri, getiri da�ılımında meydana 

gelecek a�ırı kayıp ve kazançların olasılı�ını ölçmesi bakımından önemlidir. 

Fang ve Lai (1997), ilk defa çarpıklık kriterinin yanı sıra basıklık kriterini de göz önüne 

alarak finansal varlık fiyatlama modelini geli�tirmi� ve sistematik varyans, çarpıklık, basıklık 

için risk primlerini tahmin etmi�tir. Bu çalı�maya göre varlıkların beklenen getirileri 
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sistematik varyansın yanı sıra sistematik çarpıklık ve sistematik basıklıkla yakından ilgilidir. 

Dittmar (1999) ise riskten kaçınmak için gerek ko�ulun azalan tam öngörü oldu�unu ve bunun 

da teorik olarak basıklıktan kaçarak sa�landı�ını göstermi�tir.  Davies vd. (2004), Berényi 

(2001, 2005), Lai vd. (2006) ortalama ve çarpıklı�ı maksimize ederken aynı anda varyans ve 

basıklı�ı minimize etmek ve yatırımcının tercihlerini de modele yansıtabilmek için 

polinomsal hedef programlama yöntemini tercih etmi�lerdir. Athayde ve Flôres (2002), 

Adcock (2005) ile Jurczenko ve Maillet  (2005) verilen ortalama, çarpıklık ve basıklık için 

varyansı minimize etmeye çalı�arak ortalama-varyans-çarpıklık-basıklık modelini çözmeye 

çalı�mı�lardır.  

�kiden yüksek mertebeli momentleri göz önüne alan çalı�malarda dikkat edilmesi gereken 

nokta ise e�er portföyde yer alan varlıklar arasında yüksek derecede korelasyon var ise yani 

varlıklar birbirinden ba�ımsız de�il ise portföyün ortalama, varyans, çarpıklık ve basıklık 

de�erlerini ifade etmek için her bir varlı�ın marjinal momentleri yanında portföydeki bir 

varlı�ın di�er bir varlık ile arasındaki ili�kisini gösteren yüksek mertebeli bile�ik momentlerin 

dikkate alınması gereklili�idir. Aksi halde hesaplanan de�erler sahte olabilir. Birlikte 

çarpıklık (co-skewness) ve birlikte basıklık (co-kurtosis), portföy modelindeki bir varlı�ın 

portföy çarpıklı�ına ve portföy basıklı�ına olan marjinal katkısı olarak yorumlanabilir.  �lk 

defa Kraus ve Litzenberg (1976), yüksek mertebeli bile�ik momentlerin dikkate alınmasını 

önermi�tir.  

Varlık sayısı kısıtlamaları gibi pratik amaçlar göz önüne alındı�ında etkin sınır e�risi süreksiz 

fonksiyon haline dönü�ür. Literatürde varlık sayısı kısıtlı portföy optimizasyonu problemi için 

çok az sayıda çalı�ma vardır. Ortalama-varyans uzayında varlık sayısı kısıtlaması göz önüne 

alındı�ında problem genellikle karma-tamsayılı lineer olmayan karesel programlama 

problemiyle ifade edilir ve bu problemi çözmek için genel olarak iki yakla�ım söz konusudur: 

Karma-tamsayılı lineer olmayan programlama için uygun algoritma tekniklerini kullanmak 

veya Markowitz’in mimimize etmeye çalı�tı�ı karesel amaç fonksiyonu yerine lineer risk 

fonksiyonu kullanıp sezgisel yöntemlere dayanarak yakla�ık çözüm bulmak.  

Bienstock (1995, 1996) karesel risk yakla�ımını ileri sürerek problemin çözümü için branch-

and-cut algoritmasını kullanmı�tır. Speranza (1996) ise ilk defa lineer risk yakla�ımı için 

varyans yerine negatif-yarı ortalama mutlak sapma fonksiyonunu kullanarak karma-tamsayılı 

programlama problemi elde etmi� ve sezgisel yöntemler ile modeli çözmü�tür. Chang vd. 

(2000) ise portföyde bulunacak varlık sayısı ve portföyde tutulan varlı�ın sahip oldu�u oran 

kısıtlamaları altında Markowitz’in problemini sezgisel yöntemler ile çözmü�tür. 
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5.2 Portöy Teorisine Giri� 

Bir yatırımcının sahip oldu�u tüm menkul kıymetler portföyü olu�turur. Daha genel bir ifade 

ile portföy, belirli amaçları gerçekle�tirmek isteyen yatırımcıların sahip oldu�u birbirleriyle 

ili�kisi olan ve kendine öz ölçülebilir nitelikleri olan yeni bir varlıktır (Ceylan, 2003).  

Portföy yönetimi, yatırımcının sahip oldu�u servetini, menkul kıymetler arasında minimum 

risk maksimum getiri sa�layacak �ekilde payla�tırmaktır. Portföy yönetiminde amaç, 

yatırımcının risk ve getiriye kar�ı gösterdi�i tutum çerçevesinde belirlenen yatırım süresince 

portföy içine hangi varlıkların hangi oranlarda girece�ine ve zamanla de�i�en ekonomik 

ko�ullara ba�lı olarak hangi varlıkların portföyden çıkarılaca�ına karar vermektir (Ertuna, 

1991; Ceylan, 2003).    

Menkul kıymetler ve de�i�ik yatırım araçlarından çe�itli portföyler olu�turmak mümkündür. 

Buna göre tamamen hisse senetlerinden olu�an, hisse senedi ve tahvillerden olu�an, tamamı 

tahvillerden olu�an ve hisse senedi ile tahviller dı�ında di�er yatırım araçlarından (varlı�a 

dayalı menkul kıymet, bono, repo, altın, metrekare konut sertifikaları, gelir ortaklı�ı senetleri, 

döviz ve döviz tevdiat hesapları) olu�an portföy çe�itleri söz konusudur (Demirta� ve Güngör, 

2004). 

Menkul kıymet yatırımlarının belirgin özelliklerinden biri belirsiz olmasıdır. Yatırım kararları 

gelece�e yönelik oldu�undan yatırımcının elde etmek istedi�i getiri yani beklenen getiri ile 

elde edilen getiri farklı olacaktır. Bu durum finansal açıdan risk ile tanımlanır. Bir di�er ifade 

ile finansal risk, fiyatların dalgalanırlı�ı kar�ısında i�letmelerin ya da bireysel yatırımcıların 

aktif ve pasif de�erlerinin de�i�mesi olarak tanımlanır.  Geli�mekte olan ülke ekonomileri için 

içsel ve dı�sal ko�ullardan kaynaklanan istikrarsızlıklar ile spekülatif faaliyetler belirsizlik ve 

riski daha da arttırmaktadır. Bu nedenle yatırımcı, birçok risk unsuru ile kar�ı kar�ıyadır. 

Yatırımcı, tek bir menkul kıymete yatırım yapmaktansa servetini çe�itli menkul kıymetler 

arasında payla�tırarak portföyünü olu�turur ve bu risk unsurlarını yok etmeye çalı�ır. 

Portföyün olu�turulması ve yönetilmesi yatırım ortamına ait belirsizlikleri ortadan kaldırır; 

çünkü iyi çe�itlendirilmi� bir portföy için portföyün toplam riski, portföyü olu�turan 

varlıkların sahip oldu�u risklerin toplamından daha küçüktür (Sevil, 2001; Yalçıner vd., 

2004).  

Menkul kıymet getirilerinin bir di�er önemli özelli�i ise getiriler arasında ili�ki olmasıdır. 

Birçok ekonomik nicelik gibi menkul kıymet getirileri de birlikte çıkma ve dü�me 

e�ilimindedirler. Ancak bu ili�ki her zaman tam de�ildir; bireysel menkul kıymetler ve  

endüstriler bazen genel refah akı�ının tersinde hareket edebilirler. Genellikle aynı endüstride 

yer alan menkul kıymetlerin birbirleri ile daha ili�kili oldu�u kabul edilir (Markowitz, 1959). 
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Yatırımcılar genellikle menkul kıymetin getirisi hakkında bilgi sahibi iken menkul kıymetin 

sahip oldu�u riski ise tam olarak bilemezler. Toplam riski olu�turan etmenlerin yatırımcı 

tarafından biliniyor olması durumunda yatırımcı bazı riskleri kontrol altına alabilir. Buna göre 

toplam riski olu�turan iki tür riskten bahsetmek mümkündür: Sistematik risk ve sistematik 

olmayan risk.  

Sistematik risk, sosyal, ekonomik ve politik çevredeki de�i�ikliklerden dolayı kaynaklanan 

risk olup portföyü çe�itlendirme yolu ile yok edilemeyen risk olarak bilinir; çünkü sistematik 

risk, tüm yatırımların getirilerini etkileyen risktir. Piyasa bir bütün olarak yükselme trendine 

girdi�inde menkul kıymetlerin birço�unun fiyatı yükselir. Bu riskin kaynakları olarak ba�lıca 

faiz oranı riski, piyasa riski, politik risk ve kur riski sayılabilir.  

Sistematik olmayan risk ise bir menkul kıymet veya sektöre has olan risk olup bir �irkette 

mevcut olan i�çi grevi, yönetici hataları, reklam kampanyaları ile ortaya çıkar. Bu nedenle 

yatırımcı farklı menkul kıymetlere yatırım yaparak yani çe�itlendirme yolu ile bu risk 

azaltabilir. Bu riskin kaynakları olarak ba�lıca finansal risk, yönetim riski, i� ve endüstri riski 

sayılabilir.  

Finansal karar vermede temel yakla�ım optimum portföy olu�turmaktır. Portföy olu�turmada 

iki temel yakla�ım söz konusudur: Geleneksel yakla�ım ve modern yakla�ım.  

Geleneksel portföy yakla�ımı, bilimsel bir dayana�ı olmamakla beraber daha çok subjektif 

yargılar üzerine kurulu olup  “bütün yumurtaları aynı sepete koyma” prensibi ile portföyde 

bulunan menkul kıymetler arasındaki ili�kiye dikkat etmeksizin a�ırı çe�itlendirmeye gidilerek 

portföy riskinin azaltılabilece�ini öngörmektedir. Ancak bu yakla�ım, Markowitz’in 

geli�tirdi�i teori ile beraber geçerlili�ini yitirmi�tir.  

Modern portföy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952) “Portfolio 

Selection” isimli makalesinde, ilk defa portföyün riskini ve getirisini matematiksel model ile 

ifade etmi�tir. Menkul kıymet getirilerini rassal de�i�ken kabul eden modele göre menkul 

kıymet getirilerinin do�rusal bile�imi ile olu�an portföy getirileri de rassal de�i�ken olup bu 

rassal de�i�kenin olasılık da�ılımından bahsetmek mümkündür. Böylece geçmi� dönem 

verilerine dayanarak elde edilen getiri da�ılımının ortalması ve varyansı yardımı ile portföyün 

getirisi ve riski ölçülür.  

Markowitz’in makalesi, yatırımları çe�itlendirme dü�üncesini de bilimsel olarak açıklamı� ve 

sadece portföyde yer alan menkul kıymet sayılarını arttırarak çe�itlendirme ile riskin 

azaltılamayaca�ını bunun yanı sıra varlıklar arasındaki ili�kilere dikkat edilmesi gereklili�ini 

göstermi�tir. Markowitz’e göre (1952) e�er menkul kıymet getirileri birbirleri ile ili�kisiz ise 

o halde çe�itlendirme ile portföy riski elimine edilebilir. E�er menkul kıymet getirileri 
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arasındaki ili�ki tam ise yani tüm menkul kıymet getirileri tam uyum içerisinde birlikte çıkma 

ve dü�me e�iliminde ise çe�itlendirme yolu ile portföyün riski elimine edilemez. Gerçekte ise 

menkul kıymet getirileri ne birbirinden ba�ımsızdır ne de aralarında tam ili�ki söz konusudur; 

ancak aralarında yüksek derecede ili�ki oldu�u bilinen bir gerçektir. Bu durumda 

çe�itlendirme portföyün riskini azaltabilir ancak riski yok edemez. Riski azaltmak için ise 

birbirleri ile yüksek derecede ili�kili olan menkul kıymetler ile portföy olu�turmaktan 

kaçınmak gereklidir. O halde menkul kıymetler arasındaki ili�kiyi dikkate alan iyi bir 

çe�itlendirme yapılması durumunda portföyün beklenen getirisini de�i�tirmeden portföyün 

riskini azaltmak mümkündür (Markowitz, 1959).  

Markowitz’in çalı�masının bir di�er önemli özelli�i, yatırımcı için önemli olan menkul 

kıymetin kendi sahip oldu�u risk de�il, o menkul kıymetin portföyün varyansına yapaca�ı 

katkının ne oldu�udur. Bu durum ise o menkul kıymetin kovaryansı ile açıklanır (Rubinstein, 

2002). Yatırım kararı alınırken menkul kıymetler ayrı ayrı de�il bütün portföy ele alınır. 

Markowitz’in çalı�masında beklenen de�er ile temsil edilen portföyün getirisi maksimize 

edilirken varyans ile temsil edilen portföyün riski ise minimize edilerek yatırımcıyı en çok 

tatmin eden portföyler bulunmaya çalı�ılır. 

Modern portföy teorisi, yatırımcıların ve finansal piyasaların davranı�ları ile ilgili olarak 

çe�itli varsayımlara dayanmaktadır: 

i. Yatırımcılar,  kararlarını getiri da�ılımının olasılık da�ılımına göre alır. 

ii. Belli periyotta tanımlı getirilerin olasılık da�ılımı yatırımcılar tarafından tahmin 

edilebilir. Getiri da�ılımı, normal da�ılım varsayımlarını sa�lar. 

iii. Yatırımcılar tek dönemde faydalarını maksimize etmeye çalı�ır. 

iv. Getiri de�erlerinde meydana gelen de�i�kenlik yatırımcılar tarafından riskin 

ölçülmesinde kullanılır. 

v. Yatırımcılar yalnızca portföy getirilerinin ortalama ve varyansı ile ilgilenir. 

vi. Getiri olasılık da�ılımının orijine göre birinci momenti olan beklenen de�er ve ikinci 

merkezi momenti olan varyans, portföyün getirisi ve riskini ölçmek için kullanılır. 

vii. Yatırımcılar rasyoneldir ve risk almaktan ho�lanmaz.  

viii. Finansal piyasalar etkindir (Chen vd., 2008). 

Ortalama-varyans yakla�ımı olarak bilinen teoriye göre portföy olu�turma problemi getiri 

da�ılımının ilk iki momentine dayanır: Getiri da�ılımının beklenen de�eri portföyün getirisini 

ve getiri da�ılımının varyansı portföyün riskini temsil eder. Markowitz’in teorisine göre 

verilen risk seviyesinde portföyün beklenen getirisi maksimize edilir veya hedeflenen 

beklenen getiri seviyesinde portföyün riski minimize edilir.  
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Yatırımcının amacı dü�ük risk ile yüksek beklenen getiri hedeflemektir. Belirli bir risk 

düzeyinde maksimum getiriye sahip veya beklenen getiri hedefinde en dü�ük riske sahip 

menkul kıymetlerin olu�turdu�u portföy etkin veya optimal portföy olarak adlandırılır. 

Markowitz, çalı�masında çe�itli risk ve beklenen getiri düzeyinde olu�an optimal portföylerin 

bir araya gelmesi ile olu�an e�riyi etkin sınır e�risi ile tanımlar. Bu e�ri üzerindeki her 

portföy yatırımcıyı en fazla tatmin eder (Markowitz, 1959). 

Yatırımcı ise riske kar�ı izleyece�i tutuma göre etkin sınır e�risi üzerinden portföyünü 

seçecektir. Yatırımcının riske  kar�ı izleyece�i tutumu ise kayıtsızlık e�rileri ile açıklanır. Bir 

kayıtsızlık e�risi üzerindeki her nokta yatırımcıya e� fayda sa�lar. Bu e�ri yardımı ile 

yatırımcının katlandı�ı risk kar�ısında  getiri beklentileri görülmektedir: 

 

�ekil 5.1 Yatırımcı kayıtsızlık e�rileri (Genel, 2004). 

1E  e�risi,  risten a�ırı düzeyde kaçan yatırımcıyı temsil eder. Bu yatırımcı, riskte meydana 

gelecek küçük bir de�i�ikli�i ancak beklenen getirisinde büyük bir artı� olması halinde 

kabullenir. Yatırımın riski, beklenen getirisinden daha önemlidir. 

2E  e�risi, riske kar�ı tamamen duyarsız yatırımcıyı temsil eder. Bu yatırımcı, yatırım 

kararlarını yalnızca beklenen getiri de�erlerine göre alır. 

3E  e�risi, riske kar�ı tamamen duyarlı yatırımcıyı temsil eder. Bu yatırımcı, yatırım 

kararlarını yalnızca risk de�erlerine göre alır. 

4E  e�risi, riski seven yatırımcıyı temsil eder. Bu yatırımcı, olası bir getiri artı�ı için yüksek 

düzeyde risk almaya e�ilimlidir. Elde edilecek getiri, riskten daha önemlidir. 

Gerçek hayatta ise riske tamamen duyarlı ve duyarsız yatırımcıların olmadı�ı yatırımcıların 

ise bu iki uç risk de�eri arasında getiri hedefledikleri bilinir (Genel, 2004).  

Yatırımcı, risk - getiri ekseni üzerinde katlanabilece�i risk düzeyinin belirledi�i bireysel 

kayıtsızlık e�risinin etkin kümeye te�et oldu�u noktada dengeye ula�arak optimal portföyü 
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elde eder (Özdil ve Yılmaz, 2001). Böylece yatırımcının seçece�i optimal portföy, hem etkin 

sınır e�risi üzerinde yer alan hem de yatırımcının kayıtsızlık e�risi üzerinde yer alıp en fazla 

faydayı sunan portföydür.  

 
�ekil 5.2  Yatırımcının optimal portföyünün belirlenmesi (Sharpe vd., 1985). 

5.3 Portföyün Getirisi ve Riski 

MPT’ye göre yatırımcı, yatırım dönemi ba�ında her bir menkul kıymetin yatırım içindeki 

oranını belirleyerek servetini çe�itli menkul kıymetler arasında payla�tırır. Dönem boyunca, 

her bir menkul kıymet rassal getiri oranı olu�turur. Bu yüzden dönem sonunda yatırımcının 

serveti, getirilerin a�ırlıklı ortalamasına göre de�i�ecektir. Bu sebeple verilen bir menkul 

kıymetin getirisi, rassal de�i�ken olarak kabul edilebilir. Yatırımcının amacı, hangi menkul 

kıymete hangi oranda yatırım yapması gerekti�ini belirleyerek dönem sonunda beklenen 

faydasını maksimum yapmaktır. Belirsizlik altındaki bu problem, lineer olmayan stokastik 

programlama problemi olmasına kar�ılık Markowitz fayda fonksiyonunu 2. mertebeden 

Taylor açılımına yakla�tırarak beklenen fayda fonksiyonunu yakla�ık olarak getirilerin 

ortalaması ve varyansı ile ifade etmi�tir (Kaplan, 1998). Ancak yapılan çalı�malar üçüncü ve 

dördüncü mertebeli merkezi momentlerin göz önüne alınması gerekti�ini gösterdi�i için 

yatırımcının beklenen fayda fonksiyonu 4. mertebeden Taylor serisi açılımı ile daha iyi temsil 

edilecektir: U , sonsuz kere diferansiyellenen fayda fonksiyonu olmak üzere 

[ ]

0

( )
( ) (( ( ))

!

k

k

k

U E R
U R R E R

k

∞

=

� �
= −� �

� �
�                                                     (5.1) 

[ ] [ ]
[ ]4

1

( )
( ) ( ) (( ( ))

!

k

k

k

U E R
E U R U E R R E R

k=

≈ + −�                              (5.2) 

(Liow ve Chan, 2004; Jurczenko ve Maillet, 2006; Martellini ve Ziemann, 2007). 
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5.3.1 Portföyün Beklenen De�eri 

MPT’ye göre portföyün getirisi, portföyün beklenen de�eri ile ölçülür. Rassal de�i�kenlerin 

toplamının beklenen de�eri, her bir rassal de�i�kenin beklenen getirisi toplamına e�it 

oldu�undan, portföyün beklenen getirisi, portföyü olu�turan her bir menkul kıymetin beklenen 

getirilerinin a�ırlıklı ortalamasına e�ittir. Burada a�ırlıklar, her bir menkul kıymetin portföy 

içindeki yatırım oranını gösterir. O halde 
p

R , portföy getirisi rassal de�i�kenini göstermek 

üzere, portföy getirisinin beklenen de�eri: 

1

( ) ( ) 
n

p i i

i

E R x E R
=

=�                       (5.3) 

:n                  Portföydeki menkul kıymetlerin sayısı, 

( ) :
i i

E R = µ    i. menkul kıymetin beklenen de�eri  

:
i

x                  i. menkul kıymetin yatırım oranı; 
1

1
n

i

i

x
=

=�  ve 0
i

x ≥  kısıtlamaları sa�lanır. 

5.3.2 Portföyün Varyansı 

MPT’ye göre portföyün riski, varyansı (veya standart sapması) ile ölçülür. Gerçek hayatta 

birçok ekonomik nicelik gibi menkul kıymet getirileri de birlikte hareket etme e�iliminde 

olduklarından menkul kıymet getirileri birbirinden ba�ımsız de�ildir, yani aralarında ili�ki 

mevcuttur. Bu sebeple iki rassal de�i�kenin birlikte da�ılma ölçüsü olup de�i�me 

beraberli�ini ortaya koyan kovaryans de�eri göz önüne alınmalıdır. Bu yüzden portföyün 

varyansı, menkul kıymetlerin varyanslarının a�ırlıklı ortalamasına e�it olmayıp, portföyü 

olu�turan her bir menkul kıymet çifti için hesaplanan kovaryansların a�ırlıklı ortalamasına 

e�ittir:  

( ){ }
2

2 2 2

1 1 1

( ) ( )
n n n

T

p p p p i i i j ij

i i j

Var R E x R E R x x x
= = =

� �= σ = − = σ + σ
� �� �

� �� , ( )i j≠                (5.4) 

veya 

2

1 1

n n

p i j ij

i j

x x
= =

σ = σ��                       (5.5) 

{ }{ }( ) ( )
ij i i j j

E R E R R E R� �σ = − −� �          (5.6) 

:
i

σ  i. menkul kıymetin standart sapması 

:
ij

ρ  i. ve j. menkul kıymet arasındaki korelasyon katsayısı 

:
ij

σ  i. ve j. menkul kıymetin birinci mertebeden merkezi bile�ik momenti (kovaryans) 
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( , )
i j ij i j ij

Cov R R = ρ σ σ = σ           (5.7) 

olmak üzere di�er bir ifade ile portföyün varyansı: 

2

1 1

n n

p i j ij i j

i j

x x
= =

σ = ρ σ σ��                      (5.8) 

 

Markowitz’in önermi� oldu�u yakla�ıma göre portföyün riskini azaltmak için menkul 

kıymetler arasındaki korelasyona dikkat edilmesi gereklili�i (5.8) formülünden 

anla�ılmaktadır. Markowitz’in yatırımları çe�itlendirmede öne sürmü� oldu�u yakla�ımı, iki 

menkul kıymet ile olu�turulan bir portföy için ele alarak açıklayalım: 

 

A  menkul kıymeti için yatırım oranı 
A

x  ve B  menkul kıymeti için yatırım oranı 1
B A

x x= −  

olsun. O halde portföyün beklenen getirisi ve varyansı: 

( ) ( ) ( )
p A A B B

E R x E R x E R= + , 

2 2 2 2 2 2( ) 2
p A A B B A A B B A B AB A B

x x x x x xσ = σ + σ = σ + σ + ρ σ σ     

Buradan portföyün varyansı yani riskini azaltabilmenin, A  ve B  menkul kıymetleri 

arasındaki ili�kinin yönü ve derecesini gösteren 
AB

ρ  korelasyon katsayısına ba�lı oldu�u 

görülür.  

1
AB

ρ =  oldu�unu varsayalım; yani A  ve B  menkul kıymetleri arasında tam pozitif do�rusal 

ili�ki olsun. Bu ili�ki iki menkul kıymetin tamamen aynı yönlü hareket etti�ini gösterir. Di�er 

bir ifade ile bir menkul kıymetin getirisinde artı� (azalı�) oluyor ise di�er menkul kıymetin 

getirisinde de aynı artı� (azalı�) söz konusudur. O halde portföyün varyansı 

2 2 2 2 2 22 ( )
p A A B B A B A B A A B B

x x x x x xσ = σ + σ + σ σ = σ + σ �  

p A A B B
x xσ = σ + σ  

Tam pozitif do�rusal ili�ki olması durumunda portföyün standart sapması, her bir menkul 

kıymetin standart sapmasının a�ırlıklı toplamına e�it olacaktır. Bu durumda tüm portföyler 

etkin olup portföy seçimi sadece yatırımcının risk tercihine ba�lı olacaktır. Aynı zamanda bu 

durumda çe�itlendirme ile portföy riskin azaltılması mümkün de�ildir.  

0 1
AB

< ρ <  oldu�unu varsayalım; yani A  ve B  menkul kıymetleri arasında pozitif ili�ki 

olsun. O halde bir menkul kıymetin getirisindeki artı� (azalı�) oluyor ise muhtemelen di�er 

menkul kıymet getirisinde de artı� (azalı�) olacaktır. Bu durumda portföyün standart sapması, 

her bir menkul kıymetin standart sapmasının a�ırlıklı toplamından küçük olacaktır. O halde 

pozitif ili�ki olması halinde çe�itlendirme ile portföyün riski azaltılabilir. 
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1 0
AB

− < ρ <  oldu�unu varsayalım; yani A  ve B  menkul kıymetleri arasında negatif ili�ki 

olsun. O halde bir menkul kıymetin getirisindeki artı� (azalı�) oluyor ise muhtemelen di�er 

menkul kıymet getirisinde de azalı� (artı�) söz konusu olacaktır. Bu durumda portföyün 

standart sapmasının de�eri azalaca�ı için çe�itlendirme ile portföyün riskini azaltmak 

mümkündür.  

1
AB

ρ = −  oldu�unu varsayalım; yani A  ve B  menkul kıymetleri arasında tam negatif 

do�rusal ili�ki olsun. Bu ili�ki iki menkul kıymetin tamamen ters yönlü hareket etti�ini 

gösterir. Di�er bir ifade ile bir menkul kıymetin getirisinde artı� (azalı�) oluyor ise di�er 

menkul kıymetin getirisinde de aynı azalı� (artı�) söz konusudur. O halde portföyün varyansı 

2 2 2 2 2 22 ( )
p A A B B A B A B A A B B

x x x x x xσ = σ + σ − σ σ = σ − σ �  

( )
p A A B B

x xσ = ± σ − σ  

Tam negatif do�rusal ili�ki olması halinde portföyün riskini sıfırlamak mümkün olabilir. Bu 

durumda çe�itlendirme yapmak yatırımcı için faydalı olacaktır. 

0
AB

ρ =  oldu�unu varsayalım. O halde bu durumda A  ve B  menkul kıymetleri arasında 

do�rusal ili�ki mevcut de�ildir; ancak bu durum aralarında e�risel veya ba�ka tür bir ili�ki 

olmadı�ı anlamına gelmez (Wallingford, 1967; Chen vd., 2008). 

 

�ekil 5.3 A  ve B  menkul kıymetlerinden olu�an portföy için çe�itli korelasyon katsayıları ile 

risk-getiri ili�kisi (Chen vd., 2008).   

Markowitz’e göre yatırımcı, aralarında tam ili�ki bulunmayan veya tam negatif ili�ki bulunan  

menkul kıymetler ile portföyünü olu�tursa portföyün riskini kolayca azaltabilir. Menkul 

kıymet getirileri arasındaki ili�kiyi göz önüne alarak yapılan çe�itlendirme, portföyün 

beklenen getirisini azaltmadan riskini dü�ürür. 
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Modern portföy teorisinin temeli olan ortalama-varyans modelinde menkul kıymet 

getirilerinin çok de�i�kenli normal da�ılımdan geldi�i varsayılmaktadır; di�er bir ifade ile 

portföyün getirisi tamamen beklenen de�eri ile portföyün riski ise tamamen varyansı ile 

açıklanabilmektedir. Ancak yapılan çalı�maların, finansal varlıkların marjinal da�ılımlarının 

normal da�ılıma göre daha sivri oldu�unu ve simetrik olmadı�ını ortaya koyması ile 

varsayılanın aksine menkul kıymet getirilerinin çok de�i�kenli normal da�ılmasının mümkün 

olmadı�ı görülmektedir (Mandelbrot, 1963; Fama, 1963; Campbell (1997); Harvey ve 

Siddique, 1999, 2000). E�er getiri da�ılımı normal de�il ise risk ölçümü olarak sadece 

varyansın veya standart sapmanın kullanması riski oldu�undan dü�ük tahmin ederek gerçek 

riskin hesaplanmasına olanak vermez (Kim ve White, 2004). Birçok bilim adamı e�er 

yatırımcının fayda fonksiyonu karesel de�il ise; yüksek mertebeli momentlerin yatırımcının 

kararlarını etkilemedi�ine dair bir kanıt yok ise yüksek mertebeli momentlerin göz önüne 

alınması gerekti�ini savunmu�tur. Getiri da�ılımı normal da�ılıma uymadı�ı zaman da�ılımın 

merkezi yı�ılma ve de�i�kenlik ölçülerinin yanında  çarpıklık ve basıklık ölçüleri önem 

kazanmaktadır. 

Bir da�ılımın özellikleri hakkında bilgi veren, di�er da�ılımlar ile kar�ıla�tırmaya yarayan 

de�erlere tanımlayıcı istatistikler denir. Tanımlayıcı istatistikler, dört grupta incelenebilir: 

i. Merkezi Yı�ılma (e�ilim) ölçüleri: Analitik ortalamalar (aritmetik, kareli, geometrik ve 

harmonik ortalama); analitik olmayan ortalamalar (mod, medyan, kartil, desil, santil). 

ii. De�i�kenlik ölçüleri: Standart sapma, varyans, de�i�im aralı�ı, de�i�im katsayısı. 

iii. Çarpıklık ölçüleri: Ortalamaya dayanan; kartillere dayanan; momentlere dayanan (Pearson 

çarpıklık katsayısı, Fisher çarpıklık katsayısı) çarpıklık ölçüleri  

iv. Basıklık Ölçüleri: Momentlere dayanan ölçü (Pearson basıklık katsayısı, Fisher basıklık 

katsayısı) 

 
�ekil 5.4 Bir da�ılımın e�ilim-de�i�kenlik-çarpıklık-basıklık ölçüleri (Maillet, 2007). 

Buna göre, getiri da�ılımının üçüncü ve dördüncü mertebeden merkezi momentlerini dikkate 

almak da�ılımın asimetrisi ve basıklı�ı hakkında bilgi verecektir: 
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5.3.3 Portföyün Üçüncü Mertebeden Merkezi Momenti 

Çarpıklık ölçüsü, bir da�ılımın ortalaması etrafındaki asimetri derecesini ölçer. Simetrik veya 

normal da�ılımlarda ortalama, mod ve medyan de�erleri birbirine e�ittir; ancak tersi her 

zaman geçerli de�ildir. Bir da�ılım simetrik de�il ise da�ılımın olasılık yo�unluk 

fonksiyonunun grafi�inde kuyruklarından biri di�erine göre daha uzun olur. Aritmetik 

ortalama ile mod (veya medyan) arasındaki fark pozitif ise ( . A Ortalama Medyan Mod> > ) 

da�ılım sa�a çarpıktır; negatif ise ( . A Ortalama Medyan Mod< < )  sola çarpıktır denir.  

 
�ekil 5.5 Farklı çarpıklık ölçüsüne göre olasılık yo�unluk fonksiyonu grafikleri (Maillet, 

2007).  

Çarpıklık ölçüleri aritmetik ortalama ve kartillere dayanarak hesaplanabildi�i gibi literatürde 

daha çok momentlere dayalı olarak hesaplanan çarpıklık ölçüleri kullanılır (Serper, 2000; 

Bener, 2002). 

Bazen üçüncü merkezi moment, çarpıklık katsayısı yerine kullanılır: Da�ılım simetrik ise 

3 0µ = , sa�a çarpık ise 3 0µ > , sola çarpık ise 3 0µ <  oldu�u gösterilebilinir. Ancak, 3 0µ =  

olup simetrik olmayan bir da�ılım elde edilebilir (Mood vd., 1974). Bu nedenle Pearson, 

üçüncü merkezi momenti anakütle da�ılımının standart sapmasının kübüne bölerek çarpıklık 

katsayısını elde etmi�tir: 

3 3
1 3/ 2 3

2

µ µ
β

µ σ
= =                       (5.9) 

veya Fisher’in kümülantlara dayalı  tanımından hareketle 

3 3
1 13/ 2 3

2

κ µ
γ β

κ σ
= = =                    (5.10) 

denklemi Fisher çarpıklık katsayısı olarak bilinir. 

Üçüncü merkezi momentin standart biçime dönü�türülmü� hali olan Pearson çarpıklık 

katsayısı, ölçek ve orijin de�i�ikliklerine duyarlı olmadı�ı için bir da�ılımın �eklinin teorik bir 

da�ılım ile kar�ıla�tırılmasında kullanılabilir: Simetrik da�ılımlarda 1 0β = ’dır, ancak 

1 0β =  ise seri simetrik olmayabilir. 1 0β >  ise sa�a çarpık, 1 0β <  sola çarpık anakütle 

da�ılımını temsil eder (Genceli, 2006).   
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Getiri da�ılımının normal da�ılmadı�ını destekleyen çalı�malar ile Markowitz’in ortalama-

varyans yakla�ımı portföyün getirisi ve riskini belirlemede yetersiz kalmı�tır. Yapılan 

çalı�malar riskten kaçan yatırımcının ortalama ve standart sapması aynı olan da�ılımlar 

arasından sa�a (pozitif) çarpık olan da�ılımı sola (negatif) çarpık olana tercih etti�ini ortaya 

koymu�tur (Kraus ve Litzenberger, 1976; Scott ve Horvarth 1980; Brennan, 1979; He ve 

Leland, 1993; Chunhachinda vd., 1997). Da�ılım sa�a çarpık ise ortalamanın üzerinde daha 

fazla gözlem bulunur. Portföy getiri da�ılımı sa�a çarpık ise dü�ük de�erde getiriler sıklıkla 

olu�urken kayıplar genellikle azdır. Çok yüksek getiri elde etme olasılı�ı ise oldukça 

dü�üktür. Bu duruma klasik bir örnek olarak piyango bileti gösterilebilir. Yatırımcının en 

yüksek ikramiye oranını elde etme olasılı�ı oldukça dü�ük olmasına ra�men küçük miktarda 

kazanma olasılı�ı fazla ve kaybı az olaca�ı için tercih edilen bir �ans oyunudur. Yatırımcılar 

genellikle negatif çarpıklık sergileyen yüksek riskli varlıklardan uzak durmayı tercih ederler.  

Literatürde yer alan çalı�maların büyük ço�unlu�u üçüncü merkezi momenti çarpıklık 

katsayısı olarak kullanmı�lardır. Portföyün çarpıklı�ı, menkul kıymetlerin çarpıklık 

katsayılarının a�ırlıklı ortalamasına e�it olmayıp, portföyü olu�turan her bir menkul kıymet 

çifti için hesaplanan bile�ik çarpıklıklarının a�ırlıklı ortalamasına e�ittir. Buna göre portföyün 

üçüncü merkezi momenti izleyen �ekilde hesaplanır: 

( ){ }
3

3 3 3 2 2

1 1 1 1

( ) ( ) 3
n n n n

T

p p p i i i j iij i j ijj

i i j j

S R E x R E R x S x x S x x S
= = = =


 �� �= − = + +� 
� �� � � �
� � � � , ( )i j≠       (5.11) 

veya 

( ){ }
3

3
3

1 1

( ) ( ) ( )
n n

T

p p p i i i i

i i

S R E x R E R E x R x E R
= =

� �
 �� �= − = −� �� 
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 �
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 �
= − − −� �� 
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 � 
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� � � � � � �            

 ( )( )( )
1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i j k i i j j k k

i j k

E x x x R E R R E R R E R
= = =

� �
= − − −� �

� �
��� �

3

1 1 1

( )
n n n

p i j k ijk

i j k

S R x x x S
= = =

=���                                                     (5.12) 

{ } { }
2

( ) ( )iij i i j jS E R E R R E R� �= − −
� �

                  (5.13) 

{ }{ }
2

( ) ( )ijj i i j jS E R E R R E R� �= − −� �� �
                  (5.14) 

{ }{ }{ }( ) ( ) ( )ijk i i j j k kS E R E R R E R R E R� �= − − −� �                 (5.15) 
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3 :iS         i. menkul kıymetin üçüncü merkezi momenti 

, : iij ijjS S  i. ve j. menkul kıymetler için merkezi bile�ik moment  

:ijkS        i., j. ve k. menkul kıymetin merkezi bile�ik momenti  

5.3.4 Portföyün Dördüncü Mertebeden Merkezi Momenti 

Basıklık ölçüsü, bir da�ılımın ortalaması etrafındaki yaygınlı�ını ölçer. Bazı durumlarda 

rassal de�i�kenin da�ılımı ortalamanın çok yakınında yo�unla�tı�ı zaman olasılık yo�unluk 

fonksiyonu grafi�i normale göre sivri, tersi oldu�unda ise normale göre basık olur. Çarpıklık 

katsayısının i�areti da�ılımın simetrisi hakkında bilgi vermek için yeterli iken basıklık 

katsayısı daha çok normal da�ılıma göre kar�ıla�tırma yapmak için kullanılır (Bener, 2002; 

Mood vd., 1974). 

 

�ekil 5.6 Farklı basıklık ölçüsüne göre olasılık yo�unluk fonksiyonu grafikleri (Maillet, 2007)  

Çarpıklık katsayısında oldu�u gibi bazen dördüncü merkezi moment 4µ  basıklık katsayısı 

olarak kullanılabilir, ancak benzer sorun burada da görülece�i için Pearson tarafından 

dördüncü merkezi moment varyansın karesine bölünerek standart hale getirilmi�tir: 

4 4
2 2 4

2

µ µ
β

µ σ
= =                                                       (5.16) 

veya Fisher’in tanımından hareketle 

2

4 4 2 4
2 22 2 4

2 2

3
3 3

κ µ µ µ
γ β

κ µ σ

−
= = = − = −                             (5.17) 

denklemi Fisher basıklık katsayısı veya a�ırı (excess) basıklık olarak bilinir. 

Literatürde en sık kullanılan basıklık ölçüsü momentlere dayanan Pearson basıklık 

katsayısıdır. Normal da�ılım için 2 3β =  ( 2 0γ = ) olup,  2 3β >  ( 2 0γ > ) normalden daha sivri 

ve kalın kuyruklu, 2 3β <  ( 2 0γ < ) ise normalden daha basık ve ince kuyruklu da�ılımı 

gösterir (Genceli, 2006).  

Portföy seçimi problemleri için dördüncü merkezi moment ile alakalı basıklık ölçüsü 

problemi oldukça zor bir yapıya dönü�türdü�ü için literatürde çok az ara�tırmacının ilgisini 
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çekmi�tir. Genellikle getiri da�ılımının normale göre daha sivri ve kalın kuyruklu oldu�unu 

bilinmektedir. Basıklık ölçüsü ortalamadan oldukça yüksek ve oldukça dü�ük de�erde olan uç 

gözlem de�erlerinin ölçülmesinde kullanılır. Buna göre normale göre sivri da�ılımlarda uç 

gözlemler normal da�ılıma göre daha sık olu�urken, normale göre basık da�ılımlarda uç 

gözlemler normal da�ılıma göre daha az olu�ur.  

Yapılan çalı�malar ile riskten kaçan yatırımcıların normale göre basık ve ince kuyruklu 

da�ılımları tercih ettiklerini ortaya koymu�tur (Scoot ve Horvath, 1980; Harvey ve Siddique, 

2006; Jondeau ve Rockinger, 2003; Haas, 2007). Portföy getiri da�ılımı normale göre daha 

basık ise çok yüksek veya çok dü�ük getirilerin meydana gelme olasılı�ı normal da�ılıma göre 

daha dü�üktür. 

Çarpıklık ölçüsünde oldu�u gibi literatürde yer alan çalı�maların büyük ço�unlu�u dördüncü 

merkezi momenti basıklık katsayısı olarak kullanmı�lardır. Portföyün basıklı�ı, menkul 

kıymetlerin basıklık katsayılarının a�ırlıklı ortalamasına e�it olmayıp, portföyü olu�turan her 

bir menkul kıymet çifti için hesaplanan bile�ik basıklıklarının a�ırlıklı ortalamasına e�ittir. 

Buna göre portföyün dördüncü merkezi momenti izleyen �ekilde hesaplanır: 

( ){ }
4

4 ( ) ( )T

p p pK R E x R E R� �= −
� �� �

      

             
4 4 3 3 2 2

1 1 1 1 1 1

4 6
n n n n n n

i i i j iiij i j ijjj i j iijj

i i j j i j

x K x x K x x K x x K
= = = = = =


 �
= + + +� 


� �
� � � � ��  , ( )i j≠            (5.18) 

veya 

4

1 1 1 1

( )
n n n n

p i j k l ijkl

i j k l

K R x x x x K
= = = =

=����                   (5.19) 

{ } { }
3

( ) ( )iiij i i j jK E R E R R E R� �= − −
� �

                 (5.20) 

{ }{ }
3

( ) ( )ijjj i i j jK E R E R R E R� �= − −� �� �
                 (5.21) 

{ } { }
22

( ) ( )iijj i i j jK E R E R R E R� �= − −� �� �
                                       (5.22) 

{ }{ }{ }{ }( ) ( ) ( ) ( )ijkl i i j j k k l lK E R E R R E R R E R R E R� �= − − − −� �               (5.23) 

4 :iK                    i. menkul kıymetin dördüncü merkezi momenti 

, , :  iiij ijjj iijjK K K  i. ve j. menkul kıymetler için merkezi bile�ik moment 

:ijklK                   i., j., k ve l. menkul kıymetin merkezi bile�ik momenti 
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5.4 Çok Kriterli Portföy Seçimi Problemleri ve Çözüm Yakla�ımları 

Bu bölümde, ortalama ve varyans dı�ında yüksek mertebeli merkezi momentleri göz önüne 

alan modeller ve çözüm yakla�ımlarına de�inilecektir. 

5.4.1 Ortalama-Varyans Modeli [Markowitz, 1952] 

Modern portföy teorisinin kurucusu olan Markowitz’in (1952, 1959) çalı�masında beklenen 

de�er ile temsil edilen portföyün getirisi maksimize edilirken varyans ile temsil edilen 

portföyün riski ise minimize edilir. Markowitz, portföyde yer alan her bir menkul de�erin 

geçmi� dönem verilerinden hareketle portföyün getirisi ve varyansını izleyen �ekilde 

tanımlamaktadır: 

{ }, 1,...,i j n∈ : portföyde yer alan varlıkların kümesi 

{ }1,...,t T= :   portföyde yer alan varlıkların bulundu�u dönemlerinin kümesi 

:
it

R                  i. varlı�ın t. dönemdeki getirisi 

:
i

R                   i. varlı�ın ortalama getirisi   

i
x : i. menkul de�erin portföydeki yatırım oranı  olmak üzere, 

1

1ˆ( )
=

= = �
T

i i it

i

E R R R
T

, 1,...,i n∀ =                              (5.24) 

2 2

1

1
ˆ ( )

=

= −�
T

i it i

t

R R
T

σ , 1,...,i n∀ =                                                    (5.25) 

1

1
ˆ ( )( )

=

= − −�
T

ij it i jt j

t

R R R R
T

σ , , 1,...,i j n∀ =                                                                       (5.26) 

Buna göre ortalama-varyans kriterlerini göz önüne alan problem izleyen �eklindedir: 

1

max  
=

�
n

i i

i

x R                                 (5.27) 

1 1

ˆmin
= =

σ��
n n

i j ij

i j

x x                                           (5.28) 

1

1
n

i

i

x
=

=� , 0
i

x ≥ , 1,...,i n∀ =                    (5.29) 

Ancak risk ve getiri birlikte hareket eden de�i�kenler oldu�undan aynı anda riskin minimize 

edilmesi ve getirinin maksimize edilmesi kolay olmayacaktır. Markowitz’in teorisine göre 

verilen risk seviyesinde portföyün beklenen getirisi maksimize edilir veya hedeflenen 

beklenen getiri seviyesinde portföyün riski minimize edilir: 

i. :α  Yatırımcının üstlenece�i maksimum risk seviyesi olmak üzere;  
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1

max  
=

�
n

i i

i

x R                                                                 (5.30) 

1 1

ˆ
= =

σ ≤ α��
n n

i j ij

i j

x x                                           (5.31) 

1

1
n

i

i

x
=

=� , 0
i

x ≥ , 1,...,i n∀ =     (5.32) 

amaç fonksiyonu olan portföyün getirisi lineer oldu�undan (5.30)-(5.32) problemi konveks 

küme üzerinde lineer fonksiyonun maksimumunu bulma problemine dönü�ür.  

ii. :β  Yatırımcının hedefledi�i minimum getiri seviyesi olmak üzere; 

1 1

ˆmin
= =

σ��
n n

i j ij

i j

x x                                           (5.33) 

1

 
=

≥ α�
n

i i

i

x R                                                       (5.34) 

1

1
n

i

i

x
=

=� , 0
i

x ≥ , 1,...,i n∀ =                               (5.35) 

amaç fonksiyonu olan portföyün varyansı karesel konveks fonksiyon oldu�undan (5.33)-

(5.35) problemi karesel optimizasyon yöntemi ile çözülür (Wang ve Xia, 2002; Ehrgott vd, 

2004).  

Markowitz’in problemi kısıtlamalı optimizasyon �eklinde ifade edilebilece�i gibi iki amaç 

fonksiyonu [ ]0,1λ ∈  paremetresi ile a�ırlıklandırılarak kısıtlamasız optimizasyon problemine 

dönü�türülebilir: 

1 1 1

ˆmin (1 )  
n n n

i j ij i i

i j i

x x x R
= = =

� � � �
λ σ − − λ� � � �

� �� �
�� �                             (5.36) 

1

1
n

i

i

x
=

=� , 0
i

x ≥ , 1,...,i n∀ =                    (5.37) 

O halde farklı α  de�erleri için problemi çözmektense farklı λ  paremetresine kar�ılık model 

çözülür:  

0λ =  için risk göz önüne alınmaksızın, beklenen getiri maksimize edimeye çalı�ılır. Bu 

durumda optimal çözüm, en yüksek getiriye sahip olan yalnızca bir menkul de�erden olu�ur. 

1λ =  için getiri göz önüne alınmaksızın, risk minimize edilmeye çalı�ılır. Bu durumda ise 

optimal çözüm, riski minimize edecek �ekilde birçok menkul de�erden olu�acaktır. 

0 1< λ <  için getiri ve risk önem derecelerini dikkate alınarak optimal portföyler 

belirlenecektir (Chang vd., 2000; Demirta� ve Güngör, 2004). 

Böylece çe�itli seviyelerde verilen risk veya beklenen de�er kısıtlaması altında veya farklı 
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a�ırlıklandırma parametresine göre problem çözülerek yatırımcının risk-getiri tercihlerine 

dayanarak seçim yapabilece�i optimum getiri ve risk de�erlerinden olu�an  etkin sınır e�risi 

elde edilir. Bu e�ri üzerindeki tüm noktalar verilen risk düzeyinde yatırımcıya maksimum 

getiri sa�lar veya  hedeflenen getiri düzeyinde yatırımcıya en dü�ük riski sunar. Yatırımcı 

riske kar�ı izleyece�i tutuma göre etkin sınır üzerinden portföyünü seçecektir (Markowitz, 

1959, 1987; Elton ve Gruber, 1997).   

 
�ekil 5.7 Markowitz’in etkin sınır e�risi (Chen vd., 2008). 

5.4.2 Ortalama-Varyans-Çarpıklık Modeli [Lai, 1991] 

Getiri da�ılımının normal da�ılmadı�ının ortaya konulması ile yüksek mertebeli momentlerin 

göz önüne alınması gereklili�i ortaya çıkmı�tır. Yapılan çalı�malar, ortalama-varyans-

çarpıklık kriteri göz önüne alındı�ında daha iyi sonuç alındı�ını göstermektedir. Çarpıklık 

kriterinin göz önüne alınması ile, beklenen de�er ve çarpıklık maksimize edilirken varyansın 

minimize edilmesi ile portföy seçimi problemi birbiri ile çeli�en amaç fonksiyonlarından 

olu�ur. Lai (1991) çalı�masında ortalama ve varyansın yanı sıra çarpıklık kriterini de göz 

önüne alan optimal portföy seçimi için izleyen varsayımları kabul etmi�tir: 

i. Yatırımcı riskten kaçan ki�i olup dönem sonundaki servetinin beklenen faydasını 

maksimize etmek ister. 

ii. 1n +  tane varlık mevcut olup 1n + . varlı�ın  risksiz  oldu�u kabul edilir. 

iii. Tüm varlıklar kolaylıkla satılabilir, kusursuzca bölünebilir ve sınırlı sorumlukları vardır. 

iv. Risksiz varlık için borç alma ve verme oranları e�ittir. 

v. Sermaye piyasası etkindir. Vergi ve i�lem maliyeti yoktur. 

vi. Gelirin tamamının kullanılması ile tüm varlıkların sınırsız açıktan satı�ına izin vardır. 

Portföyün çarpıklı�ını hesaplamak için geçmi� dönem verilerine dayanarak izleyen 

hesaplamaların yapılması gereklidir:  
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:
t

r        risksiz varlı�ın t. dönemdeki getiri oranı 

:r        risksiz varlı�ın ortalama getirisi olmak üzere 

1

1 T

t

t

r r
T =

= �                      (5.38) 

3 3

1

1ˆ ( )
=

= −�
T

i it i

t

S R R
T

, 1,...,i n∀ =                                          (5.39) 

2

1

1ˆ ( ) ( )
=

= − −�
T

iij it i jt j

t

S R R R R
T

, , 1,...,i j n∀ =                                       (5.40) 

2

1

1ˆ ( )( )
=

= − −�
T

ijj it i jt j

t

S R R R R
T

, , 1,...,i j n∀ = .                                      (5.41) 

Buna göre ortalama-varyans-çarpıklık kriterlerini göz önüne alan problem izleyen �ekildedir: 

1

max ) (
=

−�
n

i i

i

x R r                                           (5.42) 

1 1

ˆmin
= =

σ��
n n

i j ij

i j

x x                                (5.43) 

3 3 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆmax 3
= = = =
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n n n n

i i i j iij i j ijj

i i j j

x S x x S x x S , i j≠                (5.44) 

1

1
n

i

i

x
=

=� , 0
i

x ≥ , 1,...,i n∀ =         (5.45) 

Çarpıklık kriterinin göz önüne alınması sebebiyle (5.42)-(5.45) problemi konveks olmayan 

yapıya dönü�ür. Konveks olmayan optimizasyon problemlerinin çözümü için literatürde yer 

alan yöntemlerin ço�unlu�u global çözümü garanti etmez, ancak lokal bir çözüm sa�layabilir. 

Lai, önermi� oldu�u problemi çözmek için  yatırımcının ki�isel karar ve tercihlerini de göz 

önüne alan polinomsal hedef programlama yöntemini seçmi�tir.   

5.4.3 Ortalama-Varyans-Çarpıklık-Basıklık Modeli [Lai vd., 2006] 

Portföy seçimi probleminin dört boyutlu probleme dönü�mesi, hem çok boyutlu etkin yüzeyi 

tanımlamanın zorlu�undan hem de problemi oldukça zor bir yapıya dönü�türdü�ü için 

basıklık kriteri birçok ara�tırmacı tarafından sıklıkla ihmal edilmektedir. Literatürde basıklık 

kriterini de göz önüne alan portföy seçimi problemleri oldukça az sayıdadır. Basıklık 

kriterinini göz önüne alınması ile beklenen de�er ve çarpıklık maksimize edilirken varyans ve 

basıklı�ın minimize edilmesi ile portföy seçimi problemi birbiri ile çeli�en amaç 

fonksiyonlarından olu�maktadır. Portföyün basıklı�ını hesaplamak için geçmi� dönem 

verilerine dayanan izleyen hesaplama gereklidir: 
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4 4
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2 2
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1ˆ ( ) ( )
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= − −�
T

iijj it i jt j

t

K R R R R
T

, , 1,...,i j n∀ =                 (5.49) 

Buna göre ortalama-varyans-çarpıklık-basıklık kriterlerini göz önüne alan problem izleyen 

�ekildedir: 
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n
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x R                                                       (5.50) 

1 1

ˆmin
= =
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i j ij
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x x                                                                (5.51) 
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x
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=� , 0
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x ≥ , 1,...,i n∀ =                                          (5.54) 

Lai vd. (1996), ortalama-varyans-çarpılık modeline benzer olarak (5.51)-(5.54) çok kriterli 

optimizasyon modelini çözmek için polinomsal hedef programlama yöntemini seçmi�lerdir. 

Böylece çok kriterli problem, birbirinden ba�ımsız dört adet alt probleme dönü�ür. Bu 

yöntemin temel hedefi, yatırımcının amaçladı�ı ortalama, varyans, çarpılık, basıklık de�erleri 

ile belirlenen ideal portföyden sapmaları mümkün oldu�unca minimize etmektir.  

5.4.4 Varlık Sayısı Kısıtlı Model [Chang vd., 2000] 

Markowitz’in ortalama-varyans yakla�ımı modeli ve bu modele ilaveten yüksek mertebeli 

merkezi momentleri göz önüne alan çalı�maların eksik yanı pratikte oldukça öneme sahip 

olan kısıtlamaları göz önüne almayı�larıdır. Gerçek hayatta kar�ıla�ılan problemlerde, 

portföye girecek menkul kıymet adedini sınırlamak, herbir menkul kıymetin yatırım oranı için 

alt ve üst limitleri belirlemek gibi kısıtlamalar olabilece�i için bu tür kısıtlamaları göz önüne 

almayan modeller yatırımcının beklentilerini kar�ılamada yetersiz kalabilir (Chang vd., 2000; 

Demirta� ve Güngör, 2004). 
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Standart ortalama-varyans probleminde hedeflenen maksimum getiri kısıtlaması altında 

varyansın minimize edilmesi için karesel programlama problemi kolaylıkla çözülebilirken, 

standart yakla�ıma varlık sayısı kısıtlaması ilave edildi�inde etkin sınır e�risini bulmak epey 

güçle�ti�i için karesel programlama yöntemi problemi çözmekte yetersiz kalır. Chang vd. 

(2000), çalı�masında bu tür kısıtlamalar altında etkin sınır e�risinin süreksiz fonksiyon halini 

aldı�ını göstermi�lerdir: 

 
�ekil 5.8 Varlık sayısı kısıtlı problem için etkin sınır e�risi (Chang vd., 2000). 

 

Chang vd., (2000) önermi� oldukları modelin matematiksel ifadesi izleyen �ekildedir: 

:n                  Portföydeki menkul kıymetlerin sayısı, 

:k            Portföyde bulunması istenen menkul kıymetlerin sayısı 

1, E�er i.menkul de�er portföye dahil ise
:

0 Aksi halde

             
 

            iz
�
�
�

 

:iε                  i. menkul de�er portföye dahil ise portföy içindeki minimum oranı 

:iδ             i. menkul de�er portföye dahil ise portföy içindeki maksimum oranı 

:ix                  i. menkul kıymetin yatırım oranı 

:α                  Yatırımcının üstlenece�i maksimum risk seviyesi olmak üzere; 

1 1

ˆmin
n n

i j ij

i j

x x
= =

σ��                                                      (5.55) 

1

n

i i

i

x R
=

= α�                                            (5.56) 

1

1
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=

=�                                            (5.57) 
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n
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i

z k
=
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0 1
i i

≤ ε ≤ δ ≤ ,  1,...,i n=                               (5.59) 

i i i i i
z x zε ≤ ≤ δ , 1,...,i n=                                          (5.60) 

[ ]0,1
i

z ∈ , 1,...,i n=                                (5.61) 

 

Literatürde varlık sayısı kısıtlı portföy modelleri ile yapılan çok az çalı�ma mevcuttur. 

Ortalama-varyans uzayında varlık sayısı kısıtlaması göz önüne alındı�ında problem genellikle 

karma-tamsayılı lineer olmayan karesel programlama problemiyle ifade edilir ve bu problemi 

çözmek için etkin algoritmalar olmamasına ra�men problemi çözmek için genel olarak iki 

yakla�ım söz konusudur: Karma-tamsayılı lineer olmayan programlama için uygun algoritma 

tekniklerini kullanmak veya Markowitz’in mimimize etmeye çalı�tı�ı karesel amaç 

fonksiyonu yerine lineer risk fonksiyonu kullanıp sezgisel yöntemlere dayanarak yakla�ık 

çözüm bulmak.  

Bienstock (1995, 1996) karesel risk yakla�ımını ileri sürerek problemin çözümü için branch-

and-cut algoritmasını kullanmı�tır. Speranza (1996) ise ilk defa lineer risk yakla�ımı için 

varyans yerine negatif-yarı ortalama mutlak sapma fonksiyonunu kullanarak karma-tamsayılı 

programlama problemi elde etmi� ve sezgisel yöntemler ile modeli çözmü�tür. Chang vd. 

(2000) ise portföyde bulunacak varlık sayısı ve portföyde tutulan varlı�ın sahip oldu�u oran 

kısıtlamaları altında Markowitz’in problemini sezgisel yöntemler ile çözmü�tür. 
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SONUÇ ve ÖNER�LER 

Bu çalı�mada, çok kriterli optimizasyon teorisi temel tanım ve teoremleri ile irdelenmi�tir. 

Çok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaçlarından biri optimal çözümlerin varlı�ı 

hakkında ko�ullar bulmaktır. Çok kriterli optimizasyonda da Pareto noktalarını bulmak için 

klasik ayırma teoremlerinin uygulanması durumunda konvekslik �artı önemlidir. Ancak ister 

dualite ister çok kriterli optimizasyon teorisi olsun kar�ıla�ılan problemlerin ço�u konveks 

olmayan optimizasyon problemleri olmaktadır. Gasımov (1992) çalı�masında konveks 

kümelerin seviye kümeleri yardımı ile lineer olmayan ayırma teoremi geli�tirerek asıl minimal 

noktalar için gerek ko�ul bulmu�tur. 

Bu çalı�mada, Gasımov’un (1992) çalı�ması geli�tirilerek verilen gerek ko�ulun yeter ko�ul 

olması için uzayda sıralama  sa�layan koni ile ayırma fonksiyonunun recessive fonksiyonu 

arasında ili�ki bulunmu� ve bu ili�kinin sa�lanması halinde verilen noktanın asıl minimal 

nokta oldu�u ispat edilmi�tir. 

Çok kriterli optimizasyon probleminin çözümü için literatürde mevcut olan skalerle�tirme 

yöntemleri incelenmi�tir. Mevcut skalerle�tirme yöntemleri genellikle konveks problemlere 

hitap etti�i için bu yöntemlerin konveks olmayan çok kriterli optimizasyon problemlerine 

uygulanmaları  sonucunda elde edilen çözüm yetersiz kalabilir. Ancak bu yöntemler arasında 

Gasımov (2001) tarafından geli�tirilen konik skalerle�tirme yöntemi konveks olmayan çok 

kriterli problemin tüm etkin noktalarını elde edebilmesi ve aynı zamanda yatırımcının tercih 

ve isteklerini modele yansıtabilmesi özellikleri ile di�er yöntemlere göre üstünlük 

sa�lamaktadır. 

 

Elde edilen konik skaler problem ise genellikle konveks olmayan ve diferansiyellenemeyen 

yapıda oldu�undan türev bilgisi gerektiren klasik Lagrangian yakla�ımları ile çözülemez. Bu 

nedenle Azimov ve Gasımov (1999, 2002) tarafından önerilen geni�letilmi� sivri Lagrangian 

dual problemi incelenmi�tir. Bu dual problem, konveks olmayan durumlarda sıklıkla 

kar�ıla�ılan dual aralık sorununu ortadan kaldırmak için asıl problemin konveks veya 

diferansiyellenebilir olmasına ihtiyaç duymamaktadır.  

 

Literatürde konveks olmayan optimizasyon problemleri için geli�tirilen algoritmalar ancak 

lokal çözümü garanti edebilirken global çözüm sa�layamaz. Bu nedenle elde edilen dual 

problemin çözümü için Gasımov tarafından geli�tirilen Uygun De�erler Temelli Geli�tirilmi� 

Subgradient Yöntemi (F-MSG) yöntemi ele alınmı�tır. F-MSG yöntemi, problem üzerinde 

konvekslik veya diferansiyellenebilirlik ko�ulları aramayıp konveks olmayan, kısıtlamalı, çok 
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kriterli optimizasyon problemlerinin global çözümünü garanti etmektedir.   

Çok kriterli optimizasyon teorisinin uygulama alanlarından biri olarak finans teorisi seçilmi� 

ve bu alanın en  temel problemlerinden biri olan portföy seçimi problemi incelenmi�tir. 

Optimal portföy olu�turmak için mevcut geleneksel ve modern yakla�ımın dayandı�ı temeller, 

avantaj ve dezavantajları ele alınmı�tır. Buna göre Modern portföy teorisinin kurucusu olan 

Markowitz’in geli�tirmi� oldu�u ortalama-varyans yakla�ımı ile bu model üzerine kurulan 

yüksek mertebeli merkezi momentlerin alınması gereklili�ini gösteren çalı�malar 

incelenmi�tir. Buna göre olu�turulan modellerin matematiksel ifadesi ve çözümlerinde izlenen 

yakla�ımlar ele alınmı�tır.  

Ortalama-varyans yakla�ımına ilaveten yüksek mertebeli merkezi momentleri ve varlık sayısı 

kısıtlamalarını göz önüne alan problem genellikle konveks olmayan, diferansiyellenemeyen, 

çok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edilmektedir. Bilindi�i üzere, literatürde bu tür 

karma�ık ve zor problemleri çözebilecek etkin bir algoritma uygulanmamı�tır. Modelleri 

çözmek için uygulanılan yöntemler yalnızca lokal çözümleri garanti edebilmektedir. Aynı 

zamanda uygulanılan birçok yöntem yatırımcının ki�sel tercih ve isteklerini modele 

yansıtamamaktadır. 

Bu tezde ö�renilen konular, gelecekte yapılacak birçok çalı�maya temel olacaktır. Çalı�ılan 

konunun oldukça geni� kapsamlı olması nedeni ile sayısal uygulama kısmı bu tezde yer 

almamakla beraber ileride yapılması planlanan çalı�malar kısaca �öyle özetlenebilir: 

Bu çalı�mada anlatılan konveks olmayan çok kriterli optimizasyon teorisinde elde edilen teori 

ve algoritmaların üstünlü�üne kar�ılık, bu alanın sıklıkla uygulama alanlarından biri olan 

portföy seçimi problemini çözmek için mevcut algoritmaların özellikleri incelendi�inde 

ileride yapılacak olan çalı�malar için anlatılan teori ve algoritmaların bu alanda uygulanması 

önerilmektedir. Böylece yatırımcıyı daha tatmin edici çözümlere ula�ılması hedeflenmektedir. 

Bu hedef do�rultusunda ileride yapılacak çalı�malar için mevcut skalerle�tirme yöntemleri ile 

önerilen konik skalerle�tirme yöntemi ve mevcut çözüm algoritmaları ile F-MSG yöntemi 

seçilen probleme uygulanabilir ve elde edilen çözümler kar�ıla�tırılarak önerilen yöntemlerin 

yatırımcıya sa�layaca�ı faydalar sunulabilir. De�inilen modellere ilaveten ba�ka kriterler de 

göz önüne alınarak önerilecek modelin kapsamı geni�letilebilir.  

 

Sonuç olarak, hem optimizasyon teorisi hem de finans teorisi oldukça geni� ve gün geçtikçe 

geli�en alanlar oldukları için bu konular üzerine ara�tırma yapmak gerek akademisyenlerin 

gerekse de yatırım uzmanlarının ilgisini çekmektedir. Bu alandaki çalı�maları takip etmek 

hem akademisyenlere hem de yatırım uzmanlarına oldukça fayda sa�layacaktır. 
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