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Bu tezde, koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar için çeşitli integral 

eşitsizlikler incelenmiştir. Çalışmanın ilk bölümünde reel sayıların bir alt aralığında 

tanımlı konveks fonksiyon sınıfları ve bu sınıflara ilişkin bazı temel örnekler ile ilgili 

teoremlere yer verilmiştir. Ayrıca Hölder ve Power-mean gibi bazı temel eşitsizliklere 

değinilen bu bölümde konveks fonksiyon sınıfları için tespit edilmiş olan hiyerarşiye 

dikkat çekilmiştir. İkinci bölümde koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve integral 

eşitsizlikler üzerine detaylı bir inceleme yapılmış ve iki katlı integraller için bazı 

integral eşitlikleri, bu eşitlikler yardımıyla elde edilen eşitsizlikler ve farklı türden 

koordinatlarda konveks fonksiyonlar için elde edilmiş Hermite-Hadamard tipli, 

Ostrowski tipli ve Simpson tipli eşitsizlikler verilmiştir. Üçüncü bölümde ise 

koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar için yeni bazı integral eşitsizlikler elde 

edilmiştir.  

Bu tezin amacı koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar üzerine araştırma 

yapmak ve bu fonksiyon sınıfları için integral eşitsizlikler elde etmektir.  

2015, 80 sayfa  

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar, 𝐺𝐴 −konveks fonksiyon, Hermite-

Hadamard eşitsizliği, Hölder eşitsizliği, Power-mean eşitsizliği. 
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In this thesis, integral inequalities for geometric convex function on the coordinates was 

examined. In the first chapter of the study, convez function classes which defined in a 

lower range of real number and theorems about some basic examples of this class was 

devoted. Also some basic inequalities like Hölder and Power-mean referred to in this 

section, the hiyerarchy that was identified for convex function classes was emphasized. 

In the second chapter, convex function and  integral inequalities on the coordinates was 

examined in detail and some integral equalities for double integrals, inequalities which 

obtained with the aid of this equalities and types of Hermite-Hadamart, Ostrowski, and 

Simpson inequalities which obtained for different types convex function on the 

coordinates was given. In the third chapter, new some integrals inequalities for 

geometric convex function on the coordinates was obtained. 

The aim of this thesis is working on geometric convex function on the coordinates and 

obtaining integral inequalities fort his functions’ classes. 

2015, 80 pages  

Keywords: Convex fuctions, 𝐺𝐴 −convex function, Hermite-Hadamard inequality, 

Hölder inequality, Power-mean inequality. 
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1. GİRİŞ 

Eşitsizlikler matematiksel analiz, mühendislik ve fizik, optimizasyon teorisi, yaklaşım 

teorisi ve özellikle matematiğin bütün dallarında önemli bir yere sahiptir. Bu geniş 

kullanım alanı sayesinde birçok araştırmacının dikkatini çekmiş ve bu alanda çalışma 

yapmaya teşvik etmiştir. Eşitsizlik teorisine ilişkin ilk çalışma Hardy, Littlewood ve 

Pólya tarafından 1934 yılında yazılan “Inequalities” adlı kitaptır. Adı geçen eserde 

eşitsizlikler çok çeşitli yönleriyle incelenmiş ve uygulamalarıyla birlikte bu kitapta 

derlenmiştir. Beckenbach and Bellman (1961) tarafından 1934-1960 döneminde 

eşitsizlikler üzerine elde edilen bazı ilginç sonuçları içeren “Inequalities” adlı ikinci 

kitap yazılmıştır. 1970 yılında ise bu iki eserde bahsedilmeyen birçok yeni eşitsizlik ve 

konu Mitrinović tarafından “Analytic Inequalities” adlı eserle literatüre kazandırılmıştır. 

Bu çalışmaların yanında Mitrinović et al. (1993) tarafından yazılan “Classical and New 

Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafından yazılan “Mathematical 

Inequalities” adlı kitaplar da eşitsizlikler konusunda yeni sonuçlar içeren ve bu konuda 

literatüre katkıda bulunan eserler arasında sayılabilir. Son zamanlarda ise eşitsizlikler 

konusu daha yoğun bir şekilde çalışılan bir konu haline gelmiş ve bu konu üzerine S.S. 

Dragomir, R.P. Agarwal, J. Pecarić, M.E. Özdemir, M.Z. Sarıkaya ve E. Set gibi birçok 

araştırmacı çok sayıda makale, kitap ve monografi yayımlamıştır.  

Tanımı bir eşitsizlik yardımıyla verilen konveks fonksiyonlar eşitsizlik teori alanıyla 

çok ilişkili bir kavram olduğundan bu konuda çalışmalar yapılmış ve konveks 

fonksiyonlar için farklı türden integral eşitsizlikleri ispat edilmiştir. Bir konveks 

fonksiyonun ortalama değerine ilişkin sınırlar veren ve Hadamard (veya Hermite-

Hadamard) integral eşitsizliği olarak bilinen eşitsizlik Hermite (1822-1901tarafından 

Ekim 1881’de, Journal Mathesis dergisine ispatsız olarak gönderilmiştir. 1905-1906 

yıllarında ise yine Hadamard eşitsizliği kadar literatürde önemli bir yer tutan Bu Jensen 

eşitsizliği Jensen tarafından ortaya atıldı. 1800lü yılların sonuna doğru araştırmacılar 

tarafından çalışılmaya başlanan konveks fonksiyonlar için integral eşitsizlikler konusu 

günümüze kadar popüler bir şekilde tarihsel gelişimini sürdürmüştür. Birçok 
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araştırmacının lisansüstü tezine konu olan integral eşitsizlikler ile ilgili öne çıkan bazı 

tez çalışmaları şu şekilde sıralanabilir.  

Set (2010), “Bazı Farklı Türden Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikleri” adlı 

doktora tezi ile 𝐸 −konveks ve 𝐸 −𝑚 −konveks fonksiyonlar ile birlikte farklı türden 

𝐸 −konveks ve 𝐸 −𝑚 −konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler 

elde etmiştir. Daha sonra 𝑚−konveks, (𝛼,𝑚) −konveks, 𝑙𝑜𝑔 −konveks, 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 − 

konveks, 𝑠 −konveks, 𝑟 −konveks ve ℎ −konveks fonksiyonlar için yeni integral 

eşitsizliklerinin yanı sıra bazı genelleştirmeler de elde etmiştir. 

Tunç (2010), “Bazı Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

Ve Uygulamaları” adlı doktora tezinde konveks ve farklı tip konveks fonksiyon sınıfları 

için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde etmiştir. Daha sonra elde ettiği 

eşitsizlikler için özel uygulamalar ve sonuçlar vermiştir. 

Yıldız (2011), “Quasi Konveks Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler Ve Uygulamaları” adlı 

yüksek lisans tezinde quasi−konveks fonksiyonlar için yaptığı geniş bir literatür 

taramasının yanısıra, quasi−konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard, Ostrowski 

ve Simpson tipli eşitsizlikler elde etmiştir. Daha sonra elde ettiği eşitsizlikler için 

sonuçlar ve bu sonuçlara bağlı özel uygulamalar vermiştir. 

Alomari (2011), yılında “Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And 

Simpson Type For 𝑠 −Convex, Quasi−Convex And 𝑟 −Convex Mappings And 

Applications” adlı doktora tezinde 𝑠 −konveks, quasi−konveks ve  𝑟 −konveks 

fonksiyon sınıflarını kullanarak Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral 

eşitisizlikleri elde etmiş ve bu eşitsizlikler için uygulamalar vermiştir. 

Akdemir (2012), “Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikler” adlı 

doktora tezinde öncelikle koordinatlarda bazı yeni konveks fonksiyon sınıfları 

tanımlanmış ve bunların birtakım özellikleri verilerek bu fonksiyon sınıfları için integral 

eşitsizlikler elde edilmiştir. Daha sonra çalışmada kullanılan bazı yeni lemmalar ve 



3 

 

ispatları verilmiş olup bu lemmalar yardımıyla sırasıyla 𝑚−konveks fonksiyonlar, 

(𝛼,𝑚) −konveks fonksiyonlar, ℎ −konveks fonksiyonlar, 𝑃 −fonksiyonu ve 

quasi−konveks fonksiyonlar için koordinatlarda integral eşitsizlikler verilmiştir. Son 

olarak çarpımlara ilişkin birkaç integral eşitsizliği elde edilmiştir. Sonuçların 

ispatlarında bazı integral eşitlikleri, iki katlı integraller için Hölder ve Power-mean 

eşitsizlikleri ve konveks fonksiyon sınıflarının tanımları kullanılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde tez çalışmasına temel teşkil edecek bazı kavramların tanımları verilecektir. 

Tanım 2.1.1 (Konveks küme): 𝑉 bir lineer uzay 𝐴 ⊆ 𝑉 ve  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 keyfi olmak üzere  

{𝑣 ∈ 𝑉: 𝑣 = 𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑦,            0 ≤ 𝑎 ≤ 1} ⊆ 𝐴 

ise 𝐴 kümesine konveks küme denir. 

Tanım 2.1.2. (J – konveks Fonksiyon) : 𝐼, ℝ’de bir aralık olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈

𝐼 𝑖ç𝑖𝑛  

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde Jensen anlamında konveks veya 𝐽 – 

konveks fonksiyon denir (Mitrinović 1970). 

Tanım 2.1.3. (Kesin J – konveks Fonksiyon): Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için  

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) <

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonuna I üzerinde kesin 𝐽 –konveks fonksiyon denir. 

(Mitrinović 1970). 

Tanım 2.1.4. (Wright-konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu eğer ∀𝑥, 𝑦 +

𝛿 ∈ 𝐼, 𝑥 < 𝑦 𝑣𝑒 𝛿 > 0 için  
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𝑓(𝑥 + 𝛿) + 𝑓(𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦 + 𝛿) 

eşitsizliği sağlanıyorsa f’ye Wright konveks fonksiyon denir (Wright 1954). 

Tanım 2.1.5. (Konveks Fonksiyon): I, ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olmak 

üzere her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑢 + (1 − 𝜆)𝑣) ≤ 𝜆𝑓(𝑢) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pečarić et al.1992). 

I üzerinde tanımlı bir f fonksiyonunun kesin konveksliğinin geometrik anlamı 

(𝑎, 𝑓(𝑎)) 𝑣𝑒 (𝑏, 𝑓(𝑏))  noktalarını içeren I üzerindeki doğru parçasının f’nin grafiğinin 

üst kısmında yer almasıdır (Bakınız Şekil 2.1). 

 

Şekil 2.1. Aralık üzerinde konveks fonksiyon 
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Tanım 2.1.6. (m –konveks fonksiyon): 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ ve 𝑏 > 0 olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑏], 

𝑡 ∈ [0,1]  ve 𝑚 ∈ [0,1]  için  

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 

oluyorsa f fonksiyonuna m –konvekstir denir (Toader 1988). 

Tanım 2.1.7. ((a,m)-konveks Fonksiyon): 𝑓: [0, 𝑏]→ ℝ ve 𝑏 > 0 olsun.  ∀𝑥, 𝑦 ∈

[0, 𝑏] , 𝑡 ∈ [0,1] ve (𝛼,𝑚) ∈ [0,1]2 için  

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝛼𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝑡𝛼)𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna (a,m) –konvekstir denir (Miheşan 1993). 

Burada (𝛼,𝑚) ∈ (0,0) seçilirse artan, (𝛼,𝑚) ∈ (𝛼, 0) seçilirse a –starshaped, (𝛼,𝑚) ∈

(1,0) seçilirse starshaped, (𝛼,𝑚) ∈ (1,𝑚) seçilirse m –konveks , (𝛼,𝑚) ∈ (1,1) 

seçilirse konveks ve (𝛼,𝑚) ∈ (𝛼, 1) seçilirse a –konveks fonksiyon sınıfları elde edilir. 

Tanım 2.1.8. (Godunova-Levin Fonksiyonu): Negatif olmayan 𝑓: 𝐼 → ℝ    fonksiyonu 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere, 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)

𝜆
+
𝑓(𝑦)

1 − 𝜆
 

şartı sağlanıyorsa f’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya 𝑄(𝐼) sınıfına aittir denir. 

Bu tanıma denk olarak: 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼)  ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼 olduğu takdirde, 

 𝑓(𝑥)(𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 𝑧) + 𝑓(𝑦)(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧) + 𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦) ≥ 0 
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eşitsizliği sağlanır (Godunova-Levin 1985). 

Tanım 2.1.9. (P – Fonksiyonu): Negatif olmayan 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 

𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝑥)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

şartını sağlıyorsa f’ye 𝑃 – fonksiyonu veya 𝑃(𝐼) sınıfına aittir denir (Dragomir et al. 

1995). 

Tanımlardan görüldüğü gibi, negatif olmayan tüm monoton ve negatif olmayan tüm 

konveks fonksiyonlar Q(I) sınıfına aittir. Ayrıca 𝑄(𝐼) ⊃ 𝑃(𝐼) ve P(I) sınıfından 

fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi-konveks fonksiyonlardan 

meydana gelmektedir. 

Tanım 2.1.10. (Birinci anlamda s –konveks Fonksiyon): 𝛼, 𝛽 ≥ 0 , 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 1 ve 

𝑠 ∈ (0,1] olmak üzere tüm 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ+ için 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu eğer 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

şartı sağlanıyorsa f’ye birinci anlamda s –konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

sınıfı 𝐾𝑠
1 ile gösterilir (Hudzik and Maligranda 1994). 

Tanım 2.1.11. (ikinci anlamda s –konveks Fonksiyon):): 𝛼, 𝛽 ≥ 0 , 𝛼 + 𝛽 = 1 ve 

𝑠 ∈ (0,1] olmak üzere tüm 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ+ için 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu eğer 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

şartı sağlanıyorsa f’ye ikinci anlamda s –konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

sınıfı 𝐾𝑠
2 ile gösterilir (Breckner 1978). 
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Tanım 2.1.12. (h –konveks Fonksiyon): ℎ: 𝐽 ⊆ ℝ → ℝ negatif olmayan bir fonksiyon 

olsun. Negatif olmayan 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 𝛼 ∈ (0,1) olmak üzere  

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ ℎ(𝛼)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa f’ye h –konveks fonksiyon veya 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfına aittir denir 

(Varosanec 2007). 

Bu eşitsizlik yön değiştirdiği zaman bu 𝑓 fonksiyonuna ℎ –konkav fonksiyon veya 

𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) sınıfına aittir denir. Eğer h(a)=a alınırsa, negatif olmayan tüm konveks 

fonksiyonlar 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfına ve negatif olmayan tüm konkav fonksiyonlar 𝑆𝑉(ℎ, 𝐼) 

sınıfına aittir; ℎ(𝛼) =
1

𝛼
 alınırsa, 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼)  =  𝑄(𝐼) ; ℎ(𝛼) = 1 alınırsa 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) ⊇ 𝑃(𝐼) 

ve ℎ(𝛼) = 𝛼𝑠 , 𝑠 ∈ (0,1) alınırsa 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼)  ⊇ 𝐾𝑠
2  olduğu açıkça görülür. 

Tanım 2.1.13. 𝑥, 𝑦 pozitif sayılarının 𝑟. Kuvvetlerine göre kuvvet ortalaması 

𝑀𝑟(𝑥, 𝑦; 𝜆) = {
(𝜆𝑥𝑟 + (1 − 𝑥)𝑦𝑟)

1
𝑟 ,      𝑟 ≠ 0    𝑖𝑠𝑒

𝑥𝜆𝑦(1−𝜆),                         𝑟 = 0     𝑖𝑠𝑒
 

olarak tanımlanır. 

 Tanım 2.1.14. Pozitif 𝑓 fonksiyonu ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝛼, 𝑏] ve  𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦)  ≤ 𝑀𝑟(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦); 𝜆) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟 –konveks fonksiyon denir 

(Gill et al. 1997). 



9 

 

Bu tanımdan 0 –konveks fonksiyonların 𝑙𝑜𝑔 –konveks fonksiyonlar ve 1 –konveks 

fonksiyonların bilinen konveks fonksiyonlar olduğu açıkça görülmektedir. 

𝑟 –konvekslik tanımı  

𝑓𝑟(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) = {(𝜆𝑓
𝑟(𝑥) + (1 − 𝑥)𝑓𝑟(𝑦))

1
𝑟 ,      𝑟 ≠ 0    𝑖𝑠𝑒

[𝑓(𝑥)]𝜆[𝑓(𝑦)](1−𝜆),                   𝑟 = 0     𝑖𝑠𝑒
 

biçiminde genişletilmiştir (Pearce et al. 1998). 

Tanım 2.1.15. (Quasi-konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝑆 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑆 ⊂ ℝ𝑛 boş 

olmayan bir konveks küme olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

eşitsizliği sağlanıyorsa f’ye quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998). 

Eğer   

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) < 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise f’ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Aynı şartlar altında  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise f’ye quasi-konkav fonksiyon ve 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) > 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise f’ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998). 
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Tanım 2.1.16. f  hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ye quasi monotoniktir 

denir (Greenberg and Pierskalla 1971). 

Not: Her konveks fonksiyon aynı zamanda quasi-konvekstir. Ama her quasi-konveks 

fonksiyon konveks olmayabilir. 

 

Şekil 2.2. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon 

Aşağıdaki grafikte kalın çizgi ile gösterilen aralıklarda fonksiyon quasi-konvekstir. 

Ama eğrinin tamamı düşünüldüğünde bu fonksiyon quasi-konveks değildir. 

 

Şekil 2.3. Aralıkta quasi –konveks fonksiyon 
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Tanım 2.1.17. (Jensen –Quasi –konveks fonksiyon): 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu eğer 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için  

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

şartını sağlıyorsa f’ye Jensen –Quasi –konveks fonksiyon denir (Drogamir and Pearce 

1998). 

Burada ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için Jensen –quasi –konveks fonksiyonlar sınıfı Jensen –konveks 

fonksiyonlar sınıfını içerir. 

Tanım 2.1.18. (Wright –Quasi –konveks Fonksiyon):  𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu eğer 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

1

2
[𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦)] ≤ max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

şartını sağlıyor ise veya denk olarak 𝑥1𝑦 + 𝛿 ∈ 𝐼 , 𝑥 < 𝑦 𝑣𝑒 𝛿 > 0 için 

1

2
[𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑥 + 𝛿)] ≤ max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦 + 𝛿)} 

oluyorsa f’ye Wright –Quasi –konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998). 

Tanım 2.1.19. (𝜶 −star 𝒔 –konveks Fonksiyon): 𝑡, 𝛼 ∈ [0,1] olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼  

için 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu eğer 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥) + {(1 − 𝑡)𝛼}𝑠𝑓(𝑦) 

şartı sağlanıyorsa f’ye a –star s –konveks fonksiyon denir (Park 2010). 
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Tanım 2.1.20. ((𝒉,𝒎) –konveks fonksiyon):  ℎ: 𝐽 ⊆ ℝ → ℝ negatif olmayan bir 

fonksiyon olsun. Negatif olmayan 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ fonksiyonu ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑏] , 𝑚 ∈ [0,1] , 

𝛼 ∈ (0,1) olmak üzere  

𝑓(𝛼𝑥 + 𝑚(1 − 𝛼)𝑦) ≤ ℎ(𝛼)𝑓(𝑥) + 𝑚ℎ(1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa f’ye (ℎ,𝑚) –konveks fonksiyon denir (Özdemir et al. 2011a). 

Bu eşitsizlik yön değiştirirse, bu durumda f’ye (ℎ,𝑚) –konkav fonksiyon denir. Eğer 

ℎ(𝛼) = 𝛼 alınırsa, bu takdirde tüm negatif olmayan 𝑚 –konveks fonksiyonlar sınıfı, 

𝑚 = 1 alınırsa ℎ –konveks fonksiyonlar sınıfı;  𝑚 = 1 ve h(a)= 
1

𝛼
 alınırsa, Godunova-

Levin fonksiyonlar sınıfı; 𝑚 = 1 = ℎ(𝑎) alınırsa 𝑃 –fonksiyonlar sınıfı ve 𝑚 = 1 ve 

h(a)= 𝛼𝑠, 𝑠 ∈ (0,1) alınırsa ikinci anlamda 𝑠 –konveks fonksiyonlar sınıfı elde edilir. 

Tanım 2.1.21. I, ℝ’de bir aralık 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer log 𝑓 konveks ise 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve ∀𝛼 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ [𝑓(𝑥)]𝛼[𝑓(𝑦)](1−𝛼) 

eşitsizliği sağlanıyorsa f’ye log –konveks fonksiyon denir (Pečarić et al. 1992). 

Eşitsizlik yön değiştirirse f’ye log –konkav fonksiyon denir (Pečarić et al. 1992). 

Tanım 2.1.22. (Geometrik Konveks Fonksiyon) 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu verilsin. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve ∀𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝑥𝑡𝑦1−𝑡) ≤ [𝑓(𝑥)]𝑡[𝑓(𝑦)](1−𝑡) 
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eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et al. 

2012). 

Tanım 2.1.23. ( Geometrik Konveks Fonksiyon)  fonksiyonu 

verilsin. Eğer  fonksiyonu, her  ve  için 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa  fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang 

et al. 2012). 

 için, geometrik konveks fonksiyon tanımının geometrik konveks fonksiyon 

tanımına dönüşeceği açıktır. 

Tanıım 2.1.24. (Harmonik Konveks Fonksiyon) I  bir açık aralık olsun.

 bir fonksiyon olmak üzere eğer  için  

+  

eşitszilğini sağlıyorsa fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (İşcan 2014) 

Tanım 2.1.25. (Ortalama Fonksiyonu)   fonksiyonu  

şeklinde verilsin. Eğer 

(1)   

(2)   

(3)   
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(4)   

şartları sağlanıyorsa  fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007). 

Örnek 2.1.2.  

(1)   Aritmetik ortalama 

(2)   Geometrik ortalama 

(3)  Harmonik ortalama 

(4)    Logaritmik ortalama 

(5)  ve  Identrik ortalama 

(Anderson et al. 2007). 

Tanım 2.1.26. ( - Konveks (Konkav) fonksiyon) : ) sürekli fonksiyonu 

verilsin.  ve  herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eğer  için 

 

şartı sağlanıyor ise  fonksiyonuna  konveks(konkav) fonksiyonu denir 

(Anderson 2007). 

Teorem 2.1.1.  ve  sürekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9) 

seçenekleri için   olarak verilsin.  

(1)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin konveks (konkav) 

olmasıdır. 
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(2)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin konveks 

(konkav) olmasıdır. 

(3)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin konveks 

(konkav) olmasıdır. 

(4)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin  

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır.  

(5)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin  

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır. 

(6)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin  

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır. 

(7)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin  

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır. 

(8)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin 

 üzerinde konveks (konkav) olmasıdır. 

(9)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin 

 üzerinde konveks (konkav) olmasıdır (Anderson 2007). 

Teorem 2.1.2.  ve  diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. 

(4)-(9) seçenekleri için   olarak verilsin.  

(1)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(2)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır. 
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(3)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır. 

(4)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır.  

(5)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır. 

(6)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin 

artan (azalan) olmasıdır. 

(7)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır. 

(8)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin artan 

(azalan) olmasıdır. 

(9)  nin konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart  nin 

artan (azalan) olmasıdır (Anderson 2007). 

Teorem 2.1.3. (İntegraller için Hölder eşitsizliği): p>1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. f ve g, 

[a,b] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 𝑣𝑒 |𝑔|𝑞 , [𝛼, 𝑏] aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

)

1
𝑝

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al.1993). 
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İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği şöyle ifade edilebilir: 

∫∫|𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼

≤

(

  
 
∫∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼 )

  
 

1
𝑝

(

  
 
∫∫|𝑔(𝑥, 𝑦)|𝑞 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼 )

  
 

1
𝑞

 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power  mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

Sonuç 2.1.1. (Power Mean Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun. f ve g ,  [𝛼, 𝑏] aralığında tanımlı 

reel fonksiyonlar,  |𝑓|  ve  |𝑔|𝑞 ,  [𝛼, 𝑏] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

≤ (∫|𝑓(𝑥)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

)

1−
1
𝑞

(∫|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

)

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir.  

Benzer şekilde iki katlı integraller için Power Mean eşitsizliği şöyle ifade edilebilir: 

∫∫|𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼

≤

(

  
 
∫∫|𝑓(x, y)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼 )

  
 

1−
1
𝑞

(

  
 
∫∫|𝑓(x, y)||𝑔(𝑥, 𝑦)|𝑞 ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼 )

  
 

1
𝑞

 

Üçgen eşitsizliği de reel sayılar için temel olan eşitsizliklerden biridir. 
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Teorem 2.1.4. (üçgen eşitsizliği): Herhangi x,y reel sayıları için 

    |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, 

    ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|, 

    ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦|, 

ve tümevarım metoduyla 

       |𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛| ≤ |𝑥1| + ⋯+ |𝑥𝑛| 

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Teorem 2.1.5. (üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu):  f, [a,b] aralığında sürekli reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 

|∫ 𝑓(𝑥) ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

| ≤ ∫|𝑓(𝑥)| ⅆ𝑥

𝑏

𝛼

                              (𝑎 < 𝑏) 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

2.2. Bazı Konveks Fonksiyon Sınıflarının Hiyerarşisi 

Eşitsizlik teorisi çalışmalarında daha genel ve yeni sınırlar bulmak için çalışma yapılan 

fonksiyon sınıfı için hipotez şartlarında kısıtlama yapılabilir veya ek bazı özellikler 

getirilerek sonuçların kullanım alanları genişletilebilir. Çünkü fonksiyonlar aynı anda 

birçok özelliği sağlayabilir ya da bazı fonksiyon sınıfları birbirleriyle belirli özellikler 

yönüyle benzerlik gösterebilir. Yapılan çalışmalarda farklı türden konveks fonksiyonlar 
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için ispatlanan integral eşitsizliklerin, belli özel şartlar için farklı konvekslik sınıfları 

içinde sağladığı görülür. Dolayısıyla buradan konveks fonksiyonlar arasında özellikleri 

açısından bir hiyerarşi olduğu gerçeğine ulaşılır. Ancak bu hiyerarşide bütün konvekslik 

sınıflarını birlikte ele almak zor olduğundan aralarındaki ilişki, tanımları ve özellikleri 

kullanılarak şu şekilde oluşturulabilir: 

Teorem 2.2.1.   𝐼 ⊆ ℝ olmak üzere, Log –konveks fonksiyonlar sınıfı, konveks 

fonksiyonlar sınıfı, quasi –konveks fonksiyonlar sınıfı, p –fonksiyonlar sınıfı ve 

Godunova-Levin fonksiyonlar sınıfı sırasıyla  ℒ(𝐼), C(I), QC(I), P(I), Q(I) ile 

gösterilirse; 

ℒ(𝐼) ⊂ C(I) ⊂ QC(I) ⊂ P(I) ⊂ Q(I) 

olduğu görülür. 

 

           

 

 

 

 

 

Şekil 2.4. Godunova –levin fonksiyonu, P –fonksiyon, Quasi- konveks fonksiyon, 

Konveks fonkiyon ve Log –konveks fonksiyn sınıflarının ilişkisi 

Teorem 2.2.2. 𝐼 ⊆ ℝ  olmak üzere, Quasi –konveks fonksiyonlar sınıfı, Wright –quasi –

konveks fonksiyonlar sınıfı ve Jensen –quasi –konveks fonksiyonlar sınıfı sırasıyla 

QC(I), WQC(I), JQC(I) ile gösterilirse; 

Godunova-Levin fonksiyonu 

P –Fonksiyon 

 Quasi – konveks fonksiyon 

Konveks fonksiyon 

Log –konveks  fonksiyon 
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QC(I) ⊂   WQC(I) ⊂ JQC(I) 

olduğu görülür (Dragomir an Pearce 1998). 

 

 

 

 

 

 

  

 

Şekil 2.5. Quasi –konveks fonksiyon, Wright –quasi –konveks fonksiyon ve Jensen –

quasi –konveks fonksiyon sınıflarının ilişkisi 

Teorem 2.2.3. 𝐼 ⊆ ℝ olmak üzere, konveks fonksiyonlar sınıfı, Wright –konveks 

fonksiyonlar sınıfı ve Jensen –konveks fonksiyonlar sınıfı sırasıyla C(I), W(I), J(I) ile 

gösterilirse; 

C(I) ⊂ W(I) ⊂ J(I) 

olduğu görülür (Wright 1954). 

 

 

 

 

Jensen –quasi -konveks 

Wright –quasi -konveks 

         Quasi -konveks 
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Şekil 2.6. Konveks fonksiyon, Wright –konveks fonksiyon ve Jensen –konveks 

fonksiyon sınıflarının ilişkisi 

Lemma 2.2.1  Eğer f  fonksiyonu m –konveks fonksiyonlar sınıfına ait ise f  fonksiyonu 

starshaped fonksiyondur (Toader 1988). 

Lemma 2.2.2. Eğer f  fonksiyonu m –konveks fonksiyon ve 0 ≤ 𝑛 < 𝑚 ≤ 1 ise  f  

fonksiyonu n –konveks fonksiyondur (Toader 1988).  

Yukarıdaki lemmalar yardımıyla; 0 ≤ 𝑛 < 𝑚 ≤ 1 olmak üzere, Konveks fonksiyonlar 

sınıfı, m –konveks fonksiyonlar sınıfı, n –konveks fonksiyonlar sınıfı ve Starshaped 

fonksiyonlar sınıfı sırasıyla 𝐾(𝑏) , 𝐾𝑚(𝑏), 𝐾𝑛(𝑏), 𝑆
∗(𝑏)  ile gösterilirse; 

𝐾(𝑏)  ⊂ 𝐾𝑚(𝑏)  ⊂ 𝐾𝑛(𝑏)  ⊂   𝑆
∗(𝑏) 

olduğu görülür. 

 

 

           Konveks 

         Jensen  -konveks  

Wright -konveks 



22 

 

 

           

 

 

 

    

 

Şekil 2.7. Konveks fonksiyon, m –konveks fonksiyon, n –konveks fonksiyon ve 

starshaped fonksiyon sınıflarının ilişkisi 

h –konveks fonksiyon tanımından görüleceği gibi; eğer h(t)=t seçilirse negatif olmayan 

konveks fonksiyonlar veya eşitsizliğin ters yönlü olması durumunda negatif olmayan 

konkav fonksiyonlar, ℎ(𝑡) =
1

𝑡
 seçilirse fonksiyon Q(I) sınıfından, eğer ℎ(𝑡) = 1 sabit 

fonksiyonu olarak seçilirse P(I) sınıfından fonksiyon, eğer ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 seçilirse burada 

𝑠 ∈ (0,1) olmak üzere 𝐾𝑠
2 sınıfına ait konveks bir fonksiyon olduğu açıktır. Bu bilgiler 

doğrultusunda h(t) fonksiyonun bazı özel değerleri için; 

 𝐶(𝐼) ⊂  𝑆𝑋(ℎ, 𝐼),               𝑃(𝐼)  ⊂  𝑆𝑋(ℎ, 𝐼),  𝐾𝑠
2 ⊂ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) 

yazılabilir. Burada ℎ fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon olduğu için negatif 

olmayan konveks fonksiyonlar 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfının alt kümesidir. 

  

Starshaped  fonksiyonu 

n -konveks  Fonksiyon 

 m – konveks  fonksiyon 

Konveks fonksiyon 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM  

3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla İlgili Genel Kavramlar  

Çalışma boyunca  𝛥 = [𝛼, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊂ ℝ2  ve  𝛼 < 𝑏 , 𝑐 < ⅆ , ayrıca 𝛥1 = [0, 𝑏] ×

[0, ⅆ] ⊂ ℝ2 ve 𝑏, ⅆ > 0 olarak kabul edilecektir. 

Tanım 3.1.1. (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ  fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ 𝛥 ve 𝜆 ∈ [0,1] olmak üzere eğer 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤ 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑧, 𝑤) 

oluyorsa f’ye  𝛥 üzerinde konvekstir denir (Dragomir 2001) 

∀𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ve ∀𝑦 ∈ [𝑐, ⅆ] için eğer  

    𝑓𝑦: [𝛼, 𝑏] → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑦) 

ve 

    𝑓𝑥: [𝑐, ⅆ] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣) 

Kısmi dönüşümleri konveks ise 𝑓: 𝛥 → ℝ fonksiyonu koordinatlarda konvektir. 

Lemma 3.1.1. 𝑓: 𝛥 → ℝ şeklinde tanımlı her konveks fonksiyon koordinatlar da 

konvekstir, fakat tersi genelde doğru değildir (Dragomir 2001). 

Örnek 3.1.1. 𝑓: [0,1]2 → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 şeklinde tanımlansın. Bu 

fonksiyon koordinatlarda konveks olmasına rağmen [0,1]2 de konveks değildir 

(Dragomir 2001). 
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Koordinatlarda konveks fonksiyon tanımına denk bir tanımda aşağıdaki gibi yapılabilir: 

Tanım 3.1.2. (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ fonksiyonu verilsin. 

Eğer 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 𝑠𝑣 + (1 − 𝑠)𝑤) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥, 𝑢) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑦, 𝑢)  

       +𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑦, 𝑤) 

eşitsizliği ∀𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] ve (𝑥, 𝑢), (𝑥, 𝑤), (𝑦, 𝑢), (𝑦, 𝑤)  ∈ 𝛥 için sağlanıyorsa 𝑓’ye 𝛥 

üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir (Latif and Alomari 2009b). 

Lemma 3.1.2. 𝑓: 𝛥 → ℝ+  şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑓 kısmi türevlenebilir ise 𝑓’nin 

koordinatlarda konveks olması için gerek ve yeter şart 

   𝑓𝑦: [𝛼, 𝑏] → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑦) 

Ve 

   𝑓𝑥: [𝑐, ⅆ] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣) 

şeklinde tanımlı kısmi dönüşümler için 𝑓𝑥
′′ ≥ 0  ve  𝑓𝑦

′′ ≥ 0 olmasıdır (Latif and 

Alomari 2009b). 

Lemma 3.1.3. 𝑓, 𝑔: 𝛥 → ℝ şeklinde tanımlı koordinatlarda konveks iki fonksiyon ve 

𝛼 ≥ 0 olsun. Bu takdirde 𝑓 +  𝑔 ve 𝛼f koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari 

2009b). 

Lemma 3.1.4. 𝑓, 𝑔: 𝛥 → ℝ şeklinde tanımlı koordinatlarda konveks iki fonksiyon olsun. 

Bu taktirde f g  koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari 2009b). 
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Şekil 2.8. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 ve 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 + 𝑦4  konveks fonksiyonlar 

Tanım 3.1.3. (Koordinatlarda 𝒎 –Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥1 → ℝ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ 𝛥1  ve 𝑚, 𝑡 ∈ [0,1] için eğer  

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑧, 𝑡𝑦 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑤) ≤ 𝑡𝑓(𝑥, 𝑦) +𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑧, 𝑤) 

oluyorsa f ‘ye  𝛥1 üzerinde m –konvekstir denir (Özdemir et al. 2010). 

∀𝑥 ∈ [0, 𝑏] 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ [0, ⅆ]  için eğer  

𝑓𝑦: [0, 𝑏] → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑦) 

Ve 

𝑓𝑥: [0, ⅆ] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣) 

Kısmi dönüşümleri m –konveks ise 𝑓: 𝛥1 → ℝ fonksiyonu koordinatlarda m –

konvekstir. 

Lemma 3.1.5. 𝑓: 𝛥1 → ℝ şeklinde tanımlı her m –konveks fonksiyon 𝑚 ∈ [0,1] için 

koordinatlarda m –konvekstir (Özdemir et al. 2010). 
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Tanım 3.1.4. (Koordinatlarda (a,m) –Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥1 → ℝ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ 𝛥1 ve  (𝑎,𝑚) ∈ [0,1]2  , t ∈ [0,1] için  

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑧, 𝑡𝑦 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑤) ≤ 𝑡𝑎𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑚(1 − 𝑡𝑎)𝑓(𝑧, 𝑤) 

oluyorsa f ‘ye 𝛥1 üzerinde (a,m) –konvekstir denir (Özdemir et al. 2010). 

Bu tanımda   (𝑎, 𝑚) = {(1,𝑚), (1,1)}  alınması durumunda sırasıyla koordinatlarda m –

konveks fonksiyonlar sınıfı ve koordinatlarda konveks fonksiyonlar sınıfı elde edilir. 

Lemma 3.1.6. 𝑓: 𝛥1 → ℝ şeklinde tanımlı her (a,m) –konveks fonksiyon (𝑎,𝑚) ∈

[0,1]2 için koordinatlarda (a,m) –konvekstir (Özdemir et al. 2010). 

Tanım 3.1.5. (Koordinatlarda birinci anlamda s –konveks fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ 

fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥, 𝑎𝑠 + 𝛽𝑠 = 1, 𝑠 ∈ (0,1] 𝑣𝑒 𝑎, 𝛽 ≥ 0 için  

𝑓(𝑎𝑥 + 𝛽𝑧, 𝑎𝑦 + 𝛽𝑤) ≤  𝑎𝑠𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑠𝑓(𝑧, 𝑤) 

ise f’ye 𝛥 üzerinde birinci anlamda s –konvekstir denir (Alomari and Darus 2008b). 

Tanım 3.1.6. (Koordinatlarda ikinci anlamda s –Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ 

fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥, 𝑠 ∈ (0,1] 𝑣𝑒  𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤  𝜆𝑠𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝜆)𝑠𝑓(𝑧, 𝑤) 

oluyorsa f’ye  𝛥 üzerinde ikinci anlamda s –konvekstir denir (Alomari and Darus 

2008a). 

Lemma 3.1.7. 𝑓: 𝛥 → [0,∞) şeklinde tanımlı her s –konveks fonksiyon koordinatlarda 

s –konvekstir (Alomari and Darus 2008a).  
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Tanım 3.1.7. (𝜟 üzerinde h –Konveks Fonksiyon):  ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥, 𝑎 ∈ [0,1] ve 

pozitif fonksiyon ℎ: 𝐽 ⊂  ℝ → ℝ olmak üzere negatif olmayan 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu eğer  

𝑓(𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑧, 𝑎𝑦 + (1 − 𝑎)𝑤) ≤ ℎ(𝑎)𝑓(𝑥, 𝑦) + ℎ(1 − 𝑎)𝑓(𝑧, 𝑤) 

oluyorsa f’ye  ∆ üzerinde h –konvekstir denir. ∆ üzerinde h konveks fonksiyonlar sınıfı 

SX(h,∆) ile gösterilir. Eşitsizlik ters yönlü olduğu taktirde f’ye ∆ üzerinde h –konkav 

fonksiyon denir ve bu fonksiyonlar sınıfı SV(h, ∆) ile gösterilir (Latif and Alomari 

2009a). 

h –konveks fonksiyonun koordinatlarda tanımı şu şekilde yapılabilir: 

Tanım 3.1.8. (Koordinatlarda h –konveks Fonksiyon):    𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu 

verilsin. ∀𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] ve (𝑥, 𝑢), (𝑥, 𝑤), (𝑦, 𝑢), (𝑦, 𝑤) ∈ ∆ için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 𝑠𝑢 + (1 − 𝑠)𝑤) ≤ ℎ(𝑡)ℎ(𝑠)𝑓(𝑥, 𝑢) + ℎ(𝑡)ℎ(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤) 

       +ℎ(𝑠)ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑦, 𝑢) + ℎ(1 − 𝑡)ℎ(1 − 𝑠)𝑓(𝑦, 𝑤) 

ise f’ye  ∆ üzerinde koordinatlarda h –konvekstir denir (Latif and Alomari 2009a). 

Tanım 3.1.9 (𝜟 üzerinde Quasi –Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥,  𝑣𝑒  𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤ max {𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑧, 𝑤)} 

oluyorsa f’ye  𝛥 üzerinde quasi –konveks fonksiyon adı verilir. Bu fonksiyonların sınıfı 

QC(𝛥) ile gösterilir (Özdemir et al.2011b). 
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Lemma 3.1.8. 𝑓: 𝛥 → ℝ biçiminde tanımlanan her Quasi –konveks fonksiyon 

koordinatlarda quasi konvekstir (Özdemir et al. 2011b). 

Tanım 3.1.10 (𝜟 üzerinde Jensen –Konveks Fonksiyon):  𝑓: 𝛥 → ℝ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥 için  

𝑓 (
𝑥 + 𝑧

2
,
𝑦 + 𝑤

2
) ≤

𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑧, 𝑤)

2
 

oluyorsa f fonksiyonuna  𝛥 üzerinde Jensen –konvekstir denir. Bu fonksiyonların sınıfı 

J(𝛥) ile gösterilir (Özdemir et al. 2011b). 

Tanım 3.1.11 (𝚫 üzerinde Jensen–Quasi –Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ 

fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥 için 

𝑓 (
𝑥 + 𝑧

2
,
𝑦 + 𝑤

2
) ≤ max {𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑧, 𝑤)} 

oluyorsa f fonksiyonuna Jensen –quasi –konvekstir denir. Bu Fonksiyonların sınıfı 

JQC(𝛥) ile gösterilir (Özdemir et al. 2011b). 

Lemma 3.1.10. 𝑓: ∆→ ℝ şeklinde tanımlanan her Jensen –quasi –konveks fonksiyon 

koordinatlarda Jensen –quasi –konvekstir (Özdemir et al. 2011b). 

Tanım 3.1.12. (𝚫 üzerinde Wright–konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝛥 → ℝ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  𝛥 ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için  

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠ⅆ) + 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)ⅆ)

≤ 𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ) 
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oluyorsa 𝑓’ye Δ üzerinde Wright−konvekstir denir. Bu fonksiyonların sınıfı 𝑊(Δ) ile 

gösterilir (Özdemir et al. 2011b). 

Lemma 3.1.11. 𝑓: Δ → ℝ şeklinde tanımlanan her Wright−konveks fonksiyon 

koordinatlarda Wright−konvekstir (Özdemir et al. 2011b). 

Tanım 3.1.13. (𝚫 üzerinde Wright−Quasi−Konveks Fonksiyon) 𝑓: Δ → ℝ 

fonksiyonu ∀(𝑎, 𝑐), (𝑏, ⅆ) ∈ Δ ve 𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere eğer 

1

2
[𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑧, 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑤) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑧, (1 − 𝑡)𝑦 + 𝑡𝑤)]

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑧, 𝑤)} 

ise 𝑓’ye Δ üzerinde Wright−Quasi−konvekstir denir. Bu fonksiyonların sınıfı 𝑊𝑄𝐶(Δ) 

ile gösterilir (Özdemir et al. 2011b). 

Lemma 3.1.12. 𝑓: Δ → ℝ şeklinde tanımlanan her Wright−Quasi−konveks fonksiyon 

koordinatlarda Wright−Quasi−konvekstir (Özdemir et al. 2011b).  

Tanım 3.1.14. 𝑓: Δ → ℝ negatif olmayan fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ Δ ve 𝜆 ∈ (0,1) 

olmak üzere eğer 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜆
+
𝑓(𝑧, 𝑤)

(1 − 𝜆)
 

oluyorsa 𝑓’ye Δ üzerinde Godunova-Levin sınıfından fonksiyon adı verilir (Akdemir 

and Özdemir 2010).  

Lemma 3.1.13. 𝑓: Δ → ℝ şeklinde tanımlı her Godunova-Levin sınıfına ait fonksiyon 

koordinatlarda Godunova-Levin sınıfına aittir (Akdemir and Özdemir 2010). 
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Tanım 3.1.15. 𝑓: Δ → ℝ  negatif olmayan fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ Δ ve 𝜆 ∈ (0,1) 

olmak üzere  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑧, 𝑤) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye Δ üzerinde 𝑃 −fonksiyon adı verilir (Akdemir and Özdemir 

2010).   

Lemma 3.1.14. 𝑓: Δ → ℝ şeklinde tanımlı her 𝑃 −fonksiyon koordinatlarda 

𝑃 −fonksiyondur (Akdemir and Özdemir 2010). 

Tanım 3.1.16. (Koordinatlarda Log –konveks Fonksiyon): 𝑓: Δ → ℝ+ fonksiyonu 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ ∆ ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑎𝑥 + 𝛽𝑧, 𝑎𝑦 + 𝛽𝑤) ≤ [𝑓(𝑥, 𝑦)]𝑎 [𝑓(𝑧, 𝑤)]𝛽 

oluyorsa f’ye ∆ üzerinde koordinatlarda log –konveks fonksiyon denir (Alomari and 

Darus 2009). 

Alomari and Darus aşağıdaki sonucu koordinatlarda log konveks fonksiyonlar için elde 

etmişlerdir. 

Sonuç 3.1.1. 𝑓: Δ → ℝ+ fonksiyonu koordinatlarda log –konveks fonksiyon olsun. Bu 

taktirde; 

log 𝑓 (
𝛼 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

(𝑏 − 𝛼)(𝑐 − ⅆ)
∫∫ log 𝑓(𝑥, 𝑦) ⅆ𝑥

𝑑

𝑐

ⅆ𝑦

𝑏

𝛼

≤ 𝑙𝑜𝑔√𝑓(𝛼, 𝑐)𝑓(𝑎, ⅆ)𝑓(𝑏, 𝑐)𝑓(𝑏, ⅆ)
4
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eşitsizliği sağlanır (Alomari and Darus 2009). 

Tanım 3.1.19. (Koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks Fonksiyon): ℝ+ =

(0,∞) olmak üzere 𝑓: Δ = [a, b] × [c, d] ⊆ ℝ+
2 → ℝ fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ ∆ ve 

𝜆 , 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑥𝑡𝑧1−𝑡, 𝑦𝜆𝑤1−𝜆) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑤), 𝑓(𝑧, 𝑦), 𝑓(𝑧, 𝑤)} 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks 

fonksiyon denir (Guo et al. 2015). 

Önerme 3.1.2. 𝑓: Δ ⊆ ℝ+
2 → ℝ fonksiyonu artan ve ∆ üzerinde koordinatlarda konveks 

ise bu durumda 𝑓 ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konvekstir. 𝑓: Δ ⊆ ℝ+
2 →

ℝ fonksiyonu artan ve ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks ise bu 

taktirde ∆ üzerinde koordinatlarda Quasi-konvekstir.  

3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar İçin Bazı İntegral Eşitsizlikleri 

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar için aşağıda verilen teorem Dragomir tarafından 

elde edilmiştir. 

Teorem 3.2.1. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu koordinatlarda konveks fonksiyon olsun. Bu 

takdirde; 

        𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
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                ≤
1

4
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

                    +
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

        ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
 

eşitsizliği sağlanır (Dragomir 2001). 

İspat: 𝑓: Δ → ℝ fonksiyonu koordinatlarda konveks olduğundan ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

𝑔𝑥: [𝑐, ⅆ] →  ℝ, 𝑔𝑥(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

dönüşümü [𝑐, ⅆ] üzerinde konvekstir. Dolayısıyla Hadamard eşitsizliği kullanılırsa 

𝑔𝑥 (
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑔𝑥(𝑦)ⅆ𝑦 ≤

𝑔𝑥(𝑐) + 𝑔𝑥(ⅆ)

2

𝑑

𝑐

, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]   

yazılır. Buradan; 

𝑓 (𝑥,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

≤
𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)

2
, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  

elde edilir. Bu eşitsizliğin [𝑎, 𝑏] üzerinden 𝑥’e göre integrali alınırsa; 
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1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

                                      (3.1) 

                ≤
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

]. 

bulunur. Benzer biçimde ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑔𝑦: [𝑎, 𝑏] →  ℝ, 𝑔𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) dönüşümü 

için; 

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

                                     (3.2) 

                ≤
1

2
[
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

]. 

bulunur. (1) ve (2) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanarak Teorem’deki ikinci ve üçüncü 

eşitsizlik elde edilir. Ayrıca Hadamard eşitsizliği kullanılarak; 

        𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

ve 

        𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

 

eşitsizlikleri yazılır ki, bu iki eşitsizlik taraf tarafa toplanarak Teorem’deki ilk eşitsizlik 

elde edilir. Son olarak Hadamard eşitsizliğinden; 



34 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 ≤

𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)

2

𝑏

𝑎

 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥 ≤

𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

2

𝑏

𝑎

 

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦 ≤

𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ)

2

𝑑

𝑐

 

ve  

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦 ≤

𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

2

𝑑

𝑐

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanarak Teorem’deki son 

eşitsizlik bulunur. İspat tamamlanmış olur. 

Sarıkaya 2010 yılında yaptığı çalışmada Teorem 3.2.1 için farklı bir ispatı şu şekilde 

vermiştir. 

İspat: Tanım 2.4.12 𝑥 = 𝑡1𝑎 + (1 − 𝑡1)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡1)𝑎 + 𝑡1𝑏, 𝑢 = 𝑠1𝑐 +

(1 − 𝑠1)ⅆ, 𝑤 = (1 − 𝑠1)𝑐 + 𝑠1ⅆ ve 𝑡 = 𝑠 =
1

2
 olarak alınırsa; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)

≤
1

4
[𝑓(𝑡1𝑎 + (1 − 𝑡1)𝑏, 𝑠1𝑐 + (1 − 𝑠1)ⅆ)

+ 𝑓((1 − 𝑡1)𝑎 + 𝑡1𝑏, 𝑠1𝑐 + (1 − 𝑠1)ⅆ)

+ 𝑓(𝑡1𝑎 + (1 − 𝑡1)𝑏, (1 − 𝑠1)𝑐

+ 𝑠1ⅆ)+𝑓(𝑡1𝑎 + (1 − 𝑡1)𝑏, (1 − 𝑠1)𝑐 + 𝑠1ⅆ)]. 
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Bu ifade 𝑡1, 𝑠1’e göre [0,1] × [0,1] üzerinden integre edilirse ve gereken değişken 

değiştirmeleri yapıldığında; 

        𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

elde edilir ki, birinci eşitsizlik ispatlanmış olur. Benzer biçimde Tanım 2.4.12’de 

𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑢 = 𝑐, 𝑤 = ⅆ olarak alındığında ve elde edilen ifade 𝑡, 𝑠’e göre [0,1] ×

[0,1] üzerinden integre edildiğinde; 

∫ ∫ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)ⅆ)ⅆ𝑠ⅆ𝑡
1

0

1

0

≤ ∫ ∫ [𝑡𝑠𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑏, 𝑐)
1

0

1

0

+ 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, ⅆ)+(1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, ⅆ)]ⅆ𝑠ⅆ𝑡

=
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
 

elde edilir. Burada 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)ⅆ değişken değiştirmeleri 

𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için yapılırsa; 

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
 

bulunur ki, ikinci eşitsizlik ispatlanmış olur. 

Benzer yöntemler kullanılarak Alomari ve Darus koordinatlarda 𝑠 −konveks 

fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri ispatlamışlardır.  
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Teorem 3.2.2. 𝑓: ∆→ [0,∞) fonksiyonu koordinatlarda 𝑠 −konveks fonksiyon olsun. 

Bu takdirde; 

             𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤ 2𝑠−2 [

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

                              ≤
1

2(𝑠 + 1)
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

                      +
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

       ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

(𝑠 + 1)2
 

eşitsizliği sağlanır (Alomari ve Darus 2008a). 

Teorem 3.2.3. 𝑓: ∆→ [0,∞) fonksiyonu koordinatlarda birinci anlamda 𝑠 −konveks 

fonksiyon olsun. Bu takdirde; 

             𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 
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     ≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

                                    ≤
1

2(𝑠 + 1)
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 +

𝑏

𝑎

𝑠

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

                      +
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
𝑠

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

                     ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑠𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑠𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑠2𝑓(𝑏, ⅆ)

(𝑠 + 1)2
 

eşitsizliği sağlanır (Alomari and Darus 2008b). 

Latif ve Alomari 2009 yılındaki çalışmalarında koordinatlarda ℎ −konveks fonksiyonlar 

için aşağıdaki eşitsizliği elde etmişlerdir. 

Teorem 3.2.4. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu koordinatlarda ℎ −konveks fonksiyon, 𝑓 ∈ 𝐿2(∆) 

ve ℎ ∈ 𝐿1[0,1] olsun. Bu takdirde; 

1

4(ℎ (
1
2))

2 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

                                                   ≤  [𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)] (∫ ℎ(𝛼)ⅆ𝛼
1

0

)

2

 

eşitsizliği geçerlidir (Latif and Alomari 2009a). 
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Özdemir et al. benzer yöntemlerden yararlanarak koordinatlarda 𝑚 −konveks ve 

(𝛼,𝑚) −konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri elde etmişlerdir. 

Teorem 3.2.5. 𝑓: ∆1→ ℝ koordinatlarda 𝑚 −konveks fonksiyon olsun. Eğer 𝑚 ∈ (0,1] 

ile birlikte 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 0 ≤ 𝑐 < ⅆ < ∞ ise, bu takdirde 

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤

1

4(𝑏 − 𝑎)
𝑚𝑖𝑛{𝑣1, 𝑣2} +

1

4(ⅆ − 𝑐)
𝑚𝑖𝑛{𝑣3, 𝑣4}

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 

𝑣1 = ∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 + 𝑚∫𝑓 (𝑥,
ⅆ

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

, 𝑣2 = ∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥 + 𝑚∫𝑓 (𝑥,
𝑐

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

𝑣3 = ∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦 + 𝑚∫𝑓 (
𝑏

𝑚
, 𝑦)ⅆ𝑦, 𝑣4 = ∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦 + 𝑚∫𝑓 (

𝑎

𝑚
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

şeklindedir (Özdemir et al. 2010).  

Teorem 3.2.6. 𝑓: ∆1→ ℝ koordinatlarda 𝑚 −konveks fonksiyon olsun. Eğer 𝑚 ∈ (0,1], 

0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 0 ≤ 𝑐 < ⅆ < ∞ ile birlikte 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[0, ⅆ],          𝑓𝑦 ∈ 𝐿1[0, 𝑏] ise, bu 

takdirde 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥 +

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
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                         ≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
[∫∫

𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑓 (𝑥,
𝑦
𝑚)

2
ⅆ𝑦ⅆ𝑥

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

+∫∫
𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑓 (

𝑥
𝑚 , 𝑦)

2
ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

] 

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2010).  

Teorem 3.2.7. 𝑓: ∆1→ ℝ koordinatlarda (𝛼,𝑚) −konveks fonksiyon olsun. Eğer 

(𝛼,𝑚) ∈ [0,1]2, 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 0 ≤ 𝑐 < ⅆ < ∞ ile birlikte 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[0, ⅆ], 𝑓𝑦 ∈

𝐿1[0, 𝑏] ise, bu takdirde 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥 +

1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

          ≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
[∫∫

2𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑚(2𝛼 − 1) (𝑓 (𝑥,
𝑦
𝑚) + 𝑓 (

𝑥
𝑚 , 𝑦))

2𝛼
ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

] 

ve 

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

≤
1

2(𝛼 + 1)(𝑏 − 𝑎)
𝑚𝑖𝑛{𝑤1, 𝑤2} +

1

2(𝛼 + 1)(ⅆ − 𝑐)
𝑚𝑖𝑛{𝑤3, 𝑤4} 

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada  
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𝑤1 = ∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥 + 𝛼𝑚∫𝑓 (𝑥,
ⅆ

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

, 𝑤2 = ∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥 + 𝛼𝑚∫𝑓 (𝑥,
𝑐

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

𝑤3 = ∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦 + 𝛼𝑚∫𝑓 (
𝑏

𝑚
, 𝑦) ⅆ𝑦, 𝑤4 = ∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦 + 𝛼𝑚∫𝑓 (

𝑎

𝑚
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

şeklindedir (Özdemir et al. 2010). 

Teorem 3.2.8. 𝑓: ∆1→ ℝ koordinatlarda (𝛼,𝑚) −konveks fonksiyon olsun. Eğer 

(𝛼,𝑚) ∈ [0,1]2, 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 0 ≤ 𝑐 < ⅆ < ∞ ile birlikte 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[0, ⅆ], 𝑓𝑦 ∈

𝐿1[0, 𝑏] ise, bu taktirde 

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

                                              ≤
1

4(𝛼 + 1)
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                     +
𝑚𝛼

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
𝑚𝛼

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

ⅆ

𝑚
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                    +
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
1

ⅆ − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                    +
𝑚𝛼

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎

𝑚
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

+
𝑚𝛼

ⅆ − 𝑐
∫𝑓 (

𝑏

𝑚
, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 
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eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2010). 

Koordinatlarda Godunova-Levin sınıfından fonksiyonlar ve koordinatlarda 

𝑃 −fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikler Akdemir ve Özdemir 2010 yılında yaptıkları 

çalışmada elde edilmiştir. 

.Teorem 3.2.9. 𝑓: ∆→ ℝ koordinatlarda Godunova-Levin sınıfından bir fonksiyon 

olsun. Eğer 𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[𝑐, ⅆ] ve 𝑓𝑦 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde; 

1

16
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)] ≤

1

8
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 +
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 

eşitsizliği geçerlidir (Akdemir and Özdemir 2010). 

Sonuç 3.2.1. Teorem 3.2.13’te 𝑓: ∆= [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ olarak alınırsa;  

1

16
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑎 + 𝑏

2
)] ≤

1

8
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑓 (𝑥,

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑥))

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥] 

        ≤
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 

eşitsizliği elde edilir (Akdemir and Özdemir 2010).  

Sonuç 3.2.2.  Teorem 3.2.9’da 𝑓: ∆= [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥) olarak 

alındığında;  
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1

16
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑎 + 𝑏

2
)] ≤

1

4
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥] ≤
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 

eşitsizliği elde edilir (Akdemir and Özdemir 2010). 

Teorem 3.2.10. 𝑓: ∆→ ℝ koordinatlarda 𝑃 −fonksiyon olsun. Eğer 𝜆 ∈ (0,1), 𝑓𝑥 ∈

𝐿1[𝑐, ⅆ] ve 𝑓𝑦 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 +
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

 

≤
4

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 

                                             ≤
2

𝑏 − 𝑎
[∫ [𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

] 

+
2

ⅆ − 𝑐
[∫ [𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

eşitsizliği geçerlidir (Akdemir and Özdemir 2010). 

Sarıkaya et al. 2010 yılında yaptıkları çalışmada daha önceki çalışmalardan farklı olarak 

aşağıdaki Lemma’yı elde etmişlerdir.  

Lemma 3.2.1. 𝑓: ∆→ ℝ, fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir dönüşüm 

olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿(∆) ise; 
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𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

−
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ⅆ − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

=
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

4
∫ ∫ (1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)

1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)ⅆ)ⅆ𝑡ⅆ𝑠 

eşitliği geçerlidir (Sarıkaya et al. 2010). 

Sarıkaya et al. koordinatlarda konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri bu 

eşitliği kullanarak elde etmişlerdir. 

Teorem 3.2.11. 𝑓: ∆→ ℝ,fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

dönüşüm olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
 koordinatlarda konveks ise bu takdirde; 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

− 𝐴| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

4
(
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

| (𝑎, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

| (𝑎, ⅆ) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

| (𝑏, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

| (𝑏, ⅆ)

4
) 

eşitsizliği geçerlidir ve burada 

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ⅆ − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 
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şeklindedir (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.2.12. 𝑓: ∆→ ℝ, fonksiyonu  ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

dönüşüm olsun. Eğer, 𝑞 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere 

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
 koordinatlarda konveks 

olduğu takdirde; 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

− 𝐴| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑎, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑎, ⅆ) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑏, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑏, ⅆ)

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir ve burada 

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ⅆ − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

şeklindedir (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.2.13. 𝑓: ∆→ ℝ, fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

dönüşüm olsun. Eğer, 𝑞 ≥ 1 olmak üzere 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
 koordinatlarda konveks olduğu takdirde; 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

− 𝐴| 
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≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑎, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑎, ⅆ) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑏, 𝑐) + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

|
𝑞

(𝑏, ⅆ)

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir ve burada 

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ⅆ − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

şeklindedir (Sarıkaya et al. 2010). 

Özdemir et al. 2011 yılında yaptıkları çalışmada koordinatlarda Jensen−konveks ve 

koordinatlarda Wright−Quasi−konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri elde 

etmişlerdir. 

Teorem 3.2.14. 𝑓: ∆→ ℝ koordinatlarda Jensen−konveks fonksiyon olsun. Eğer 

𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[𝑐, ⅆ] ve 𝑓𝑦 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde; 

1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 +
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

] 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥 + 𝐻(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği geçerlidir ve burada 
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𝐻(𝑥, 𝑦) =
1

4(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ |𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑦)|ⅆ𝑡ⅆ𝑦

1

0

𝑑

𝑐

+
1

4(𝑏 − 𝑎)
∫ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑡𝑐 + (1 − 𝑡)ⅆ) − 𝑓(𝑥, (1 − 𝑡)𝑐 + 𝑡ⅆ)|ⅆ𝑡ⅆ𝑥

1

0

𝑏

𝑎

 

şeklindedir (Özdemir et al. 2011b). 

Teorem 3.2.15. 𝑓: ∆→ ℝ koordinatlarda Wright−Quasi−konveks fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1[𝑐, ⅆ] ve 𝑓𝑦 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde; 

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥

≤
1

2
[𝑚𝑎𝑥 {

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)
𝑏

𝑎

ⅆ𝑥,
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, ⅆ)
𝑏

𝑎

ⅆ𝑥}

+ 𝑚𝑎𝑥 {
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦,
𝑑

𝑐

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦
𝑑

𝑐

}] 

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2011b). 

Özdemir et al. 2011 yılında yaptıkları çalışmada aşağıdaki eşitliği elde etmiş ve bu 

eşitlik yardımıyla koordinatlarda konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizlikleri 

ispatlamışlardır. 

Lemma 3.2.2. λ ∈ [0,1] olmak üzere 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde ikinci mertebeden 

türevlenebilir bir fonksiyon olsun.  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
∈ 𝐿2[∆] olduğu takdirde; 
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𝐽 = (1 − λ)2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) + λ2

𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4

+
λ(1 − λ)

2
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) + 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, ⅆ) + 𝑓 (𝑎,

𝑐 + ⅆ

2
) + 𝑓 (𝑏,

𝑐 + ⅆ

2
)]

− (1 − λ)
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

− (1 − λ)
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

−
λ

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, ⅆ)]ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

ⅆ − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

]

+
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

=
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝐾(𝑥)𝑀(𝑦)

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

eşitliği geçerlidir ve burada 

𝐾(𝑥) =

{
 
 

 
 𝑥 − (𝑎 + λ

𝑏 − 𝑎

2
) ,     𝑥 ∈ [𝑎,

𝑎 + 𝑏

2
]

𝑥 − (𝑏 − λ
𝑏 − 𝑎

2
) ,     𝑥 ∈ [

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑏]

 

ve 

𝑀(𝑦) =

{
 
 

 
 𝑦 − (𝑐 + λ

ⅆ − 𝑐

2
) ,     𝑦 ∈ [𝑐,

𝑐 + ⅆ

2
]

𝑦 − (ⅆ − λ
ⅆ − 𝑐

2
) ,     𝑦 ∈ [

ⅆ + 𝑐

2
, ⅆ]

 

şeklindedir (Özdemir et al. 2011c). 
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Teorem 3.2.16.λ ∈ [0,1] olmak üzere 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
| fonksiyonu ∆ üzerinde 

koordinatlarda konveks ise, bu takdirde; 

|𝐽| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16
[2λ2 − 2λ + 1]2

× (
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|

4
) 

eşitsizliği sağlanır (Özdemir et al. 2011c). 

Teorem 3.2.17. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
|

𝑝

𝑝−1
 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, 

𝑞 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑞
+

1

𝑝
= 1 için; 

|𝐽|

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

[2λ2 − 2λ + 1]2

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği sağlanır (Özdemir et al. 2011c). 

Teorem 3.2.18. λ ∈ [0,1] olmak üzere 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
|
𝑞

 fonksiyonu ∆ üzerinde 

koordinatlarda konveks ise, 𝑞 ≥ 1 için; 
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|𝐽| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16
[2λ2 − 2λ + 1]2 

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği sağlanır (Özdemir et al. 2011c). 

Özdemir et al. 2011 yılında aşağıdaki Lemma’yı oluşturarak bu Lemma yardımıyla 

koordinatlarda konveks fonksiyonlar için Hadamard-tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. 

Lemma 3.2.3. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿1[∆] ise, bu takdirde; 

𝐼 = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) −

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

−
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
) ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

=
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16
 

× [∫ ∫ 𝑡𝑠
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎, 𝑠

𝑐 + ⅆ

2
+ (1 − 𝑠)𝑐) ⅆ𝑡ⅆ𝑠 

+∫ ∫ (𝑡 − 1)(𝑠 − 1)
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)

𝑐 + ⅆ

2
, 𝑠ⅆ + (1 − 𝑠)

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑡ⅆ𝑠 
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+∫ ∫ 𝑡(𝑠 − 1)
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡
𝑎 + 𝑏

2
+ (1 − 𝑡)𝑎, 𝑠ⅆ + (1 − 𝑠)

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑡ⅆ𝑠 

+∫ ∫ 𝑠(𝑡 − 1)
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠
𝑐 + ⅆ

2
+ (1 − 𝑠)𝑐) ⅆ𝑡ⅆ𝑠 

Eşitliği sağlanır ve burada 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1]’dir (Özdemir et al. 2011d). 

Teorem 3.2.19. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
| fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks olduğu takdirde; 

|𝐼| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

144
[
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|

4

+ 4 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)|

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(
𝑎 + 𝑏

2
, ⅆ)|+ |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑎,

𝑐 + ⅆ

2
)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑏,

𝑐 + ⅆ

2
)|] 

eşitsizliği sağlanır (Özdemir et al. 2011d). 

Teorem 3.2.20. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
|

𝑝

𝑝−1
 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, 

𝑞 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑞
+

1

𝑝
= 1 için; 
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|𝐽|

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16(𝑝 + 1)
2
𝑝

[
 
 
 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

4

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)|

𝑞

+
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(
𝑎 + 𝑏
2 , 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(
𝑎 + 𝑏
2 , ⅆ)|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎,
𝑐 + ⅆ
2 )|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏,
𝑐 + ⅆ
2 )|

𝑞

2

]
 
 
 

1
𝑞

 

eşitsizliği sağlanır (Özdemir et al. 2011d). 

Teorem 3.2.21. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
|
𝑞

 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, 𝑞 ≥ 1 

için; 

|𝐽|

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16

[
 
 
 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

36

+
4 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(
𝑎 + 𝑏
2 ,

𝑐 + ⅆ
2 )|

𝑞

9

+
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(
𝑎 + 𝑏
2 , 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(
𝑎 + 𝑏
2 , ⅆ)|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎,
𝑐 + ⅆ
2 )|

𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏,
𝑐 + ⅆ
2 )|

𝑞

9

]
 
 
 

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerli olur (Özdemir et al. 2011d). 
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Özdemir et al. 2012 yılında yaptıkları çalışmada aşağıdaki Lemmayı ve verilen 

eşitsizlikleri ispatlamışlardır. 

Lemma 3.2.4.  𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿1[∆] ise, bu takdirde; 

𝐶 = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
) −

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

−
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + ⅆ

2
)ⅆ𝑥

𝑏

𝑎

+
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

=
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑝(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑦, 𝑠)

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

×
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(
𝑏 − 𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑎 +

𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑏,
ⅆ − 𝑠

ⅆ − 𝑐
𝑐 +

𝑠 − 𝑐

ⅆ − 𝑐
ⅆ)ⅆ𝑥ⅆ𝑦 

eşitliği geçerlidir ve burada 

𝑝(𝑥, 𝑡) =

{
 
 

 
 𝑡 − 𝑎,     𝑥 ∈ [𝑎,

𝑎 + 𝑏

2
]

𝑡 − 𝑏,     𝑥 ∈ [
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑏]

 

ve 

𝑞(𝑦, 𝑠) =

{
 
 

 
 𝑠 − 𝑐,     𝑦 ∈ [𝑐,

𝑐 + ⅆ

2
]

𝑠 − ⅆ,     𝑦 ∈ [
ⅆ + 𝑐

2
, ⅆ]
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şeklindedir (Özdemir et al. 2012a). 

Teorem 3.2.22. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
| fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, bu 

takdirde; 

|𝐶| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

64
 

× (|
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑎, 𝑐)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑎, ⅆ)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑏, 𝑐)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑏, ⅆ)|) 

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 

Teorem 3.2.23. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|

𝑝

𝑝−1
 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, 

𝑞 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑞
+

1

𝑝
= 1 için; 

|𝐶|

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 

Teorem 3.2.24. 𝑓: ∆→ ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, 𝑞 ≥ 1 

için; 
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|𝐶|

≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

16

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 

Özdemir et al. aynı çalışmalarında aşağıdaki Lemmayı ispatlamış ve bu Lemmadan 

faydalanarak koordinatlarda 𝑠 −konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri 

ispatlamışlardır. 

Lemma 3.2.5. 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < ⅆ ve 𝑡, 𝜆 ∈ [0,1] olmak üzere 𝑓: ∆= [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆ ℝ2 →

ℝ fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.  
𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
∈ 𝐿1[∆] 

olduğu takdirde 

𝐷 =
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑟2𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑟1𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑟1𝑟2𝑓(𝑏, ⅆ)

(𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)
− (

𝑟2
𝑟2 + 1

)
1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦
𝑑

𝑐

 

−(
1

𝑟1 + 1
)

1

ⅆ − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦
𝑑

𝑐

− (
𝑟2

𝑟2 + 1
)

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥
𝑏

𝑎

 

−(
1

𝑟1 + 1
)

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥
𝑏

𝑎

+
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

=
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

(𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)

× [∫ ∫ ((𝑟1 + 1)𝑡 − 1)((𝑟2 + 1)𝜆 − 1)
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎, 𝑠ⅆ

+ (1 − 𝑠)𝑐)ⅆ𝑡ⅆ𝑠] 



55 

 

eşitliği 𝑟1, 𝑟2 ∈ [0,1] için geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 

Teorem 3.2.25. 𝑓: ∆→ [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
| fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 𝑠 −konveks ise, bu 

takdirde;  

|𝐷| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

(𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)(𝑠 + 1)2(𝑠 + 2)2
 

× (𝑀𝑁 |
𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
(𝑎, 𝑐)| + 𝐿𝑁 |

𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
(𝑎, ⅆ)| + 𝐾𝑀 |

𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
(𝑏, 𝑐)| + 𝐾𝐿 |

𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
(𝑏, ⅆ)|) 

eşitsizliği geçerli olur ve burada 

𝑀 = (𝑠 + 1 + 2(𝑟1 + 1) (
1

𝑟1 + 1
)
𝑠+2

− 𝑟1) 

𝑁 = (𝑠 + 1 + 2(𝑟2 + 1) (
1

𝑟2 + 1
)
𝑠+2

− 𝑟2) 

𝐿 = (𝑟2(𝑠 + 1) + 2 (
1

𝑟2 + 1
)
𝑠+1

− 1) 

𝐾 = (𝑟1(𝑠 + 1) + 2 (
1

𝑟1 + 1
)
𝑠+1

− 1) 

şeklindedir (Özdemir et al. 2012a). 
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Teorem 3.2.26. 𝑓: ∆→ [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. 𝑝 > 1 olmak üzere |
𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
|

𝑝

𝑝−1
 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 

𝑠 −konveks olduğu takdirde;  

|𝐷| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐) (1 + 𝑟1

𝑝+1
𝑝 ) (1 + 𝑟2

𝑝+1
𝑝 )

(𝑟1 + 1)
𝑝+1
𝑝 (𝑟2 + 1)

𝑝+1
𝑝 (𝑝 + 1)

2
𝑝

 

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

(𝑠 + 1)2

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği 𝑟1, 𝑟2 ∈ [0,1], 𝑠 ∈ (0,1] ve 𝑞 =
𝑝

𝑝−1
 için geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 

Teorem 3.2.27. 𝑓: ∆→ [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde kısmi diferensiyellenebilen bir 

fonksiyon olsun. Eğer 𝑝 ≥ 1 olmak üzere |
𝜕2𝑓

𝜕 𝑡𝜕𝜆
|
𝑞

 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 

𝑠 −konveks ise, bu takdirde;  

|𝐷| ≤
(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)

(𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)
(
(1 + 𝑟1

2)(1 + 𝑟2
2)

4(𝑟1 + 1)(𝑟2 + 1)
)

1−
1
𝑞

 

×

(

 
𝑀𝑁 |

𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ 𝐿𝑁 |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑎, ⅆ)|
𝑞

+ 𝐾𝑀 |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ 𝐾𝐿 |
𝜕2𝑓
𝜕 𝑡𝜕𝜆

(𝑏, ⅆ)|
𝑞

(𝑠 + 1)2(𝑠 + 2)2

)

 

1
𝑞

 

eşitsizliği 𝑟1, 𝑟2 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 𝑠 ∈ (0,1] için geçerlidir (Özdemir et al. 2012a). 
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Özdemir et al.  2012 yılındaki çalışmalarında koordinatlarda konveks fonksiyonların 

çarpımlarına ilişkin aşağıdaki eşitsizlikleri elde etmişlerdir. 

Teorem 3.2.28. 𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔: ∆→ ℝ fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 negatif olmayan ∆ üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve 𝑔 fonksiyonu 

𝑠 =
𝑠1+𝑠2

2
 ve 𝑠1, 𝑠2 ∈ (0,1] olmak üzere koordinatlarda ikinci anlamda 𝑠 −konveks 

fonksiyon ise, bu takdirde;   

1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦ⅆ𝑥

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

≤
1

2
(𝑝2 + 𝑟2)𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) +

1

2
(𝑝𝑞 + 𝑟𝑡)𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ)

+
1

2
(𝑞2 + 𝑡2)𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) 

eşitsizliği geçerli olur ve burada 

𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) = 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ)𝑔(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ), 

𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) = 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑎, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, 𝑐)

+ 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ), 

𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) = 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ) + 𝑓(𝑎, ⅆ)𝑔(𝑏, 𝑐) 

ve  

𝑝 =
1

𝑠2 + 2
, 𝑞 =

1

(𝑠2 + 1)(𝑠2 + 2)
, 𝑟 =

1

(𝑠1 + 2)
, 𝑡 =

1

(𝑠1 + 1)(𝑠1 + 2)
 

şeklindedir (Özdemir et al. 2012b). 
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Teorem 3.2.29. 𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔: ∆→ ℝ fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 negatif olmayan ∆ üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve 𝑔 fonksiyonu 

𝑠 =
𝑠1+𝑠2

2
 ve 𝑠1, 𝑠2 ∈ (0,1] olmak üzere koordinatlarda ikinci anlamda 𝑠 −konveks 

fonksiyon ise, bu takdirde;   

2𝑠1+𝑠2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + ⅆ

2
)

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑦ⅆ𝑥

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

+
1

2
(𝑞2 + 𝑡2 + 2𝑝𝑡 + 2𝑞𝑟)𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ)

+
1

2
(𝑝𝑞 + 𝑟𝑡 + 2𝑞𝑡 + 2𝑟𝑝)𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ)

+
1

2
(𝑝2 + 𝑟2 + 2𝑝𝑡 + 2𝑟𝑞)𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ) 

eşitsizliği geçerli olur ve burada 𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ),𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ), 𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, ⅆ), 𝑝, 𝑞, 𝑟 𝑣𝑒 𝑡 

Teorem 3.2.28’teki gibi tanımlanmıştır (Özdemir et al. 2012b). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Koordinatlarda Geometrik Fonksiyonların Çarpımına İlişkin İntegral 

Eşitsizlikler 

Tanım 4.1.1. (Koordinatlarda 𝑮𝑨–konveks Fonksiyon): 𝑓: Δ ⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ 

fonksiyonu ∀(𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ ∆ ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑥𝜆𝑧1−𝜆, 𝑦𝜆𝑤1−𝜆) ≤ 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑧, 𝑤) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓’ye ∆ üzerinde 𝐺𝐴–konveks fonksiyon denir. 

Bu tanıma denk olarak aşağıdaki tanım verilebilir.  

Tanım 4.1.2. (Koordinatlarda 𝑮𝑨–konveks Fonksiyon): ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ [𝑐, ⅆ] 

için 𝑓𝑦: [𝑎, 𝑏] ⊆ (0,∞) → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑦) ve 𝑓𝑥: [𝑐, ⅆ] ⊆ (0,∞) → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) =

𝑓(𝑥, 𝑣) kısmi dönüşümleri 𝐺𝐴–konveks ise 𝑓: Δ ⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonuna 

Δ üzerinde koordinatlarda 𝐺𝐴–konveks fonksiyon denir. 

Önerme 4.1.1. Eğer 𝑓: Δ ⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu Δ üzerinde koordinatlarda 

𝐺𝐴–konveks fonksiyon ise bu taktirde ∀(𝑡, 𝑠) ∈ [0,1] × [0,1] ve 𝑥, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦, 𝑤 ∈

[𝑐, ⅆ] için 

𝑓(𝑥𝑡𝑧1−𝑡, 𝑦𝑠𝑤1−𝑠) 

≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑧, 𝑦) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑧, 𝑤) 

eşitsizliği sağlanır. 
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Teorem 4.1.1. 𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ+  fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyonlar ise bu durumda; 

1

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥,𝑦)𝑔(𝑥,𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎
ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐
≤ 𝐿(𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐))  

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyonlar ve 𝑡  𝜖 [0,1] olmak 

üzere  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ (𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
 

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ (𝑔(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑔(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
 

eşitsizlikleri yazılabilir. Ayrıca 𝑓  ve 𝑔  pozitif değerli fonksiyonlar olduklarından 

eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡’ye göre integrali alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)
1

0

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

≤ ∫ ∫ [𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐)]𝑡
1

0

[𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ)]1−𝑡ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa 

1

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥,𝑦)𝑔(𝑥,𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎
ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤ 𝐿(𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐))

𝑑

𝑐
  

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.1.2. 𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ+  fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyonlar ise bu durumda;  

1

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥,𝑦)𝑔(
𝑎𝑏

𝑥
,
𝑐𝑑

𝑦
)

𝑥𝑦
ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤ 𝐿(𝑔(𝑎, 𝑐)𝑓(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ))

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
  

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyonlar ve 𝑡  𝜖 [0,1] olmak 

üzere  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ (𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
 

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡, 𝑐1−𝑡ⅆ𝑡) ≤ (𝑔(𝑎, 𝑐))
1−𝑡
(𝑔(𝑏, ⅆ))

𝑡
 

eşitsizlikleri yazılabilir. Ayrıca 𝑓  ve 𝑔  pozitif değerli fonksiyonlar olduklarından 

eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡’ye göre integrali alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)
1

0

𝑔(𝑎1−𝑡𝑏𝑡, 𝑐1−𝑡ⅆ𝑡)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

≤ ∫ ∫ [𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ)]𝑡
1

0

[𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐)]1−𝑡ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡  ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa  

1

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥,𝑦)𝑔(
𝑎𝑏

𝑥
,
𝑐𝑑

𝑦
)

𝑥𝑦
ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤ 𝐿(𝑔(𝑎, 𝑐)𝑓(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ))

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
  

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.1.3. 𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ+  fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐴 −konveks fonksiyonlar ise bu durumda; 

1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥
𝑑

𝑐

ⅆ𝑦

≤
𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ)

3
+
𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐)

6
 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyonlar ve 𝑡  𝜖 [0,1] olmak 

üzere  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ 𝑡𝑓(𝑎, 𝑐) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑏, ⅆ) 

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ 𝑡𝑔(𝑎, 𝑐) + (1 − 𝑡)𝑔(𝑏, ⅆ) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Ayrıca 𝑓  ve 𝑔  pozitif değerli fonksiyonlar olduklarından 

eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡’ye göre integrali alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)
1

0

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

≤ ∫ ∫ 𝑡2𝑓(𝑎, 𝑐)
1

0

𝑔(𝑎, 𝑐)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

+∫ ∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑓(𝑎, 𝑐)
1

0

𝑔(𝑏, ⅆ)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

+∫ ∫ 𝑡(1 − 𝑡)
1

0

𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐)ⅆ𝑡
1

0

ⅆ𝑡

+ ∫ ∫ (1 − 𝑡)2𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ)
1

0

ⅆ𝑡
1

0

 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡  ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa 
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1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥
𝑑

𝑐

ⅆ𝑦

≤
𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ)

3
+
𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, ⅆ) + 𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐)

6
 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.4.  𝑓, 𝑔 𝑣𝑒 𝑓𝑔 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ+  fonksiyonları verilsin. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks ve 𝑔 fonksiyonu ∆ üzerinde 𝐺𝐴 −konveks 

fonksiyon ise bu durumda; 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ⅆ𝑥 ≤ 𝐿(𝑓(𝑏)𝑔(𝑏), 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎))
𝑏

𝑎

 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ve 𝑡  𝜖 [0,1] için  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ (𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
 

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ 𝑡𝑔(𝑎, 𝑐) + (1 − 𝑡)𝑔(𝑏, ⅆ) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Ayrıca 𝑓  ve 𝑔  pozitif değerli fonksiyonlar olduklarından 

eşitsizlikler taraf tarafa çarpılır ve [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡’ye göre integrali alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)
1

0

𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

≤ ∫ ∫ ((𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
)

1

0

(𝑡𝑔(𝑎, 𝑐) + (1 − 𝑡)𝑔(𝑏, ⅆ))ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡  ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa  
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1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥
𝑑

𝑐

ⅆ𝑦 

≤
𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑎, 𝑐)

(𝑙𝑛
𝑓(𝑎, 𝑐)
𝑓(𝑏, ⅆ)

)
2 (

𝑓(𝑎, 𝑐)

𝑓(𝑏, ⅆ)
𝑙𝑛
𝑓(𝑎, 𝑐)

𝑓(𝑏, ⅆ)
−
𝑓(𝑎, 𝑐)

𝑓(𝑏, ⅆ)
− 1) 

+
𝑓(𝑏, ⅆ)𝑔(𝑏, ⅆ)

(𝑙𝑛
𝑓(𝑎, 𝑐)
𝑓(𝑏, ⅆ)

)
2 (

𝑓(𝑎, 𝑐)

𝑓(𝑏, ⅆ)
− 𝑙𝑛

𝑓(𝑎, 𝑐)

𝑓(𝑏, ⅆ)
− 1) 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.5. 𝑓 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓:ℝ → ℝ+  fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑓 

fonksiyonu ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyon ise bu durumda; 

1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤ 𝐿(𝑓(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑑

𝑐

 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu ∆ üzerinde 𝐺𝐺 −konveks fonksiyon ve 𝑡  𝜖 [0,1] olmak üzere  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡) ≤ (𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡
 

yazılır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡’ye göre integrali 

alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡)
1

0

ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0

≤ ∫ ∫ (𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑡
(𝑓(𝑏, ⅆ))

1−𝑡1

0

ⅆ𝑡ⅆ𝑡
1

0
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𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa 

1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤ 𝐿(𝑓(𝑏, ⅆ), 𝑓(𝑎, 𝑐))
𝑑

𝑐

 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.6. 𝑓 ∈ 𝐿2(∆) olmak üzere 𝑓:ℝ → ℝ+  fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑓 

fonksiyonu koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks fonksiyon ise bu durumda; 

1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎

ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, ⅆ) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, ⅆ)

4

𝑑

𝑐

 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks fonksiyon ve 𝑡 , 𝑠 𝜖 [0,1] olmak üzere  

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑠ⅆ1−𝑠) ≤ 

𝑡𝑠𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, ⅆ) + (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑏, 𝑐) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, ⅆ) 

yazılır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının [0,1]2 bölgesi üzerinden 𝑡 𝑣𝑒 𝑠’ye göre integrali 

alınırsa 

∫ ∫ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡, 𝑐𝑠ⅆ1−𝑠)
1

0

ⅆ𝑡ⅆ𝑠
1

0
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≤ 𝑓(𝑎, 𝑐)∫ ∫ 𝑡𝑠ⅆ𝑡ⅆ𝑠 + 𝑓(𝑎, ⅆ)∫ ∫ 𝑡(1 − 𝑠)ⅆ𝑡ⅆ𝑠
1

0

1

0

+ 𝑓(𝑏, 𝑐)∫ ∫ 𝑠(1 − 𝑡)ⅆ𝑡ⅆ𝑠
1

0

1

0

1

0

1

0

+ 𝑓(𝑏, ⅆ)∫ ∫ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)ⅆ𝑡ⅆ𝑠
1

0

1

0

 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 ve  𝑦 = 𝑐𝑡ⅆ1−𝑡 değişken değiştirmeleri yapılırsa 

1

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫

𝑓(𝑥,𝑦)

𝑥𝑦

𝑏

𝑎
ⅆ𝑥ⅆ𝑦 ≤

𝑓(𝑎,𝑐)+𝑓(𝑎,𝑑)+𝑓(𝑏,𝑐)+𝑓(𝑏,𝑑)

4

𝑑

𝑐
  

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

4.2. Koordinatlarda Geometrik Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikler 

Lemma 4.2.1. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈

𝐿([𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ]) ise, bu takdirde ∀(𝑢, 𝑣) ∈ ∆𝑜 için; 

𝑓(𝑥, 𝑦) − (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) ∫
𝑓(𝑥,𝑣)

𝑣
ⅆ𝑣

𝑑

𝑐
− (𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐) ∫

𝑓(𝑢,𝑦)

𝑢
ⅆ𝑢 + ∫ ∫

𝑓(𝑢,𝑣)

𝑢𝑣

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
ⅆ𝑣ⅆ𝑢  

=
𝑙𝑛2

𝑎

𝑥
𝑙𝑛2

𝑐

𝑦

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑎𝑡𝑥1−𝑡𝑐𝑠𝑦1−𝑠

1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥1−𝑡𝑎𝑡, 𝑦1−𝑠𝑐𝑠)ⅆ𝑠ⅆ𝑡  

−
𝑙𝑛2

𝑥
𝑏
𝑙𝑛2

𝑐
𝑦

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫∫𝑡(1 − 𝑠)𝑥𝑡𝑏1−𝑡𝑐𝑠𝑦1−𝑠

1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏1−𝑡𝑥𝑡, 𝑦1−𝑠𝑐𝑠)ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

−
𝑙𝑛2

𝑥
𝑏
𝑙𝑛2

𝑐
𝑦

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫∫𝑡(1 − 𝑠)𝑥𝑡𝑏1−𝑡𝑐𝑠𝑦1−𝑠

1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏1−𝑡𝑥𝑡, 𝑦1−𝑠𝑐𝑠)ⅆ𝑠ⅆ𝑡 
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+
𝑙𝑛2

𝑥
𝑏
𝑙𝑛2

𝑦
ⅆ

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫∫𝑡𝑠𝑥𝑡𝑏1−𝑡𝑦𝑠ⅆ1−𝑠

1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏1−𝑡𝑥𝑡, ⅆ1−𝑠𝑦𝑠)ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

eşitliği sağlanır ve burada 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1]’dir. 

Lemma 4.2.2. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈

𝐿([𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ]) ise, bu takdirde; 

𝐼 = 𝑎𝑐𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑎ⅆ𝑓(𝑎, ⅆ) − 𝑏𝑐𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑏ⅆ𝑓(𝑏, ⅆ) − 𝑏∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)ⅆ𝑦
𝑑

𝑐

 

+𝑎∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)ⅆ𝑦 − ⅆ
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥, ⅆ)ⅆ𝑥 + 𝑐∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)ⅆ𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

+∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)ⅆ𝑥ⅆ𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

= (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)
1

0

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)ⅆ𝑠ⅆ𝑡. 

eşitliği sağlanır ve burada 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1]’dir (Latif 2015). 

Teorem 4.2.1. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks ise bu durumda 

|𝐼| ≤
[(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)𝐴(𝑎, 𝑏)𝐴(𝑐, ⅆ)]1−

1
𝑞⁄

2
2
𝑞

 



68 

 

× {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

[𝑏2 − 𝐿(𝑎2, 𝑏2)][ⅆ2 − 𝐿(𝑐2, ⅆ2)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

[𝑏2 − 𝐿(𝑎2, 𝑏2)][𝐿(𝑐2, ⅆ2) − 𝑐2] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

[𝐿(𝑎2, 𝑏2) − 𝑎2][ⅆ2 − 𝐿(𝑐2, ⅆ2)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

[𝐿(𝑎2, 𝑏2) − 𝑎2][𝐿(𝑐2, ⅆ2) − 𝑐2]}

1
𝑞⁄

 

eşitsizliği 𝑞 ≥ 1 için sağlanır (Latif 2015). 

İspat: Lemma 4.2.2 deki integral eşitliği kullanılarak  

 |𝐼| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫|𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)|

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks oluşu ve iki katlı 

integraller için Hölder Eşitsizliği kullanılır, ardından integraller hesaplanarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa; 

|𝐼| ≤
[(𝑏 − 𝑎)(ⅆ − 𝑐)𝐴(𝑎, 𝑏)𝐴(𝑐, ⅆ)]1−

1
𝑞⁄

2
2
𝑞
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× {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

[𝑏2 − 𝐿(𝑎2, 𝑏2)][ⅆ2 − 𝐿(𝑐2, ⅆ2)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

[𝑏2 − 𝐿(𝑎2, 𝑏2)][𝐿(𝑐2, ⅆ2) − 𝑐2] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

[𝐿(𝑎2, 𝑏2) − 𝑎2][ⅆ2 − 𝐿(𝑐2, ⅆ2)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

[𝐿(𝑎2, 𝑏2) − 𝑎2][𝐿(𝑐2, ⅆ2) − 𝑐2]}

1
𝑞⁄

 

bulunur. İspat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.2.2. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks ise bu durumda 

|𝐼| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐) [𝐿 (𝑎
2𝑞

𝑞−1⁄
, 𝑏
2𝑞

𝑞−1⁄
) 𝐿 (𝑐

2𝑞
𝑞−1⁄

, ⅆ
2𝑞

𝑞−1⁄
)]
1−1 𝑞⁄

 

× [𝐴 (|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

)]

1
𝑞⁄

 

eşitsizliği 𝑞 > 1 için sağlanır (Latif 2015). 

İspat: Lemma 4.2.2 deki integral eşitliği kullanılarak  

 |𝐼| 



70 

 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫|𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)|

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks olduğu kullanılır 

ve Hölder integral eşitsizliği uygulanırsa istenen sonuç elde edilir.  

Teorem 3.2.21. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks ise bu durumda 

|𝐼| ≤
[(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)]1−

1
𝑞⁄

2𝑞
2
𝑞⁄

 

× {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

[𝑏2𝑞 − 𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞)][ⅆ2𝑞 − 𝐿(𝑐2𝑞 , ⅆ2𝑞)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

[𝑏2𝑞 − 𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞)][𝐿(𝑐2𝑞, ⅆ2𝑞) − 𝑐2𝑞] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

[𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞) − 𝑎2𝑞][ⅆ2𝑞 − 𝐿(𝑐2𝑞 , ⅆ2𝑞)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

[𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞) − 𝑎2𝑞][𝐿(𝑐2𝑞, ⅆ2𝑞) − 𝑐2𝑞]}

1
𝑞⁄

 

eşitsizliği 𝑞 ≥ 1 için sağlanır (Latif 2015). 

İspat: Lemma 4.2.2’deki integral eşitliği kullanılarak  
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 |𝐼| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫|𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)|

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks olduğu kullanılır 

ve Hölder integral eşitsizliğinin bir versiyonu uygulanırsa istenen sonuç elde edilir.  

Teorem 3.2.21. 𝑓: ∆⊆ (0,∞) × (0,∞) → ℝ fonksiyonu ∆𝑜 üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆  ∆𝑜 olsun ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks ise bu durumda 

|𝐼| ≤
[(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)]1−

1
𝑞⁄

𝑝
2
𝑞⁄

 

× [𝐿 (𝑎
2𝑞−𝑝

𝑞−1⁄
, 𝑏
2𝑞−𝑝

𝑞−1⁄
) 𝐿 (𝑐

2𝑞−𝑝
𝑞−1⁄

, ⅆ
2𝑞−𝑝

𝑞−1⁄
)]
1−1 𝑞⁄

 

× {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

[𝑏𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)][ⅆ𝑝 − 𝐿(𝑐𝑝, ⅆ𝑝)] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

[𝑏𝑝 − 𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝)][𝐿(𝑐𝑝, ⅆ𝑝) − 𝑐𝑝] 

+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

[𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝) − 𝑎𝑝][ⅆ𝑝 − 𝐿(𝑐𝑝, ⅆ𝑝)] 
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+ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

[𝐿(𝑎𝑝, 𝑏𝑝) − 𝑎𝑝][𝐿(𝑐𝑝, ⅆ𝑝) − 𝑐𝑝]}

1
𝑞⁄

 

eşitsizliği 𝑞 > 1 𝑣𝑒 𝑞 > 𝑝 > 1 için sağlanır (Latif 2015). 

İspat: Lemma 4.2.2 deki integral eşitliği kullanılarak  

 |𝐼| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫|𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)|

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. Bir önceki teoremin ispatındaki benzer yolla, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 fonksiyonunun ∆ üzerinde 

koordinatlarda 𝐺𝐴 −konveks olduğu kullanılır ve Hölder integral eşitsizliği uygulanırsa 

istenen sonuç elde edilir.  

4.3. Koordinatlarda Geometrik-Quasi-Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral 

Eşitsizlikler 

Teorem 4.3.1. 𝑓: Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ] ⊆ ℝ+
2 → ℝ fonksiyonu Δ üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
| 

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda 

|𝐼| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)𝐿(𝑎2, 𝑏2)𝐿(𝑐2, ⅆ2)

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|} 

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat: Lemma 4.2.2 deki integral eşitliği kullanılarak  

 |𝐼| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)∫∫|𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠)|

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
| fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks 

olduğu kullanılır ve integraller hesaplanarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

|𝐼| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)𝐿(𝑎2, 𝑏2)𝐿(𝑐2, ⅆ2)

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|} 

bulunur. İspat tamamlanmış olur. 

 Teorem 4.3.2. 𝑓: Δ = [a, b] × [c, d] ⊆ ℝ+
2 → ℝ fonksiyonu Δ üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

 

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda 

|𝐼|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)𝐿
1
𝑝(𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝)𝐿

1
𝑝(𝑐2𝑝, ⅆ2𝑝)

× (𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

})

1
𝑞

 

eşitsizliği 𝑞 > 1 𝑣𝑒 
1

𝑞
+

1

𝑝
= 1 için sağlanır. 
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İspat: Lemma 4.2.2 deki integral eşitliği ve iki katlı integraller için Hölder eşitsizliği 

kullanılarak  

|𝐼| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐) (∫ ∫ (𝑏2𝑡𝑎2(1−𝑡)ⅆ2𝑠𝑐2(1−𝑠))𝑝ⅆ𝑠ⅆ𝑡
1

1

1

1

)

1
𝑝

 

× (∫ ∫ |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏𝑡𝑎1−𝑡, ⅆ𝑠𝑐1−𝑠)|

𝑞

ⅆ𝑠ⅆ𝑡
1

0

1

0

)

1
𝑞

 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

  fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks 

olduğu kullanılır ve integraller hesaplanarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

|𝐼|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)𝐿
1
𝑝(𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝)𝐿

1
𝑝(𝑐2𝑝, ⅆ2𝑝)

× (𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)|

𝑞

, |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

})

1
𝑞

 

bulunur. İspat tamamlanmış olur.  

Teorem 4.3.3. 𝑓: Δ = [a, b] × [c, d] ⊆ ℝ+
2 → ℝ fonksiyonu Δ üzerinde kısmi 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿([𝑎, 𝑏] × [𝑐, ⅆ]) verilsin. Eğer  |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
| 

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda 

|𝐽| ≤
(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑐)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝐿(𝑥, 𝑎) − 𝑥)(𝐿(𝑐, 𝑦) − 𝑦)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|} 
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+
(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑦)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝐿(𝑥, 𝑎) − 𝑥))(𝑦 − 𝐿(𝑦, ⅆ))

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)|} 

+
(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)(𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑐)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝑥 − 𝐿(𝑥, 𝑏))(𝐿(𝑐, 𝑦) − 𝑦)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|} 

+
(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑦)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝑥 − 𝐿(𝑥, 𝑏))(𝑦 − 𝐿(𝑦, ⅆ)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)|} 

eşitsizliği elde edilir.  

İspat: Lemma 4.2.1 de verilen integral eşitliği kullanılarak  

|𝐽| = |𝑓(𝑥, 𝑦) − (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)∫
𝑓(𝑥, 𝑣)

𝑣
ⅆ𝑣

𝑑

𝑐

− (𝑙𝑛ⅆ

− 𝑙𝑛𝑐)∫
𝑓(𝑢, 𝑦)

𝑢
ⅆ𝑢 + ∫∫

𝑓(𝑢, 𝑣)

𝑢𝑣

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

ⅆ𝑣ⅆ𝑢| 

≤
𝑙𝑛2

𝑎

𝑥
𝑙𝑛2

𝑐

𝑦

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑎𝑡𝑥1−𝑡𝑐𝑠𝑦1−𝑠

1

0

1

0
|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥1−𝑡𝑎𝑡, 𝑦1−𝑠𝑐𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡  

+
𝑙𝑛2

𝑎

𝑥
𝑙𝑛2

𝑦

𝑑

(𝑙𝑛𝑏−𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑑−𝑙𝑛𝑐)
∫ ∫ 𝑠(1 − 𝑡)𝑎𝑡𝑥1−𝑡𝑦𝑠ⅆ1−𝑠

1

0

1

0
|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥1−𝑡𝑎𝑡, ⅆ1−𝑠𝑦𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡  
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+
𝑙𝑛2

𝑥
𝑏
𝑙𝑛2

𝑐
𝑦

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫∫𝑡(1 − 𝑠)𝑥𝑡𝑏1−𝑡𝑐𝑠𝑦1−𝑠

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏1−𝑡𝑥𝑡, 𝑦1−𝑠𝑐𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

+
𝑙𝑛2

𝑥
𝑏
𝑙𝑛2

𝑦
ⅆ

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
∫∫𝑡𝑠𝑥𝑡𝑏1−𝑡𝑦𝑠ⅆ1−𝑠

1

0

1

0

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏1−𝑡𝑥𝑡 , ⅆ1−𝑠𝑦𝑠)| ⅆ𝑠ⅆ𝑡 

yazılır. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
| fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks 

olduğu kullanılır ve integraller hesaplanarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

|𝐽| ≤
(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑐)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝐿(𝑥, 𝑎) − 𝑥)(𝐿(𝑐, 𝑦) − 𝑦)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|} 

+
(𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑦)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝐿(𝑥, 𝑎) − 𝑥))(𝑦 − 𝐿(𝑦, ⅆ))

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, ⅆ)|} 

+
(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)(𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑐)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝑥 − 𝐿(𝑥, 𝑏))(𝐿(𝑐, 𝑦) − 𝑦)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑐)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|} 

+
(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑦)

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)(𝑙𝑛ⅆ − 𝑙𝑛𝑐)
[
(𝑥 − 𝐿(𝑥, 𝑏))(𝑦 − 𝐿(𝑦, ⅆ)

4𝑥𝑦
]

× 𝑚𝑎𝑥 {|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑥, ⅆ)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑦)| , |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, ⅆ)|} 

bulunur. İspat tamamlanmış olur. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Çalışmanın ana bölümünü oluşturan dördüncü bölümde, koordinatlarda geometrik 

fonksiyon tanımlanmıştır. Daha sonra bu fonksiyon sınıfı için tanım ve bazı temel analiz 

işlemleri kullanılarak integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Daha sonra iki katlı 

integraller için iki yeni integral eşitliği ispat edilmiştir. Bu integral eşitlikleri ve iki katlı 

integraller için Hölder ve power mean eşitsizlikleri kullanılarak elde edilmiş 

koordinatlarda geometrik konveks ve koordinatlarda geometrik quasi konveks 

fonksiyonlar için çeşitli integral eşitsizlikler verilmiştir. Farklı türden konveks 

fonksiyonlar için çeşitli yeni sınırlar elde edilmiştir.  

Bu tez çalışmasında verilen lemmalara benzer lemmalar kurularak koordinatlarda yeni 

integral eşitsizlikleri elde edilebilir. Ayrıca yeni genelleştirmeler, Hermite-Hadamard 

tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli benzer eşitsizlikler elde edilebilir.  

Konuyla ilgilenen araştırmacılar, dördüncü bölümde verilen ve kullanılan lemmaları 

farklı konveks fonksiyon sınıflarına uygulayabilir ve yeni integral eşitsizlikler elde 

edebilirler.  
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