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Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tezde, koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar icin cesitli integral
esitsizlikler incelenmistir. Calismanin ilk boliimiinde reel sayilarin bir alt aralifinda
tanimli konveks fonksiyon siniflar1 ve bu siniflara iliskin bazi temel 6rnekler ile ilgili
teoremlere yer verilmistir. Ayrica Holder ve Power-mean gibi bazi temel esitsizliklere
deginilen bu boliimde konveks fonksiyon siniflari i¢in tespit edilmis olan hiyerarsiye
dikkat cekilmistir. Ikinci boliimde koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve integral
esitsizlikler lizerine detayli bir inceleme yapilmis ve iki kath integraller icin bazi
integral esitlikleri, bu esitlikler yardimiyla elde edilen esitsizlikler ve farkli tiirden
koordinatlarda konveks fonksiyonlar icin elde edilmis Hermite-Hadamard tipli,
Ostrowski tipli ve Simpson tipli esitsizlikler verilmistir. Ugiincii béliimde ise
koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar igin yeni bazi integral esitsizlikler elde
edilmistir.

Bu tezin amaci koordinatlarda geometrik konveks fonksiyonlar {izerine aragtirma
yapmak ve bu fonksiyon siniflar igin integral esitsizlikler elde etmektir.

2015, 80 sayfa

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar, GA —konveks fonksiyon, Hermite-
Hadamard esitsizligi, Holder esitsizligi, Power-mean esitsizligi.



ABSTRACT
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In this thesis, integral inequalities for geometric convex function on the coordinates was
examined. In the first chapter of the study, convez function classes which defined in a
lower range of real number and theorems about some basic examples of this class was
devoted. Also some basic inequalities like Holder and Power-mean referred to in this
section, the hiyerarchy that was identified for convex function classes was emphasized.
In the second chapter, convex function and integral inequalities on the coordinates was
examined in detail and some integral equalities for double integrals, inequalities which
obtained with the aid of this equalities and types of Hermite-Hadamart, Ostrowski, and
Simpson inequalities which obtained for different types convex function on the
coordinates was given. In the third chapter, new some integrals inequalities for
geometric convex function on the coordinates was obtained.

The aim of this thesis is working on geometric convex function on the coordinates and
obtaining integral inequalities fort his functions’ classes.

2015, 80 pages
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Holder inequality, Power-mean inequality.



TESEKKUR

Yiiksek Lisans tezi olarak sundugum bu ¢alisma Agri Ibrahim Cegen Universitesi Fen

Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde yapilmuistir.

Yiiksek Lisans tez c¢alismamin baslangicindan bu yana, tez konumda caligmami
saglayan, biitiin enerjisi ve engin birikimiyle beni motive eden, ¢aligmalarimda essiz
katkilart bulunan, bana bilimsel ¢alisma ve diislinme yetenegini asilayan saygideger
danisman hocam, Saym Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR ’e; tesekkiir ve siikranlarimi

sunarim.

Yiiksek Lisans tez ¢alismalarim siiresince yanimda olan ve yardimlarini esirgemeyen
Sayin Yrd. Dog. Dr. Alper EKINCIi’ye, Sayin Uzman Dr. Cetin YILDIZ a, Saym Yrd.
Dog. Dr. Mustafa GURBUZ e tesekkiir ederim.

Ogrenim hayatim boyunca sabirla, giivenle ve sevgiyle hep yanimda olan desteklerini

hi¢ eksik etmeyen aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Miicahit KAPLAN
Haziran, 2016



ICINDEKILER

OZET ..ttt i
ABSTRACT <. i
TESEKKUR ..ottt sss ettt sttt ss bbbttt ii
SIMGELER DIZINI.......cooiiiiiiiiiiiis e v
SEKILLER DIZINI.....cocoiiiiiciiiceeccee ettt vii
| R ) 0 21 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER .....ooiiii e 4
2.1, Genel KavramIar ... s 4
2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siiflarinin Hiyerarsisi..........ccoovevvveiiiiiinienieneennens 18
3. MATERYAL ve YONTEM........ccoooiiiiiiiiniiniinsiesissiesi e 23
3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Genel Kavramlar-...................... 23
3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar I¢in Baz1 Integral Esitsizlikleri ............. 31
4. ARASTIRMA BULGULARI ......c.ooooiiiiiiiiiiicee e 59
4.1. Koordinatlarda Geometrik Fonksiyonlarin Carpimina Iliskin integral
R TR 74 V14 (< oSSR 59
4.2. Koordinatlarda Geometrik Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikler..... 66

4.3. Koordinatlarda Geometrik-Quasi-Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral

R TR 74 V14 (< oSSR 72
5. TARTISMA Ve SONUC ..ottt 77
KAYNAKLAR ottt sttt sre et e be e e teesneeebeesneeenreens 78
OZGECMIS .ottt 81



SXm(h,Ap)

| o
otds

2%f

dtos
R,

o

I

K (D)
K (D)
K (b)
K (b)
Kg
Lq[a, b]
L,(d)

o)

S*(b)
SV (h,Ay)
f

L)
max
min

R

c)

1

J(4)
J)
JQC(L)
Jjecw
P(D)

SIMGELER DiZIiNi

A; tzerinde (h, m) —konveks Fonksiyonlar Smifi

f’nin t, s’ye gore kismi tiirevinin Sonsuz Normu

f Fonksiyonunun t ve s’ye Gore Kismi Tiirevi

Pozitif Reel Sayilar Kiimesi

I’'nin Ici

m —konveks Fonksiyonlar Sinifi

m —konveks Fonksiyonlarin Sinifi

(a, m) —konveks Fonksiyonlarin Sinifi

n —konveks Fonksiyonlar Sinifi

Ikinci Anlamda s —konveks Fonksiyonlarin Sinifi

[a, b] Araliginda Integrallenebilen Fonksiyonlarin Kiimesi
A Bolgesi Uzerinde Ikinci Mertebeden Integrallenebilen
Fonksiyonlarin Kiimesi

Starshaped Fonksiyonlar Sinifi

A; tzerinde (h, m) —konkav Fonksiyonlar Sinifi

f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
Log-konveks Fonksiyonlar Sinifi

Maksimum

Minimum

Reel Sayilar Kiimesi

Konveks Fonksiyonlar Sinifi

R’de Bir Aralik

A tizerinde Jensen—konveks Fonksiyonlar Sinifi
Jensen—konveks Fonksiyonlar Sinifi

A tizerinde Jensen— quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi
Jensen—quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi

P —Fonksiyon



Q)
QC(D)
QC()
SV(h, D)
SV (h,A)
SX(h, D
SX(h,A)
w(a)

w (D)
WQC(A)
wQc(D)

Godunova-Levin Fonksiyonu

A {izerinde quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi
Quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi

h —konkav Fonksiyonlarin Sinifi

A iizerinde h —konkav Fonksiyonlar Sinifi

h —konveks Fonksiyonlarin Sinifi

A tizerinde h —konveks Fonksiyonlar Sinifi
Aiizerinde Wright—konveks Fonksiyonlar Sinifi
Wright—konveks Fonksiyonlar Sinifi

A iizerinde Wright—quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi
Wright—quasi—konveks Fonksiyonlar Sinifi

Vi



Sekil 2.1.

Sekil 2.2.

Sekil 2.3.

Sekil 2.4.

Sekil 2.5.

Sekil 2.6.

Sekil 2.7.

Sekil 2.8.

SEKILLER DiZiNi

Aralik tizerinde konveks fonksiyon .........ccocveiiiiiiiiiiii 5
Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon ............ccccoeeveiveiveieennenn, 10
Aralikta quasi —KONVeEKS fONKSIYON ........c.ccoeviiiiiiececcee e 10
Godunova —levin fonksiyonu, P —fonksiyon, Quasi- konveks

fonksiyon, Konveks fonkiyon ve Log —konveks fonksiyn siniflarinin

TISKAST vttt 19
Quasi —konveks fonksiyon, Wright —quasi —konveks fonksiyon ve

Jensen —quasi —konveks fonksiyon siniflarinin iligkisi..........ccccevererincnnnnnns 20
Konveks fonksiyon, Wright —konveks fonksiyon ve Jensen —konveks
fonksiyon siniflarinin 1lSKiST......oooveiviiiiiiiiec 21
Konveks fonksiyon, m —konveks fonksiyon, n —konveks fonksiyon ve
starshaped fonksiyon smiflarinin iligkisi........cccoooiviiiiii 22
fx,y = x2 + y2 ve gx,y = ex + y4 konveks fonksiyonlar ..............ccccocooe.... 25

vii



1. GIRIS

Esitsizlikler matematiksel analiz, miihendislik ve fizik, optimizasyon teorisi, yaklagim
teorisi ve Ozellikle matematigin biitiin dallarinda 6nemli bir yere sahiptir. Bu genis
kullanim alan1 sayesinde bir¢cok aragtirmacinin dikkatini ¢ekmis ve bu alanda c¢alisma
yapmaya tesvik etmistir. Esitsizlik teorisine iligkin ilk calisma Hardy, Littlewood ve
Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan “Inequalities” adli kitaptir. Adi1 gegen eserde
esitsizlikler cok ¢esitli yonleriyle incelenmis ve uygulamalariyla birlikte bu kitapta
derlenmistir. Beckenbach and Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 déneminde
esitsizlikler lizerine elde edilen bazi ilging sonuglari igeren “Inequalities” adli ikinci
kitap yazilmistir. 1970 yilinda ise bu iki eserde bahsedilmeyen bircok yeni esitsizlik ve
konu Mitrinovi¢ tarafindan “Analytic Inequalities” adl1 eserle literatiire kazandirilmistir.
Bu caligmalarin yaninda Mitrinovi¢ et al. (1993) tarafindan yazilan “Classical and New
Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan yazilan “Mathematical
Inequalities” adl1 kitaplar da esitsizlikler konusunda yeni sonugclar igeren ve bu konuda
literatiire katkida bulunan eserler arasinda sayilabilir. Son zamanlarda ise esitsizlikler
konusu daha yogun bir sekilde ¢alisilan bir konu haline gelmis ve bu konu iizerine S.S.
Dragomir, R.P. Agarwal, J. Pecari¢, M.E. Ozdemir, M.Z. Sarikaya ve E. Set gibi birgok

arastirmaci ¢ok sayida makale, kitap ve monografi yayimlamistir.

Tanmmu bir esitsizlik yardimiyla verilen konveks fonksiyonlar esitsizlik teori alaniyla
cok iligkili bir kavram oldugundan bu konuda caligmalar yapilmis ve konveks
fonksiyonlar i¢in farkli tiirden integral esitsizlikleri ispat edilmistir. Bir konveks
fonksiyonun ortalama degerine iliskin smirlar veren ve Hadamard (veya Hermite-
Hadamard) integral esitsizligi olarak bilinen esitsizlik Hermite (1822-1901tarafindan
Ekim 1881’de, Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak gonderilmistir. 1905-1906
yillarinda ise yine Hadamard esitsizligi kadar literatiirde 6nemli bir yer tutan Bu Jensen
esitsizligi Jensen tarafindan ortaya atildi. 1800l yillarin sonuna dogru arastirmacilar
tarafindan calisilmaya baglanan konveks fonksiyonlar icin integral esitsizlikler konusu

giinimiize kadar popiiler bir sekilde tarihsel gelisimini siirdiirmiistiir. Bir¢ok



arastirmacinin lisansiistii tezine konu olan integral esitsizlikler ile ilgili 6ne ¢ikan bazi

tez ¢alismalari su sekilde siralanabilir.

Set (2010), “Baz1 Farkl1 Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in integral Esitsizlikleri” adl
doktora tezi ile E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar ile birlikte farkli tiirden
E —konveks ve E — m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde etmistir. Daha sonra m —konveks, (a, m) —konveks, log —konveks, quasi —
konveks, s —konveks, r —konveks ve h —konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral

esitsizliklerinin yan1 sira bazi genellestirmeler de elde etmistir.

Tung (2010), “Baz1 Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler
Ve Uygulamalar1” adli doktora tezinde konveks ve farkli tip konveks fonksiyon siniflar
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir. Daha sonra elde ettigi

esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar vermistir.

Yildiz (2011), “Quasi Konveks Fonksiyonlar Igin Esitsizlikler Ve Uygulamalarr” adli
yiiksek lisans tezinde quasi—konveks fonksiyonlar i¢in yaptigi genis bir literatiir
taramasinin yanisira, quasi—konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski
ve Simpson tipli esitsizlikler elde etmistir. Daha sonra elde ettigi esitsizlikler i¢in

sonuclar ve bu sonuglara bagli 6zel uygulamalar vermistir.

Alomari (2011), yilinda “Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And
Simpson Type For s —Convex, Quasi—Convex And r —Convex Mappings And
Applications” adli doktora tezinde s —konveks, quasi—konveks ve r —konveks
fonksiyon siniflarini1 kullanarak Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral

esitisizlikleri elde etmis ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar vermistir.

Akdemir (2012), “Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar Igin integral Esitsizlikler” adl
doktora tezinde oncelikle koordinatlarda bazi yeni konveks fonksiyon siniflari
tanimlanmis ve bunlarin birtakim 6zellikleri verilerek bu fonksiyon siniflari i¢in integral

esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra ¢alismada kullanilan bazi yeni lemmalar ve



ispatlar1 verilmis olup bu lemmalar yardimiyla sirasiyla m —konveks fonksiyonlar,
(a,m) —konveks fonksiyonlar, h —konveks fonksiyonlar, P —fonksiyonu ve
quasi—konveks fonksiyonlar i¢in koordinatlarda integral esitsizlikler verilmistir. Son
olarak carpimlara iliskin birka¢ integral esitsizligi elde edilmistir. Sonuglarin
ispatlarinda bazi integral esitlikleri, iki katli integraller i¢in Holder ve Power-mean

esitsizlikleri ve konveks fonksiyon siniflarinin tanimlar1 kullanilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu béliimde tez calismasina temel teskil edecek bazi kavramlarin tanimlar1 verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Konveks kiime): V bir lineer uzay A € V ve x,y € A keyfi olmak {izere

fveViv=ax+ (1 —a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir.

Tamm 2.1.2. (J — konveks Fonksiyon) : I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y €

I igin

f<x;ry> Sf(X)erf(y)

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J -

konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tammm 2.1.3. (Kesin J - konveks Fonksiyon): Her x,y €l ve x # 7y igin

f<x;y) <f(x)J2rf(y)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna | tizerinde kesin ] -konveks fonksiyon denir.
(Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.4. (Wright-konveks Fonksiyon): f:1 € R - R fonksiyonu eger Vx,y +
d€el,x<ywved > 0igin



fG+OH+fM<f)+fy+96)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye Wright konveks fonksiyon denir (Wright 1954).

Tamim 2.1.5. (Konveks Fonksiyon): |, R 'de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olmak

lizere her u,v € I ve A € [0,1] i¢in

fAQu+ A=) <Af(w)+ A -ADf(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al.1992).

| iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(a,f(a)) ve (b, f(b)) noktalarmi igeren | iizerindeki dogru parcasinin f"nin grafiginin

iist kisminda yer almasidir (Bakimiz Sekil 2.1).

f(b)

t f(a)+(14) f(b)

flta+(1-)b) |.

f(a)

a ta+(1-t)b b X

Sekil 2.1. Aralik tizerinde konveks fonksiyon



Tanmm 2.1.6. (m —konveks fonksiyon): f:[0,b] > R ve b > 0 olsun. Vx,y € [0, b],
t €[0,1] vem € [0,1] i¢in

ftx+m(1 - t)y) <tf(x) + m(1 - )f(y)
oluyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1988).

Tammm 2.1.7. ((a,m)-konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b >0 olsun. Vx,y €
[0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? icin

ftx+m(1—-0y) <t*f(x) +m(1 —t*)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna (a,m) —konvekstir denir (Mihesan 1993).
Burada (a,m) € (0,0) segilirse artan, (a, m) € (a, 0) segilirse a —starshaped, (a,m) €
(1,0) segilirse starshaped, (a,m) € (1,m) segilirse m —konveks , (a,m) € (1,1)

secilirse konveks ve (a, m) € (a, 1) segilirse a —konveks fonksiyon siniflari elde edilir.

Tamim 2.1.8. (Godunova-Levin Fonksiyonu): Negatif olmayan f: 1 - R fonksiyonu

x,y €1, € (0,1) olmak tizere,

f()uc+(1—/1)y)S¥+f(—_yzL

sart1 saglantyorsa f"ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) simnifina aittir denir.

Bu tanima denk olarak: f € Q(I) ve x,y,z € I oldugu takdirde,

fOE=NEx-+fWMG -0 -2+ f(2Dz-x)(z-y)=0



esitsizligi saglanir (Godunova-Levin 1985).

Tamm 2.1.9. (P — Fonksiyonu): Negatif olmayan f:I - R fonksiyonu x,y €1 ,
A € (0,1) olmak lizere

fOAx+ (1 =x)y) < f(x) + f(y)

sartin1 sagliyorsa f’ye P — fonksiyonu veya P(I) simifina aittir denir (Dragomir et al.
1995).

Tanimlardan goriildiigii gibi, negatif olmayan tiim monoton ve negatif olmayan tiim
konveks fonksiyonlar Q(I) sinifina aittir. Ayrica Q(I) © P(I) ve P(I) smifindan
fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi-konveks fonksiyonlardan

meydana gelmektedir.

Tamim 2.1.10. (Birinci anlamda s —konveks Fonksiyon): a, >0, a4+ 5 =1 ve

s € (0,1] olmak tizere tiim u, v € R, igin f: R, — R fonksiyonu eger

flau+Bv) < a’f(w) + B°f(v)

sart1 saglaniyorsa f’ye birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
sinifi K ile gosterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.1.11. (ikinci anlamda s —konveks Fonksiyon):): a,4 =0, a+ f =1ve

s € (0,1] olmak tizere tiim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

sart1 saglaniyorsa f’ye ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
sinifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).



Tamm 2.1.12. (h —konveks Fonksiyon): h:J] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Negatif olmayan f:1 — R fonksiyonu x,y € I , a« € (0,1) olmak iizere

flax+ (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 — a)f (¥)

esitsizligini sagliyorsa f’ye h —konveks fonksiyon veya SX(h,I) smifina aittir denir
(\VVarosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirdigi zaman bu f fonksiyonuna h -konkav fonksiyon veya
SV(h,I) smifina aittir denir. Eger h(a)=a alinirsa, negatif olmayan tiim konveks

fonksiyonlar SX(h,I) smifina ve negatif olmayan tiim konkav fonksiyonlar SV (h,I)
siifina aittir; h(a) = % alinirsa, SX(h,I) = Q(I) ; h(a) = 1 alinirsa SX(h,I) 2 P(I)

ve h(a) = a®,s € (0,1) almirsa SX(h,I) 2 K? oldugu agik¢a goriiliir.

Tamm 2.1.13. x, y pozitif sayilarinin . Kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

1
r _ ™o i
M, (x,y; 1) = %x + fl X)yr, r#0 ise
-4, r=0 ise

Xy

olarak tanimlanir.

Tamm 2.1.14. Pozitif f fonksiyonu Vx,y € [a, b] ve A € [0,1] i¢in

fOx+ A =Dy) <M (f(x), f(¥); D)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [a, b] araliginda r -konveks fonksiyon denir
(Gill et al. 1997).



Bu tanimdan 0 -konveks fonksiyonlarin log -konveks fonksiyonlar ve 1 -konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu agikca goriilmektedir.

r —konvekslik tanimi

ffAx+ (1 -2Dy) = Af"(x) + (1 - X)fr(y))%, r#0 ise
IO, r=0 ise

bi¢iminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

Tamm 2.1.15. (Quasi-konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S ¢ R" bos

olmayan bir konveks kiime olsun. Vx,y € S ve A € [0,1] i¢in
fx + (1 - Dy) < max{f(x), f ()}
esitsizligi saglaniyorsa f’ye quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fQx + (1= Dy) <max{f(x),f(y)}

ise f’ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fOx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(y)}

ise f’ye quasi-konkav fonksiyon ve

f@x + (1= 2y) > max{f (), f(y)}

ise f’ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).
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Tamm 2.1.16. f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ye quasi monotoniktir
denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Not: Her konveks fonksiyon ayni1 zamanda quasi-konvekstir. Ama her quasi-konveks

fonksiyon konveks olmayabilir.

Sekil 2.2. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamamu diisiiniildiigiinde bu fonksiyon quasi-konveks degildir.

Sekil 2.3. Aralikta quasi —konveks fonksiyon
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Tamim 2.1.17. (Jensen —Quasi —konveks fonksiyon): f:1 € R — R fonksiyonu eger

Vx,y € I i¢gin

f(552) < max(rco, o))

sartin1 sagliyorsa f’ye Jensen —Quasi —konveks fonksiyon denir (Drogamir and Pearce
1998).

Burada Vx,y € I igin Jensen —quasi —konveks fonksiyonlar sinifi Jensen —konveks

fonksiyonlar smifini igerir.

Tamim 2.1.18. (Wright —Quasi —konveks Fonksiyon): f:1 € R — R fonksiyonu eger
vx,y €l vet € [0,1] i¢in

SL e+ (= 0y) + £(Q - 0x + 13)] < max(F (), F0))

sartin1 sagliyor ise veya denk olarak x;y + 6 €1 , x < yve § > 0 i¢in

1
SUFO) + £+ 8)] < max{f (0, f (v + 8}
oluyorsa f’ye Wright —Quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tanmm 2.1.19. (a —star s -konveks Fonksiyon): t,a € [0,1] olmak lizere Vx,y € I

icin f:1 € R, — R fonksiyonu eger

flx+ A =0)y) <t°f(x0) +{(1 - a} f(¥)

sart1 saglantyorsa f’ye a —star s —konveks fonksiyon denir (Park 2010).
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Tanmim 2.1.20. ((h,m) -konveks fonksiyon): h:J € R — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Negatif olmayan f:[0,b] — R fonksiyonu Vx,y € [0,b] ,m € [0,1],

a € (0,1) olmak iizere
flax +m(1 —a)y) < h(a)f(x) + mh(1—a)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye (h, m) —-konveks fonksiyon denir (Ozdemir et al. 2011a).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye (h, m) -konkav fonksiyon denir. Eger
h(a) = a alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan m -konveks fonksiyonlar sinifi,

m = 1 almirsa h -konveks fonksiyonlar smifi; m =1 ve h(a):é aliirsa, Godunova-

Levin fonksiyonlar sinifi; m = 1 = h(a) alinirsa P -fonksiyonlar sinifi ve m =1 ve

h(a)= a®, s € (0,1) alinirsa ikinci anlamda s ~konveks fonksiyonlar sinifi elde edilir.

Tamm 2.1.21. |, R’de bir aralik f: I = R bir fonksiyon olsun. Eger log f konveks ise
Vx,y €I ve Va € [0,1] i¢in

flax+ (1= a)y) < [FI*[fF ]
esitsizligi saglaniyorsa f’ye log —konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).
Esitsizlik yon degistirirse f’ye log —konkav fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Tamim 2.1.22. (Geometrik Konveks Fonksiyon) f: 1 € R, — R, fonksiyonu verilsin.

Eger f fonksiyonu, Vx,y € I ve Vt € [0,1] igin

ftyt=) < [FOLEF ()] 40
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esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et al.
2012).

Tammm 2.1.23. (s —Geometrik Konveks Fonksiyon) f:1c R, —+ R, fonksiyonu

verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y €1, s € (0,1] ve t € [0,1] i¢in

FltyT™) < [FEITIF ()]

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang

et al. 2012).

s =1 i¢in, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tanum 2.1.24. (Harmonik Konveks Fonksiyon) |= R/{0} bir acik aralik olsun.

f:1 = R bir fonksiyon olmak iizere eger Vx, vy € [ ve t € [0,1] i¢in

f(=2) < tF)+ - Of ()

txt+{1—-tly
esitszilgini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (iscan 2014)

Tanmm 2.1.25. (Ortalama Fonksiyonu) M fonksiyonu M:(0,c0) x (0,c0) — (0, c0)

seklinde verilsin. Eger

(1) M(x,y) = M(3,%)
(2) M(xx)=x

B) x<Mx,y)<y x<y
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(4) M(ax,ay)=aM(x,y), a=0
sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007).
Ornek 2.1.2.

(1) M(x,y) = A(x,y) = Z=Z Aritmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,¥) = ,/xy Geometrik ortalama
(3) M(x,y) = H(x,y) = 1/A(1/x,1/v) Harmonik ortalama
(4) M(x,v) = L(x,v) = ————, x = y icin ve L(x,x) = x Logaritmik ortalama

logx—logy

(5) M(x,y)=1(xy) = G) c_—j.)x'}', x#y ve I(x,x)=x Identrik ortalama

(Anderson et al. 2007).

Tamim 2.1.26. (MN- Konveks (Konkav) fonksiyon) f: I — (0, o0) siirekli fonksiyonu

verilsin. I € (0,) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger ¥x, ye I i¢in
f(M(x, ) < (2IN(F(2).F ()

sarti saglamyor ise f fonksiyonuna MN — konveks(konkav) fonksiyonu denir

(Anderson 2007).

Teorem 2.1.1. IS (0,00) ve f:I—(0,00) siirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

segenekleri i¢in I = (0, b) ,0 < b < o olarak verilsin.

(1) f nin A4 —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.
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(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart legf nin konveks
(konkav) olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart lff nin konveks

(konkav) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f(be™") nin (0,c0)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be™") nin (0,00)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(6) £ nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1 / Fbe?) nin (0,c00)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f [1fx) nin [1,’ B+ )

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf [1,’3,;) nin

(1 fb, oo) Uizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1 /f [1 1) nin
x

(1 / b o)) iizerinde konveks (konkav) olmasidir (Anderson 2007).

Teorem 2.1.2. I = (0,00) ve f:1— (0,c0) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin.

(4)-(9) secenekleri i¢in [ = (0,b) ,0 < b <= o olarak verilsin.

(1) f nin A4 —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart £ () nin artan (azalan)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (x]/ F() nin artan

(azalan) olmasidir.
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(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x) 2 hin artan
f(x)

(azalan) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart x f'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf (xj/ £(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmast i¢in gerek ve yeter sart f (x]/ F(x)? nin

artan (azalan) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x* f'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f' () nin artan
fx)

(azalan) olmasidir.

(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (xj/ F(x)? nin

artan (azalan) olmasidir (Anderson 2007).

Teorem 2.1.3. (Integraller icin Hélder esitsizligi): p>1 ve %+$ =1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tamimli reel fonksiyonlar, |f|? ve|g|? , [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1 1

b b D b
[irgtax<( [ircarax) ( [1gcorax

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al.1993).
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Iki katl1 integraller i¢in Holder esitsizligi soyle ifade edilebilir:

b

BIH
Q=

b
fb () gyl dx dy < |/ f f )P dxdy | I/ j [lgG e dxay |
: \J ? )\ /

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

a

ifade edilir.

Sonug 2.1.1. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] arahiginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

L1

b b b
j F g0l dx < j £ GO dx j FCOllg (o1 dx

Q|

esitsizligi gecerlidir.

Benzer sekilde iki katli integraller icin Power Mean esitsizligi sOyle ifade edilebilir:

f If Gey)g G )| dx dy

(e
Qh—l
Q|

b

/'_\

flf(X yldxdy | ( flf(X NllgCe, 19 dxdy |

Ucgen esitsizligi de reel sayilar i¢in temel olan esitsizliklerden biridir.



18

Teorem 2.1.4. (iicgen esitsizligi): Herhangi x,y reel sayilar1 i¢in
Ix +yl < |x[ +[yl,
|lx| = Iyl| < lx = yl,
|lx] = Iyl| < lx +yl,
ve tiimevarim metoduyla
[y + oo+ x| S ]+ L
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.5. (iicgen esitsizliginin integral versiyonu): f, [a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
[r@ax| < [ircolax (< b

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).
2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarinin Hiyerarsisi

Esitsizlik teorisi ¢aligmalarinda daha genel ve yeni sinirlar bulmak i¢in ¢alisma yapilan
fonksiyon smifi i¢in hipotez sartlarinda kisitlama yapilabilir veya ek bazi 6zellikler
getirilerek sonuglarin kullanim alanlar1 genisletilebilir. Ciinkii fonksiyonlar ayni anda
bircok 6zelligi saglayabilir ya da bazi fonksiyon siniflart birbirleriyle belirli 6zellikler

yoniiyle benzerlik gosterebilir. Yapilan caligmalarda farkli tiirden konveks fonksiyonlar
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icin ispatlanan integral esitsizliklerin, belli 6zel sartlar icin farkli konvekslik siniflari
icinde sagladig1 goriiliir. Dolayistyla buradan konveks fonksiyonlar arasinda 6zellikleri
acisindan bir hiyerarsi oldugu gercegine ulasilir. Ancak bu hiyerarside biitiin konvekslik
siniflarini birlikte ele almak zor oldugundan aralarindaki iligki, tanimlar1 ve 6zellikleri

kullanilarak su sekilde olusturulabilir:

Teorem 2.2.1. I € R olmak {iizere, Log —konveks fonksiyonlar sinifi, konveks

fonksiyonlar smifi, quasi —konveks fonksiyonlar sinifi, p —fonksiyonlar smifi ve
Godunova-Levin fonksiyonlar sinifi sirastyla  L£(I), C(I), QC(I), P(l), Q(I) ile

gosterilirse;

L) cC(() cQC(l) c P(l) c Q()

oldugu gortiliir.

Godunova-Levin fonksiyonu

P —Fonksiyon

Quasi — konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Log —konveks fonksiyon

Sekil 2.4. Godunova —levin fonksiyonu, P —fonksiyon, Quasi- konveks fonksiyon,
Konveks fonkiyon ve Log —konveks fonksiyn siiflarinin iligkisi

Teorem 2.2.2. I € R olmak iizere, Quasi —konveks fonksiyonlar sinifi, Wright —quasi —
konveks fonksiyonlar sinifi ve Jensen —quasi —konveks fonksiyonlar sinifi sirasiyla

QC(I), WQC(I), JQC(I) ile gosterilirse;
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QC(I) € WQC(I) < JQC(I)

oldugu goriiliir (Dragomir an Pearce 1998).

Jensen —quasi -konveks

Wright —quasi -konveks

Quasi -konveks

Sekil 2.5. Quasi —konveks fonksiyon, Wright —quasi —konveks fonksiyon ve Jensen —
quasi —konveks fonksiyon siniflarinin iligkisi

Teorem 2.2.3. I € R olmak iizere, konveks fonksiyonlar sinifi, Wright —konveks
fonksiyonlar smifi ve Jensen —konveks fonksiyonlar sinifi sirasiyla C(1), W(I), J(I) ile
gosterilirse;

c(1) € W(I) < J(1)

oldugu goriiliir (Wright 1954).
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Jensen -konveks

Wright -konveks

Sekil 2.6. Konveks fonksiyon, Wright —konveks fonksiyon ve Jensen —konveks
fonksiyon siniflarin iligkisi

Lemma 2.2.1 Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyonlar sinifina ait ise f fonksiyonu

starshaped fonksiyondur (Toader 1988).

Lemma 2.2.2. Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyon ve 0 <n<m <1 ise f

fonksiyonu n —konveks fonksiyondur (Toader 1988).

Yukaridaki lemmalar yardimiyla; 0 < n < m < 1 olmak iizere, Konveks fonksiyonlar
sinifi, m —konveks fonksiyonlar smifi, n —konveks fonksiyonlar sinifi ve Starshaped

fonksiyonlar sinifi sirastyla K(b) , K,,,(b), K,(b), S*(b) ile gosterilirse;

K(b) c K,,(b) c K,(b) c S*(b)

oldugu goriiliir.
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Starshaped fonksiyonu

n -konveks Fonksiyon

m — konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Sekil 2.7. Konveks fonksiyon, m —konveks fonksiyon, n —konveks fonksiyon ve
starshaped fonksiyon siiflarinin iligkisi

h —konveks fonksiyon tanimindan goriilecegi gibi; eger h(t)=t segilirse negatif olmayan

konveks fonksiyonlar veya esitsizligin ters yonlii olmast durumunda negatif olmayan
konkav fonksiyonlar, h(t) = % secilirse fonksiyon Q(I) sinifindan, eger h(t) = 1 sabit

fonksiyonu olarak segilirse P(I) sinifindan fonksiyon, eger h(t) = t° segilirse burada
s € (0,1) olmak iizere K? sinifina ait konveks bir fonksiyon oldugu aciktir. Bu bilgiler

dogrultusunda h(t) fonksiyonun bazi 6zel degerleri igin;
c(I) c SX(h,I), P(I) c SX(h, D), K? c SX(h,I)

yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu i¢in negatif

olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) sinifinin alt kiimesidir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Genel Kavramlar

Calisma boyunca 4 = [a,b] X [c,d] c R? ve a<b,c<d, ayrca 4; = [0,b] X
[0,d] € R? ve b,d > 0 olarak kabul edilecektir.

Tammm 3.1.1. (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): f:4 - R  fonksiyonu
V(x,y),(z,w) € 4 ve A € [0,1] olmak tlizere eger

fAx+ A -z, ly+ (A —Dw) < Af(x,y) + (1 - D f(z,w)

oluyorsa f’ye A tizerinde konvekstir denir (Dragomir 2001)

Vx € [a, b] ve Vy € [c,d] igin eger

fy:la,b] = R, f,(u) = f(u,y)

ve

ferle,d] = R, fi(v) = f(x,v)

Kismi doniisiimleri konveks ise f: 4 — R fonksiyonu koordinatlarda konvektir.

Lemma 3.1.1. f:4 - R seklinde tanimli her konveks fonksiyon koordinatlar da

konvekstir, fakat tersi genelde dogru degildir (Dragomir 2001).

Ornek 3.1.1. f:[0,1]> > R fonksiyonu f(x,y) = xy seklinde tanmimlansin. Bu
fonksiyon koordinatlarda konveks olmasma ragmen [0,1]*> de konveks degildir
(Dragomir 2001).
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Koordinatlarda konveks fonksiyon tanimina denk bir tanimda asagidaki gibi yapilabilir:

Tamim 3.1.2. (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): f: 4 — R fonksiyonu verilsin.

Eger

fax+ A —-t)y,sv+ A —-—s)w) <tsf(x,u) +s(1—-t)f(y,u)

+(A =) fw) + (1 -1 =s)f(y,w)

esitsizligi Vt,s € [0,1] ve (x,u),(x,w),(y,u),(y,w) € 4 i¢in saglamyorsa f’ye 4
tizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir (Latif and Alomari 2009b).

Lemma 3.1.2. f:4 - R, seklinde tanimlansin. Eger f kismi tiirevlenebilir ise f 'nin
koordinatlarda konveks olmasi igin gerek ve yeter sart
fy: [a:, b] - R' fy(u) = f(u,)’)

Ve

ferle,d] = R, f,(v) = f(x,v)

seklinde tamimli kismi doniisiimler i¢in fi' =0 ve f;' >0 olmasidir (Latif and

Alomari 2009b).

Lemma 3.1.3. f,g:4 — R seklinde tanimhi koordinatlarda konveks iki fonksiyon ve
a = 0 olsun. Bu takdirde f + g ve af koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari
2009D).

Lemma 3.1.4. f, g: 4 - R seklinde taniml1 koordinatlarda konveks iki fonksiyon olsun.
Bu taktirde f g koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari 2009Db).
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Sekil 2.8. f(x,y) = x? + y% ve g(x,y) = e* + y* konveks fonksiyonlar

Tammm 3.1.3. (Koordinatlarda m -Konveks Fonksiyon): f:4; - R fonksiyonu
V(x,y),(z,w) € 4; vem,t € [0,1] igin eger

ftx+ (A —-t)z,ty+m(A —-t)w) <tf(x,y) + m(1 —t)f(z,w)

oluyorsa f ‘ye A, iizerinde m —konvekstir denir (Ozdemir et al. 2010).

Vx € [0,b] ve Vy € [0,d] ig¢in eger

fy:[0,b] = R, f,(w) = f(w,y)

Ve

fel0,d]l =R, fi(v) = f(x,v)

Kismi doniisimleri m —konveks ise f:4; - R fonksiyonu koordinatlarda m -

konvekstir.

Lemma 3.1.5. f:4; — R seklinde tanimli her m —konveks fonksiyon m € [0,1] igin

koordinatlarda m —konvekstir (Ozdemir et al. 2010).
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Tamim 3.1.4. (Koordinatlarda (a,m) —Konveks Fonksiyon): f:4; = R fonksiyonu
v(x,y),(z,w) € 4; ve (a,m) € [0,1]*> ,t€ [0,1] i¢in

ftax+ (A —-t)z,ty+m(A —t)w) < t*f(x,y) + m(1 —t*)f(z,w)

oluyorsa f ‘ye 4, iizerinde (a,m) —konvekstir denir (Ozdemir et al. 2010).

Bu tanimda (a,m) = {(1,m),(1,1)} alinmasi durumunda sirasiyla koordinatlarda m —

konveks fonksiyonlar sinifi ve koordinatlarda konveks fonksiyonlar sinifi elde edilir.

Lemma 3.1.6. f:4; - R seklinde tanimli her (a,m) —konveks fonksiyon (a,m) €
[0,1]? igin koordinatlarda (a,m) —konvekstir (Ozdemir et al. 2010).

Tamim 3.1.5. (Koordinatlarda birinci anlamda s —konveks fonksiyon): f:4 - R

fonksiyonu V(x,y), (z,w) € 4,a*+ B°=1,s € (0,1] ve a,B = 0 igin

flax + Bz,ay + pw) < a°f(x,y) + B°f(z,w)

ise f’ye A tizerinde birinci anlamda s —konvekstir denir (Alomari and Darus 2008b).

Tammm 3.1.6. (Koordinatlarda ikinci anlamda s —Konveks Fonksiyon): f:4 - R
fonksiyonu V(x,y), (z,w) € 4,s € (0,1] ve A € [0,1] i¢in

fAx+ A -Dz,Ay+ (A —-Hw) < Af(x,y) + (1 = Df(z,w)

oluyorsa f’ye A iizerinde ikinci anlamda s —konvekstir denir (Alomari and Darus
20084a).

Lemma 3.1.7. f: 4 - [0, 00) seklinde tanimli her s —konveks fonksiyon koordinatlarda
s —konvekstir (Alomari and Darus 2008a).
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Tamim 3.1.7. (4 iizerinde h —-Konveks Fonksiyon): V(x,y),(z,w) € 4, a € [0,1] ve

pozitif fonksiyon h: ] € R — R olmak iizere negatif olmayan f: A— R fonksiyonu eger

flax+ (1 —-a)z,ay+ (1 —a)w) < h(a)f(x,y) + h(1 —a)f(z,w)
oluyorsa f’ye A iizerinde h —konvekstir denir. A tizerinde h konveks fonksiyonlar sinifi
SX(h,A) ile gosterilir. Esitsizlik ters yonlii oldugu taktirde f’ye A {izerinde h —konkav

fonksiyon denir ve bu fonksiyonlar sinifi SV(h, A) ile gosterilir (Latif and Alomari
2009a).

h —konveks fonksiyonun koordinatlarda tanimi su sekilde yapilabilir:

Tamm 3.1.8. (Koordinatlarda h —konveks Fonksiyon): f:A— R fonksiyonu
verilsin. Vt,s € [0,1] ve (x,u), (x,w), (y,u), (y,w) € A igin

fax+ (A —-t)y,su+ (1 —-s)w) < h()h(s)f(x,u) + h()h(1 —s)f(x,w)

+h(s)h(1 = O f (y,u) + h(1 = A1 = 5)f (v, w)

ise f’'ye A iizerinde koordinatlarda h —konvekstir denir (Latif and Alomari 2009a).

Tammm 3.1.9 (A4iizerinde Quasi —-Konveks Fonksiyon): f:4 - R fonksiyonu
V(x,y),(z,w) € 4, ve A€ [0,1] i¢in

fAx+ (A -z, ly + (1 — D)w) < max{f(x,y), f(z,w)}

oluyorsa f’ye 4 {izerinde quasi —konveks fonksiyon adi verilir. Bu fonksiyonlarin sinifi

QC(4) ile gosterilir (Ozdemir et al.2011b).
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Lemma 3.1.8. f:4 - R bigiminde tanimlanan her Quasi —konveks fonksiyon

koordinatlarda quasi konvekstir (Ozdemir et al. 2011b).

Tamim 3.1.10 (4 iizerinde Jensen —Konveks Fonksiyon): f:4 — R fonksiyonu

v(x,y),(z,w) € 4igin

<x+z y+w><f(x,y)+f(z,w)
2 2 - 2

oluyorsa f fonksiyonuna A iizerinde Jensen —konvekstir denir. Bu fonksiyonlarin sinifi
J(4) ile gosterilir (Ozdemir et al. 2011b).

Tammm 3.1.11 (Aiizerinde Jensen—Quasi -Konveks Fonksiyon): f:4-R
fonksiyonu V(x, y), (z,w) € 4 igin

(x+z y+w

222 < max{f (o), £ (2 w))

oluyorsa f fonksiyonuna Jensen —quasi —konvekstir denir. Bu Fonksiyonlarin sinifi
JQC(4) ile gosterilir (Ozdemir et al. 2011b).

Lemma 3.1.10. f:A— R seklinde tanimlanan her Jensen —quasi —konveks fonksiyon

koordinatlarda Jensen —quasi —konvekstir (Ozdemir et al. 2011b).

Tammm 3.1.12. (Aiizerinde Wright-konveks Fonksiyon): f:4 — R fonksiyonu
V(x,y),(z,w) € Avet,s € [0,1] i¢in

f(A=ta+th,(1—s)c+sd)+ f(ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s)d)
<flac)+f(bd)
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oluyorsa f’ye A iizerinde Wright—konvekstir denir. Bu fonksiyonlarmn sinifi W (A) ile
gosterilir (Ozdemir et al. 2011b).

Lemma 3.1.11. f:A—> R seklinde tanimlanan her Wright—konveks fonksiyon
koordinatlarda Wright—konvekstir (Ozdemir et al. 2011b).

Tanim 3.1.13. (A iizerinde Wright—Quasi—Konveks Fonksiyon) f:A— R
fonksiyonu V(a, c), (b,d) € Avet € [0,1] olmak {izere eger

%[f(tx +(1-tzty+ (A1 -tw)+ f(A—-t)x+tz,(1 —t)y + tw)]

< max{f (x,y), f(z,w)}

ise f’ye A tizerinde Wright—Quasi—konvekstir denir. Bu fonksiyonlarin sinifi WQC (A)
ile gosterilir (Ozdemir et al. 2011b).

Lemma 3.1.12. f: A - R seklinde tanimlanan her Wright—Quasi—konveks fonksiyon
koordinatlarda Wright—Quasi—konvekstir (Ozdemir et al. 2011b).

Tanmm 3.1.14. f: A —» R negatif olmayan fonksiyonu V(x,y), (z,w) € A ve 4 € (0,1)

olmak tizere eger

fAx+ (A -z, Ay+ (1 - D)w) Sf(’;:}’) +/(‘fi\/;;

oluyorsa f’ye A iizerinde Godunova-Levin sinifindan fonksiyon adi verilir (Akdemir
and Ozdemir 2010).

Lemma 3.1.13. f: A —» R seklinde tanimli her Godunova-Levin sinifina ait fonksiyon

koordinatlarda Godunova-Levin sinifina aittir (Akdemir and Ozdemir 2010).
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Tanmm 3.1.15. f: A - R negatif olmayan fonksiyonu V(x,y), (z,w) € A ve A € (0,1)

olmak lizere

fAx+ A -Dz,ly+ (A —-Dw) < flx,y) + f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A iizerinde P —fonksiyon ad1 verilir (Akdemir and Ozdemir

2010).

Lemma 3.1.14. f:A—> R seklinde tanimli her P —fonksiyon koordinatlarda
P —fonksiyondur (Akdemir and Ozdemir 2010).

Tamim 3.1.16. (Koordinatlarda Log —konveks Fonksiyon): f: A - R, fonksiyonu
V(x,y), (u,v) € Avet,s €[0,1]i¢in

f(ax + Bz,ay + pw) < [f (x, M]* [f (z, W)}

oluyorsa f’ye A iizerinde koordinatlarda log —konveks fonksiyon denir (Alomari and
Darus 2009).

Alomari and Darus asagidaki sonucu koordinatlarda log konveks fonksiyonlar i¢in elde

etmislerdir.

Sonug¢ 3.1.1. f: A - R, fonksiyonu koordinatlarda log —konveks fonksiyon olsun. Bu
taktirde;

d

a+b c+d 1
log ( R )S(b—a)(c—d) flogf(x,y)dxdy

Cc

a

< logVf(a,c)f(a,d)f(b,c)f(b,d)




31

esitsizligi saglanir (Alomari and Darus 2009).

Tammm 3.1.19. (Koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks Fonksiyon): R, =
(0, 00) olmak iizere f: A = [a,b] X [c,d] € R%Z — R fonksiyonu V(x,y), (z,w) € A ve
A,t €10,1] i¢in

f(xtz2, y wi ) < max{f (x, ), f (e, w), £(z,9), f (2, w))

esitsizligini sagliyorsa f'ye A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks
fonksiyon denir (Guo et al. 2015).

Onerme 3.1.2. f: A € R — R fonksiyonu artan ve A iizerinde koordinatlarda konveks
ise bu durumda f A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konvekstir. f: A € R —
R fonksiyonu artan ve A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks ise bu

taktirde A iizerinde koordinatlarda Quasi-konvekstir.

3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar icin Baz1 integral Esitsizlikleri

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in asagida verilen teorem Dragomir tarafindan

elde edilmistir.

Teorem 3.2.1. f:A— R fonksiyonu koordinatlarda konveks fonksiyon olsun. Bu
takdirde;

b d
1
S(b_a)(d_c)!cff(x,y)dxdy
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<

b b
1] 1 1
Z mff(x, c)dx +bTaff(x, d)dx

1 : 1 ;
+— [ rendy +— [ rb.ay

flad+flad+fbo)+fbd
- 4

esitsizligi saglanir (Dragomir 2001).

Ispat: f: A — R fonksiyonu koordinatlarda konveks oldugundan Vx € [a, b] igin

gx:lc,d] = R, g,(y) = f(x,y)

dontistimii [c, d] tizerinde konvekstir. Dolayisiyla Hadamard esitsizligi kullanilirsa

da
d 1 x x(d
0e () s 7 [ 0y < ZOTED o)

yazilir. Buradan;

d
f(x,c-lz_d> < dicff(x,y)dy Sf(x,c) ;f(x'd), x € [a,b]

elde edilir. Bu esitsizligin [a, b] lizerinden x’e gore integrali alinirsa;
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b b d
1 c+d 1
b_aff(x,T)de(b_a)(d_c)fff(x,y)dxdy (3.1
1 1 ’ 1 ;
SE mff(x,c)dx+mff(x,d)dx .

bulunur. Benzer bi¢imde Vx € [a, b] icin g,:[a,b] = R, g, (x) = f(x,y) doniisiimii

i¢in;

d b d
dicff(a;b»y)dy a)(d C)jff(x,y)dxdy (3.2)

Cc

%[— [ ranay+— f Fb,y)dy|

bulunur. (1) ve (2) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak Teorem’deki ikinci ve tigiincii

esitsizlik elde edilir. Ayrica Hadamard esitsizligi kullanilarak;

ve

d
<a+b c+d)< 1 <a+b >d
= _d—cff 2 V)

esitsizlikleri yazilir ki, bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanarak Teorem’deki ilk esitsizlik

elde edilir. Son olarak Hadamard esitsizliginden;
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f(a,c) + f(b,c)
2

b
ﬁff(x,c)dx <

b
1 fla,d) + f(b,d)
- aff(x, d)dx < >

f(a,c) + f(a,d)
2

1 d
ﬁff(a,y)dy <

ve

d
1 f(b,c) +f(bd)
ﬁjf(b,ﬁdy < >

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanarak Teorem’deki son

esitsizlik bulunur. Ispat tamamlanmis olur.

Sarikaya 2010 yilinda yaptig1 ¢alismada Teorem 3.2.1 igin farkli bir ispati su sekilde

vermistir.

Ispat: Tanim  24.12 x=tja+(1—t)by=1—-t)a+t;hu=s,c+

1-spd,w=0A-s)c+s;dvet=s= %olarak almirsa;

a+b c+d
(75
< %[f(tla + (1 —=t)b,sic+ (1 —5.)d)
+f((1—t)a+th,s;c+ (1 —s1)d)
+ f(tja+ (1 —t)b,(1 —s;)c
+s;d)+f(tya+ (1 —t1)b, (1 —s1)c + s:d)].
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Bu ifade t;,s;’e gore [0,1] X [0,1] tizerinden integre edilirse ve gereken degisken

degistirmeleri yapildiginda,

b d
(anrb'C;d)S (b—a)l(d—c)!ff(x'y)dXdy

(o

elde edilir ki, birinci esitsizlik ispatlanmis olur. Benzer bigimde Tanim 2.4.12°de
x=a,y=b,u=c,w=d olarak alindiginda ve elde edilen ifade t,s’e gore [0,1] X

[0,1] lizerinden integre edildiginde;

f f f(ta+ (1 —t)b,sc + (1 —s)d)dsdt
0o Jo

1,1
SJ;) .I;[tsf(a,c)+s(1—t)f(b,c)

+t(1—-s)f(a,d)+(1—-t)(1 —s)f(b,d)]dsdt

fla,c) +f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
4

elde edilir. Burada x =ta+ (1 —t)b,y =sc+ (1 —s)d degisken degistirmeleri
t,s € [0,1] icin yapilirsa;

b d
1 f(a,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
(b—a)(d—c) J J f(x,y)dxdy < !

bulunur ki, ikinci esitsizlik ispatlanmis olur.

Benzer yontemler kullanilarak Alomari ve Darus koordinatlarda s —konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri ispatlamislardir.
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Teorem 3.2.2. f:A— [0, ) fonksiyonu koordinatlarda s —konveks fonksiyon olsun.
Bu takdirde;

b d
(a+b C+d)<25‘2 1 f ( c+d>d N 1 f (a+b )d
=)= poa) [\ )t | I Y)Yy
a C

d
[ reyaxay

c

b
- (b—a)(d c)af

< 1
“2(s+1)|b

b b
iaff(x,c)dx+ﬁff(x,d)dx

1 : 1 :
+— [ rendy +— [ rb.ay

f(a c)+f(ad)+f(bc)+f(bd)
(s+1)?

esitsizligi saglanir (Alomari ve Darus 2008a).

Teorem 3.2.3. f:A- [0,00) fonksiyonu koordinatlarda birinci anlamda s —konveks

fonksiyon olsun. Bu takdirde;
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b d
1
= (b—a)(d— C)!!f(x,y)dxdy

< 1
“2(s+1)|b

b b
iaff(x,c)dx+bSTaff(x,d)dx

1 : S ;
+— [ ey + [ rb.ay

f(a c) +sf(a,d) +sf(b,c) +s%f(b,d)
(s +1)2

esitsizligi saglanir (Alomari and Darus 2008b).

Latif ve Alomari 2009 yilindaki ¢alismalarinda koordinatlarda h —konveks fonksiyonlar

icin agagidaki esitsizligi elde etmislerdir.

Teorem 3.2.4. f: A— R fonksiyonu koordinatlarda h —konveks fonksiyon, f € L,(A)
ve h € L,[0,1] olsun. Bu takdirde;

1 (a+b c+d

b d
2 2 ) (b—a)(d c)afff(x'y)dxdy

Cc

1 2
< [f(a,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)] (f h(a)da)
0

esitsizligi gecerlidir (Latif and Alomari 2009a).
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Ozdemir et al. benzer ydntemlerden yararlanarak koordinatlarda m —konveks ve

(a, m) —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.2.5. f: A;— R koordinatlarda m —konveks fonksiyon olsun. Eger m € (0,1]
ile birlikte 0 <a <b <oovel <c<d< o ise bu takdirde

: dxdy < ! i 1 .
w—aXd—@fff“”)xy—zatzrmﬂﬁmﬁ+gg:5mmwwm}

esitsizligi gecerlidir. Burada

v1=ff(x,c)dx+mff<x,%)dx, v2=j)f(x,d)dx+mff(x,%)dx

vy = ]ﬂaw®+mj y)ay, w—jﬂbww+mjf

seklindedir (Ozdemir et al. 2010).

Teorem 3.2.6. f: A;— R koordinatlarda m —konveks fonksiyon olsun. Eger m € (0,1],
0<a<b<ovel<c<d<oilebirlikte f, € L,[0,d], fy € L1[0, b] ise, bu
takdirde
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’ f(xy)+mf 2
—(b—axd—c) ] dydx

C

dxdy

+fff(x,y)+;nf - )

c
esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2010).
Teorem 3.2.7. f:A;— R koordinatlarda (a,m) —konveks fonksiyon olsun. Eger

(;m)€[01]>, 0<a<b<o ve 0<c<d<wo ile birlikte f, € L,[0,d], f, €
L4[0, b] ise, bu takdirde

d
- a)(d =0 f doxdly

Cc

fo(x, y) +me =1 (f (v 2) + 7 (%.7))
26{

ve

1
(b—a)(d—c)”f("'”dxdy

S Nar Do —o MWWl F oy g = o MW wal

esitsizlikleri gegerlidir. Burada
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b b b b
wl=ff(x,c)dx+amff(x,%)dx, w2=ff(x,d)dx+amjf(x,%)dx

ws = ff(a y)dy+amf dy, w4—ff(b y)dy+amjf

seklindedir (Ozdemir et al. 2010).

Teorem 3.2.8. f:A;— R koordinatlarda (a,m)—konveks fonksiyon olsun. Eger
(m)€[01]>, 0<a<b<o ve 0<c<d<oo ile birlikte f, € L,[0,d], f, €
L41[0, b] ise, bu taktirde

b
1
b -—a)d-0 f ff(x‘y)dxdy

b b
S4(a1+ D biaff(x,c)dx+ﬁff(x,d)dx
b b
+bniaajf(x,—)dx+bnia Jf( ) dx
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esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2010).

Koordinatlarda Godunova-Levin  smifindan  fonksiyonlar ve  koordinatlarda
P —fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler Akdemir ve Ozdemir 2010 yilinda yaptiklar:

calismada elde edilmistir.

.Teorem 3.2.9. f:A- R koordinatlarda Godunova-Levin sinifindan bir fonksiyon
olsun. Eger 4 € (0,1) olmak iizere f, € Ly[c,d] Ve f,, € Ly[a, b] ise, bu takdirde;

i[f(a+b c+d)]S%

1fb(c+d)d+ 1 d<a+b )d
16/\"2 "2 p—a) T\ ) tg=) S\

1 b rd
<G=aaol, | ferve

esitsizligi gecerlidir (Akdemir and Ozdemir 2010).

Sonu¢ 3.2.1. Teorem 3.2.13’te f: A= [a, b] X [a, b] = R olarak alinirsa;

<G | b | o y)dy d

esitsizligi elde edilir (Akdemir and Ozdemir 2010).

Sonu¢ 3.2.2. Teorem 3.2.9’da f: A= [a, b] X [a,b] » R ve f(x,y) = f(y,x) olarak

alindiginda;
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%[f(a;b,a;bﬂ s%[biaf:f(x,azﬁ)dxl sﬁfabfabf(x,y)dydx

esitsizligi elde edilir (Akdemir and Ozdemir 2010).

Teorem 3.2.10. f: A— R koordinatlarda P —fonksiyon olsun. Eger 1 € (0,1), f, €
Ly[c,d] ve f, € Ly[a, b] ise, bu takdirde;

b rd
<G=aag), | fernwe

b
< bEaUa [f(x,c) —I—f(x,d)]dx]

2 a
t | [ V@ + sy

esitsizligi gecerlidir (Akdemir and Ozdemir 2010).

Sarikaya et al. 2010 yilinda yaptiklar1 ¢alismada daha 6nceki ¢alismalardan farkli olarak

asagidaki Lemma’y1 elde etmislerdir.

Lemma 3.2.1. f: A= R, fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir doniisiim

olsun E“eraz—f € L(A) ise;
- B8 dtds ’
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) ,d b, b,d 1
feo /e JOOCD s o [ [ reuraady
1| 1 7 1 ¢
|l [ o + e aar + — [y + ro.)lay
(b—a)(d—C)jj(l_ f _ 9dydeds

esitligi gecerlidir (Sarikaya et al. 2010).

Sarikaya et al. koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri bu

esitligi kullanarak elde etmislerdir.

Teorem 3.2.11. f:A- R,fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

2
doniistim olsun. Eger % koordinatlarda konveks ise bu takdirde;

b d
fla,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)

2 +(b—a)(d C)fff(x,y)dxdy—A
<(b—a)(d—c)
- 4 4

esitsizligi gecerlidir ve burada

b

d
1] 1 1
A =5l [1r@ o + reeanax + —— [ 7@y + fbylay

a
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seklindedir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.2.12. f:A— R, fonksiyonu A fizerinde kismi diferensiyellenebilen bir
2
doniisim olsun. Eger, ¢ > 1 ve %+ % = 1 olmak iizere % koordinatlarda konveks

oldugu takdirde;

b d
fla,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
2 +(b—a)(d C)fff(x,y)dxdy—A
2%f | az a
BCRIC ataj; (@.d) + |3 f (b, >+
4(p+ 1)? i

esitsizligi gecerlidir ve burada

a

b
1
- aff(x o) + f(x, d)]dx+d—f[f(a y) + f(b,y)ldy

c

seklindedir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.2.13. f:A- R, fonksiyonuAiizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

dontigiim olsun. Eger, ¢ = 1 olmak iizere a_ koordinatlarda konveks oldugu takdirde;

b d
fla,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d) 1
2 +(b_a)(d_c)fff(x,y)dxdy—A
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1
aZf q aZf q aZf q a
_b-ad ats| @D+ |gms| &)+ ams| (b D)
16 4
esitsizligi gecerlidir ve burada
. d
A=l fvucyfﬂxwdx+——1f<mw+fwymw

c

seklindedir (Sarikaya et al. 2010).

Ozdemir et al. 2011 yilinda yaptiklar1 ¢alismada koordinatlarda Jensen—konveks ve
koordinatlarda Wright—Quasi—konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri elde

etmislerdir.

Teorem 3.2.14. f:A— R koordinatlarda Jensen—konveks fonksiyon olsun. Eger
fx € Li[c,d] ve f, € Ly[a, b] ise, bu takdirde;

b

1
S(b—a)(d—c)fa

d
| rendydx+ Hexy)

esitsizligi gecerlidir ve burada
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1

d r1
HGY) = 30— f f If(ta+ (1 - 0b,y) — f((1 — Oa + th,y)ldedy

1 b 1
+mfafoIf(x,tC+(1—t)d)—f(x,(l—t)c+td)|dtdx

seklindedir (Ozdemir et al. 2011b).

Teorem 3.2.15. f: A— R koordinatlarda Wright—Quasi—konveks fonksiyon olsun.
Eger f, € Ly[c,d] Ve f, € Ly[a, b] ise, bu takdirde;

1 b ~d
(b—a)(d—c)]a fcf(x,y)dydx

1 1 (P 1 (P
max{ jf(x,c)dx,b_aj f(x,d)dx}

S_
2 b—a

1
d—c

d 1 d
+ max{ J f(a,y)dy,ﬁf f(b'}’)dY}l

esitsizligi gegerlidir (Ozdemir et al. 2011b).

Ozdemir et al. 2011 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada asagidaki esitligi elde etmis ve bu
esitlik yardimiyla koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri

ispatlamiglardir.

Lemma 3.2.2. A € [0,1] olmak iizere f: A— R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden

2
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. i—a’; € L,[A] oldugu takdirde;
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(1_-,\)zf(a;rb’c;rd)Hzf(a,c)+f(a,d)::f(b,c)+f(b,d)

+7\(1—7\)[ (a+b’c>+f<a-2|-b )+f( c+d>+f<b’c-;d>]
(- x)—f dy - A)—f C+d>dx

d
A 1
_Elbl f[f(xc)+f(xd)]dx+ f[f(ay)+f(by)] ]

1
+(b—a)(d—c)!!f(x’y)dxdy

b d
1 0*
- o= | [ KeMO) L sy

esitligi gecerlidir ve burada

ve

{x—<a+7\b;a), xe[a,a;b]
K(x)=%
\x—(b—xb;a), xE[a-zl_b,b]

=185, velesy]
M(y)=4
b= (a-2557), ve[ 554

seklindedir (Ozdemir et al. 2011c).
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Teorem 3.2.16.A € [0,1] olmak iizere f:A— R fonksiyonu A {izerinde kismi
2
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger ;x—afy| fonksiyonu A {izerinde

koordinatlarda konveks ise, bu takdirde;

<8 aiéd ~ pe— 4 1)
0%f 0%f 0%f 0% f
dxdy (a, C)| + dxdy (a, d)‘ + dxdy (b, C)‘ + |6x6y (b, d)|

4

esitsizligi saglanir (Ozdemir et al. 2011c).

Teorem 3.2.17. f:A- R fonksiyonu A {izerinde kismi diferensiyellenebilen bir

P

O%f [p- . . . .
2T [p fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ise,

fonksiyon olsun. Eger |axay

1 1 ..
>lve-+-=1 ;
q el i¢cin

I
b—a)(d -
iyl VU RIPSRARTE
4(p + )P
1
azf q aZf q aZf q azf a\ g
; 525 @O + |5 @@ + |5y ®.0)| +|axay(b,d)|\
4

esitsizligi saglanir (Ozdemir et al. 2011c).

Teorem 3.2.18. A€ [0,1] olmak iizere f:A— R fonksiyonu A {izerinde kismi
2

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger ax0y

fonksiyonu A iizerinde

koordinatlarda konveks ise, g > 1 igin;
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(b—a)(d—c)
16

Jl < [2A2 — 2 + 1]2

1
aZf q aZf q azf q 62f a\ g
X /|8xay @, C)| " |axay (a, d)| + |6x6y (b, C)| T |6x8y (b, d)|

4

esitsizligi saglanir (Ozdemir et al. 2011c).

Ozdemir et al. 2011 yilinda asagidaki Lemma’yr olusturarak bu Lemma yardimiyla

koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard-tipi esitsizlikler elde etmislerdir.

Lemma 3.23. f:A- R fonksiyonu A {izerinde kismi diferensiyellenebilen bir

2
fonksiyon olsun. Eger % € L1[A] ise, bu takdirde;

[ (a+b c+d> 1 fd <a+b )d 1 fb ( c+d>d
=) taze) )y ) S\ )

b d
1
+(b_a)(d_c)!!f(x,y)dxdy

_(b-a)d-o)
B 16

Yt 0*f fa+b c+d
X[LLtSataS<t > +(1-2t)a,s > +(1—S)C)dtds

1l 0% f c+d c+d
+]0L(t—l)(s—l)atas(tb+(1—t) s+ (1= 5)

) dtds
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el 0%f r a+b c+d
+f0f0t(s—1) (t—+(1—t)a,sd+(1—s)

atas\© 2 2 )dtds

a+b c+d
2 572

+folfols(t— 1) (;);];

Esitligi saglanir ve burada t, s € [0,1] dir (Ozdemir et al. 2011d).

(tb +(1-1) +(1- s)c) dtds

Teorem 3.2.19. f:A— R fonksiyonu A {izerinde kismi diferensiyellenebilen bir

fonksiyon olsun. |£:—a];| fonksiyonu A tizerinde koordinatlarda konveks oldugu takdirde;

_b-ad-0) |% @0+ |aiczafy (@.d)| + |aiczafy b0+ |aigy (b,d)

144 4

|1

0*f ra+b
+ 4 f( ,c)

+6x6y 2

92 +d 92 +d

(05| * oy (0 2)
dxdy 2

0% f (a+b c+d>
oxay\ 2 ' 2

0% f (a+b,d)‘

dxdy \ 2 dxdy 4 2

esitsizligi saglamr (Ozdemir et al. 2011d).

Teorem 3.2.20. f:A- R fonksiyonu A {iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

14
: g a%f |p—1 . . . .
fonksiyon olsun. Eger |ﬁ|p ! fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ise,

1,1 .
1 —+-=1 :
q> veq+p 161N,



o1

/1
9°f q+‘a
<(b—a)(d—c) 0xdy 0x0
- 2
16(p + 1)P 4
N 0% f (a+b c+d)q
oxoy\ 2 ' 2
1
0%f a+b T |0% ra+b N0 (. ctdy\|" |03 (. ctd\|']
+6x6y(_2 <) +axay( ) +6x6y(a’ ) +6x6y(b ) |

2

esitsizligi saglamir (Ozdemir et al. 2011d).

Teorem 3.2.21. f:A- R fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir
2714
fonksiyon olsun. Eger aax_afy| fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ise, g = 1

i¢in;

Ul

Laal| +|2f Lo, o|

_ (- a)(d —0) l|axay (a, C)| + |55
= 36

dxdy (b, )|

2f a+b c+d
axay 2 7 2
9

92 q 2 q 92 q 2 q
axafy(a;b C)| + %(aZﬂ'dﬂ + axaj;( C-IZ-d)| + G(anfy(b’c-;d)|
9

esitsizligi gecerli olur (Ozdemir et al. 2011d).



Ozdemir et al. 2012 yilinda yaptiklart calismada asagidaki Lemmayr ve verilen

esitsizlikleri ispatlamiglardir.

Lemma 3.24. f:A— R fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

2
fonksiyon olsun. Eger % € L,[A] ise, bu takdirde;

C=f(a;'b,c-|2—d) dlcfdf(a;b y__f c+d N
b d
(b—a)(d B J ! f(x,y)dxdy
b d
(b—a)(d c)jjp(x' )q(y,s)
6t26f5<b Ziz 'Z:ic‘l'fliid)dxdy

esitligi gecerlidir ve burada

, c [ a+ b]
! a, X a, >
p(x,t) =

a+b b]
2 )

t—b, xE€E

ve

E[ c+d
Js c, y c, >
qy,s) =

d+c
Ls—d, ye[ > ,d]
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seklindedir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.22. f:A-— R fonksiyonu A {izerinde kismi diferensiyellenebilen bir

2
fonksiyon olsun. Eger |%| fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ise, bu

takdirde;

< (b—a)(d—c)
= 64

d

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

IC|

0% f
dxdy

0% f
dxdy

0% f
dxdy

92f
axay ‘”D

(a, d)‘ +

(b, C)‘ +

(a, c)’ +

Teorem 3.2.23. f:A- R fonksiyonu A {iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

14
. .| 8% |p1 . . : .
fonksiyon olsun. Eger Fafsrj " fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ise,

1,1 -
1 _1 :
q> veq+p— icin;

IC]

JEN

*f o ol 4123 2% ol 4 |2
_b-—a)d-0 5325 @ 9| + |5y @ D] + gy @9 + |5y
- 4

af\

2
4(p + 1P

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.24. f:A- R fonksiyonu A {iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

214
fonksiyon olsun. Eger |% fonksiyonu A {izerinde koordinatlarda konveks ise, ¢ = 1

i¢in;



54

|C]
1

aZf q aZf q aZf q aZf q E
<(b—a)(d—c)/|m(a'c)| + gy @ 0| + |5y 00| +|5Egy .|
o 16 4

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Ozdemir et al. aym calismalarinda asagidaki Lemmayi ispatlamis ve bu Lemmadan
faydalanarak koordinatlarda s —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri

ispatlamislardir.

Lemma 3.25. a < b,c < d ve t, A € [0,1] olmak iizere f: A= [a, b] X [c,d] € R? -

2
R fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. aat—a]; € L,[A]

oldugu takdirde

_fa,0) +nf(a,d) +r1f(b,c) + i1, f (b, d) T, 1 (4
b= (r, + 1)y + 1) _<r2+1)d—cfcf(b’y)dy

- <r1 i— 1) %Ldf(a' )dy - (r;lz- 1)%]:9]:(% d)dx

b d
_(T1 i_ 1)ﬁfabf(x,c)dx+ (b_a)l(d_c)!ff(x,wdxdy

Cc

_(b—a)d—c)
GCEIGE)
X fo j;) (n+Dt-D((r,+DHA-1) aatafa (th+ (1 —1t)a,sd

+(1- s)c)dtdsl
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esitligi 74,7, € [0,1] icin gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.25. f:A— [0,00) fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

2
fonksiyon olsun. Eger :t—a’;| fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda s —konveks ise, bu
takdirde;
(b—a)(d —c)

D= (ri + Dy + D(s+ 1)2(s + 2)?

X <MN

esitsizligi gecerli olur ve burada

0% f
0 tol

0%f
0 tol

df
0 toA

0 told

(a, c)‘ + LN

(a, d)‘ + KM

(b,c)‘ + KL

t00]

1 s+2
1

1 S+2
N=<s+1+2(r2+1)<r+1) —r2>
2

L= <r2(s +1)+2 <T2 i 1>S+1 — 1)

K = (rl(s +1)+2 (n i 1)S+1 - 1)

seklindedir (Ozdemir et al. 2012a).
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Teorem 3.2.26. f:A— [0,00) fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda

fonksiyon olsun. p > 1 olmak {lizere 5 a/1|

s —konveks oldugu takdirde;

b —a)d - c) (1 + rlpTTl) (1 + rszTl>
p+1 p+1
M+t P (rp+1)P (P+1)p

|ID| <

[uny

q

|a o7 (@ o]
(s+1)?

esitsizligi r;, 7, € [0,1],s € (0,1] ve q = ﬁ icin gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.27. f:A— [0, ) fonksiyonu A iizerinde kismi diferensiyellenebilen bir

fonksiyon olsun. Eger p > 1 olmak tizere | | fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda

d toA
s —konveks ise, bu takdirde;

(b—a)(d—-c) ((1+7r,>)A+12)
Dl < (n+Dr+1) (4(r1 + D)(ry + 1))

q
+L1v|ata/1(a d)| +KM|ataA(b )| +1<L|am(b,d)|
(s+1)%(s +2)2

MN|a tal(a c)

esitsizligi ry, 7, € [0,1] ve s € (0,1] icin gegerlidir (Ozdemir et al. 2012a).
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Ozdemir et al. 2012 yilindaki ¢alismalarinda koordinatlarda konveks fonksiyonlarin

carpimlarina iligkin asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.2.28. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:A— R fonksiyonlart verilsin.
Eger f negatif olmayan A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve g fonksiyonu

s = 51+52 Ve s;,5, € (0,1] olmak iizere koordinatlarda ikinci anlamda s —konveks

fonk3|yon ise, bu takdirde;

d
f G, ) g y)dyds

(b—a)(d C)J;l
%(p +1?3)L(a,b,c,d) + = (pq +rt)M(a,b,c,d)

+ 7 (q2 +t?)N(a, b,c,d)

esitsizligi gecerli olur ve burada
L(a,b,c,d) = f(a,c)g(a,c) + f(b,c)g(b,c) + f(a,d)g(a,d) + f(b,d)g(b,d),

M(a,b,c,d) = f(a,c)g(a,d) + f(a,d)g(a,c) + f(b,c)g(b,d) + f(b,d)g(b,c)
+f(b,c)g(a,c) + f(b,d)g(a,d) + f(a,c)g(b,c) + fa,d)g(b,d),

N(a,b,c,d) = f(b,c)g(a,d) + f(b,d)g(a,c) + f(a,c)g(b,d) + f(a,d)g(b,c)
ve

1 1 1 1
) = ) = —’ t =
1=, + D +2) | (51 +2) (51 + D(s; +2)

seklindedir (Ozdemir et al. 2012b).
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Teorem 3.2.29. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:A— R fonksiyonlar1 verilsin.

Eger f negatif olmayan A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve g fonksiyonu

s = 51252 ve sq,5; € (0,1] olmak iizere koordinatlarda ikinci anlamda s —konveks

fonksiyon ise, bu takdirde;

231+52f(a;—b,c-|2—d)g(a+2-b,c-Iz—d)
=% _a)l(d_c) f: fcdf(x,y)g(x.y)dydx

1

+5 (q? + t? + 2pt + 2qr)L(a, b, c,d)
1

+ 3 (pq + rt + 2qt + 2rp)M(a,b,c,d)
1

+5 (p? + 1%+ 2pt + 2rq)N(a, b, c,d)

esitsizligi gegerli olur ve burada L(a,b,c,d),M(a,b,c,d),N(a,b,c,d),p,q,rvet
Teorem 3.2.28’teki gibi tanimlanmistir (Ozdemir et al. 2012b).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Koordinatlarda Geometrik Fonksiyonlarin Carpimna iliskin Integral

Esitsizlikler

Tamim 4.1.1. (Koordinatlarda GA—konveks Fonksiyon): f: A € (0,) X (0,0) - R
fonksiyonu V(x,y), (z,w) € Ave A € [0,1] igin

f(xtzt =, y w1 < AF (x,y) + (1 = Df (z,w)

esitsizligini sagliyorsa f 'ye A tizerinde GA—konveks fonksiyon denir.

Bu tanima denk olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tanmim 4.1.2. (Koordinatlarda GA-konveks Fonksiyon): Vx € [a, b] ve Vy € [c,d]
i¢in fy: [a,b] € (0,00) - R, fy(u) =fwy)ve fiile,d]<(0,0) >R, f,(v) =
f(x,v) kismi doniisimleri GA—konveks ise f: A € (0,) X (0,00) = R fonksiyonuna

A tizerinde koordinatlarda GA—konveks fonksiyon denir.

Onerme 4.1.1. Eger f: A € (0, ) x (0,0) — R fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda
GA—konveks fonksiyon ise bu taktirde V(t,s) € [0,1] X [0,1] ve x,z € [a,b], y,w €
[c,d] igin

f(xtzl—t,yswl—S)

<tsfx,y) +t(1—s)fCe,w) +s(1-)f(z,y) + (1 -t)(1 = 5)f(z,w)

esitsizligi saglanir.
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Teorem 4.1.1. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:R — R* fonksiyonlar1 verilsin.

Eger f ve g fonksiyonlar1 A {izerinde GG —konveks fonksiyonlar ise bu durumda;

1 d b fxy)gxy)
(Inb—Ina)(Ind—Inc) fc fa T dxdy = L(f(b' d)g(b' d), f(a' C)g(a' C))

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 A iizerinde GG —konveks fonksiyonlar ve t e [0,1] olmak

uzere
t 1-t
f(ath*t, ctd*=) < (f(a,0) (f(b,d))

g(a'b't,ctd"t) < (g(a,0)) (g(b,d))

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica f ve g pozitif degerli fonksiyonlar olduklarindan

esitsizlikler taraf tarafa carpilir ve [0,1]? bolgesi iizerinden t’ye gore integrali alinirsa

1 r1
f f f(atbl‘t, Ctdl—t) g(atbl‘t, Ctdl—t)dtdt
0 Yo

< [ [ 1r@ogt@ e 1o, dgb, -t
0 0

x =a'bt ve y = ctd't degisken degistirmeleri yapilirsa

1 d b f(xy)g(xy)
(lnb—lna)(lnd—lnc) fC fa xy dxdy S L(f(bl d)g(bl d)l f(al C)g(al C))

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.2. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:R — R* fonksiyonlar1 verilsin.

Eger f ve g fonksiyonlar1 A {izerinde GG —konveks fonksiyonlar ise bu durumda;

d b f(er)g(a?b'ﬂ)

o e Ja > dxdy < L(g(a,0)f (b,d), f (a,)g(b,d)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 A iizerinde GG —konveks fonksiyonlar ve t € [0,1] olmak

uzere
t 1-t
flatb*t, ctdr < (f(a,0) (f(b,d))

g(al~tbt,cttdt) < (g(a,0))" (g(b,d))"

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica f ve g pozitif degerli fonksiyonlar olduklarindan

esitsizlikler taraf tarafa carpilir ve [0,1]? bolgesi iizerinden t’ye gore integrali alinirsa

101
f f f(atbl‘t, Ctdl—t) g(al‘tbt, Cl—tdt)dtdt
0 Jo
1,1
<[ [ 1r@og.d) (£t dgta o tdede
0 Jo
x =atb™t ve y = ctd!~t degisken degistirmeleri yapilirsa

1 d b f(x,J’)g(a?b,%)
(Inb—-Ina)(Ind—Inc) fc fa

dxdy < L(g(a,c)f(b,d),f(a,c)g(b,d))

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.3. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:R — R* fonksiyonlar1 verilsin.

Eger f ve g fonksiyonlar1 A {izerinde GA —konveks fonksiyonlar ise bu durumda;

! g y)
(Inb — Ina)(Ind — lnc)fc fa de dy
< f(a,c)g(a,c)+ f(b,d)g(b,d) N F(a,c)g(b,d) + (b, d)g(a,c)
< . 6

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 A iizerinde GG —konveks fonksiyonlar ve t e [0,1] olmak

uzere
fatbr=t,ctd" < tf(a,c) + 1 —t)f(b,d)
gath*=t, ctd™) < tg(a,c) + (1 — t)g(b,d)

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica f ve g pozitif degerli fonksiyonlar olduklarindan

esitsizlikler taraf tarafa carpilir ve [0,1]? bolgesi iizerinden t’ye gore integrali alinirsa

1 1
f ff(atbl_t,Ctdl_t)g(atbl_t,ctdl_t)dtdt
0 0
— 2 ] ) d d 1 - '] b,d d d
<j0 jotf(ac)g(ac) ¢ t+j0j0t( 0f (a,¢) g (b, d)dtdt
1-— b,d ,c)dtd
+f0 fot( £) £ (b, d)g(a, c)dt dt

+L J;)(l—t) f(b,d)g(b,d)dt

x =atb™t ve y = ctd!~t degisken degistirmeleri yapilirsa
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! P gl y)
(Inb — Ina)(Ind — lnc)fc fa de dy
_flaaglac) +fbdgbd) N Fa,c)g(b,d) + (b, d)g(a,c)
< 5 6

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g: R - R* fonksiyonlar1 verilsin.
Eger f fonksiyonu A iizerinde GG —konveks ve g fonksiyonu A {izerinde GA —konveks

fonksiyon ise bu durumda;

1 b
b—a f f)g)dx < L(f(b)g(b), f(a)g(a))

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 ve t € [0,1] icin
1-t
flath=t, ctdi=t) < (f(a,0)) (f(b,d))
g(atbrt, ctd™") < tg(a,c) + (1 — t)g(b,d)

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica f ve g pozitif degerli fonksiyonlar olduklarindan

esitsizlikler taraf tarafa carpilir ve [0,1]? bdlgesi iizerinden t’ye gore integrali alinirsa

1 r1
f f f(atbl‘t, Ctdl—t) g(atbl‘t, Ctdl—t)dtdt
0 Yo

< J J ((f(a,c))t(f(b,d))l_t)(tg(a,c)+(1—t)g(b,d))dtdt
0 Y0

x = a'bl™t ve y = ctd*"t degisken degistirmeleri yapilirsa
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! Py y)
(Inb — Ina)(Ind — Inc) ,[; fa de dy

_fb,dg(a0) (f(a, 0, f@o) _flac) 1)
(i f(a,c))z fo.d) " fbd) fb,d
76, Q)

S Dgb,d) (f(a, ) _ [0 1)
(lnf(a,c)>2 fb,d) (b, d)
f(b,d)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.15. f € L,(A) olmak iizere f:R — R* fonksiyonu verilsin. Eger f

fonksiyonu A iizerinde GG —konveks fonksiyon ise bu durumda;

1 TP fy)
(Inb — Ina)(Ind — lnc)j; L xy dxdy < L(f(b,d), f(a,0))

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: f fonksiyonu A iizerinde GG —konveks fonksiyon ve t e [0,1] olmak iizere

Flath'~t ctdi=t) < (f(a, c))t(f(b, d))l_t

yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafimin [0,1]? bélgesi iizerinden t’ye gore integrali

alinirsa

fo 1 jo 1f (atb~t, ctd ) dtdt < fo 1 fo 1(f(a, ) (F(b, d))l‘tdtdt
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x =a'bt ve y = ctdt degisken degistirmeleri yapilirsa

1 TPy
(Inb — Ina)(Ind — lnc)_l; L xy dxdy < L(f(b,d), f(a,c))

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.6. f € L,(A) olmak iizere f:R — R* fonksiyonu verilsin. Eger f

fonksiyonu koordinatlarda GA —konveks fonksiyon ise bu durumda;

1 P y) fla,c)+f(a,d)+f(b,c)+ f(bd)
(inb — Ina)(Ind — Inc) j; f xy L= 4

a
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f fonksiyonu koordinatlarda GA —konveks fonksiyon ve t, s € [0,1] olmak iizere
f(atbl"t, Csdl—s) <

tsf(a,c) +t(1—s)f(a,d)+ (1 —-t)sf(b,c) + (1 —-t)(1 —s)f(b,d)

yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1]? bolgesi iizerinden t ve s’ye gore integrali

alinirsa

1 1
J J f(atbt™t, c5d1=5) dtds
o Jo
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< f(a,c) flfltsdtds + f(a,d) flflt(l — s)dtds + f(b, c)fljls(l — t)dtds
0 Jo 0 Jo 0 Jo

+f(b,d) flfl(l —t)(1 —s)dtds

x =a'bt ve y = ctdt degisken degistirmeleri yapilirsa

1 bf(xy) f(a,c)+f(a,d)+f(b,c)+f(b,d)
(iInb-Ina)(Ind—Inc) ¢ f f dx dy S 4

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

4.2. Koordinatlarda Geometrik Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Lemma 4.21. f:Ac (0,00) X% (0,0) > R fonksiyonu A° {izerinde kismi

aZ
fE
dtds

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b] X [c,d] € A° olsun. Eger

L([a, b] X [c,d]) ise, bu takdirde V(u, v) € A° i¢in;

fGoy) = (nb — Ina) [ T2 dv — (ind — inc) [} 72 aqu + [ [ 742 quau

_ _ t1tslsf1tt 1-5.s
(lnb lna)(lnd lnc)f f (1 t)(l S)a x atds ( a.y )det

11

In? bln 2£ Zf
— tpl-tosy1-s 1-t,t ,,1-s.s
~ (Inb - lna)(lnd lnc)f f t(1 = $)x"b " e’y T oo (b7 x5, y ) dsdt

5 C
In? bln =
(lnb lna)(lnd

11
92
f
_ tltsls 1-t,t ,,1-5.5
lnc)fft(l s)xtb*~tcsy atas(b xt, y'7Sc%)dsdt
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ln_ln t1tslsf1tt 1-s,,S
+(lnb lna)(lnd Inc )fftsx b d 9tds (b*txt, d'SyS)dsdt

esitligi saglanir ve burada t, s € [0,1]dir.

Lemma 4.22. f:AC (0,00) % (0,00) - R fonksiyonu A° {izerinde kismi

2

L e

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b] X [c,d] S A° olsun. Eger 505

L([a, b] X [c,d]) ise, bu takdirde;

d
I =acf(a,c) —adf(a,d) — bcf(b,c) + bdf(b,d) — bf f(b,y)dy

+ajcdf(a y)dy — dj f(x, d)dx+cj f(x, c)dx+ffdf(x y)dxdy

af
otd

= (Inb — Ina)(Ind — lnc)jjb” 2(1-t) g2s -2(1-s)

esitligi saglanir ve burada t, s € [0,1]’dir (Latif 2015).

Teorem 4.21. f:AC (0,0) % (0,0) - R fonksiyonu A° iizerinde kismi

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [a,b] X [c,d] S A° olsun ve :—aeL([ ,b] X

214
[c,d]) verilsin. Eger %| koordinatlarda GA —konveks ise bu durumda

[(b— a)(d — ¢)A(a, b)A(c, d)]*7a
2

1l <
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q

2
o°f [b? — L(a? b?)][d?* — L(c?, d?)]

dsot

d

(b,d)

q

i [b? — L(a?, bD)][L(c? d?) — ¢?]

* (350c &

q

2
o7 [L(a?, b?) — a?][d? — L(c?, d?)]

Oat

(a,d)

a°f
‘m(a C)

/q
[L(a? b?) — a®][L(c? d?*) — 62]}

esitsizligi ¢ = 1 igin saglanir (Latif 2015).
Ispat: Lemma 4.2.2 deki integral esitligi kullanilarak

1]

< (Inb — Ina)(Ind — Inc) j j |p?ta?(1=8q2sc2(1=9)| ataf (bta'~t,dSc'™5)| dsdt

2714
yazilir. |%| fonksiyonunun A tizerinde koordinatlarda GA —konveks olusu ve iki katli

integraller i¢in Holder Esitsizligi kullanilir, ardindan integraller hesaplanarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

[(b— a)(d — ¢)A(a, b)A(c, d)]*~ 7
2
24

1] <
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62f b d a b2 — L(a? b)Od? — L(c?, d?
X{asat(' )| [b* = L(a%, b5)][d* — L(c*,d*)]
f q
+ |555; (00| [67 = L(@® bH]IL(c?, d?) = ¢?]
aZf (a,d) q [L(a? b?) — a®][d* — L(c? d?)]
5sat ’ ,
0%f /q
_— 2 K2\ _ A2 2 g2y _ 2
‘a 3¢ (@) L@ 5 - IR, ) c]}

bulunur. Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.2. f:AC (0,00) X (0,0) = R fonksiyonu A° iizerinde kismi

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [a,b] X [c,d] S A° olsun ve :—ae L([a, b] X

2714
[c,d]) verilsin. Eger |% koordinatlarda GA —konveks ise bu durumda

1] < (Inb — Ina)(ind — Inc) [L (azq/q_1, bzq/q_1> . (Czq/Q—1, J /q_1>]1-1/q

(o )

esitsizligi ¢ > 1 i¢in saglanir (Latif 2015).

Zf Zf
' |azas @O

0%f
"|0tds atos @ d)

2f
) %( 'C)

*14\ [3tas

Ispat: Lemma 4.2.2 deki integral esitligi kullanilarak

|1
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1
< (Inb — Ina)(Ind — Inc) f f |p2ta?(-0)q2sc2(1-9))| ataf (btal=t,dsc1=5)| dsdt
0

yazilir. | | fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda GA —konveks oldugu kullanilir

ve Holder integral esitsizligi uygulanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.21. f:Ac (0,0) X (0,00) - R fonksiyonu A° iizerinde kismi

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [a,b] X [c,d] S A° olsun ve ;—afe L([a, b] X

2014
[c, d]) verilsin. Eger %| koordinatlarda GA —konveks ise bu durumda

[(Inb — Ina)(Ind — Inc)]*~/a
2/
2q 1

1l <

97 (b, d) ' [b29 — L(a?9,b27)][d?9 — L(c?9,d?9)]
dsot =’ ’ '
ﬂ(b c) [qu — L(a?9,b?*)][L(c*1,d*?) — c*9]
dsdt ’ ’

Zf q
2q B2 2q1[ 72 2q 2
+ o (@d)| [L(a,b20) = a21][d? — L(c¥, d*)]
a%f a
2q p2 2 2q 2 2
‘m“‘ O L@, b20) = P[L(e*, d21) — ¢ q]}

esitsizligi ¢ = 1 igin saglanir (Latif 2015).

Ispat: Lemma 4.2.2°deki integral esitligi kullanlarak
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1]

< (Inb — Ina)(Ind — Inc) f f |p2ta?(-tq2sc20- S>| f (bf 1=t dsc1=s)| dsdt

2714
yazilir. |%| fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda GA —konveks oldugu kullanilir

ve Holder integral esitsizliginin bir versiyonu uygulanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.21. f:Ac (0,0) X (0,00) - R fonksiyonu A° iizerinde kismi

diferensiyellenebilen bir fonksiyon, [a,b] X [c,d] S A° olsun ve ;—afe L([a, b] X

2014
[c, d]) verilsin. Eger %| koordinatlarda GA —konveks ise bu durumda

[(Inb — Ina)(Ind — Inc)]*~/a

1] <
p’la

y [L (azq—p/q_l’ qu—p/q_1> ! (Czq—p/q_1’ d2q_p/q_1)]1_1/q

9% f 1
X { Fyen (b,d)| [bP — L(aP,bP)][dP — L(cP,dP)]
ﬂ (b,c) [bp — L(a?, bP)][L(cP,dP) — cP]
a ot ’ ’
Zf q
6 m ——(a,d)| [L(aP,bP) —aP][dP — L(cP,dP)]
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o2f
‘m“‘ )

/q
[L(aP?,bP) — aP][L(c?,dP) — Cp]}

esitsizligi ¢ > 1 ve ¢ > p > 1 igin saglanir (Latif 2015).

Ispat: Lemma 4.2.2 deki integral esitligi kullanilarak

1]

f
atds

1
< (Inb — Ina)(Ind — Inc) f f |p2a?(1-0q2sc21=9)| |—— (btal~t,dSc'~5)| dsdt
0

. . r . . a2r |4 . .
yazilir. Bir dnceki teoremin ispatindaki benzer yolla, |Fa]; fonksiyonunun A iizerinde

koordinatlarda GA —konveks oldugu kullanilir ve Holder integral esitsizligi uygulanirsa

istenen sonug elde edilir.

4.3. Koordinatlarda Geometrik-Quasi-Konveks Fonksiyonlar Icin Integral

Esitsizlikler

Teorem 4.3.1. f:A=[ab]Xx[c,d] SR:—> R fonksiyonu A iizerinde kismi
32

atos

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve ;—ae L([a,b] X [c,d]) verilsin. Eger

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda

|I| < (Inb — Ina)(Ind — Inc)L(a?, bz)L(c2 d?)

(b o,

(a c)

X THIIX‘{

}

"|otos ata "|0tas

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 4.2.2 deki integral esitligi kullanilarak

1]

f

< (Inb — Ina)(Ind — Inc) f f |p2ta?(-t)q2sc201- S>| S (bfal ™, d°c?™9) | dsdt

yazilir. | | fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks

oldugu kullanilir ve integraller hesaplanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1| < (Inb — Ina)(Ind — Inc)L(a? b*)L(c? d?)

0% f 0% f
dtds datds

% f

o°f
ﬁ(a )‘

otds

——==(a,0)

X max {

).

0]

}

bulunur. Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.2. f:A=][ab]Xx[c,d] €R2 >R fonksiyonu A iizerinde kismi
aZ q

datos

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 2L € L([a, b] x [c,d]) verilsin. Eger

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda

1]

1 1
< (Inb — Ina)(Ind — Inc)LP(a®?,b?P)LP(c?P,d?P)
X (max{

esitsizligi g > 1 ve i + % = 1 i¢in saglanir.

1
0% f )¢
"|0tds })

92f
"|0tos

62f
"|0tds

of

q
atds (a,d)

q
(b, c)

q
(b, d)‘
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Ispat: Lemma 4.2.2 deki integral esitligi ve iki katli integraller i¢in Holder esitsizligi

kullanilarak

1

1 ,1 )
|I| < (Inb — Ina)(Ind — Inc) < f f (beaZO—f)dZScZ(l—S))pdsdt>
1 71

1
q q
dsdt>

([

021 14 . r . . . :
yazilir. Tafs| fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks

ata (bt 1- tds 1- S)

oldugu kullanilir ve integraller hesaplanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1]

1 1
< (Inb — Ina)(Ind — Inc)LP (a??, b?P)LP (c?P,d?P)
X <max{

bulunur. Ispat tamamlanmus olur.

1
aZf Zf AN\ q
'[acas (@9 })

92 f
' (3eas @ d)

92 f
(3295 29

dtds (b,d)

Teorem 4.3.3. f:A=][ab]X[c,d]SR%2 >R fonksiyonu A iizerinde kismi

2

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve a—e L([a,b] X [c,d]) verilsin. Eger PP

dtos

koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks fonksiyon ise bu durumda

(Inx — Ina)(Iny — Inc) [(L(x,a) — x)(L(c,y) — y)
/I = (Inb — Ina)(Ind — Inc) 4xy l

wmax{[ 2L e | |2 0],
MaX 505 Y| |otas ata ata
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(Inx — Ina)(Ind — Iny) [(L(x,a) — x))(y — L(y, d))l

(Inb — Ina)(Ind — Inc) 4xy
i o*f
Xmax{atas(x'y)"%( )‘ atas @ y)‘ atas @ d)‘}

(Inb — Inx)(Iny — Inc)
(Inb — Ina)(Ind — Inc)

(x - L(x) b))(L(CJ’) - y)
4xy

Xm“x{ata '|3tas o), 9tds o y)‘ a5 C)}
(Inb — Inx)(Ind — Iny) |(x — L(x, b))(y L(y,d)
(Inb — Ina)(Ind — Ilnc) I
xmax{ata ata )‘ atas > y)‘ atas d)‘}

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.2.1 de verilen integral esitligi kullanilarak

d
f@v) b nd
v

Ul = |f e y) — (nb — tna) j

) b d
— Inc) f fﬁ: 2 du + f f f(Z;]v) dvdu

In? ln

= — t 1- t S~,1—S
(lnb Ina)(Ind- lnc)f f 1-)(A—s)a‘'x"""c’y

0%f c 1-t, t . 1-s,.5
ﬁ(x at,y'=5c®)| dsdt

24, 2Y
n xln a

+ (inb—Ina)(Ind—Inc)

fol fols(l—t)atxl_tysdl_s f (xl tat, d1=s 5)

dtos

dsdt
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5 C
In? Eln =

2
t t s f
T b - lna)(lnd Inc) f f t(1 = s)x'b ety

otos

( 1 txt yl S 5) dsdt

o*f
atds

(b1 t,t dl N s) dsdt

ln _ln tl-— t SAl1-s
+(lnb lna)(lnd Inc )fftsx b d

92 : . : : :
yazilir. W{J fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda Geometrik-Quasi-konveks

oldugu kullanilir ve integraller hesaplanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(Inx — Ina)(Iny — Inc)

| | (L(x,a)—x)(L(c,y)—y)
JI= (Inb — Ina)(Ind — Inc) 4xy
Xmax{ atas )‘ atas( y)| atds C)‘}

(Inx — Ina)(Ind — Iny) [(L(x,a) — x))(y — L(y,d))
(Inb — Ina)(Ind — Inc) 4xy l

% max{ dtds ata )‘ otds ata }
(Inb — Inx)(Iny — Inc) |(x — L(x, b)) (L(c,y) — y)
(Inb — Ina)(Ind — Inc) 4xy l

’f o*f

Xma"{ata (x y)‘ atas © )‘ atas y)‘ atas & C)}
(Inb — Inx)(Ind — Iny) [(x — L(x, b))(y L(y,d)
(Inb — Ina)(Ind — Inc) l

xmax{ T y)‘ l(x )‘ 5 y)‘ T, d)‘}

otds - 77|’ |atds otds otds

bulunur. Ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Calismanin ana bolimiinii olusturan dordiincli boliimde, koordinatlarda geometrik
fonksiyon tanimlanmistir. Daha sonra bu fonksiyon sinifi i¢in tanim ve bazi temel analiz
islemleri kullanilarak integral esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra iki kath
integraller i¢in iki yeni integral esitligi ispat edilmistir. Bu integral esitlikleri ve iki katli
integraller i¢in Holder ve power mean esitsizlikleri kullanilarak elde edilmis
koordinatlarda geometrik konveks ve koordinatlarda geometrik quasi konveks
fonksiyonlar igin ¢esitli integral esitsizlikler verilmistir. Farkli tiirden konveks

fonksiyonlar igin ¢esitli yeni sinirlar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda verilen lemmalara benzer lemmalar kurularak koordinatlarda yeni
integral esitsizlikleri elde edilebilir. Ayrica yeni genellestirmeler, Hermite-Hadamard

tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli benzer esitsizlikler elde edilebilir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, dordiincii boliimde verilen ve kullanilan lemmalari
farkli konveks fonksiyon simiflarina uygulayabilir ve yeni integral esitsizlikler elde

edebilirler.
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