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Bu tez calismast alt1 boliimden olusmaktadir. Ik boliimde, integral esitsizlikleri ile
ilgili temel tanim ve teoremlerle birlikte, teorinin tarihsel siirecine de odaklanilmigtir.
Sonraki boliimde, konveks fonksiyon kavrami tanitilmig ve farkh versi-yonlariyla il-
gili tanm ve 6zellikler verilmistir. Uciincii boliimde, bir énceki boliimde tanimlanan
koordinatlarda konvekslik kavramindan faydalanilarak elde edilen Midpoint tipli
esitsizliklerle ilgili temel ozellikler sunulmustur. Dordiincii boliim, tez ¢aligmasinin
temelini olusturmaktadir ve 6nceki boliimde verilen esitsizliklere ait o6zellikler kul-
lanilarak, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlarla ilgili yeni integral esitsizlikleri elde
edilmistir. Besinci béliimde tezimizle ilgili sonug kismi yer almaktadir. Son boliimde

ise, bu ¢alismanin temelini olugturan kaynaklar listelenmisgtir.
2024, v + 45 sayfa

Anahtar Kelimeler : Riemann-Lioville kesirli integrali, Konveks fonksiyonlar,

s—konveks fonksiyonlar, Koordinatlarda konveks fonksiyonlar, Midpoint tipli egitsizlikler.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

MIDPOINT TYPE INEQUALITIES
FOR CO-ORDINATED s—CONVEX FUNCTIONS

Emel ACAR
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Mehmet Eyiip KIRIS

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, integral inequalities The
main definitions and theorems of convex functions, as well as the historical back-
ground of the theory, are presented. In the next section, the concept of convex
function is introduced and the definitions and properties of its different versions are
given. In the third section, the previous section Midpoint obtained by utilizing the
concept of convexity in defined coordinates basic properties related to type inequal-
ities are presented. The fourth chapter is the core of the thesis work and is based
on the previous chapter using the properties of the given inequalities, with s-convex
functions in coordinates new related integral inequalities are obtained. In the fifth
chapter conclusion section is included. The last section lists the references that form

the basis of this study.
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1. GIRIS

Conformable kesirli tiirev taniminin literatiire kazandirilmasi ve bu alandaki ¢caligma-
larin hiz kazanmasi, matematiksel analizde yeni ufuklarin kegfedilmesine yol agmigtir.
Bu kavram literatiire ” conformable kesirli tiirev” adi altinda eklenmistir (Khalil vd.
2014). Bu yeni tanim, 6zellikle mithendislik ve fizik alaninda kargilagilan problem-
lerin daha gergekci ve dogru bir sekilde modellenmesini saglamigtir. Conformable
kesirli tiirevin getirdigi bu yenilikler, matematiksel analizin klasik yontemlerinin bazi
simirlamalarimi agmada énemli bir role sahiptir. Ozellikle konveks fonksiyonlarla ilgili
calismalar, conformable kesirli tiirevin tanitilmasiyla yeni bir boyut kazanmistir. Bu
alanda s-konveks fonksiyonlar 6zel bir ilgi alani olusturmaktadir. S-konveks fonksiy-
onlar, genel konvekslik kavramini genigleten ve cesitli uygulama alanlarinda kul-
lanilabilen fonksiyon siniflarini temsil eder. Bu fonksiyonlarin incelenmesi, 6zellikle
optimizasyon, ekonomik teori ve matematiksel programlama gibi alanlarda 6nemli
uygulamalara sahiptir. Bu baglamda s-konveks fonksiyonlar i¢in gelistirilen integral
esitsizlikler, teorik ve uygulamali matematikte dikkate deger bir yere sahiptir. Bu
esitsizlikler, fonksiyonlarin davraniglarini daha iyi anlamak ve gesitli matematiksel
problemleri ¢ozmek icin kritik araclar sunmaktadir. Ozellikle, midpoint tipli in-
tegral esitsizlikleri, s-konveks fonksiyonlarin 6zelliklerini ortaya koymada kullanilan
onemli bir yontemdir. Bu egitsizlikler, fonksiyonlarin belirli araliklardaki ortalama
degerlerini tahmin etmek i¢in kullanilir ve bu sayede fonksiyonlarin genel davraniglar:
hakkinda onemli bilgiler saglar.

Midpoint tipli integral esitsizliklerinin incelenmesi, s-konveks fonksiyonlarin daha iyi
anlagilmasini ve bu fonksiyonlarin uygulamalarinin gelistirilmesini saglamaktadir.
Bu caligmalar, matematiksel analizin yani sira, ekonomi, miithendislik ve doga bi-
limleri gibi bircok disiplindeki problemlere uygulanabilir ¢oziimler iiretmek icin de
onemli bir temel olugturmaktadir. Genel olarak konveks fonksiyonlar ve ozellikle s-
konveks fonksiyonlar lizerine yapilan caligmalar, matematiksel analizin ilerlemesinde
ve cesitli bilim dallarinda karsilagilan problemlerin ¢oziimiinde biiyiikk bir onem
tagimaktadir. Bu alanda yapilan arastirmalar ve geligtirilen yeni yontemler, hem

teorik matematikte hem de uygulamali alanlarda devam eden gelismelerin bir parcasi-



dir (Alomari ve Darus 2008).

Bu caligmanin odak noktasi, s-konveks fonksiyonlar i¢in ortaya konulan ve giderek
onem kazanan midpoint tipli integral esitsizlikleridir. Bu esitsizlikler, s-konveks
fonksiyonlarin belirli araliklardaki davraniglarin1 anlamak ve bu fonksiyonlarin genel
ozelliklerini daha iyi kavramak icin kritik oneme sahiptir. Midpoint tipli integ-
ral egitsizliklerinin incelenmesi, bu fonksiyonlarin integral hesaplamalarinda nasil
davrandigini gosterir ve bu bilgi, cesitli analitik ve uygulamali problemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilir. Bu tezde, s-konveks fonksiyonlar i¢in geligtirilen gesitli midpoint tipli
integral esitsizlikler ayrintili olarak incelenecek ve bu esitsizliklerin matematiksel
analiz ve uygulamalaridaki 6nemi ortaya konacaktir. Ozellikle tez calismamizda s-
konveks fonksiyonlar icin geligtirilen yeni midpoint tipli integral esitsizlikler sunula-
cak, bu esitsizliklerin ispatlar1 detayl bir sekilde ele alinacak ve bu ispatlarin arkasin-
daki matematiksel mantik aciklanacaktir. Bunun yani sira, bu egitsizliklerin diger
bilinen integral esitsizlikleriyle iligkisi ve bu iligkinin matematiksel analizdeki yeri
tartigilacaktir. Bununla birlikte tez caligmasinin bir diger énemli kismi, s-konveks
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar igin gelistirilen integral esitsizliklerinin uygulamali
yoniine odaklanacaktir. Bu baglamda, miihendislik, ekonomi, finans ve doga bilim-
leri gibi gesitli alanlardaki problemlere bu esitsizliklerin nasil uygulanabilecegi ince-
lenecek ve bu uygulamalarin pratikte nasil faydali olabilecegi 6rneklerle gosterilecek-
tir (Abdeljawad 2015).

Bu tez caligmasinin bir diger énemli yonti, s-konveks fonksiyonlar ve midpoint tipli
integral egitsizliklerinin daha genig matematiksel gercevede ele alinmasidir. Bu
gercevede, s-konveks fonksiyonlarin ozellikleri ve bu fonksiyonlar i¢in gelistirilen in-
tegral esitsizliklerinin, matematiksel analizin diger alanlar ile olan iligkisi detayl
bir sekilde incelenecektir. Ornegin, bu esitsizliklerin fonksiyonel analiz, olasilik
teorisi ve optimizasyon teorisi gibi diger matematiksel disiplinlerle olan baglantilari
aragtirilacaktir. Bu kapsamda, s-konveks fonksiyonlarin ve bu fonksiyonlar icin
gelistirilen esitsizliklerin, ger¢ek diinya problemlerinin modellenmesinde ve ¢oziimiinde
nasil etkili olabilecegi tartigilacaktir. ()zellikle, s-konveks fonksiyonlar ve bunlarin
integral esitsizlikleri konusundaki ¢aligmalar, daha karmagik matematiksel yapilarin

ve fonksiyon siiflarinin anlagilmasina katkida bulunmustur.



1.1 Calismanin Amaci

Bu ¢aligmanin temel amaci, matematiksel analiz alaninda 6nemli bir yere sahip olan
s-konveks fonksiyonlar i¢in gelistirilen midpoint tipli integral esitsizliklerini derin-
lemesine incelemektir. Bu inceleme, teorik matematik ve uygulamali disiplinlerde
s-konveks fonksiyonlarin kullanimini ve anlagilmasini genisletmeyi hedeflemektedir.
Ozellikle, bu ¢alismanm amaclar: su sekilde 6zetlenebilir:

° s-Konveks fonksiyonlarinin temel ozelliklerini, tanimlarini ve matematiksel
ozelliklerini ayrintili olarak incelemek. Bu fonksiyonlarin, genel konveks fonksiyon-
larla olan iligkilerini ve farkliliklarini aydinlatmak.

° s-Konveks fonksiyonlar i¢in geligtirilen midpoint tipli integral esitsizliklerini
matematiksel olarak analiz etmek. Bu esitsizliklerin ispatlarini ve matematiksel
temellerini detaylandirmak.

) s-Konveks fonksiyonlarin ve bunlar icin gelistirilen integral esitsizliklerin,
miihendislik, ekonomi, finans ve doga bilimleri gibi alanlarda nasil uygulanabilecegini
aragtirmak. Bu fonksiyonlarin gergek diinya problemlerini ¢ozmedeki potansiyel-
lerini ortaya koymak.

° Bu ¢aligmanin bulgularini kullanarak, matematiksel analiz ve uygulamali
matematikteki yeni arastirma yonlerini ve potansiyel uygulama alanlarini belir-
lemek. Bu yonlerin, gelecekteki akademik caligmalara ve endiistriyel uygulamalara
nasil katki saglayabilecegini degerlendirmek.

° s-Konveks fonksiyonlar ve bunlarin integral egitsizlikleri hakkindaki teorik
bilgiyi, pratik uygulamalarla biitlinlestirmek. Bu entegrasyonun, hem akademik
topluluk i¢in hem de uygulamali alanlarda caligan profesyoneller i¢in degerli bir
kaynak olugturmasini saglamak.

Bu calismanin nihai amaci, s-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar icin gelistirilen
midpoint tipli integral esitsizliklerin anlagilmasini ve kullanimini ilerletmek, bu konu-
larda bilgi birikimini artirmak ve matematiksel analiz ile uygulamali matematigin

gelisimine katkida bulunmaktir.



1.2 Calismanin Onemi

Bu ¢aligmanin 6nemi, s-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar i¢in geligtirilen mid-
point tipi integral egitsizliklerinin teorik ve uygulamali yonlerine odaklanmasinda
yatmaktadir. Bu odaklanma, hem matematiksel analiz alaninda hem de bir¢ok farkli
disiplinde 6nemli katkilarda bulunmaktadir. Caligmanin 6nemi agagidaki bagliklar
altinda toplanabilir:

° s-Konveks fonksiyonlar, konveks analizin bir genellemesi olarak 6nem tasir.
Bu caligma, s-konveks fonksiyonlarin daha detayli incelenmesini saglayarak, konveks
analiz teorisinin anlagilmasini ve uygulanmasini derinlegtirmektedir.

° s-Konveks fonksiyonlar ve ilgili integral esitsizlikleri, miithendislik, ekonomi,
finans ve doga bilimleri gibi gesitli alanlarda uygulanabilir.

° Bu galigma, s-konveks fonksiyonlar ve integral esitsizliklerinin incelenmesiyle
ilgili mevcut literatiire yeni perspektifler ve sonuclar ekleyerek, gelecekteki aragtirmalar
i¢in yeni yollar agmaktadir.

Teorik matematiksel analiz ile pratik uygulamalar arasinda koprii kurarak, her
iki alandaki bilginin entegrasyonuna ve uygulanabilirligine katkida bulunmaktadir.
Kayalarin ozelliklerinin tanimlanmasinda, dinamik sistemlerin kontrol teorisinde,
viskoelastisite problemlerini ¢ozme ve formiillestirmede, materyallerin mekanik ve
elektriksel ozelliklerini modellemede, ses sinyallerini modellemede, biyolojide, cesitli
materyallerin 6zelliklerini tanimlamada ve elektrokimyada kullanilmaktadir. Ayrica
kontrol teori, 1s1 iletimi, elektrik, mekanik, kaos, fraktal gibi alanlarda da kesirli
hesabimn kullamldigi goriilmektedir (Philips 1986, 1989). Ornegin, kesirli tirev kul-
lanilarak Maxwell’in denklemleri genellegtirilmigtir (Engheta 1997, 1998). Kesirli
tlrev iceren Lagrangian ve Hamiltonian mekanigi formiillestirilmistir (Riewe 1996,
1997). Agrawal (2002), kesirli mertebeden tiirevi igeren varyasyon hesabini geligtirmis-
tir. Fraktal yapisini iceren iglemleri formiillegstirmede ve istatistikte kesirli hesabin
kullanmildigr goriilmektedir (Babakhani ve Gejji 2002). Conformable kesirli tiirevin
getirdigi bu yenilikler, matematiksel analizin klasik yontemlerinin bazi sinirlamalarini
agmada 6nemli bir role sahiptir. Sonug olarak bu ¢alisma, s-konveks fonksiyonlar ve

midpoint tipi integral esitsizlikleri hakkinda derinlemesine bilgi sunarak, matematik-



sel analiz ve uygulamali matematigin ilerlemesine 6nemli katkilarda bulunmaktadir.
Ozellikle matematiksel analiz ve uygulamali disiplinler arasindaki entegrasyonun

tegvik edilmesi, bu caligmanin 6nemli bir sonucu olarak one ¢ikmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliim, tezdeki onemli tanimlari, teoremleri ve ispatlari icermektedir.
2.1 Konveks Fonksiyonlar ile ilgili Bazi1 Tanim ve Teoremler
Tanim 2.1 VA, Q€ K ve 7 € [0, 1] igin,
1-7T)A+7Qe K
ise K C R kiimesine klasik anlamda konveks kiime denir (Pearce ve Dragomir 2000).
Tanim 2.2 VA, Q € K ve 7 € [0, 1] igin,
(A=) A+7Q) <1 -7)f(N) +7f(Q)

ise f: K C R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pearce ve Dragomir

2000).

Tanim 2.3 f :[0,00) — R fonksiyonu 0 < s < 1 sart1 altinda birinci anlamda

s-konveks fonksiyon ise; VA, Q > 0 ve o® 4+ 4° = 1 i¢in,

flad+BQ) <o’ f(A) +B8°f(Q)

esitsizligi saglanir. Bu s-konveks fonksiyon smifi K! seklinde gosterilir (Orlicz ve

Matuszewksa 1961).

Tanim 2.4 f : [0,00) — R fonksiyonu 0 < s < 1 sart1 altinda ikinci anlamda

s-konveks fonksiyonu ise; VA, 2 > 0 ve a + 5 = 1 igin,

flad+BQ) <o’ f(N) +B8°f(Q)

esitsizligi saglanmir. Bu s-konveks fonksiyon smifi K? geklinde gosterilir (Brekner

1978).

Tamm 2.4 te, s = 1 igin klasik konvekslik elde edilir (Maden vd. 2014).



Tanim 2.5 f € Ly[a,b] ve o > 0 olmak iizere J¢, f ve J;* f Riemann-Liouville

kesirli integralleri;

A
B O) = e [ =T A

ve
1 b
J f(N :—/ =N f(r)dr, A<D,
210 =y [ = )
seklinde tammlanir. Burada o = 0 i¢in ' (0) = 1 ve J2, f(A) = JP_f(A) = f(A) dur
(Samko 1993).

Tanim 2.6 3 > 0 ve o € (0, 1] olmak sartiyla f € Ly[a,b] fonksiyonu igin °I2, f

ve PI® f kesirli conformable integral operatorleri;

ST F(\) = 1)/:<(A_“)a_(7_“)a>ﬁl (JF(—T)dT, rsa (21)

ING; « T—a)l—@
b N — (b — ) p—1 7_
BT F(\) = F(lﬁ) A (<b a) . (b=7) ) 4 i (T))ladf, r<b (2.2)

seklinde tanimlanir (Samko 1993).

2.2 Konveks Fonksiyonlar ile ilgili Baz1 Onemli integral Esitsizlikleri

Teorem 2.7 [,R de bir aralik; a,b € [ ile a < b iken f: I C R — R fonksiyonu

konveks bir fonksiyon ise,

f(Hb) = blaa/bf(A)dA<M

2 2

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir.

Hermite-Hadamard esitsizligi, ¢esitli uygulama alanlar1 ve geometrik yorumlariyla
konveks fonksiyonlar teorisinde en yaygin kullanilan esitsizliklerden biridir. Bu
esitsizlik, konveks fonksiyonlarin integralinin ortalama degeri i¢in tahminler saglamada
onemli bir rol oynar. Ayrica, son yillarda artan ilgiyle birlikte cesitli aragtirmalarda
ve genellestirmelerde kullanilmigtir.

Dolayisiyla, Hermite-Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyonlar teorisindeki 6nemli

sonuclardan biridir ve bu alandaki ¢esitli matematiksel analizlerde kullanilir.

7



Teorem 2.8 [, R'de bir aralik ve I € [0,1] kosuluyla f;I C R — R fonksiyonu

ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise;

SHELE 1a/bf<A)dA< f(@)+ 1 )

2 b — - s+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ikinci anlamda s-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard Esitsizligi olarak tanimlanir (Dragomir ve Fitzpatrick 1999).

Teorem 2.9 Eger f ve g, [a,b] arahginda tanimh gergel fonksiyonlar olup |f|” ve
lg|”, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise ve p > 1 ile % + % = 1 sartlan

saglaniyorsa;

Q=

b b % b
/ FN)gN)] dA < / FOPdA / g7

integraller i¢in Holder Esitsizligi olarak bilinir (Mitrinovic vd. 1993).

Holder esitsizligi, ¢ift kath integraller i¢in su sekilde t%mmlamr:
b P b

//b|f(>\,Q)g()\,Q)|d)\dQ§ /b/b|f(A,Q)|pdAdQ //b|g(A7Q)|qudQ

a

q

a

Teorem 2.10 Eger f ve g, [a,b] araliginda tammh gercel degerli fonksiyonlar ve
|f] ile |g|*, [a, b] iizerinde integrallenebilen fonksiyonlar ise ve g > 1 olmak lizere;

1—1
q q

b b b
/ F)g(N)] dA < / £ dA / FO] 907 dx

esitsizligi Power-Mean Esitsizligi olarak bilinir. Holder Esitsizligi'nin 6zel bir duru-
mudur.

Power-Mean esitsizligi kullanilarak ¢ift kath integraller i¢in;

1
b I=ar 0w

a a

ifadesi elde edilebilir (Mitrinovic vd. 1993).
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Teorem 2.11 f :[a,b] C R — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve |f'|, [a,b] araliginda konveks olmak iizere;

i [rwan- (S50 < S @l 1o,

esitsizligi Midpoint Esitsizligi olarak bilinir (Kirmaci 2004).

Teorem 2.12 ), () € R igin,

AN+Q < [A+19],
A =1Q < [A=9],
A =192 < [A+Q|

esitsizlikler genel olarak gecerlidir. Uggen Esitsizligi;
A+ A < A+

yazilir (Mitrinovic vd. 1993).

Teorem 2.13 f , [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve a < b olmak {izere,

/bf(A)dA S/blf(A)IdA

ifadesine fntegmller ¢in Uggen Fsitsizligi denir (Mitrinovic vd. 1993).

2.3 Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar ile Ilgili Genel Kavramlar
Tanim 2.14 f: A =[a,b] X [¢,d] — R tammlh, V 7,s € (0,1) ve (A\,Q), (u,v) € A

olmak tizere;

frA+ 1 —=7)Q su+ (1+s)v)
< 7sfNu)+s(I—=7)f(Qu)+7(1—=9)f(Nv)+(1—7)(1—=35)f(2,0)

esitsizligi elde edilebiliyor ise f : A — R fonksiyonu koordinatlarda konvekstir (Latif
ve Alomari 2009).



Lemma 2.15 Her konveks f : A — R fonksiyonu koordinatlarda da konveks
olup tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir. Bu prensip, konveks analiz
teorisinde 6nemli bir ilkedir ve Dragomir (2001) tarafindan ispatlanmistir. Ornegin;
F(A Q) = A2 seklinde tanimlanan f : [0, 1] x [0, 1] — R fonksiyonu koordinatlarda

konveks olmasina ragmen [0, 1] x [0, 1] i¢in konveks degildir.

Tanim 2.16 f : A — R fonksiyonu V(A u),(,v) € Aile o® + % = 1 ve
a, > 0,s € (0,1] kogullar altinda,

flad+ B2 au+ fv) < &’ f(A u) + B°f(Q,v)

ise, f fonksiyonuna A tizerinde Koordinatlarda 1. Anlamda s— Konvekstir denir

(Alamori ve Darus 2008).

Tamim 2.17 f: A — R fonksiyonu V (A, u), (2,v) € A olmak tizere s € (0,1] ve
A € (0,1] kogullar1 altinda f € Li([a,b] X [¢,d]) olsun. a,f > 0ile a,c > 0 ve I

Gama fonksiyonu olmak tizere Riemann-Liouville integralleri JoB - Jj‘f . ,J o ve

Jg“_’fgd_;
Jf+ﬁc+f()\ Q) / / — 1) Q =8P f(r, 8)dsdT, A > a,Q > ¢,
(2.3)
a+d fAQ) = / / A—7) ! —Q)ﬁ_lf(T,S)deT, A>a,)<d,
(2.4)
T8 F(A Q) / / =N Q=) (1, s)dsdT, A<Db,Q>c,
(2.5)

ve

TP f(AQ) / / TN (s — Q)P f(r, s)dsdr, A< b,Q < d,
(2.6)

seklinde tanimlanir (Samko 1993).

Tanim 2.18 f: A —>Rvevy #0, 2 #0, a, € C igin, Re(a) > 0 ve Re(5) > 0
ve f (A, Q) nin «,  mertebesinden genellegtirilmis conformable integrali su sekilde

tammlanir:

() 0 9) = [ / / ( 1<T_a) )a_l (27)
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(1 f)

(e ae ) O

ve

(0 ) O

(Samko 1993).

Teorem 2.19

olmak ftizere;

a+b c+d
f< 2 7 2

Q) =

Q) =

)

)

X(m—@w%@—@wyﬁuT_wﬂnﬁ dw4,

1-m (S — C>1_’Y2

e [ [ (205 e

e )ﬁl(b_Tﬁﬁﬂjlcﬁ_wd&h],

A G B

(o )ﬁl(T_a)lfi?s) stdT],

[ LA

y u—QWLwd—@w s
(= > w—ﬂkwu—@kwdd]'

f + A — R fonksiyonunun koordinatlarda konveks bir fonksiyon

IN

IN

<

1055 ()
= _C//f Q) dQd\

i{b— /f)\cd)\—l——/f)\d

d_c/C f(a,Q)dQ+dTC/C f(b,Q)dQ]

_|_
fla, )+ fla,d) + f (bc) + [ (b,d)
4

esitsizligine Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Esitsizligi

denir (Drogamir 2001).

11



Teorem 2.20 f : A — R fonksiyonu a < b, ¢ < d olmak iizere A iizerinde

9% f
Otds

1 b c+d 1 d a+b
K—b_a/af(/\,—2 )d/\—l—d_c/cf( 5 ,Q)dQ

olmak tizere ;
1 b pd a+b c+d
- - K
’(b—a)(d—@/a/cdgd”f( 2 ) ‘

diferansiyellenebilir olsun. , A tizerinde koordinatlarda konveks ise;

(b—a)(d—rc)
- 16
ST (0.0 + [ (0, )| + | S (0,0 + | 5t (0,

4

Midpoint Esitsizligi saglanir (Latif 2012).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar Ii¢in Midpoint Tipli Esitsizlikler

Lemma 3.1 f: A C R?* = R fonksiyonu A = [a, b] X [c,d] {izerinde diferansiyel-

0% f(t
lenebilir olsun. 0 < a < b, 0 < ¢ < d kosullar1 altinda % € Ly1(A) var olmak

lizere, agagidaki esitlik yazilir:

; (a +b c+ d) 211e- 199201 (0 + DT(B + 19§
) ) 9 (b o a)’ha (d . C)"/2,3

o a+b c+d a, a—l—bc—l—d
)

2 2 2
L o8 a+b c+d o 703 a+b c+d
+’Y'Y[b,c+f< 9 7 9 + ,y’ylbidff 2 7 9 —A (31)
_ WA b-a)@d=0
16
11 5
y //{1 _(1—(1—t)wﬂ 1 _<1—(1—s>va)
" gt 725 "2

2 r _
y {8]” <1+ta+1 tb,1+sc+12sd)dsdt}

2 2 2
1 (1—Q—SW)6
726 Yo

()]
x[a%)<L+%+J“%a1_sa+1220dw%
il () ey

*f (1—t 14+t 14+s 1—s
X{@t@s( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d)dsdt]

T () ][ (=)

82 1—t 14t 1—s5s 1+s
{82583( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d)dsdt}}.
Burada

2781 A8 (B 4+ 1 a+bc+d a+b c+d
— (d—20)52’8 )[w%c( 5 )+72[5f< 5 g )}3.2)

13



b—a)™ 2 2 2
olarak ifade edilir (Kirig vd. 202x).

L2 Pyf D+ 1) {“I f(cH—b C+d)+ e f (a+b c—i—d)}

Teorem 3.2 f : A C R? — R fonksiyonu A {izerinde diferansiyellenebilir ve

0 <a<b 0<c<dolsun. A (3.2) deki gibi tamimlanmak ve B (-,-) Beta
Pf(t,s)
0tds

fonksiyonunu ifade etmek iizere, eger tirevi A iizerinde koordinatlarda

konveks ise,

; (a +b c+ d) ome=19n6-1D (o + D)T(B + 1)y
2 72 (b _ a)%a (d B C)”mﬁ

o a+b c+d o a—l—b c+d
% {71“/2]afc+f( : )+ 7172] Bd f( )

2 2 2
b d b d
B | 7172]1?:7?&]( (G-Qi— 7 C"|2‘ ) + 7172117015 f <CL+ C—|2— ):| B A' (3.3)

< Ao )] f2a (o0

o f o f & f o f
X Hatasm’c)‘ y ‘atasm’d)' * ‘81585 b C)‘ * 'atas(b’ d>H :

esitsizligi elde edilir (Kirig vd. 202x).

ispat. Lemma 3.1'in modiilii alinsin:

2 7 2 (b _ a)Vla (d . 0)72'8

y [7”21;“ N, (a+b c+d) Lo (a+b c+d)

‘ ; (a b oo+ d) 9mMa—19%A=1T (o 4 1)I(B + 1)72L

2 2 72
b d b d
+ Mvg]bafﬁ (a+ c—+ )+ leQll?;{gd— (a+ c+ )} —A‘ (3.4)

2 2 2 2
71“75(5— a)(d = c)

//[ () ()
X‘GQ (1+ta+1 b,1+sc+1;8d>

dtds \ 2 2 2
1 (1—(1—5)72)5
726 V2

IN

dsdt

//[ (=5 ]

(92 1+t +1_tb1_8—|—1+8d
a c
Ot0s 2 2 72 2

dsdt

14



BT (]

1—1¢ +1+tb1+8 +1_Sd
g 1T T T Ty

e
82 (1—ta+1+tb71—sc+1gsd) dsdt}.

dtos 2 2 2
tirevinin A tizerindeki koordinatlarda konveksligi kullanilirsa,

dsdt

2

Otos

Burada

atb ctd\ 2122810 (q + DTG + 1)y0qs
/ 5 ' 9 + oo\ na g 72
(b—a)"*(d—c)

s f (a+b c+d) Lommpes <a+b c+d)

2 2 72
L ongePf (a~|—b c+d>+ s f(a+b c—l—d)} —A‘

2 2
7y (b= a) (d—c¢)

{m (L) Y[ (=]
) () ko] () (5) e
() (3 o]« () (5°) o oo o
+0//{%—<—“%:““ﬂ ()]
| [+ (5 (5 e
() 5 ol (5 ()
) - (]
() () el (59 (5) e
() () el (59 (5 g o

IN

_|_

15



[JF- () - (5]
ACT) O ol (57) () e o)
() (ool (557) () s ]

() (<))
|

o o2 f o2 f
X Hatas (a, C)’ * ‘Otﬁs(a’d)‘ * ‘atas(b’ C)‘ 8t8 ‘

S s T

an an an 82f
bl gk [l

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. O]

Uyar: 3.1.1 Teorem 3.2 de, 73 = 1 ve 5 = 1 secilirse, agagidaki sonug elde edilir:

|f <a+b c+d) 20-198-1T (¢ + 1)I(B + 1) 55

2 7 2 (b—a)*(d—c)’

o a—i—b c+d a—l—b c+d
{“%ﬁf( 5 ) “I+df( 5 )

+ ML f (GM C;d) + M f(aM C;d)} —A

o e |

Of O f O f *f
" Hatf%(a’c)‘ i '(%@S(a’d)‘ " ‘(%as(b’ C)' i ‘atﬁs (b d)H '

Teorem 3.3 f:/A CR?*— R, A iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon, B (-, -)

Beta fonksiyonu ve A da (3.2) ifadesinde tanimlandigy gibi, 0 < a < b, 0 < ¢ < d
24 |4

olmak sartiyla, eger 59 q > 1, A tizerinde koordinatlarda konveks iken, % = 1—%
s

kosuluyla,

F (a +b c+ d) 2121 (o + DB + 1)7?’75
2 ’ 2 (b _ a)’YlOé (d _ 6)725

16



|:“/1’72]04+5+f <a+b C+d)+ 7172]+d f<(l+b C—f-d)

2 2
+ ’YWQI;B f (a+b C+d) + "11721;31,@7]5 <a+b’6+d>} —A‘ (3.6)
2 ’ 2 7 2
. a0 {(16—EB <ap+1,i)) (16—% (WH’A))}
16 Ba! 71 Y2 Y2
2 q 2 q ) q 5 q 1
/ o°f 0 f 02 f ;
Hata( <) +‘atas(“’d) +'3tas<b,c) +‘atas(b,d)]

elde edilir (Kirig vd. 202x).

Ispat. Lemmadan, (3.4) esitsizligi elde edilir. Holder esitsizligi kullamhr ve ardindan

24 |4
‘ gt 8f fonksiyonunun koordinatlarda konveksligi kullanilirsa,
5
11 . X ) . "
_t o 4 o
hoo [ R (gL (1= .
00 L V2 Yo
O?f [1+t 1—t 14+s 1—s
b d )| dsdt
X8t83(2a+2’20+2)5

A

p

1 _(1—(1_25)71)04
7" M1
11 - X 1 1
+1 —t, 1+s -8
X(//atas( R R R d)
0 0

p
dsdt

1 <1—(1_3)’72)5
725 V2
1

q g
dsdt

VAN
O\
. N

=

ii [ —ld=Uu-= — (1 - $)2)°P) ds
= 5 (0/0/(1 A= =0m)") (1= 0= (1-sm) >ddt>
L+t (1+5s)|0%f ToL4t\ (1-s) | 0% “
X{< 2 )( 2 )‘8t83(’c> +< 2 )( 2 )‘atas(avd)
L—t\ [14s\|0*f 1
+( 2 )( 2 )‘atasa)’c)
1—t 1—s\|0*f q a
) (55|22
< iai[g [(1—lB(ap+1,—)) (1——B(ﬁp+1,i>)]p
T Yo M 1 9 Y
0*f a Rf q
8 1_6‘01585(&’6) +_ ai0s @9
an q agf q 7
+— 595 :¢) +_‘8t8 (b, d) )

17



bulunur. Benzer sekilde,

1—t 1
= [l () 1
" Y2
(92 14+t 1—tbl—5 1+s
Ot0os 2 2 72 2
< 11 Kl_ig(@pﬂ,l))(l_ig
’7172 T M Y2
3 an q an q
X<1_6’at33<“’0) +_‘8t8( d)
1 a2f q an q a
_6'8t83(’c) +_‘8tﬁs(b d)> :
1 1
// 1 (1—(1—75)%)“ 1
Iy = L A2 e
- M 71 Y2
y Pf [(1—t 1+tb1+s 1L=s
atos \_ 2 T T2 T 2
L[ (e
RATel M 1
3 an q 1 an q
X(T(a‘atas(“’c) +_‘8t8( d)
an q an q a
+_—8ta (b, c) +_‘8t8 (bd)>
ve
(1—t)n 1
n= - () 1
" 7
82 1—t +1—|—tb1—s +1—|—s
otos \ 2 ‘T T Ty T
(b )
’7172 4t M Y2
an q 82f q
X(E o105 ¢ +_‘8t8( d)
a2f q 82]: q a
+_'6t65(b 2 +_‘8t83(b d)) |

Bulunan (3.7)-(3.10) esitsizlikleri (3.4)" de yerine yazilisa, (3.6) elde edilir.
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Uyar1 3.1.2 Teorem 3.3’te 73 = 1 ve 75 = 1 secilirse, agagidaki sonug¢ bulunur:

a+b c+d 20712571 (e + 1)I(B + 1)
‘f( ) (3.11)

o a+b c+d 0 a+b c+d
{Ulafﬁf( > >+ 11a+ﬁd f( 5 >+

N 111_&5 f(a+b c+d> lljaﬁd f(cH—b c—i—d)}_A‘

2 2
(b—a)(d—c) 16 16 ’
- 16 K16_(ap+1)> <16_(/3p+1))1
82 1 82 q 82 q 82 q %
el | |l ||

Teorem 3.4 f: /A C R? - R, A iizerinde diferansiyellenebilir ve 0 < a < b,
2 |4

q > 1 ifadesi A tizerinde koordinatlarda konveks

0 < ¢ < d kosullaraltind
<c ogullanaltinda, |- =

ve A, (3.2)’de tanimlandig1 gibi olmak iizere,

s (a +b c+ d) 2ma=19%28=-11 (o + 1)I(B + 1)7?75
2 2 (b— a)%a (d— C)wzﬁ

% [%7212150*‘]0 <a+b,c+d) + '71’)’2]0‘ L f<a+b C+d>

S =

2 2 2
n Vm]ﬁﬂﬁf (a—;—b,c;d) n 71721016(1 f<a—|—b c;dﬂ —A‘
seklindedir. Buradan;
5 < (b—z)sd—c) G)H 3.12)
172
X (1——B (a+1 i)) (1—iB (ﬁ—irl %))}1_

lﬁ _5p <@ i1 i) (a 1 jl)]: (3.13)

‘ 2

; + {% _B (a—i— 1, %)} (3.14)
372 1 O’ f !

5 (1 2o (500, 2)] |20

v ")3

+ B—B a+1,%)] [%—B<6+1 )} ‘gfg@ d)




+({%—2B <a+1,%)+3<a+1,%>} (3.15)

X{W—B(ﬁﬂ 3)] O q
7’Yz

9105 ¢

2

3 1 2

N 9Hp (a+1,—)+3(a+1,—)
2 Y1 T

} (3.16)
|

372 1 2
= _9RB 1, — B 1, —
X |i 9 (ﬂ‘i‘ 772) + <6+ 772) s
gl 2 Y2 2 °f !
+|=—B 1, — —-B —
{2 o ’%)] [2 <5+1’72)} oios ")) BT
e )
2 M
32 1 2 82f ,
22 _9RB 1, — B 1, —
(oo 2) oo 2) o
+([E—B(a+1,z)}
2 !
[3
x 2—23<5+1,i)+3(,@+1,3)}
2 Y2 Y2
0*f F M 2
X _8t85(a’c) —1—{5—3(044-1,%)]
Y 2 0% f 1
2 _ B _dl
17 (5“’%)} 9105 @
+ ﬁ—2B(a+1,l)+B(a+1,3)
| 2 " M
[ 372 1 2 o f !
— 2B 1,_ B ]-7_ ’
172 (6+ ’Yz)+ <6+ 72) o105
[3
i l_gB(a+1,—)+B(a+1,3)
| 2 1 M
Yo 2 0*f n'
_B 1=
a2 gk
gl 2 V2 2 o*f !
+(|=—-B 1, — —-B L—11 372
(RIS e
+ {E—B(a—kl,z)]
2 g
3*}/2 1 a2f !
— —-2B 17_ B 17_ ’
><|:2 <6+ %)+ <6+ %ﬂ 5195 9)
3
+{ﬂ_23(a+1,i)+3(a+173)}
2 Y1 T




+{iﬁ—23(a+1l> _B<a+L2>}
2 N !

x[%?—2B<6+1;¥>+B<6+L3>}‘yfwd)v

yazilir (Kirig vd. 202x).

ispat .

L

bt 1t lbs  1-s
aws g ‘T Ty Ty T

olsun. [I5 integralinde Power Mean esitsizligi kullanilirsa,
11 5
// 1 ( (I—t)m > 1 (1—(1—5)”2)
o B\
4 At Ya Y2
8 1+ta+1—tb1+sc+1—sd
Otos 2 2 72 2
11 5
// 1 ( (1—t)m ) 1 (1—(1—3)72)
a B\
s M Y3 72
(ST (- =ty
g1 fygﬂ 2

2 /14t 1—t 1 1—s [ .
of + a+ b, +Sc—|— Sd dsdt
2 2
q

dsdt

dsdt

dsdt

otos 2 2
82
yazilir. Ardindan 50

S

(o () (3 () o)
(e (=) (- (57)
2 ()l () (7)o

1 1—t\ [1=5s\]|0*f a
+( . )( . )\M@,d) dsdt}

21

q

~+

e) () [ oo

ifadesinin A tizerinde koordinatlarda konveksliginden,

=

q



bulunur. Bu esitsizlikte degisken degistirme yontemi uygulanirsa,

[JG () (G- () ) o

82 1+ta+1 b1+5 —l—l_sd
c
Ot0s 2 2 79 92

1-1
< [z (en)) (-gz (o))
" 72 M g Y2 Yo
11 1 3y 1 9
{47%175“ ({ 21 — 2B (a+1,%>+8(0¢+1,%>}
372 1 82f q
<G (rer) e (00| e
+ lﬁ_zB <a+1,i) +B(a+173)}
~ " gt
Y2 82f q
{5_3(“ )H@té?s( )
+{E—B(a+L3”
2 M
372 1 2 O f
X {7—28 (ﬁ+1,%>+3(ﬁ+1,%>} ‘87&85@’6)
n 2\ [ 9% f N
—l—[;—B(a—l—l,%)} {E—B<5+ )]‘(‘%8 (b, d) )}
elde edilir. Benzer sekilde,
(1= 1_ ﬂ)ﬁ
ls = //( ( o ) )(75 ( o )(3.20)

Pf (1+t 1—t 1—s 1+4s
‘81583( y T et d)

R0l D))
Fmil 7(511 ([331) ]zB o1 ) en (oo 2)
2 -m (80 2)] |2 0]
o) on (o 2)
[ (onng)ea(on )]l
- [3-o(ar )H%—( 12)] o

dsdt

q

dsdt

q

q




ron(aen2)
2 N

372 1 >’f
o (o) en(p0n2)] [P

)
o [ (- () (- (54 ) ey

Pf (1—t 1+t 1+s 1-—s
‘81&85( p ot et d)

dsdt

1-1
< g (mae (o)) (-ge (o))
R0 " 7 "2 V2
111 5 2
A (T2 (7))
(51 ) en (s0.2)] 20
2
M1 2 V2
e 3-8 (ern )] (32 (o %)HM
+ [%_23( +1—)+B<a+1 3)}
2 q
><{%—23(5+1,$)+B(5+1,3)}‘;(;)fs(bc)
2
+[ﬁ—2B<a+1,l>+B(a+l,z>]
2 71 g
2\ 0 ONE
<[5 ameo])}
son olarak,
1
_ 1 1—(1—t)’“)“> i_(l—(l—s) >5
. 0/ 0/ (7?‘ ( "N (75 72 (3:22)
Pf (1—t 1+t 1—s 1+s
‘81&83( y Tyt d) dsdt
1_1
)
M Vs M M Y2 Y2

111 ([ 9
Qg (580 2)]
2 2f I
[?_ <5+1 _>] '(%88( ©)

23




[2on(o2)
2 gi!
3")/2 1 2 82f

L) oo ()] o

e e (o) (a“%ﬂ
X{%_B< )Haaa
+B(a+1%>

[ 1
(oot

2
1
« 32 _op (B+1,—)
2 g
) de yazildiginda ispat tamamlanmig olur.
O

(b, d)

2

bulunur. (3.19)-(3.22) esitsizlikleri (3.12

edilir.

+ ot )
aT,c 2 2

Uyar: 3.1.3 Eger Teorem 3.4’te 7, = 1 ve v, = 1 secilirse, asagidaki esitsizlik elde
20712571 (e + 1)T(B + 1) {

‘f (a;b’cgd) i (b—a)*(d—c)?

a—l—b c+d B a—l—b c+d
g () e g (U

2
s f<a+b C;dﬂ _A‘ (3.23)
1\ 1 1\ %
< _ — — _ _
woa () [ ) (k)
31 1 773 1 1 118%f “
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5. SONUC

Sonug olarak bu tez galigmasi, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar i¢in midpoint
tipli integral egitsizliklerinin derinlemesine incelenmesine onemli bir katk: saglamakta-
dir. Caligmanin bu konuya yogunlagmasi, matematiksel analizdeki geleneksel yakla-
simlar1 genisgletmekte ve kesirli tiirev ve integral hesabinin bu alandaki uygula-
malarini ortaya koymaktadir. Bu caligma, s-konveks fonksiyonlarin temel 6zelliklerini
ve bu fonksiyonlar icin gecerli olan midpoint tipi integral esitsizliklerini detayh
bir sekilde incelemistir. Bu inceleme, bu fonksiyonlarin matematiksel yapisin ve
uygulama potansiyelini daha iyi anlamamiza olanak tanimigtir. s-Konveks fonksiy-
onlar ve bu fonksiyonlar icin geligtirilen yeni integral esitsizlikler, konveks analiz
teorisinin daha da genisletilmesine olanak saglamigtir. Genel olarak bu tez ¢aligmasi,
s-konveks fonksiyonlar ve onlar i¢in gelistirilen midpoint tipli integral esitsizliklerinin
anlagilmasina ve bu alandaki bilgi birikimine 6nemli bir katki saglamistir. Bu
caligma, hem matematiksel analizin temel alanlarinda hem de gesitli uygulamal
disiplinlerde kullanilabilecek teorik ve pratik bilgiler sunmaktadir. Bu, 6grencilere
ve aragtirmacilara, matematiksel kavramlar: daha etkin bir gsekilde 6grenme ve uygu-
lama firsatlar saglamaktadir. Bu tez, s-konveks fonksiyonlar ve integral esitsizlikleri
izerine yapilacak gelecek caligmalar igin giiclii bir temel olugturmusgtur. Bu alan-
larda ileride yapilacak arastirmalar igin yol gosterici olabilir ve yeni arastirma konu-
larinin kegfedilmesine onciiliik edebilir. Bu tez, s-konveks fonksiyonlar ve integral
esitsizlikleri hakkindaki mevcut bilgiyi genisletmekte ve bu konularda gelecekteki

aragtirma ve uygulamalar i¢in saglam bir temel olugturmaktadir.
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