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Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu’nun
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KOORDİNATLARDA s−KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN

MIDPOINT TİPLİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ

Emel ACAR

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Doç. Dr. Mehmet Eyüp KİRİŞ

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, integral eşitsizlikleri ile

ilgili temel tanım ve teoremlerle birlikte, teorinin tarihsel sürecine de odaklanılmıştır.

Sonraki bölümde, konveks fonksiyon kavramı tanıtılmış ve farklı versi-yonlarıyla il-

gili tanım ve özellikler verilmiştir. Üçüncü bölümde, bir önceki bölümde tanımlanan

koordinatlarda konvekslik kavramından faydalanılarak elde edilen Midpoint tipli

eşitsizliklerle ilgili temel özellikler sunulmuştur. Dördüncü bölüm, tez çalışmasının

temelini oluşturmaktadır ve önceki bölümde verilen eşitsizliklere ait özellikler kul-

lanılarak, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlarla ilgili yeni integral eşitsizlikleri elde

edilmiştir. Beşinci bölümde tezimizle ilgili sonuç kısmı yer almaktadır. Son bölümde

ise, bu çalışmanın temelini oluşturan kaynaklar listelenmiştir.

2024, v + 45 sayfa

Anahtar Kelimeler : Riemann-Lioville kesirli integrali, Konveks fonksiyonlar,

s−konveks fonksiyonlar, Koordinatlarda konveks fonksiyonlar, Midpoint tipli eşitsizlikler.
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ABSTRACT
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This thesis consists of six chapters. In the first chapter, integral inequalities The

main definitions and theorems of convex functions, as well as the historical back-

ground of the theory, are presented. In the next section, the concept of convex

function is introduced and the definitions and properties of its different versions are

given. In the third section, the previous section Midpoint obtained by utilizing the

concept of convexity in defined coordinates basic properties related to type inequal-

ities are presented. The fourth chapter is the core of the thesis work and is based

on the previous chapter using the properties of the given inequalities, with s-convex

functions in coordinates new related integral inequalities are obtained. In the fifth

chapter conclusion section is included. The last section lists the references that form

the basis of this study.
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İÇİNDEKİLER DİZİNİ iv
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 13
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1. GİRİŞ

Conformable kesirli türev tanımının literatüre kazandırılması ve bu alandaki çalışma-

ların hız kazanması, matematiksel analizde yeni ufukların keşfedilmesine yol açmıştır.

Bu kavram literatüre ”conformable kesirli türev” adı altında eklenmiştir (Khalil vd.

2014). Bu yeni tanım, özellikle mühendislik ve fizik alanında karşılaşılan problem-

lerin daha gerçekçi ve doğru bir şekilde modellenmesini sağlamıştır. Conformable

kesirli türevin getirdiği bu yenilikler, matematiksel analizin klasik yöntemlerinin bazı

sınırlamalarını aşmada önemli bir role sahiptir. Özellikle konveks fonksiyonlarla ilgili

çalışmalar, conformable kesirli türevin tanıtılmasıyla yeni bir boyut kazanmıştır. Bu

alanda s-konveks fonksiyonlar özel bir ilgi alanı oluşturmaktadır. S-konveks fonksiy-

onlar, genel konvekslik kavramını genişleten ve çeşitli uygulama alanlarında kul-

lanılabilen fonksiyon sınıflarını temsil eder. Bu fonksiyonların incelenmesi, özellikle

optimizasyon, ekonomik teori ve matematiksel programlama gibi alanlarda önemli

uygulamalara sahiptir. Bu bağlamda s-konveks fonksiyonlar için geliştirilen integral

eşitsizlikler, teorik ve uygulamalı matematikte dikkate değer bir yere sahiptir. Bu

eşitsizlikler, fonksiyonların davranışlarını daha iyi anlamak ve çeşitli matematiksel

problemleri çözmek için kritik araçlar sunmaktadır. Özellikle, midpoint tipli in-

tegral eşitsizlikleri, s-konveks fonksiyonların özelliklerini ortaya koymada kullanılan

önemli bir yöntemdir. Bu eşitsizlikler, fonksiyonların belirli aralıklardaki ortalama

değerlerini tahmin etmek için kullanılır ve bu sayede fonksiyonların genel davranışları

hakkında önemli bilgiler sağlar.

Midpoint tipli integral eşitsizliklerinin incelenmesi, s-konveks fonksiyonların daha iyi

anlaşılmasını ve bu fonksiyonların uygulamalarının geliştirilmesini sağlamaktadır.

Bu çalışmalar, matematiksel analizin yanı sıra, ekonomi, mühendislik ve doğa bi-

limleri gibi birçok disiplindeki problemlere uygulanabilir çözümler üretmek için de

önemli bir temel oluşturmaktadır. Genel olarak konveks fonksiyonlar ve özellikle s-

konveks fonksiyonlar üzerine yapılan çalışmalar, matematiksel analizin ilerlemesinde

ve çeşitli bilim dallarında karşılaşılan problemlerin çözümünde büyük bir önem

taşımaktadır. Bu alanda yapılan araştırmalar ve geliştirilen yeni yöntemler, hem

teorik matematikte hem de uygulamalı alanlarda devam eden gelişmelerin bir parçası-
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dır (Alomari ve Darus 2008).

Bu çalışmanın odak noktası, s-konveks fonksiyonlar için ortaya konulan ve giderek

önem kazanan midpoint tipli integral eşitsizlikleridir. Bu eşitsizlikler, s-konveks

fonksiyonların belirli aralıklardaki davranışlarını anlamak ve bu fonksiyonların genel

özelliklerini daha iyi kavramak için kritik öneme sahiptir. Midpoint tipli integ-

ral eşitsizliklerinin incelenmesi, bu fonksiyonların integral hesaplamalarında nasıl

davrandığını gösterir ve bu bilgi, çeşitli analitik ve uygulamalı problemlerin çözümünde

kullanılabilir. Bu tezde, s-konveks fonksiyonlar için geliştirilen çeşitli midpoint tipli

integral eşitsizlikler ayrıntılı olarak incelenecek ve bu eşitsizliklerin matematiksel

analiz ve uygulamalarındaki önemi ortaya konacaktır. Özellikle tez çalışmamızda s-

konveks fonksiyonlar için geliştirilen yeni midpoint tipli integral eşitsizlikler sunula-

cak, bu eşitsizliklerin ispatları detaylı bir şekilde ele alınacak ve bu ispatların arkasın-

daki matematiksel mantık açıklanacaktır. Bunun yanı sıra, bu eşitsizliklerin diğer

bilinen integral eşitsizlikleriyle ilişkisi ve bu ilişkinin matematiksel analizdeki yeri

tartışılacaktır. Bununla birlikte tez çalışmasının bir diğer önemli kısmı, s-konveks

fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar için geliştirilen integral eşitsizliklerinin uygulamalı

yönüne odaklanacaktır. Bu bağlamda, mühendislik, ekonomi, finans ve doğa bilim-

leri gibi çeşitli alanlardaki problemlere bu eşitsizliklerin nasıl uygulanabileceği ince-

lenecek ve bu uygulamaların pratikte nasıl faydalı olabileceği örneklerle gösterilecek-

tir (Abdeljawad 2015).

Bu tez çalışmasının bir diğer önemli yönü, s-konveks fonksiyonlar ve midpoint tipli

integral eşitsizliklerinin daha geniş matematiksel çerçevede ele alınmasıdır. Bu

çerçevede, s-konveks fonksiyonların özellikleri ve bu fonksiyonlar için geliştirilen in-

tegral eşitsizliklerinin, matematiksel analizin diğer alanları ile olan ilişkisi detaylı

bir şekilde incelenecektir. Örneğin, bu eşitsizliklerin fonksiyonel analiz, olasılık

teorisi ve optimizasyon teorisi gibi diğer matematiksel disiplinlerle olan bağlantıları

araştırılacaktır. Bu kapsamda, s-konveks fonksiyonların ve bu fonksiyonlar için

geliştirilen eşitsizliklerin, gerçek dünya problemlerinin modellenmesinde ve çözümünde

nasıl etkili olabileceği tartışılacaktır. Özellikle, s-konveks fonksiyonlar ve bunların

integral eşitsizlikleri konusundaki çalışmalar, daha karmaşık matematiksel yapıların

ve fonksiyon sınıflarının anlaşılmasına katkıda bulunmuştur.
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1.1 Çalışmanın Amacı

Bu çalışmanın temel amacı, matematiksel analiz alanında önemli bir yere sahip olan

s-konveks fonksiyonlar için geliştirilen midpoint tipli integral eşitsizliklerini derin-

lemesine incelemektir. Bu inceleme, teorik matematik ve uygulamalı disiplinlerde

s-konveks fonksiyonların kullanımını ve anlaşılmasını genişletmeyi hedeflemektedir.

Özellikle, bu çalışmanın amaçları şu şekilde özetlenebilir:

• s-Konveks fonksiyonlarının temel özelliklerini, tanımlarını ve matematiksel

özelliklerini ayrıntılı olarak incelemek. Bu fonksiyonların, genel konveks fonksiyon-

larla olan ilişkilerini ve farklılıklarını aydınlatmak.

• s-Konveks fonksiyonlar için geliştirilen midpoint tipli integral eşitsizliklerini

matematiksel olarak analiz etmek. Bu eşitsizliklerin ispatlarını ve matematiksel

temellerini detaylandırmak.

• s-Konveks fonksiyonların ve bunlar için geliştirilen integral eşitsizliklerin,

mühendislik, ekonomi, finans ve doğa bilimleri gibi alanlarda nasıl uygulanabileceğini

araştırmak. Bu fonksiyonların gerçek dünya problemlerini çözmedeki potansiyel-

lerini ortaya koymak.

• Bu çalışmanın bulgularını kullanarak, matematiksel analiz ve uygulamalı

matematikteki yeni araştırma yönlerini ve potansiyel uygulama alanlarını belir-

lemek. Bu yönlerin, gelecekteki akademik çalışmalara ve endüstriyel uygulamalara

nasıl katkı sağlayabileceğini değerlendirmek.

• s-Konveks fonksiyonlar ve bunların integral eşitsizlikleri hakkındaki teorik

bilgiyi, pratik uygulamalarla bütünleştirmek. Bu entegrasyonun, hem akademik

topluluk için hem de uygulamalı alanlarda çalışan profesyoneller için değerli bir

kaynak oluşturmasını sağlamak.

Bu çalışmanın nihai amacı, s-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar için geliştirilen

midpoint tipli integral eşitsizliklerin anlaşılmasını ve kullanımını ilerletmek, bu konu-

larda bilgi birikimini artırmak ve matematiksel analiz ile uygulamalı matematiğin

gelişimine katkıda bulunmaktır.
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1.2 Çalışmanın Önemi

Bu çalışmanın önemi, s-konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar için geliştirilen mid-

point tipi integral eşitsizliklerinin teorik ve uygulamalı yönlerine odaklanmasında

yatmaktadır. Bu odaklanma, hem matematiksel analiz alanında hem de birçok farklı

disiplinde önemli katkılarda bulunmaktadır. Çalışmanın önemi aşağıdaki başlıklar

altında toplanabilir:

• s-Konveks fonksiyonlar, konveks analizin bir genellemesi olarak önem taşır.

Bu çalışma, s-konveks fonksiyonların daha detaylı incelenmesini sağlayarak, konveks

analiz teorisinin anlaşılmasını ve uygulanmasını derinleştirmektedir.

• s-Konveks fonksiyonlar ve ilgili integral eşitsizlikleri, mühendislik, ekonomi,

finans ve doğa bilimleri gibi çeşitli alanlarda uygulanabilir.

• Bu çalışma, s-konveks fonksiyonlar ve integral eşitsizliklerinin incelenmesiyle

ilgili mevcut literatüre yeni perspektifler ve sonuçlar ekleyerek, gelecekteki araştırmalar

için yeni yollar açmaktadır.

Teorik matematiksel analiz ile pratik uygulamalar arasında köprü kurarak, her

iki alandaki bilginin entegrasyonuna ve uygulanabilirliğine katkıda bulunmaktadır.

Kayaların özelliklerinin tanımlanmasında, dinamik sistemlerin kontrol teorisinde,

viskoelastisite problemlerini çözme ve formülleştirmede, materyallerin mekanik ve

elektriksel özelliklerini modellemede, ses sinyallerini modellemede, biyolojide, çeşitli

materyallerin özelliklerini tanımlamada ve elektrokimyada kullanılmaktadır. Ayrıca

kontrol teori, ısı iletimi, elektrik, mekanik, kaos, fraktal gibi alanlarda da kesirli

hesabın kullanıldığı görülmektedir (Philips 1986, 1989). Örneğin, kesirli türev kul-

lanılarak Maxwell’in denklemleri genelleştirilmiştir (Engheta 1997, 1998). Kesirli

türev içeren Lagrangian ve Hamiltonian mekaniği formülleştirilmiştir (Riewe 1996,

1997). Agrawal (2002), kesirli mertebeden türevi içeren varyasyon hesabını geliştirmiş-

tir. Fraktal yapısını içeren işlemleri formülleştirmede ve istatistikte kesirli hesabın

kullanıldığı görülmektedir (Babakhani ve Gejji 2002). Conformable kesirli türevin

getirdiği bu yenilikler, matematiksel analizin klasik yöntemlerinin bazı sınırlamalarını

aşmada önemli bir role sahiptir. Sonuç olarak bu çalışma, s-konveks fonksiyonlar ve

midpoint tipi integral eşitsizlikleri hakkında derinlemesine bilgi sunarak, matematik-
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sel analiz ve uygulamalı matematiğin ilerlemesine önemli katkılarda bulunmaktadır.

Özellikle matematiksel analiz ve uygulamalı disiplinler arasındaki entegrasyonun

teşvik edilmesi, bu çalışmanın önemli bir sonucu olarak öne çıkmaktadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölüm, tezdeki önemli tanımları, teoremleri ve ispatları içermektedir.

2.1 Konveks Fonksiyonlar ile İlgili Bazı Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1 ∀λ,Ω ∈ K ve τ ∈ [0, 1] için,

(1− τ)λ+ τΩ ∈ K

ise K ⊆ R kümesine klasik anlamda konveks küme denir (Pearce ve Dragomir 2000).

Tanım 2.2 ∀λ,Ω ∈ K ve τ ∈ [0, 1] için,

f ((1− τ)λ+ τΩ) ≤ (1− τ) f (λ) + τf (Ω)

ise f : K ⊆ R → R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pearce ve Dragomir

2000).

Tanım 2.3 f : [0,∞) → R fonksiyonu 0 < s ≤ 1 şartı altında birinci anlamda

s-konveks fonksiyon ise; ∀λ,Ω ≥ 0 ve αs + βs = 1 için,

f (αλ+ βΩ) ≤ αsf (λ) + βsf (Ω)

eşitsizliği sağlanır. Bu s-konveks fonksiyon sınıfı K1
s şeklinde gösterilir (Orlicz ve

Matuszewksa 1961).

Tanım 2.4 f : [0,∞) → R fonksiyonu 0 < s ≤ 1 şartı altında ikinci anlamda

s-konveks fonksiyonu ise; ∀λ,Ω ≥ 0 ve α + β = 1 için,

f (αλ+ βΩ) ≤ αsf (λ) + βsf (Ω)

eşitsizliği sağlanır. Bu s-konveks fonksiyon sınıfı K2
s şeklinde gösterilir (Brekner

1978).

Tanım 2.4 te, s = 1 için klasik konvekslik elde edilir (Maden vd. 2014).
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Tanım 2.5 f ∈ L1[a, b] ve α > 0 olmak üzere Jαa+f ve Jαb−f Riemann-Liouville

kesirli integralleri;

Jαa+f(λ) =
1

Γ(α)

∫ λ

a

(λ− τ)α−1 f(τ)dτ, λ > a

ve

Jαb−f(λ) =
1

Γ(α)

∫ b

λ

(τ − λ)α−1 f(τ)dτ, λ < b,

şeklinde tanımlanır. Burada α = 0 için Γ (0) = 1 ve J0
a+f(λ) = J0

b−f(λ) = f(λ) dır

(Samko 1993).

Tanım 2.6 β > 0 ve α ∈ (0, 1] olmak şartıyla f ∈ L1[a, b] fonksiyonu için βIαa+f

ve βIαb−f kesirli conformable integral operatörleri;

βIαa+f(λ) =
1

Γ(β)

∫ λ

a

(
(λ− a)α − (τ − a)α

α

)β−1
f(τ)

(τ − a)1−αdτ, τ > a (2.1)

ve

βIαb−f(λ) =
1

Γ(β)

∫ b

λ

(
(b− λ)α − (b− τ)α

α

)β−1
f(τ)

(b− τ)1−αdτ, τ < b, (2.2)

şeklinde tanımlanır (Samko 1993).

2.2 Konveks Fonksiyonlar ile İlgili Bazı Önemli İntegral Eşitsizlikleri

Teorem 2.7 I,R de bir aralık; a, b ∈ I ile a < b iken f : I ⊆ R→ R fonksiyonu

konveks bir fonksiyon ise,

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

b∫
a

f(λ)dλ ≤ f (a) + f (b)

2

eşitsizliği Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir.

Hermite-Hadamard eşitsizliği, çeşitli uygulama alanları ve geometrik yorumlarıyla

konveks fonksiyonlar teorisinde en yaygın kullanılan eşitsizliklerden biridir. Bu

eşitsizlik, konveks fonksiyonların integralinin ortalama değeri için tahminler sağlamada

önemli bir rol oynar. Ayrıca, son yıllarda artan ilgiyle birlikte çeşitli araştırmalarda

ve genelleştirmelerde kullanılmıştır.

Dolayısıyla, Hermite-Hadamard eşitsizliği, konveks fonksiyonlar teorisindeki önemli

sonuçlardan biridir ve bu alandaki çeşitli matematiksel analizlerde kullanılır.
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Teorem 2.8 I, R′de bir aralık ve I ∈ [0, 1] koşuluyla f ; I ⊆ R → R fonksiyonu

ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise;

2s−1 f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

b∫
a

f(λ)dλ ≤ f (a) + f (b)

s+ 1

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik ikinci anlamda s-Konveks Fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard Eşitsizliği olarak tanımlanır (Dragomir ve Fitzpatrick 1999).

Teorem 2.9 Eğer f ve g, [a, b] aralığında tanımlı gerçel fonksiyonlar olup |f |p ve

|g|p, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise ve p > 1 ile 1
p

+ 1
q

= 1 şartları

sağlanıyorsa;

b∫
a

|f(λ)g(λ)| dλ ≤

 b∫
a

|f(λ)|p dλ


1
p
 b∫

a

|g(λ)|q dλ


1
q

integraller için Hölder Eşitsizliği olarak bilinir (Mitrinovic vd. 1993).

H ölder eşitsizliği, çift katlı integraller için şu şekilde tanımlanır:
b∫

a

b∫
a

|f (λ,Ω) g (λ,Ω)| dλdΩ ≤

 b∫
a

b∫
a

|f (λ,Ω)|p dλdΩ


1
p
 b∫
a

b∫
a

|g (λ,Ω)|q dλdΩ


1
q

.

Teorem 2.10 Eğer f ve g, [a, b] aralığında tanımlı gerçel değerli fonksiyonlar ve

|f | ile |g|q , [a, b] üzerinde integrallenebilen fonksiyonlar ise ve q ≥ 1 olmak üzere;

b∫
a

|f(λ)g(λ)| dλ ≤

 b∫
a

|f(λ)| dλ

1− 1
q
 b∫

a

|f(λ)| |g(λ)|q dλ


1
q

eşitsizliği Power-Mean Eşitsizliği olarak bilinir. Hölder Eşitsizliği’nin özel bir duru-

mudur.

Power-Mean eşitsizliği kullanılarak çift katlı integraller için;

b∫
a

b∫
a

|f (λ,Ω) g (λ,Ω)| dλdΩ ≤

 b∫
a

b∫
a

|f (λ,Ω)|p dλdΩ

1− 1
q
 b∫
a

b∫
a

|f (λ,Ω)| |g (λ,Ω)|q dλdΩ


1
q

ifadesi elde edilebilir (Mitrinovic vd. 1993).
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Teorem 2.11 f : [a, b] ⊆ R → R fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve |f ′| , [a, b] aralığında konveks olmak üzere;∣∣∣∣∣∣ 1

b− a

b∫
a

f (λ) dλ− f
(
a+ b

2

)∣∣∣∣∣∣ ≤ b− a
8

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) ,

eşitsizliği Midpoint Eşitsizliği olarak bilinir (Kirmacı 2004).

Teorem 2.12 λ,Ω ∈ R için,

|λ+ Ω| ≤ |λ|+ |Ω| ,

||λ| − |Ω|| ≤ |λ− Ω| ,

||λ| − |Ω|| ≤ |λ+ Ω|

eşitsizlikler genel olarak geçerlidir. Üçgen Eşitsizliği;

|λ1 + ...+ λn| ≤ |λ1|+ ...+ |λn|

yazılır (Mitrinovic vd. 1993).

Teorem 2.13 f , [a, b] aralığında sürekli bir fonksiyon ve a < b olmak üzere,∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(λ)dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(λ)| dλ

ifadesine İntegraller için Üçgen Eşitsizliği denir (Mitrinovic vd. 1993).

2.3 Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar ile İlgili Genel Kavramlar

Tanım 2.14 f : ∆ = [a, b]× [c, d]→ R tanımlı, ∀ τ, s ∈ (0, 1) ve (λ,Ω) , (u, v) ∈ ∆

olmak üzere;

f (τλ+ (1− τ) Ω, su+ (1 + s) v)

≤ τsf (λ, u) + s (1− τ) f (Ω, u) + τ (1− s) f (λ, v) + (1− τ) (1− s) f (Ω, v)

eşitsizliği elde edilebiliyor ise f : ∆→ R fonksiyonu koordinatlarda konvekstir (Latif

ve Alomari 2009).
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Lemma 2.15 Her konveks f : ∆ → R fonksiyonu koordinatlarda da konveks

olup tersi her zaman doğru olmak zorunda değildir. Bu prensip, konveks analiz

teorisinde önemli bir ilkedir ve Dragomir (2001) tarafından ispatlanmıştır. Örneğin;

f(λ,Ω) = λΩ şeklinde tanımlanan f : [0, 1]× [0, 1]→ R fonksiyonu koordinatlarda

konveks olmasına rağmen [0, 1]× [0, 1] için konveks değildir.

Tanım 2.16 f : ∆ → R fonksiyonu ∀ (λ, u) , (Ω, v) ∈ ∆ ile αs + βs = 1 ve

α, β ≥ 0, s ∈ (0, 1] koşulları altında;

f(αλ+ βΩ, αu+ βv) ≤ αsf(λ, u) + βsf(Ω, v)

ise, f fonksiyonuna ∆ üzerinde Koordinatlarda 1. Anlamda s−Konvekstir denir

(Alamori ve Darus 2008).

Tanım 2.17 f : ∆ → R fonksiyonu ∀ (λ, u) , (Ω, v) ∈ ∆ olmak üzere s ∈ (0, 1] ve

λ ∈ (0, 1] koşulları altında f ∈ L1([a, b] × [c, d]) olsun. α, β > 0 ile a, c ≥ 0 ve Γ;

Gama fonksiyonu olmak üzere Riemann-Liouville integralleri Jα,βa+,c+ , J
α,β
a+,d− , J

α,β
b−,c+ ve

Jα,βb−,d− ;

Jα,βa+,c+f(λ,Ω) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ λ

a

∫ Ω

c

(λ− τ)α−1 (Ω− s)β−1 f(τ, s)dsdτ, λ > a,Ω > c,

(2.3)

Jα,βa+,d−f(λ,Ω) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ λ

a

∫ d

Ω

(λ− τ)α−1 (s− Ω)β−1 f(τ, s)dsdτ, λ > a,Ω < d,

(2.4)

Jα,βb−,c+f(λ,Ω) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ b

λ

∫ Ω

c

(τ − λ)α−1 (Ω− s)β−1 f(τ, s)dsdτ, λ < b,Ω > c,

(2.5)

ve

Jα,βb−,d−f(λ,Ω) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ b

λ

∫ d

Ω

(τ − λ)α−1 (s− Ω)β−1 f(τ, s)dsdτ, λ < b,Ω < d,

(2.6)

şeklinde tanımlanır (Samko 1993).

Tanım 2.18 f : ∆→ R ve γ1 6= 0, γ2 6= 0, α, β ∈ C için, Re(α) > 0 ve Re(β) > 0

ve f (λ,Ω) nin α, β mertebesinden genelleştirilmiş conformable integrali şu şekilde

tanımlanır:(
γ1γ2Iα,βa+,c+f

)
(λ,Ω) =

[
1

Γ(α)Γ(β)

∫ λ

a

∫ Ω

c

(
(λ− a)γ1 − (τ − a)γ1

γ1

)α−1

(2.7)
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×
(

(Ω− c)γ2 − (s− c)γ2
γ2

)β−1
f(τ, s)

(τ − a)1−γ1(s− c)1−γ2
dsdτ

]
,

(
γ1γ2Iα,βb−,c+f

)
(λ,Ω) =

[
1

Γ(α)Γ(β)

∫ b

λ

∫ Ω

c

(
(b− λ)γ1 − (b− τ)γ1

γ1

)α−1

(2.8)

×
(

(Ω− c)γ2 − (s− c)γ2
γ2

)β−1
f(τ, s)

(b− τ)1−γ1(s− c)1−γ2
dsdτ

]
,

(
γ1γ2Iα,βa+,d−f

)
(λ,Ω) =

[
1

Γ(α)Γ(β)

∫ λ

a

∫ d

Ω

(
(λ− a)γ1 − (τ − a)γ1

γ1

)α−1

(2.9)

×
(

(d− Ω)γ2 − (d− s)γ2
γ2

)β−1
f(τ, s)

(τ − a)1−γ1(d− s)1−γ2
dsdτ

]
,

ve(
γ1γ2Iα,βb−,d−f

)
(λ,Ω) =

[
1

Γ(α)Γ(β)

∫ b

λ

∫ d

Ω

(
(b− λ)γ1 − (b− τ)γ1

γ1

)α−1

(2.10)

×
(

(d− Ω)γ2 − (d− s)γ2
γ2

)β−1
f(τ, s)

(b− τ)1−γ1(d− s)1−γ2
dsdτ

]
.

(Samko 1993).

Teorem 2.19 f : ∆ → R fonksiyonunun koordinatlarda konveks bir fonksiyon

olmak üzere;

f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
≤ 1

2

[
1

b− a

] ∫ b

a

f

(
λ,
c+ d

2

)
dλ+

1

d− c

∫ d

c

f

(
a+ b

2
,Ω

)
dΩ

≤ 1

(b− a) (d− c)

∫ b

a

∫ d

c

f (λ,Ω) dΩdλ

≤ 1

4

[
1

b− a

∫ b

a

f (λ, c) dλ+
1

b− a

∫ b

a

f (λ, d) dλ

+
1

d− c

∫ d

c

f (a,Ω) dΩ +
1

d− c

∫ d

c

f (b,Ω) dΩ

]
≤ f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

eşitsizliğine Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Eşitsizliği

denir (Drogamir 2001).
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Teorem 2.20 f : ∆ → R fonksiyonu a < b, c < d olmak üzere ∆ üzerinde

diferansiyellenebilir olsun.
∣∣∣ ∂2f∂t∂s

∣∣∣, ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise;

K =
1

b− a

∫ b

a

f

(
λ,
c+ d

2

)
dλ+

1

d− c

∫ d

c

f

(
a+ b

2
,Ω

)
dΩ

olmak üzere ; ∣∣∣∣ 1

(b− a) (d− c)

∫ b

a

∫ d

c

dΩdλ+ f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
−K

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

16
∣∣∣ ∂2f∂t∂s

f (a, c)
∣∣∣+
∣∣∣ ∂2f∂t∂s

f (a, d)
∣∣∣+
∣∣∣ ∂2f∂t∂s

f (b, c)
∣∣∣+
∣∣∣ ∂2f∂t∂s

f (b, d)
∣∣∣

4


Midpoint Eşitsizliği sağlanır (Latif 2012).

12



3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1 Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar İçin Midpoint Tipli Eşitsizlikler

Lemma 3.1 f : 4 ⊂ R2 → R fonksiyonu ∆ = [a, b] × [c, d] üzerinde diferansiyel-

lenebilir olsun. 0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d koşulları altında
∂2f(t, s)

∂t∂s
∈ L1(∆) var olmak

üzere, aşağıdaki eşitlik yazılır:

f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A (3.1)

=
γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[
∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)
dsdt

]

−
1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[
∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)
dsdt

]

−
1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[
∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + s

2
c+

1− s
2

d

)
dsdt

]

+

k1∫
p

k∫
p

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[
∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− s
2

c+
1 + s

2
d

)
dsdt

]}
.

Burada

A =
2γ2β−1 γβ2 Γ(β + 1)

(d− c)γ2β

[
γ2Iβc+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ2Iβd−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
(3.2)
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+
2γ1α−1 γα1 Γ(α + 1)

(b− a)γ1α

[
γ1Iαa+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1Iαb−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
olarak ifade edilir (Kiriş vd. 202x).

Teorem 3.2 f : 4 ⊂ R2 → R fonksiyonu ∆ üzerinde diferansiyellenebilir ve

0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d olsun. A (3.2) deki gibi tanımlanmak ve B (·, ·) Beta

fonksiyonunu ifade etmek üzere, eğer
∂2f(t, s)

∂t∂s
türevi ∆ üzerinde koordinatlarda

konveks ise,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ + γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣ (3.3)

≤ (b− a) (d− c)
16

[
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

)][
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

)]
×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] ,
eşitsizliği elde edilir (Kiriş vd. 202x).

İspat. Lemma 3.1’in modülü alınsın:∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣ (3.4)

≤ γα1 γ
β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
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+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− s
2

c+
1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt} .
Burada

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣ türevinin ∆ üzerindeki koordinatlarda konveksliği kullanılırsa,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

× γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[(

1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[(

1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[(

1− t
2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
15



+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]

×
[(

1− t
2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt}
=

γα1 γ
β
2 (b− a) (d− c)

16

×

 1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β]
×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣]
=

(b− a) (d− c)
16

[
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

)][
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

)]
×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] ,
elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Uyarı 3.1.1 Teorem 3.2 de, γ1 = 1 ve γ2 = 1 seçilirse, aşağıdaki sonuç elde edilir:∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(b− a)α (d− c)β
(3.5)

×
[

1,1Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

≤ (b− a) (d− c)
16

[
1− 1

α + 1

] [
1− 1

β + 1

]
×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] .
Teorem 3.3 f : 4 ⊂ R2 → R , ∆ üzerinde diferansiyellenebilir fonksiyon, B (·, ·)

Beta fonksiyonu ve A da (3.2) ifadesinde tanımlandığı gibi, 0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d

olmak şartıyla, eğer

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣q q > 1, ∆ üzerinde koordinatlarda konveks iken, 1
p

= 1− 1
q

koşuluyla,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

16



[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣ (3.6)

≤ (b− a) (d− c)
16

[(
16− 16

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
16− 16

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

elde edilir (Kiriş vd. 202x).

İspat. Lemmadan, (3.4) eşitsizliği elde edilir. Ḣölder eşitsizliği kullanılır ve ardından∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣q fonksiyonunun koordinatlarda konveksliği kullanılırsa,

I1 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣ (3.7)

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣p
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣
p

dsdt


1
p

×

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣q dsdt


1
q

≤ 1

γα1

1

γβ2

 1∫
0

1∫
0

(1− (1− (1− t)γ1)αp)
(

1− (1− (1− s)γ2)βp
)
dsdt


1
p

×
{(

1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q dsdt}
1
q

≤ 1

γα1

1

γβ2

[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

9

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +
3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +
1

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

17



bulunur. Benzer şekilde,

I2 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣ (3.8)

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}

≤ 1

γα1

1

γβ2

[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +
9

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

1

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +
3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

,

I3 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣ (3.9)

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt}

≤ 1

γα1

1

γβ2

[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +
1

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

9

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +
3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

ve

I4 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣ (3.10)

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− s
2

c+
1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}

≤ 1

γα1

1

γβ2

[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

1

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +
3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

3

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +
9

16

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

.

Bulunan (3.7)-(3.10) eşitsizlikleri (3.4)’ de yerine yazılısa, (3.6) elde edilir.
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Uyarı 3.1.2 Teorem 3.3’te γ1 = 1 ve γ2 = 1 seçilirse, aşağıdaki sonuç bulunur:∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(b− a)α (d− c)β
(3.11)

×
[

1,1Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

+ 1,1Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

16

[(
16− 16

(αp+ 1)

)(
16− 16

(βp+ 1)

)] 1
p

×
[∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

.

Teorem 3.4 f : 4 ⊂ R2 → R, ∆ üzerinde diferansiyellenebilir ve 0 ≤ a < b,

0 ≤ c < d koşullarıaltında,

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣q q ≥ 1 ifadesi ∆ üzerinde koordinatlarda konveks

ve A, (3.2)’de tanımlandığı gibi olmak üzere,

S =

∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
şeklindedir. Buradan;

S ≤ (b− a) (d− c)
γ1γ2

(
1

4

)2+ 1
q

(3.12)

×
[(

1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

))]1− 1
q

×
{([

3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
(3.13)

×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q +

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
(3.14)

×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q
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+

([
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
(3.15)

×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
(3.16)

×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q (3.17)

+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]]) 1
q

×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q
+

([
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)]
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]

×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

+

([
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q (3.18)

+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
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+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]

×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

yazılır (Kiriş vd. 202x).

İspat.

I5 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
olsun. I5 integralinde Power Mean eşitsizliği kullanılırsa,

I5 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣ dsdt
1− 1

q

×

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣q dsdt) 1
q

yazılır. Ardından

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣q ifadesinin 4 üzerinde koordinatlarda konveksliğinden,

 1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)
dsdt

1− 1
q

 1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)

×
{(

1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q +

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q dsdt}
1
q
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bulunur. Bu eşitsizlikte değişken değiştirme yöntemi uygulanırsa,

1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)
(3.19)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

[
1

γα1

1

γβ2

(
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

))]1− 1
q

×
{

1

4

1

γα+1
1

1

γβ+1
2

([
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)} 1
q

.

elde edilir. Benzer şekilde,

I6 =

1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)
(3.20)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

[
1

γα1

1

γβ2

(
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

))]1− 1
q

×
{

1

4

1

γα+1
1

1

γβ+1
2

([
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
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+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)} 1
q

ve

I7 =

1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)
(3.21)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + s

2
c+

1− s
2

d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

[
1

γα1

1

γβ2

(
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

))]1− 1
q

×
{

1

4

1

γα+1
1

1

γβ+1
2

([
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)][
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)} 1
q

son olarak,

I8 =

1∫
0

1∫
0

(
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α)(
1

γβ2
−
(

1− (1− s)γ2
γ2

)β)
(3.22)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− s
2

c+
1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
≤

[
1

γα1

1

γβ2

(
1− 1

γ1

B

(
α + 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
β + 1,

1

γ2

))]1− 1
q

×
{

1

4

1

γα+1
1

1

γβ+1
2

([
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
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+

[
γ1

2
−B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[

3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)]
×
[
γ2

2
−B

(
β + 1,

2

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
3γ1

2
− 2B

(
α + 1,

1

γ1

)
+B

(
α + 1,

2

γ1

)
× 3γ2

2
− 2B

(
β + 1,

1

γ2

)
+B

(
β + 1,

2

γ2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q])} 1
q

bulunur. (3.19)-(3.22) eşitsizlikleri (3.12) de yazıldığında ispat tamamlanmış olur.

Uyarı 3.1.3 Eğer Teorem 3.4’te γ1 = 1 ve γ2 = 1 seçilirse, aşağıdaki eşitsizlik elde

edilir. ∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(b− a)α (d− c)β

[
1,1Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ 1,1Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣ (3.23)

≤ (b− a) (d− c)
(

1

4

)2+ 1
q
[(

1− 1

α + 1

)(
1− 1

β + 1

)]1− 1
q

×
{([

3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q

+

([
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
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+

[
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

+

([
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

+

([
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

[
1

2
− 1

α + 1
+

1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
1

2
− 1

β + 1
+

1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q

+

[
3

2
− 1

α + 1
− 1

α + 2

] [
3

2
− 1

β + 1
− 1

β + 2

] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q)
1
q

.
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4. BULGULAR

4.1 Koordinatlarda s-Konveks Fonksiyonlar İçin Yeni Midpoint Eşitsizlikler

Teorem 4.1 f : 4 ⊂ R2 → R fonksiyonu ∆ üzerinde tanımlı olsun. 0 ≤ a < b,

0 ≤ c < d koşulları altında
∂2f(t, λ)

∂t∂λ
türevi ∆ üzerinde koordinatlarda s−konveks

fonksiyon ise aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

× γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

22s+4 · γ1γ2

[Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s) + Ψ (γ1, α, s)

×
[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]
+ Ψ (γ2, β, s)

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)]
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ2

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]]
×
{∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣}
Burada;

Ψ (γ1, α, s) =

1∫
0

[1− (1− u)α]
(

2− u
1
γ1

)s
.u

1
γ1
−1
du

Ψ (γ2, β, s) =

1∫
0

[
1− (1− u)β

] (
2− v

1
γ1

)s
.v

1
γ2
−1
dv

olarak tanımlanmıştır.

İspat. Lemma (3.1)’ e göre,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β
(4.1)

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
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≤ γα1 γ
β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− λ

2
c+

1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− λ
2

c+
1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt}

yazılır.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣ nin koordinatlarda s− konveksliği kullanılırsa,

∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
(4.2)

+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
[(

1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
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+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
[(

1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
[(

1− t
2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
[(

1− t
2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt }
elde edilir. (4.2) eşitsizliğinin sağ tarafında,

I1 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
(4.3)

×
[(

1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
,

I2 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
(4.4)

×
[(

1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
,

I3 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
(4.5)
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×
[(

1− t
2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
ve

I4 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
(4.6)

×
[(

1− t
2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣] dλdt
diyelim. (4.3) de değişken değiştirme yöntemi kullanıldığında;

I1 =
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

1

2s2s

{
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣ (4.7)

+Ψ (γ1, α, s)

[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣]
+ Ψ (γ2, β, s)

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣]
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣]}
bulunur. Benzer şekilde, (4.3)-(4.6) ifadelerinde de değişken değiştirme kullanıldığında;

I2 =
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

1

2s2s

{
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣ (4.8)

+Ψ (γ1, α, s)

[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣
+ Ψ (γ2, β, s)

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣ ,
I3 =

1

γα+1
1

1

γβ+1
2

1

2s2s

{
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣ (4.9)

+Ψ (γ2, β, s)

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣
+ Ψ (γ1, α, s)

[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
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ve

I4 =
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

1

2s2s

{
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣ (4.10)

+Ψ (γ2, β, s)

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣
+ Ψ (γ1, α, s)

[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣
elde edilir. Bulunan (4.7)-(4.10) ifadeleri (4.2) de yerine yazılırsa,∣∣∣∣∣f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

22s+4.γ1γ2

. [Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s) + Ψ (γ1, α, s)

×
[
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]
+ Ψ (γ2, β, s)

γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
+

[
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ2

)][
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]]
×
{∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣} .
Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.2 Varsayalım ki f : 4 ⊂ R2 → R ∆ üzerinde diferansiyellenebilir

fonksiyon olsun. 0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d olmak koşuluyla

∣∣∣∣∂2f(t, λ)

∂t∂λ

∣∣∣∣ ∆ üzerinde

koordinatlarda s-konveks fonksiyon ise,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

24+ s
q
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×
[(

1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

× 1

(s+ 1)
2
q

[(
2s+1 − 1

)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+
(
2s+1 − 1

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +
(
2s+1 − 1

)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Lemma (3.1)’ in modülü alınırsa,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt (4.11)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− λ

2
c+

1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt (4.12)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
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×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt (4.13)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− λ
2

c+
1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt} (4.14)

bulunur. (4.11) de Hölder eşitsizliği ve

∣∣∣∣∂2f(t, λ)

∂t∂λ

∣∣∣∣’ nin koordinatlarda s-konveksliği

kullanılırsa,

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
≤


 1∫

0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣p .
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β∣∣∣∣∣
p

dλdt


1
p

×

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣q dλdt


1
q

≤ 1

γα1
.

1

γβ2
.

 1∫
0

1∫
0

|1− (1− (1− t)γ1)α|p .
∣∣∣(1− (1− λ)γ2)

β
∣∣∣p dλdt


1
p

×


1∫

0

1∫
0

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q

+

(
1− t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +

(
1− t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q dλdt} 1
q

ifadesi elde edilir. Değişken değiştirme kullanıldığında (4.11);

I5 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
≤ 1

γα1 .γ
β
2 .2

2s
q

{[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

2s+1 − 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +
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+

(
2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +

(
1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
] 1
q

(4.15)

sonucuna ulaşılır. Benzer şekilde (4.12) ;

I6 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− λ

2
c+

1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt
≤ 1

γα1 .γ
β
2 .2

2s
q

{[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
2s+1 − 1

(s+ 1)

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +

+

(
1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
] 1
q

, (4.16)

(4.13);

I7 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
≤ 1

γα1 .γ
β
2 .2

2s
q

{[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +

(
1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +

+

(
2s+1 − 1

(s+ 1)

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
] 1
q

(4.17)

ve (4.14);

I8 =

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− λ
2

c+
1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt
≤ 1

γα1 .γ
β
2 .2

2s
q

{[(
1− 1

γ1

B

(
αp+ 1,

1

γ1

))(
1− 1

γ2

B

(
βp+ 1,

1

γ2

))] 1
p

×
(

1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q +
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q +
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+
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q +

(
2s+1 − 1

(s+ 1)

)2 ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
] 1
q

(4.18)

sonuçları elde edilir. Bulunan (4.15)-(4.18) sonuçları (4.11)-(4.14) de yerine yazılırsa

ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.3 f : 4 ⊂ R2 → R fonksiyonu ∆ üzerinde diferansiyellenebilir olsun.

0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d koşulları altında q ≥ 1 iken

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

∣∣∣∣q koordinatlarda s-konveks

ise; ∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

γ
1
q

1 γ
1
q

2

(
1

4

)2+ s
q

×
[(

1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

))(
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

))]1− 1
q

×
[
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
×
(

γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
×
(

γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
+

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q] 1
q
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+

[
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
×
(

γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
+

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
Ψ (γ1, α, s) Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ1, β, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
×
(

γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q] 1
q

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Lemma (3.1)’ in modülü alınırsa,∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt] (4.19)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
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×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− λ

2
c+

1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt] (4.20)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt] (4.21)

+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− λ
2

c+
1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt} . (4.22)

elde edilir. (4.19) integraline Power-Mean eşitsizliği uygulanırsa;

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt
≤

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β
dλdt

]1− 1
q

×

 1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣q dλdt) 1
q

bulunur. Burada;

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β
dλdt

]1− 1
q

integraline değişken değiştirme uygulanırsa;

1

γα1

1

γβ2

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β
dλdt

]1− 1
q

sonucu elde edilir. 1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]
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×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣q dλdt) 1
q

integralinde

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

∣∣∣∣’nın koordinatlarda s−konvekslik özelliği kullanılırsa;

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α][
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×t
(

1 + t

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q dλd
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
(

1 + t

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
(

1− t
2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q dλdt
+

1∫
0

1∫
0

[
1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α] [
1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β]

×
(

1− t
2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q dλdt
elde edilir. Değişken değiştirme uygulanıp yerine yazılırsa (4.19);

I9 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt]

≤
(

1

γα1

1

γβ2

[
1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

)][
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

)])1− 1
q

× 1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

{
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q
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elde edilir. Benzer şekilde (4.20);

I10 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1 + t

2
a+

1− t
2

b,
1− λ

2
c+

1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt]

≤
(

1

γα1

1

γβ2

[
1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

)][
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

)])1− 1
q

× 1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

{
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q] 1
q

,

(4.21);

I11 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1 + λ

2
c+

1− λ
2

d

)∣∣∣∣ dλdt]

≤
(

1

γα1

1

γβ2

[
1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

)][
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

)])1− 1
q

× 1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

{
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q] 1
q

ve son olarak (4.22);

I12 =

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ 1

γα1
−
(

1− (1− t)γ1
γ1

)α∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

γβ2
−
(

1− (1− λ)γ2

γ2

)β∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,

1− λ
2

c+
1 + λ

2
d

)∣∣∣∣ dλdt]
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≤
(

1

γα1

1

γβ2

[
1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

)][
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

)])1− 1
q

× 1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

{
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q] 1
q

sonuçlarına ulaşılır. Lemma (3.1)’in modülünde yerine yazılırsa;∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

γ
1
q

1 γ
1
q

2

.

(
1

4

)2+ s
q
[(

1− 1

γ1

B

(
1

γ1

, α + 1

))(
1− 1

γ2

B

(
1

γ2

, β + 1

))]1− 1
q

×
[
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
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+ Ψ (γ1, α, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
Ψ (γ1, α, s) .Ψ (γ2, β, s)

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, d)

∣∣∣∣q +

+ Ψ (γ2, β, s)

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, d)

∣∣∣∣q
+ Ψ (γ1, β, s)

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ1

)) ∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
γ1

s+ 1
−B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

))
.

(
γ2

s+ 1
−B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

))
.

∣∣∣∣ ∂2f

∂t∂λ
(a, c)

∣∣∣∣q] 1
q

ispat tamamlanmış olur.
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5. SONUÇ

Sonuç olarak bu tez çalışması, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar için midpoint

tipli integral eşitsizliklerinin derinlemesine incelenmesine önemli bir katkı sağlamakta-

dır. Çalışmanın bu konuya yoğunlaşması, matematiksel analizdeki geleneksel yakla-

şımları genişletmekte ve kesirli türev ve integral hesabının bu alandaki uygula-

malarını ortaya koymaktadır. Bu çalışma, s-konveks fonksiyonların temel özelliklerini

ve bu fonksiyonlar için geçerli olan midpoint tipi integral eşitsizliklerini detaylı

bir şekilde incelemiştir. Bu inceleme, bu fonksiyonların matematiksel yapısını ve

uygulama potansiyelini daha iyi anlamamıza olanak tanımıştır. s-Konveks fonksiy-

onlar ve bu fonksiyonlar için geliştirilen yeni integral eşitsizlikler, konveks analiz

teorisinin daha da genişletilmesine olanak sağlamıştır. Genel olarak bu tez çalışması,

s-konveks fonksiyonlar ve onlar için geliştirilen midpoint tipli integral eşitsizliklerinin

anlaşılmasına ve bu alandaki bilgi birikimine önemli bir katkı sağlamıştır. Bu

çalışma, hem matematiksel analizin temel alanlarında hem de çeşitli uygulamalı

disiplinlerde kullanılabilecek teorik ve pratik bilgiler sunmaktadır. Bu, öğrencilere

ve araştırmacılara, matematiksel kavramları daha etkin bir şekilde öğrenme ve uygu-

lama fırsatları sağlamaktadır. Bu tez, s-konveks fonksiyonlar ve integral eşitsizlikleri

üzerine yapılacak gelecek çalışmalar için güçlü bir temel oluşturmuştur. Bu alan-

larda ileride yapılacak araştırmalar için yol gösterici olabilir ve yeni araştırma konu-

larının keşfedilmesine öncülük edebilir. Bu tez, s-konveks fonksiyonlar ve integral

eşitsizlikleri hakkındaki mevcut bilgiyi genişletmekte ve bu konularda gelecekteki

araştırma ve uygulamalar için sağlam bir temel oluşturmaktadır.
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