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Bu c¢aligmada

sunulmustur.
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U
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SIMGELER VE KISALTMALAR

kullanilmig baz1 simgeler, ac¢iklamalar1 ile birlikte asagida

Aciklama

X ’te taniml1 smirli fonksiyonlar uzay1
X ’te tanimli stirekli fonksiyonlar uzayi

X ’te taniml1 stirekli ve sinirl fonksiyonlar uzayi

Sonsuzda sifir olan X ’te siirekli fonksiyonlar

uzay1

X ’te taniml1 reel degerli fonksiyonlar uzay1

f’nin X ’yakanonik (dogal) genislemesi

X ’te tanimls, stirekli ve kompakt destege sahip

fonksiyonlar uzayi

Korovkin altkiimesi

H kiimesinin 7' operatorii i¢in Korovkin kapanisi

L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

Lineer pozitif operator agi

Pozitif smirlit Radon 6lgiilerinin uzay1

Radon olgiisii

X ’te diizgiin siirekli ve sinirl fonksiyonlar uzay1



X

Aciklama

X ve y ’nin supremumu

X ve y 'nin infimumu

x ve 0’ supremumu
—x ve 0’m supremumu

—X ve X ’in supremumu

(x,),., agmin limiti

X ’in tek nokta kompaktlastirmasi

diizglin yakinsama normu (sup-norm)



1. GIRIS
Korovkin tip teoremler, verilen bir lineer pozitif operator dizisinin, bazi fonksiyon

uzaylar1 lizerinde bir yaklagim yontemi olup olmadigi ile ilgili, diger bir deyimle, bu

dizinin birim operatdre kuvvetli yakinsakligi ile ilgili basit ve yararh 6lgiitler saglar.

Kisaca bu teoremler, yaklasim 6zelliginin tiim uzay lizerinde saglandigini garanti

eden, fonksiyonlarin test altkiimelerinin tiirtinii gosterir.

Bu tiir sonuglara “Korovkin tip teoremler” denilmesi aligkanligi P. P. Korovkin’e
dayanir. Korovkin, 1953’te [a,b] reel aralig1 lizerindeki tiim siirekli fonksiyonlarin
uzayt C([a,b])’deki 1, x ve x* fonksiyonlar1 igin ve benzer sekilde, reel eksen

iizerindeki 27 periyotlu tiim siirekli fonksiyonlar uzayindaki 1, cos ve sin

fonksiyonlar1 i¢in yaklagim kosullarni elde etmistir [1,2].

Bu bulustan sonra bir¢ok Matematik¢i, Korovkin Teoremi’ni genisletmeye
baslamustir. Bu genisletmelerin amac1 {1,x,x”} kiimesi ile ayn1 6zelliklere sahip
baska fonksiyon altkiimeleri bulmak, fonksiyon uzaylari, soyut Banach latisleri,
Banach cebirleri, Banach uzaylar1 ve benzeri uzaylarda ve lineer operatdrlerin baska

siniflar1 i¢in Korovkin Teoremi benzeri sonuglar elde etmektir.

Bu arastirmalarin sonucu olarak “Korovkin tip yaklagim teorisi” olarak adlandirilan

yeni bir teori olusturulmustur.

Bu teorinin sadece klasik yaklasim teorisiyle degil, reel analiz, fonksiyonel analiz,
harmonik analiz, olasilik teorisi ve kismi diferensiyel denklemlerle de oldukea giiclii

baglar1 vardir.

Bu tezin amaci, Korovkin altkiimeleri ve Korovkin altuzaylari ile baglantili Korovkin
tip teoremler iizerine bir inceleme sunmak, lineer pozitif operatdr dizileri igin elde

edilen sonuglar1 lineer pozitif operator aglari icin genellestirmektir.

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girig boliimiidiir.



Temel tanim ve teoremlerin verildigi ikinci boliimde bazi fonksiyon uzaylari, lineer

pozitif operatorler, latisler, aglar ve Radon 6l¢iisii kisaca tanitilmistir.

Ucgiincii boliimde Korovkin’in Birinci Teoremi ifade edilmis ayrica bu teoremin yerel

kompakt metrik uzaylara genellestirmeleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde Banach latis iizerinde tanimli 7' lineer pozitif operatdrii ve birim
operator i¢in Korovkin altkiimesi ve Korovkin altuzay: tanitilmis ve ilgili teoremler
verilmistir. Besinci boliimde bu inceleme C,(X) Banach latisinde birim operator

icin yapilmis ve C(X)’in bir M altkiimesinin X ’in noktalarini ayirmasi halinde

C,(X) ’in Korovkin altkiimelerinin belirlenmesi aragtirilmigtir.

Altmer bolimde C,(X) ’te tanimli latis homomorfizmleri i¢in Korovkin altuzaylarini

karakterize eden teoremler ¢aligilmistir.

Ug, dért, bes ve altinc1 bdliimler i¢in F. Altomare’nin “Korovkin-type Theorems and
Approximation by Positive Linear Operators” [3] adli makalesinin gerekli kisimlar1

incelenmistir.

Son olarak yedinci boliimde, daha 6nceki boliimlerde lineer pozitif operator dizileri
icin verilen 6zellikler F. Altomare ve M. Campiti’nin “Korovkin-type Approximation

Theory and its Applications” [4] isimli kitaplar1 kullanilarak incelenmistir. Bu
boliimde ozellikle C,(X)’teki fonksiyonlarn Korovkin kapanis uzayr tanimi
yardimiyla, C,(X)’te tanimli lineer pozitif operator aglarmin Korovkin kapanig

uzaymdaki fonksiyonlara yakinsama kosullarin1 veren Korovkin tip teoremler

verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde g¢alismamiz boyunca kullanacagimiz temel kavramlar ve sonuglar

verilmistir.
2.1. Baz1 Fonksiyon Uzaylarinin Yapisi

X kiimesi iizerinde tanimli tiim reel degerli fonksiyonlarm uzaymni1 F(X) ile, X bir

topolojik uzay olmak {iizere X {izerinde tamimhi tiim reel degerli, siirekli

fonksiyonlarm uzaymi C(X) ile gosterelim.

X kiimesi lizerinde taniml tiim reel degerli, smirl fonksiyonlarin uzaym: B(X) ile

gosterelim. Bu uzay iizerinde, diizglin yakinsama normu (kisaca sup-norm), her

f € B(X) igin,
171, =suplrco)

seklinde tanimlanir. B(X) uzayi bu norm ile birlikte bir Banach uzayidir.
C,(X)=C(X)nB(X) diyelim.

Ayrica X topolojik uzayr iizerinde tanmimli tiim diizglin siirekli ve smirl

fonksiyonlarin uzayin1 UC, (X) ile gosterelim.

C,(X) ve UC,(X) uzaylar,, B(X) ’te kapaldirlar dolayisiyla bu uzaylar sup-norm

ile birer Banach uzayidir.

2.1.1. Tanim:

X ’in tek nokta kompaktlastirmasi olan ve X =X U{w} olarak tanimlanan X ’y1

g0z Oniine alalim. Burada w, X ’e ait degildir ve genellikle X ’in sonsuzluk noktas1

olarak isimlendirilir.
7, X lzerindeki topolojiyi gostermek iizere X, ’daki z, topolojisi

r,=tU{X, /K:K cX,K kompakt}



olarak tanimlanir.

(X,.7,) uzayma, (X,r) topolojik wuzaymm bir-nokta veya Alexandroff

kompaktlastirmasi denir. Bu topolojik uzay bir kompakt Hausdorff uzayidir ve X,

X, ’da agiktir. Ayrica, X kompakt degilse, X, X ’da yogundur.

X bir yerel kompakt uzay olmak {izere sonsuzda sifir olan biitiin f e C(X)

fonksiyonlarmin uzaymi C,(X) ile gosterelim.
Eger her £ > 0 reel sayisi i¢in
{xeX:|f(x)|=e}

kiimesi kompakt ise veya es deger olarak,

her £ >0 reel sayis1t ve her xe X/K i¢in | f (x)|£8 olacak bigcimde X ’in bir

kompakt K altkiimesi varsa, f e C(X) fonksiyonu sonsuzda sifir oluyor denir.
Diger bir deyimle, f € C,(X) olmasii¢in gerek ve yeter kosul

lim f(x)=0

veya

} X, —>R

}z{f(x), xeX ise

0O, x=w ise
olarak taniml } fonksiyonunun X ’da siirekli olmasidir.

Yukaridaki ]} fonksiyonu, f’nin X ’ya kanonik (dogal) genislemesi olarak

isimlendirilir.



C,(X) uzaymdaki fonksiyonlarin baska bir karakterizasyonu da, X ’in sonsuzluk

noktasinda yakinsak olan X ’teki diziler yardimiyla verilebilir. Yani, X kompakt

olmayan bir uzay, (x,) X ’te bir dizi olmak iizere X ’in her K kompakt altkiimesi
ve her n>v (veN) igin x, € X/K ise (x,) dizisi X ’in sonsuzluk noktasinda

yakinsaktir denir. Boylece, bu 6zellikteki her dizi ve her f € C,(X) icin
Iim f(x,)=0 2.1
olur.

Tersine, X ’in sonsuzluk noktasinda yakinsak olan her (x,) dizisi i¢in Es. 2.1°1
saglayan bir f € C(X) fonksiyonunun C,(X) ’te olmasi, X ’in sonsuzda sayilabilir

olmasini saglar. Bununla birlikte X ’in sonsuzda sayilabilir olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul her xe X i¢in f,(x)>0 olacak bicimde bir f, € C;(X) olmasidir.

Ayrica, X sayilabilir bir tabana sahipse, X sonsuzda sayilabilirdir.
2.1.2. Tanmm:

X bir yerel kompakt Hausdorff uzay1 olsun. f:X — R bir fonksiyon olmak {izere
f ’'nin sifirdan farkli degerler aldigi noktalarin kiimesinin kapanisina fonksiyonun

destegi denir ve supp( f) ile gosterilir.

X tizerinde reel degerli, slirekli ve kompakt destege sahip biitiin fonksiyonlarin

uzaymi K(X) ile gosterelim.

Kompakt uzaylar iizerinde tanimli her reel degerli siirekli fonksiyon, bu uzaylar

iizerinde sinirl oldugundan K(X) < C,(X) olur.

K(X)’in C,(X) i¢inde sup-norma gore kapanis1 C,(X)’tir ve boylece C,(X),
C,(X)’in kapali bir altuzayidir dolayisiyla C,(X) sup-norm ile bir Banach

uzayidir.



2.2. Lineer Pozitif Operatorler
2.2.1. Tanim:

X ve Y aym cisim lizerinde tanimli reel degiskenli reel degerli fonksiyon uzayi
olsun. X ’ten alimmis herhangi bir f fonksiyonuna Y ’de bir g fonksiyonu karsilik

getiren L:X — Y doniisiimiine (ya da fonksiyonuna) bir operator denir.

feX, geY ve x, g ’nintanim kiimesine ait olmak iizere

L(f;0) =g

ya da daha ag¢ik bigimde, ¢, f ’nin ve X, g 'nin tanim kiimesine ait olmak iizere
L(f@);x) = g(x)

gosterimi kullanilir.

X uzayma L operatoriiniin tanim bolgesi denir ve X = D(L) ile gosterilir. Bu
durumda L(f;x)=g(x), Y uzaymin bir elemant olur ve bu sekildeki g
fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime R(L) ile

gosterilir ve R(L) Y dir.
2.2.2. Tanim:

Her o, B skaleri ve her f, f, € X i¢in

Liaf,+ B 1fr:x) = aL(fi:x) + BL(f;; %)
ise L ’ye lineer operator denir.

2.2.3. Tanmm:
Her t € D(f) i¢in f(t) =0 ise f ’ye pozitif fonksiyon denir, kisaca f >0 yazilir.

Eger L lineer operatorii, pozitif fonksiyonlar1 pozitif fonksiyonlara doniistiiriiyorsa

yani her t € D(f) i¢cin f(¢) >0 oldugunda her x e D(g) icin,



L(f(t);x)=L(f;x)=g(x)=0
ise L’ye lineer pozitif operator denir.

Es deger olarak,

X"={feX:VteD,i¢inf t 20} ve Y" ={geY:VxeD,i¢ing x >0}

olmak tizere, L(X ") c Y ise L ’ye lineer pozitif operator denir.
2.2.4. Tanim:

L:X —> X, L(f;x)= f(x) olarak tanimlanan operatore birim (6zdes) operator denir

ve I, ile gosterilir.
2.2.5. Tanim:

(X,

”X) ’ (Y’

olsun. Her f € D(L) igin,

||y) birer normlu fonksiyon uzay1 ve L:X —Y bir lineer operator

[, < &-|£1,

olacak bigimde K >0 sayisi varsa L’ye D(L)< X ’te sinirli operator denir.

Bu esitsizliginin anlami smirli kiimelerin  goriintlistinlin  de smirli olacagidir.
Dolayisiyla operatoriin smirliligi kavrami analizden bilinen fonksiyonlarin smirlilig

kavramindan farklidur.
Eger f =0 ise bu esitsizligi saglayan en kiiciik K sayis1 sifirdir.

O halde f =0 olmak iizere esitsizligi saglayan en kiigiik K ’yi bulalim.



L
|| f || . #0 ise M <K olup {”L(f)ny } < R oldugundan ve reel sayilarin iistten

7, 171,
siirlt her altkiimesinin bir en kiigiik st sinir1 var oldugundan sup ”l”‘;Jﬁ )”y
feD(L)
f#0 X

mevcuttur.

Bu say1 en kii¢iik K sayisidir ve ||L|| ile gosterilir.

ani 1] = sup IEh

dir.
erto 11,

Bu norm | L||= sup {|L(f)|,} olarak da almr.
Il =1

2.2.6. Lemma:

L:X —Y lineer pozitif operator olsun. f,,f, € X olmak tlizere, f, <f, ise

L(f,;x) < L(f,;x) tir. Yani lineer pozitif operatorler monoton artandir.

2.2.77. Lemma:
L:X —Y lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

3 X)

IL(f;0|<L(f

esitsizligi saglanir.
2.3. Latisler
2.3.1. Tanim:

M = olsun. M iizerinde tanimhi "<" bagintis1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa
"<" bagntisina (kismi) siralama bagintisi, (M,<) ikilisine de (kismi) sirali kiime

denir:

i) Her xe M i¢in x < x (yansima 6zelligi)



ii) Her x,ye M igin x<y ve y<x ise x=1y (ters simetri 6zelligi)
iii) Her x,y,zeM i¢in x<y ve y<z ise x<z (gecisme Ozelligi)
2.3.2. Tanim:

(M ,<) siral1 bir kiilme ve & # A < M olsun.

Her a € A i¢in a < x olacak sekilde xe M varsa x’e A kiimesinin bir {ist sinir1, A
kiimesine de tstten smirh kiime denir. A’nin her z st smir1 igin x < z oluyorsa x

’e A’nin en kiigiik tist sinir1 (supremumu) denir, sup A = x bigiminde gosterilir.

Benzer sekilde, her a€ A i¢cin y<a olacak sekildle yeM varsa y’ye A
kiimesinin bir alt sinir;, A kiimesine de alttan sinirli kiime denir. A ’nin her w alt
sinirt igin w<y oluyorsa, y’ye A’nm en biiyiik alt smir1 (infimumu) denir ve

inf A=y bi¢iminde gosterilir.
Hem alttan hem uistten smirl kiimelere sinirli kiime denir.

Eger bir A kiimesinin supremumu mevcutsa bu deger sup A ile gosterilebilecegi

gibi siralama teorisinde daha ¢ok kullanilan gosterim VA dir. Benzer sekilde inf A

yerine de AA gosterimi kullanilir.
2.3.3. Tanmm:

L # < bir sirali kiime olsun.

i) Her x,ye L icin

sup{x, y}:=xvy ve inf{x,y}=xAy
mevcut ise L ’ye bir latis denir.

ii) Her S c L i¢in

supS :=vS ve inf S :=AS
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mevcut ise L ’ye bir tam latis denir.

2.3.4. Uyart:

L kumesi sonlu ise, her latis bir tam latistir. Yani bir latiste her sonlu alt kiime bir

supremuma ve infimuma sahiptir.

2.3.5. Tanim:

E reel vektor uzay1 ve tizerindeki siralama bagintis1 "<" olmak tizere her x,y e E

ve x<y i¢in
i) Her ze E i¢gin x+z<y+z
i) Her 0<a eR icin ax<ay

kosullarin1 saglayan E uzayina sirali vektor uzayr denir. Yani "<" bagntis1 vektor

islemleriyle uyumludur.

2.3.6. Tanim:
x>0, kosulunu saglayan x € E elemanina pozitif eleman denir.

2.3.7. Tanim:

E ve F swali vektér uzayr, T:E—F lineer doniisim olsun. Her

xeE'={xeE:x20,} i¢in T(x) € F" ise T ’ye pozitif operator denir.
2.3.8. Tanm:

Swali bir (E,<) vektdr uzayr ayn1 zamanda bir latis ise, E’ye vektor latis (Riesz

uzay1) denir.
Bir vektor latiste,

x=xv0, x =—xvO0 ve |x|=xv(—x)

elemanlarna sirasiyla x ’in pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak degeri denir.
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2.3.9. Tanim:
E bir normlu vektor latis ve x, y € E olsun.
¥ <[y[= <[]

monotonluk sartni saglayan norma latis normu denir.
2.3.10. Tanim:

E bir reel Banach uzayi, (E,<) bir vektor latis ve E {izerindeki norm latis normu

ise E ’ye bir Banach latis denir.

Ornegin, C,(X) uzay: sup-norm ile bir Banach uzayidir. Ayrica her f € C,(X) igin
| f | € C,(X) olacagindan bu uzay bir vektor latis olup lizerindeki sup-norm bir latis

normudur. Boylece C,(X) bir Banach latistir.

Bununla birlikte

[£11=]171]] = maks |

f+

1771
esitligi gerceklenir.

2.3.11. Tanim:

F latis uzaymmm E altuzaymi alalim. Her x€ E i¢in |x|eE oluyorsa, E ‘ye latis

altuzay1 denir.

Ornegin B(X), C(X), C,(X) ve UC,(X) uzaylar1 F(X)’in birer latis altuzayidir.
xe X igin,

sup(f,&)(x) =sup(f(x), g(x)) ve inf(f, g)(x) =inf(f(x), g(x))

esitlikleri gergeklenir ve her f, g € E i¢in sup(f, g), inf(f,g) € E dir.

Daha genel olarak, eger n>3 i¢in ise sup f;, inf f, € E dir.

1<i<n 1<i<n



12

2.3.12. Tanim:

E ve F birer vektor latis, S: E— F bir lineer operator olsun. Her f,g € E i¢in
S(fvg)=S(fHvSs(g)

ve

S(fAg)=S(fHnS(g)

oluyorsa S ’ye bir latis homomorfizmi denir.

Bu, § ’nin sonlu latis iglemlerini korudugu anlamina gelir. Yani, her f,....f, €E,

n=?2 igin,

S(sup f;)=sup S(f,)

1<i<n 1<i<n
ve
S(inf f) = inf S(f)
olur.

Ornegin, X ve Y kompakt uzaylar ve ¢:Y — X siirekli bir doniisiim olmak iizere,

bileske operatorii

T,(f)=fep (feCX)),

C(X)’ten C(Y)’ye bir latis homomorfizmidir.
2.3.13. Uyarw:

Her latis homomorfizmi pozitiftir.

2.3.14. Teorem:

(E,

||E) Banach latis, (F,

|| ) normlu latis ve 7': E— F pozitif operator olsun.

Bu durumda T stireklidir.
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2.3.15. Tanim:

S: E — F latis homomorfizmi, birebir ve Orten ise S ’ye bir latis izomorfizmi ve bu

durumda E ile F ’ye latis izomorfiktir denir.

S: E — F birebir ve orten doniisiimiiniin bir latis izomorfizmi olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul S ve S™' in pozitif olmasidir.
2.4. Aglar

Metrik uzaylarda bir kiimenin kapanis1 ve bir fonksiyonun siirekliligi gibi bir¢ok
kavram dizilerin yakmsaklig1 yardimiyla belirlenebilmekte ve birgok ispatta diziler
bir ara¢ olarak sik sik kullanilmaktadir. Topolojik uzaylarda ise durum genel olarak
ayni degildir. Herhangi bir topolojik uzayda bir kiimenin kapanis1 ve bir fonksiyonun
stirekliligi gibi birgok kavramin karakterize edilmesinde diziler yetersiz kalmaktadir.
Ayrica dizilerin yakmsakligi ile olusturulan topolojik yapilar, genel topolojik
uzaylarin kiigiik bir alt sinifi olan birinci sayilabilir uzaylardir. Yani dizilerin
yakinsaklig1 genel topolojik uzaylar1 tanimlamaya yeterli degildir. Dizilerin bu
amaca uygun bir genellestirmesi olarak aglar veya diger bir adiyla Moore-Smith

dizileri tammmlanmustir [5,6].

2.4.1. Tanim:

I # < kiimesi tizerinde "<" bagmtis1 asagidaki 6zelliklere sahip olsun:
i) Heriel i¢in i<i

ii) Her i, j,kel icin i< jve j<k ise i<k

iii) Her i, j €I i¢in 6yle bir kel vardr ki i<k ve j<k.

Bu durumda "<" bagmtisma yonlendirme bagintisi, [ kiimesine de "<"
bagntisiyla yonlendirilmis kiime denir. Yani (/,<) bir yOnlendirilmis kiimedir.
Burada (ii1) 6zelligi pozitif yonlendirme olarak bilinir. En 6nemli yonlendirilmis

kiime ornekleri (N,<) ve (P (X),<) dir.
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2.4.2. Tanim:

X # herhangi bir kime ve [ yonlendirilmis bir kiime olsun. Her i€l igin

f(i)=x, olacak sekilde / ’dan X ’e tanimli her fonksiyona X ’te bir ag denir ve

(x,),; veyakisaca (x;) ile gosterilir.

Diger bir deyimle X kiimesinde bir ag elemanlari yonlendirilmis bir kiime

tarafindan indislenmis bir altkiimedir, yani,
(x)={x, eX:iel} dir.
2.4.3. Uyart:

N dogal sayilar kiimesi yonlendirilmis bir kiime oldugundan f:N — X fonksiyonu
X ’te bir agdir. Halbuki biliyoruz ki f ayni zamanda X ’te bir dizidir. Bu nedenle

aglar dizilerin bir genellestirmesidir. Bu ifadenin tersi dogru degildir. Gergekten

I=(0,1)cR altkiimesi "<" alisilmig siralama ile yonlendirilmis bir kiime olup
iel ve her reel x i¢in f;(x)=cosix seklinde tanimlanan reel degiskenli, reel

degerli (f;) fonksiyonu bir agdir. Ancak bir dizi degildir.
2.4.4. Tanim:

(x,), X kiimesinde bir ag ve AcC X olsun. Eger (x;) agmmn her elemamt A
altkiimesinin elemant ise (x,) ag1 A’nn igindedir denir. Eger (x,) agnmn belirli bir
elemanindan sonraki biitiin elemanlar1 A’nmn elemanlar1 ise, yani belirli bir i, € /

i¢in i, <i iken x, € A ise, (x;) agisonunda A ’nmn i¢inde kaliyor denir.
2.4.5. Tanim:

(X,7) bir topolojik uzay ve (x;), X ’te bir ag olsun. Eger bir x € X noktasmnin her
N e N(x) komsulugu sonunda (x,) agm kapsiyor ise (x;) agi x noktasmna

yakinsiyor veya x noktasi (x;) aginin bir limiti denir ve
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X, —>x veya lim_x, =x

iel
gosterimlerinden birisi kullanilir.

Yani, lim_x;, =x <> VN e N(x) i¢in Ji, € I vardir 3 Vi igin i, <i = x, € N dir.

iel
2.4.6. Teorem:

(X,7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
i) (X,7) uzay bir Hausdorff uzayidir.

ii) (X,7) uzayindaki yakmsak her agm limiti tektir.

fspat:

(i) = (ii). (X,7) Hausdorff uzay1 ve x, - x olsun. Kabul edelim ki (x,) agmmn
x#y gibi iki farkli limiti olsun. x,ye X,x#y oldugundan IN e N(x) ve
dM e N(y) var >NNM =& dir. Diger taraftan x, - x oldugundan (x;) ag1
sonunda N ’dedir. x, >y oldugunda (x;) agi sonunda M ’dedir. Bu NnM =J

olmasi ile ¢elisir. O halde x, — y olamaz.

(i) = (i). (X,7) uzaymin bir Hausdorff uzay1 olmadigini kabul edelim. Bu durumda
her N € N(x) ve her M e N(y) i¢in NAM#D dir.
I={(N,M):NeN(x)veMeN(y)} kiimesini goz Oniline alalim. Herhangi
N,N cN(x) ve M,M € N(y) 1i¢in (N.M)S(N.M)<>NcNveMcM
bagmtist [/ iizerinde bir yOnlendirme bagintis1 olup, I bu bagmti ile bir

yonlendirilmis kiimedir. Eger i=(N,M)el segersek x, e NNM olur ve bu
durumda (x;) ag1 x ve y noktalarini limit noktasi olarak igerir. Gergekten, xe N,
yeM olsun. Bu durumda (N,M )< (N,M) ozelligindeki her (N,M)el icin

NcN ve M cM olur. Béylece (x)e NNM < N "M olacagindan (x)e N
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ve (x;)e M olur. Boylece (x,) agi hem x’e hem de y ’ye yakimsar. Bu ise (ii) ile

celisir. O halde (X,7) uzay1 bir Hausdorff uzayidir.
2.4.7. Uyart:

N dogal sayilar kiimesi alisilmis "<" bagmtisi ile yonlendirilmis bir kiimedir.
Boylece (x,) dizisi bir ag olup, dizinin limiti ve agm limiti tanimlar1 ¢akisir. Yani

yakinsak her dizi yakimnsak bir agdir.

2.4.8. Tanim:

X ve Y iki metrik uzay, F, X ’ten Y ’ye tim fonksiyonlarin ailesi ve x,e X
olsun. Verilen her &£>0 ve her feZF icin d,(x,x,)<o oldugunda
d,(f(x), f(x,)) <& olacak bi¢imde bir & =05(g,x,)>0 sayisi bulunabiliyorsa F

ailesi x, € X noktasinda es siireklidir denir.

F ‘nin bir Ac X kiimesi lizerinde es siirekli olmasi, F ‘nin A’nin her bir

noktasinda es siirekli olmasi demektir. Bu durumda her bir f, A ilizerinde diizgiin

sureklidir.
2.4.9. Uyart:

Normlu uzaylarda tanimli bir lineer operatoriin siirekli olmasi1 bu operatoriin smirl
olmasini gerektirecegi i¢in, lineer operatdrlerin es siirekli bir dizisi ayn1 zamanda es

smirlt olacaktr.
2.5. Radon Olgiisii
2.5.1. Tanim:

X bir yerel kompakt Hausdorff uzayr B, X iizerinde Borel cebiri olsun. Kompakt

kiimeler iizerinde sonlu ve i¢ diizenli olan g : B —[0,0] pozitif Borel 6l¢iisiine

Radon 6lgiisii denir.

4 ’niin i¢ diizenli olmasi demek, her E Borel kiimesi i¢in
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p(E) =sup{i(K): K < E, K €K}
olmasidir. Burada K biitiin kompakt kiimelerin ailesidir.

X’in  her  kompakt K altkiimesi  ve  destegi K’da  olan

feKX)={f | f :X — R siirekli, kompakt destege sahip} fonksiyonunu goz Oniine

alalim.

Riesz-Markov Teoremi, A: K(X)— R lineer pozitif fonksiyoneli i¢in
A= [fdu
X

olacak bicimde tek bir ¢ Radon 6l¢iisiiniin varligini ifade eder.

Yani Radon Odlgiileri yardimiyla lineer fonksiyoneller tanimlayabiliriz. Bdylece

#:K(X)—>R lineer doniisimiini X {izerinde bir Radon 0Olciisii olarak ele

alabiliriz.

X tizerindeki tiim Radon 6lgiilerinin uzaymi M (X) ile gosterecegiz.

A °nin normu

|| :=sup{| ()| £ € K(X),

fl<n
ile tanimlanir. Bu degere g ’niin toplam kiitlesi de denir.

Biitiin sinrli Radon o6lgiilerinin uzaymi M, (X) ile ve biitiin pozitif Radon
olgtilerinin uzaymi M*(X) ile gosterecegiz. Yani e M(X) ve her feK(X),

f=0i¢in x(f)=0ise ueM™*(X) olacaktr.
Ayrica M, (X)=M"(X)nM,(X) olarak almacaktir.

Pozitif sinirli Radon 6lgiisiine basit bir 6rnek bir a € X noktasinda

6,(f)=f(a), (f € G,(X)) 2.2
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olarak tanimlanan Dirac Ol¢tistidiir.
Dirac 6lgiilerinin lineer pozitif bir kombinasyonuna diskre (ayrik) 6l¢ti denir.

Diger bir deyimle,
:Ll = Z j’t‘5a,-
i=1

olacak bicimde sonlu sayida a,,...,a, € X noktalar1 ve A,,...,4, pozitif reel sayilari

varsa yani, her f € C (X) i¢in
w(f)=> Af(a)
i=1
oluyorsa g€ M, (X) Radon 6l¢iisti diskredir.

Bu durumda || y” = Z/L olur ve 1, {qa,,...,a,} lizerinde destekleniyor denir.
i=1
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3. KOROVKIN’IN BiRINCi TEOREMIi

(L,),s1> C(la,b]) tizerindeki lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun. Korovkin’in
Birinci Teoremi, genellikle Korovkin Teoremi olarak bilinir, her f € C([a,b]) i¢in
[a,b] tizerinde diizgiin olarak L (f)— f olup olmadig: hakkinda basit ve kullanish

bir Olctit verir.
3.1. Teorem (Korovkin) [1-4]:

[a,b] 2[c,d] olmak iizere (L)),.,:C([a,b]) > C([c,d]) lineer pozitif operatdr
dizisi, ve e, (t):=t", a<t<b, m=0,1,2 olsun. Her ge{l,e,e,} icin, [a,b]

iizerinde diizgiin olarak
limL (g)=g

kosullar1 saglaniyorsa, bu durumda her f e C([a,b]) i¢cin [a,b] lizerinde diizgiin

olarak
imZL (f)=f dir.
Simdi, bu teoremin genel bir sonucunu verelim.

Her xe[a,b] i¢in d (1) = |t —X

, (a<t<b) fonksiyonunu goz dniine alalim.
Bu durumda
d’=e,—2xe +x1

olup (L,)),.,, Korovkin Teoremi’nin kosullarini saglayan bir lineer pozitif operator

dizisi ise her x €[a,b] i¢in diizgiin olarak
lim L, (d?;x) =0 dir; ¢linkii n>1 igin

L (d?)=(L,(e,)—x")+2x(L, (e)—x)+x*(L,(1)-1) dir.
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Bundan sonraki kisimda bir latis altuzayindan X metrik uzay tizerinde tanimli

Korovkin tip teoremleri verecegiz.

(X,d) bir metrik uzay ve x€ X olsun. d_e C(X) ile

d.(y)=d(xy), (yeX)
fonksiyonunu gosterelim.
3.2. Teorem [3]:

(X,d) bir metrik uzay ve E, F(X)'in 1 sabit fonksiyonunu ve biitiin d’

(xe X) fonksiyonlarini iceren bir latis altuzay1 olsun. (L,) E’den F(X)’e

nz1’

lineer pozitif operator dizisi ve Y < X olmak iizere,

i) Y tlzerinde diizgiin olarak ’111r>1; LM=1

ii) x €Y noktasina gore diizglin olarak 11{2 L (d>;x)=0
ise,her f e ENUC,(X) igin, Y tlizerinde diizgilin olarak
limL,(f)=f dir.

[spat:

feENUC,(X) ve >0 olsun. f fonksiyonu diizgln stirekli oldugundan her
x,ye Xicin d(x,y)<o6 oldugunda |f(x) —f(y)| <g¢ olacak bicimde 6>0

vardir.

Diger taraftan d(x,y) =4 ise,

2
- rool=2r], <2 Eeany

olur.



21

Buradan, sabit bir x e X i¢in

|f_f(x)| ||f||oo dz 1

ve her n>1 i¢in,

||f||

e g, (d2x) + &L, (1 %)

n

elde edilir.

Boylece (i) ve (ii) hipotezlerinden, Y iizerinde diizgiin olarak lim L (f) = f dir.

3.3. Teorem [3]:

(X,d) bir metrik uzay ve E, F(X)'in 1 sabit fonksiyonunu ve biitiin d’
(xe X) fonksiyonlarini iceren bir latis altuzay1 olsun. (L)),.,, E’den F(X)’e

lineer pozitif operatorler dizisi ve bir x e X i¢in

i) lgloL L;x) =1

i) im Z, (d>;x)=0

olsun. Budurumda x noktasinda siirekli olan her f € E sinirli fonksiyonu i¢in
lim £, (£3) = £ (%)

dir.

3.4. Lemma [3]:

(X,d) yerel kompakt bir metrik uzay olsun. Bu durumda X ’in her K kompakt

altkiimesi, her £ >0 ve her x € K igin

B(x,e)CK,
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olacak bigimde X ’'in kompakt bir K_ altkiimesive 0<g&" <& vardir.
Ispat:

Verilen bir x e K icin B (x,£(x)) kompakt olacak bicimde 0 < g(x) <& vardir.

p
Kc U B(x,%x)) oldugundan K < QB(xi,y) olacak bicimde Xpseus X, €K
xeK =
vardir.

P
¢ :ming(x)<¢ ve K, = UB'(xl., £(x,)) olarak alalim.

1<i<
=r i=1

Eger xeK,ye X ve d(x,y)<sg ise d(x,x)ﬁ? olacak bicimde i e{l,..., p}

vardir ve buradan d(y,x;)<d(y,x)+d(x,x,) <&(x;) olur. Bundan dolay1 y e K,

olur.
3.5. Teorem [3]:

(X,d) bir metrik uzay ve E, F(X)’in, 1 sabit fonksiyonunu ve biitiin
d’(xe X) fonksiyonlarini iceren bir latis altuzayi olsun. (L,),.,, E'den F(X)’e

lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Eger X ’in kompakt altkiimeleri tizerinde

diizgln olarak

i) imL (1)=1

n—>w

ii) im L (d’;x)=0

n—>w

ise,her f e ENC,(X) i¢in X 'in kompakt altkiimeleri izerinde diizgiin olarak

lim L (f)=f olur.
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Ispat:

feENC,(X) olsun ve X 'in kompakt K altkiimesini goz 6niine alalim. £ >0
verilsin. 0 <& <¢ olacak bigimdeki ¢ ve X '’in kompakt K, altkiimesi Lemma
3.4’lin kosullarini saglasin.

f, K, uzerinde dizgin siirekli oldugundan, her x,ye K, ve d(x,y)<¢d i¢in

|f(x)— f(y)| <& olacak bigimde 0<& < ¢ vardr.

xeK ve yeX alam. d(x,y)<6 ise yeB(x,e)cK, ve buradan

|f () - f(y)|<e dur.

||f||

d(x,y)=6 ise | f(x)- f(y)|<—5=d"(x,y) olur.

Boylece, bir kez daha

|f_f(x)| ||f||oo d2

elde edilir ki bu da x € K 'ye gore diizgiin olarak
lim L, (f5x) = f(x)

anlamina gelir.

Teorem 3.1, P. P. Korovkin tarafindan 1953’te elde edilmistir [1,2]. Halbuki H.

Bohman Teorem 3.1 benzeri bir sonucu, (g,),,;, [0,1] de sonlu bir aile ve
@, €C([0,1]) (iel) ve 0<x<1 olmak tizere, C([0,1]) Uzerindeki lineer pozitif

operatorlerin

L(f,x)=)_ f(a)e,(x)

iel

bicimindeki dizilerini goz oniine alarak elde etmistir [7].
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Korovkin Teoremi, C([a,b])’deki pozitif yaklasimlarla ilgili bir¢ok o6nemli
uygulamaya sahiptir. Bunlardan biri C([0,1]) lizerindeki Bernstein operatorti ile

ilgilidir.

Bernstein operatorii, n>1, f € C([0,1]), 0< x <1 olmak lizere

B (fix)= Z f [%)(:]xk (1= x)"*

seklinde tanimlanir.

Her bir B (f) derecesi n’den biiyiik olmayan bir polinomdur. Bu operator

1912 yilinda S. N. Bernstein [8] tarafindan, Weierstrass yaklasim teoreminin [9]

cebirsel versiyonunun ispatin1 yapmak i¢in verilmistir.
Ornek:

Her f e C([0,1]) icin, [0,1] lizerinde diizglin olarak

lim B,(f) = f

dir. Gergekten;

her bir B,, C([0,1]) tizerinde lineer pozitif operator olup,

her n>1 igin

n—1 1
e, +—e
n

B,(1)=1, B,(¢)=¢, ve B,(e,) =

oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Boylece, [0,1] uizerinde diizglin olarak
limB,(1) =1,

limB, (e)=¢
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ve

IimB (e,) =e,

oldugundan Korovkin teoreminin kosullar1 saglanmis olur.

Buise her f e C([0,1]) i¢gin
lim B, (f) = f

oldugunu gosterir.
3.6. Teorem (Weierstrass) [3, 9-11]:

Her feC([0,1]) igin, [0,1] Uzerinde f’ye diizgiin yakinsayan bir cebirsel

polinomlar dizisi vardir.
Bu teorem soyle de ifade edilebilir:

Bltuln cebirsel polinomlarin altcebiri, sup-norma gore C([0,1]) 'de yogundur.

Teorem 3.6 ile goriliyor ki, Weierstrass Yaklasim Teoremi, Korovkin

Teoremi’'nden elde edilebilir.

Her n>1 icin L (C([0,1])) = B([0,1]) olacak bigcimde (L)), lineer pozitif

operatorler dizisi alinmasiyla elde edilen Korovkin Teoremi’ne, kisitlanmis

Korovkin Teoremi denir.
3.7. Teorem [3]:

Kisitlanmis Korovkin Teoremi ve Weierstrass Yaklasim Teoremi birbirine

denktir.
[spat:

Kisitlanmis Korovkin Teoremi’'nin sadece Weierstrass Teoremi’'ne dayanan bir

ispatini elde etmek zorundayiz.
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Her g €{l,¢,e,} icin, [0,1] lizerinde diizgiin olarak lim L (g) = g olacak bicimde

C([0,1])’den B([0,1])’e (L,),., lineer pozitif operator dizisini géz oniine alalim.

Korovkin Teoremi'nin ispatinda oldugu gibi x €[0,1] i¢in 113/31 L, (d};x)=0 dir.
m=1ve x,ye[0,1] icin

‘x’" - ym‘ < m|y—x|

olup bu esitsizlikten, e, (x) =x" (0<x<1) fonksiyonlari i¢in

‘em - y’"l‘ < m|e1 - yl| (y €[0,1])

yazilir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla, her n>1 ve y €[0,1] i¢in,

e, —yl) <mJL, (1), [L (e, — y1)*) = m\JL, (D), L, d?)

L(e)—y"L, (1)\ <mlL,(

bulunur.

Boylece, her m>1 icin, [0,1] tizerinde diizgiin olarak

limL (e,)=e,

ve dolayisiyla [0,1] lizerinde her cebirsel P polinomu i¢in bu aralikta diizgiin
olarak

limL (P)=P

n—>w

olur.

Ispat1 sonuc¢landirmak icin M :sup||Ln||=sup|Ln(1)||<+oo ve sabit f e C([0,1])
nx1 nz1

ve &£>0 alahm. [0,1] lizerinde oOyle bir P polinomu vardir ki ||f—P||S8

oldugunda bir reN veher n>r igin |L,(P)—P| <& olur ve buradan
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L(H-f]=

L(f)-L,P)+

L,(P) =P +[P-f]
<M|f—P|+|L,®) - P[P~ 1]
<(M +2)¢

elde edilir.

Bernstein operatorleri ile siireksiz fonksiyonlara yaklasmak uygun
olmadigindan, integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda Korovkin Teoremi'ni
incelemek i¢in, Kantorovich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatorleri

tanimlamiglardir.
Kantorovich polinomlari, L. V. Kantorovich tarafindan séyle tanimlanmistir [12]:

Her n>1, f eLp([O,l]) ve 0<x<1 igin,

ket

K (A=Y @+D) [ f@ar [ijka—x)n_k

n+1

Her bir K (f), derecesi n den buyiikk olmayan bir polinomdur ve her K ,

L, ([0, 1])‘den (6zel olarak C([0,1])’den) C([0,1])’e bir lineer pozitif operatordiir.
Ayni zamanda,

f €C([0,1]) ise, [0,1] lizerinde diizgiin olarak

lim K,(f) = f

dir.

Gergekten, her n>1 icin

nn—1) 2n 1
> €, + 7€ + 3
(n+1) (n+1) 3(n+1)

e K, (e,)=

n
K®1=1,K = + \Y%
() @) nil 2(n+1)



dir. Buradan,

lIimK, (1)=1,
limK (e)=¢ Ve
IimK, (e,)=e,

oldugundan Korovkin Teoremi’'nin sartlari saglanmis olur.
Boylece, her f < C([0,1]) icin

limK,(f) = f dir.

28
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4. LINEER POZITIF OPERATOR DIiZILERiI ICIN KOROVKIN TiP
TEOREMLER

Bu boliimde E bir Banach latis olmak iizere birim operator ve bir T operatdrii igin

E ’nin Korovkin altkiimesi ve Korovkin altuzay1 kavramlar1 tanitilmis ve C,(X) ’in

bir M altkiimesinin hangi kosullarda 7' operatdrii i¢in Korovkin altkiimesi olacagi

aciklanmastir.

Korovkin Teoremi sonucunda elde edilen ve bu teorinin en Oonemli 6gesi olan

asagidaki tanim ilk kez V. A. Baskakov tarafindan verilmistir [13].
4.1. Tanim:

E bir Banach latis ve M < E olsun. E’den E’ye her (L)), ., lineer pozitif operator

nzl

dizisi i¢in,

i) sup|L, <o

i) Her g e M i¢in, ’llig}Ln(g) =g
kosullar1 saglanmiyor iken, her f € E i¢in
limZ,(f) = f

oluyorsa, M ’ye E’nin bir Korovkin altkiimesi veya E ’nin birim operatdre gore

Korovkin altkiimesi denir.

Dikkat edilirse, X kompakt uzay ve L£(M), M tarafindan iiretilen lineer altuzay
olmak {lizere, E=C(X) ve 1 sabit fonksiyonu L(M)’ye ait ise, (i) kosulu

gereksizdir ¢linkii bu kosul (i) kosulunun bir sonucu olacaktir.

Buna gore, Korovkin Teoremi’ndeki {1,e,,e,} kiimesi C([a,b])’de bir Korovkin

altkiimesidir.
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Bir M altkiimesinin E ’de bir Korovkin altkiimesi olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

M tarafindan iretilen £(M) lineer altuzaymin bir Korovkin altkiimesi olmasidir.

Bundan sonra, Korovkin altkiimesi olan bir lineer altuzay, E ’nin Korovkin altuzay1

olarak belirtilecektir.

Eger E ve F Banach latis ve S:E — F bir latis izomorfizmi ise, E ’nin bir M

altkiimesinin, E ’de Korovkin altkiimesi olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul S(M) ’nin

F ’de bir Korovkin altkiimesi olmasidir.

Korovkin kiimeleri (var olduklarinda) lineer pozitif operatorlerin es sinirl dizilerinin,
birim operatore veya (L (f)),, dizisinin f’ye yaklasiminin arastirilmasinda

kullanighidirlar.

Asagida 4.1.°deki tanim birim operatdr yerine herhangi bir lineer pozitif operator i¢in

genellestirilecektir.
4.2. Tanim:

E ve F birer Banach latis olsun ve 7: E — F lineer pozitif operatoriinii g6z Oniine

alalm. E’den F ’ye her (L,),., lineer pozitif operator dizisi igin
i) sup|L,| <o

il) M c E veher geM igin ,IEEL”(g) =T(g)

kosullar1 saglantyor iken, her f € E icin,

lim 1,,(f) =T (f)

oluyorsa, M ’ye E’nin T icin bir Korovkin altkiimesi denir.

Boyle altkiimeler, lineer pozitif operatorlerin es smirh dizilerinin verilen bir
T:E—F lineer pozitif operatdriine yakinsama kosullarmnin arastirilmasinda

kullanilabilir.
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4.3. Teorem [3]:

X ve Y yerel kompakt Hausdorff uzaylari olsun. Ayrica X sayilabilir bir tabana

sahip ve Y metriklenebilir olsun. 7:C, (X) — C,(Y) lineer pozitif operatér ve M ,

C,(X) ’in bir altkiimesi olmak tizere asagidaki 6nermeler denktir:
1) M, C,(X)’in T i¢in bir Korovkin altkiimesidir.

ii) Her geM ve u(g)=T(g;y) esitligini saglayan her yeYi¢in pe M, (X) ve
feC,(X) olmak tizere, u(f)=T(f;y) dir.
fspat:

(i) = (ii). Sabit bir ze€ M, (X) veher g e M icin wu(g)=T(g;y) esitligini saglayan

yeY alalim. Her n>1 i¢in, (U,) ¥ ’nin agik komsuluklarinimn azalan sayilabilir

nzl?

bir tabani olsun.

Urysohn Lemmasi’ndan [3],

0<¢p <1, ¢ (y)=1ve supp(p,) U, olacak bicimde ¢, € K(Y) secelim.
L :C,(X)—C,(Y) operatoriinii, f €C,(X) olmak iizere

L,(f) =N, +T(fHA-g,)

seklinde tanimlayalim.

Her bir L, lineer pozitiftir ve ||L, | <|||+|T] dir.

Ayrica geM ise, C,(Y)’de limL, (g)=T(g) dir ¢linkii verilen bir £ >0 i¢in bir

veNvardir ki her zeU, i¢in |T(g;z) -T(g; y)| <g dur.
Boylece, her n>v (dolayisiyla U, cU,) ve her z€Y igin

L(g:2)=m(8)p,(2)+T(g:2)-T(g:2)p,(2)
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L,(g:2)-T(g:2)|=|u(8)p,(2)+T(g:2)~T(g:2)p,(2) ~T(g; 2)|

ve u(g)=T(g;y) olugundan

L(g:2)-T(g; Z)| =¢,(2) |T(g; 2)-T(g; y)| ve boylece

0 , z¢U, ise

<g , zeU, ise

n

L,(8:2)-T(g;2)| = {

olur ve buradan

L(g;2)-T(g;2)|<¢
elde ederiz.

M, T iin bir Korovkin altkiimesi oldugundan, her feC,(X) igin

imZL (f)=T(f) dir bu ise imZ (f;y)=T(f;y) olmasidir. Fakat her n>1 i¢in

L(fsy)-T(f59)=0,Wu(f)-T(f;y)]

ve @, (y) =1 oldugundan L (f;y)=u(f) dir ve bu da (ii) nin ispatin1 tamamlar.
(ii) = (i). Bununla birlikte X sayilabilir bir tabana sahip oldugu i¢in M, (X) ’teki
her sinirli dizi yakinsak bir altdiziye sahiptir.

(L,),s :C(X)—>Cy(Y) lineer pozitif operatdr dizisi Tanmim 4.2.°nin (i) ve (ii)
kosullarmi saglasm ve baz1 f, € C,(X)’ler i¢in (L, (f,)),, dizisinin T(f,) ’a diizglin

yakmsamadigini kabul edelim.

Bu durumda her bir n>1 i¢in

L (o2 3) =T (fy1,)

> &, (4.1)

olacak bigimde (L,),., dizisinin bir (L,),., altdizisi, ¥ ’de (y,),, dizisi ve &, >0

vardrr.
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Simdi, (y,),,, dizisinin Y ’nin sonsuzluk noktasinda yakinsak oldugu ve olmadig:

durumlara gore iki inceleme yapalim.
[Ik durum, sadece Y kompakt olmadiginda ortaya g¢ikar. Her he C,(Y) igin

limA(y,) =0 olsun.

n—w0

Her n>1 igin g, € M, (X)’i s0yle tanimlayalim:
1,() =L, (f3y,), (f € G (X))

22| SHLW)H <M :sg)”Ln” oldugundan, gerekli olursa (u,),., dizisi yerine uygun

bir altdizi almabilir. g, — u olacak bi¢imde bir ge M, (X) oldugunu kabul

edebiliriz.

Fakat, eger g e M ise,

1,(9)| <|Ly ., (8:3,) =T (g )| +[T(g:,)

<L () =T()| +IT (53 3,)

olur ve buradan

H(g)=1limy, (g)=0

elde edilir.

Eger e M, (X) veher geM igin u(g)=0 ise bu durumda =0 dir. Buradan

1(f,) =0 dir ve boylece Es. 4.1’in tersi olarak

—>0

wu,(f)=T(fy:y,

‘Lk(n)(fo; ) =T(fe3¥,)

elde edilir.
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Simdi, (y,),s, dizisinin Y 'nin sonsuzluk noktasinda yakimsak olmadig1 durumu goz

Oniine alalim. Bu durumda (y,) dizisini uygun bir altdizi ile yer degistirerek, bu

dizinin bir y € Y noktasina yakinsadigini varsayalim.
Yine, her n>1 i¢in,

1, () =L, (f15,), (f € G (X))

olarak alalim.

[k durumdakine benzer sekilde z, — x4 olacak bigimde bir 1€ M, (X) oldugunu
kabul edebiliriz.

Bu durumda, g e M igin,

14,(2)=T(g: 3| <Ly (&) =T ()| >0
oldugundan

1(g)=T(g;y)

elde ederiz.

Boylece, (i1) kosulu u(f,) =T(f,;y) yani,

’llgg(l’k(n)(ﬁ); yn) _T(f(); yﬂ)) =0

olmasin1 gerektirir. Fakat bu durum Es. 4.1°den imkansizdir.
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5. C,(X)’TE BIRIM OPERATOR ICiN KOROVKIN TiP TEOREMLER

Bu boliimde, daha 6nce bir £ Banach latisi ve bir 7 operatorii i¢in verilen Korovkin

altkiimesi ve Korovkin altuzayr tanimi, C,(X) ’te birim operatdr i¢in verilmistir.
Daha sonra C,(X) ’in Korovkin altkiimelerini farkli bir yonden belirlemek i¢in bir
onerme verilmis ve bu Onermeye gore C(X)’in bir M altklimesinin X ’in
noktalarmi aymrmasi halinde C (X)’in Korovkin altkiimelerinin belirlenmesi

arastirilmstir.
Bu kismin tamaminda X sayilabilir tabana sahip yerel kompakt Hausdorff uzayidir.
Once Teorem 4.3’iin bir sonucu olan asagidaki yardimci teoremi verelim.

5.1. Teorem [3]:

M , C,(X) ’in bir altkiimesi olsun. Asagidaki 6nermeler denktir:

1) M, C,(X) in bir Korovkin altkiimesidir.

ii) Her geM ve u(g)=g(x) esitligini saglayan her xe X i¢in ue M, (X) ve
f e Cy(X) olmak iizere p(f)= f(x),yani Es. 2.2°den p=0_ ‘tir.

5.2. Onerme [3]:

M , C,(X) ’in bir altkiimesi olsun ve her x,ye X, x#y i¢in h(x)=0 ve h(y)>0
olacak bicimde heL(M), h=0 var olsun. Bu durumda M, C,(X)’in bir

Korovkin altkiimesidir.
[spat:

Teorem 5.1)in (ii) kosulunun dogrulugunu gostermeliyiz. Bu nedenle,
pueM,(X) ve her geM, dolayisiyla geL(M), igin u(g)=g(x) esitligini

saglayan x e X ’i goz oniine alalim.
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Eger ye X, y# x ise h(y)>0 ve 0=h(x)= u(h) olacak bigcimde he L(M), h=0
vardir. Bu nedenle Es. 2.2’den, x=«ad, olacak bicimde >0 vardir. A>0
olacak bicimde he L(M) segerek, ah(x) = u(h)=h(x) elde ederiz. Burada o =1

ve u =0 olur.
Simdi bu 6nermenin 6nemli bir sonucunu verelim.
5.3. Teorem [3]:

M, C,(X)’in bir altkiimesi ve f, € C(X) olmak lizere
JM ={f,.f:feM}ve

oM ={fo-f*: feM}

ktumelerini ele alalim.

f, € C(X) kesin pozitif bir fonksiyon olsun ve C(X)’in M altkiimesi X ’'in
noktalarin1  ayirsin.  Ayrica f,M U f,M*> < C,(X) olsun. Bu durumda

{fL,Yuf,M U f,M?, Cy(X) ‘in bir Korovkin altkiimesidir.

Eger M ={f,,.... f,},n>1, sonlu ise {fo,foﬁ,...,fofn,fOfo} kiimesi de C,(X)
i=1

’in bir Korovkin altkiimesidir.

[spat:

x,yeX, x#y ise f(x)= f(y) olacak bicimde feM vardir. Boylece
h=f,(f - f(x))> fonksiyonu L({f,}u f,M U f,M?*) ye aittir. h pozitiftir ve
h(x)=0<h(y) dir. Onerme 5.2.”den {f,}u f,M U f,M*>, C,(X) in bir Korovkin

altkiimesidir.
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Eger, M ={f,,....f,},n=1, sonluise h= fOZ(f,. —f,.(x))2 secilirse benzer sekilde

i=1

{ Jorfolives FoLs oD ff} kiimesi de C,(X)’in bir Korovkin altkiimesidir.
i=1

5.4. Uyar [3]:
1) f, birebirise, {f,, £, f;}, C,(X)’in Korovkin altkiimesidir.
2)1) {e,e,,e;}, C,((0,1])’in bir Korovkin altkiimesidir.

ii) Her xe[l,+0) ve k=1,2,3 i¢in e  (x):=x“olmak iizere {e_,e,.,e,},

C,([1,+90)) "un bir Korovkin altkiimesidir.

iii) Her x€[0,+x) ve k=1,2,3 i¢in f, (x):=exp(—kx) olmak tizere {f, f,. f;},

C,([0,400))'un bir Korovkin altkiimesidir.
Bu uyarilarin bir genellestirmesi olarak asagidaki 6nermeyi verebiliriz:
5.5. Onerme [3]:

A, 4,4 eR ve 0< A <4, <A, olsun. Bu durumda

i) Her x<(0,1] ve £ =1,2,3 icin e, (x) == x" olmak tizere {%’%a%}' C,((0,1])'in

bir Korovkin altkiimesidir.

ii) Her xe[l,+x) ve k=1,2,3 ic¢in e, (x):=x"* olmak iizere {e%,e%,e%},

C,([1,4+20)) "un bir Korovkin altkiimesidir.

iii) Her x€[0,+0) ve k =1,2,3 i¢in flk (x) :=exp(—=4,x) olmak lizere {fl],f%,fﬂg}

C,([0,+00)) 'un bir Korovkin altkiimesidir.
[spat:

(i) ve (ii) daha genel anlamda 7. boliimde ele alinacaktir.
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ii) M ={f,.f,.f,} diyelim ve sabit bir x, €[0,+x) secelim.

o= 2 :j; eXP((ﬁz _21))60) ve ff= %exp((/i3 —ﬂl)xo) olmak iizere

h(x) = exp(=4,x) + aexp(=4,x) + fexp(—4,x) (x=0)

fonksiyonu her ye[0,4w), y # x,icin h(x,)=0<h(y) ozelligini saglar. Boylece

h e L(M) fonksiyonu buldugumuzdan Onerme 5.2’den sonug elde edilir.

Bu oOnermenin bir uygulamasi olarak C,([0,«)) tuzerindeki Szasz-Mirakjan
operatoriinii ele alalim. (S,),,, lineer pozitif operatdrler dizisi, ilk kez Mirakjan [14],

Favard [15] ve Szész [16] tarafindan ele alinmistir ve [0,00) iizerindeki fonksiyon

uzaylarindaki lineer pozitif operatorler dizilerinden en ¢ok calisilmis olanlarindan
biridir.
Szé4sz-Mirakjan operatorii n>1,x>0 ve f € C,([0,0)) i¢in

k _k
nx

k!

- k
TRy}

k=0 n
seklinde tanimlidir. Burada bazi M >0 ve « >0 i¢in | f (x)| <M exp(ax) (x=0)dir.
5.6. Lemma [3]:

f €C,([0,0)) ise S,(f)e C,([0,00)) dur ve her n>1 i¢in |

S, (D =]7] dir.
fspat:

S, operatdriiniin tanimindaki seriler [0,)araligmin kompakt altkiimeleri {izerinde

diizgilin yakinsak olup limit fonksiyonu S, (f) siireklidir. Ayrica her x>0 i¢in

S, (f:0)] < || flexp(-n0)y. k’f

=[]

dir.
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<g

S (f)e C,([0,0)) oldugunu gdstermek i¢in, her £ >0 ve her k >v i¢in

/()

olacak bigimde ve N secelim.

Yeteri kadar biiyilk x>0 i¢in

exp(—nx)i f [%)

k
(nx) <s
k!

e

S, (f3x)|< exp(—nx)zv:

dur. Buradan,

(nx)"
k!

(nx) + exp(—nx) i

k ' k=v+1

/(3

<?2e

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

5.7. Teorem [3]:

Her f € C,([0,)) i¢in, [0,%0) lizerinde diizgiin olarak

LimS, (f)=f

dir.

fspat.‘

(S,),51» Cy([0,0))’dan C,([0,%0)) a lineer pozitif operatdrlerin es sinirli bir dizisi
oldugundan Onerme 5.5 (iii) ‘den, her A >0 i¢in, [0,0) iizerinde diizgiin olarak,
lim S, (f,) = f,

oldugunu gostermek yeterlidir.
Burada f,, f,(x)= e (x=0) fonksiyonudur.

Her x>0 ve her ne N igin,

k k_k
-nx

)
S,(fix)=€"Y e " X
k=0 :
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am k

nxe
k!

o0
="

k=0

- L0810
n

elde edilir.

li

n—o Aln

- 1—exp(—A/n)

=1 oldugundan (S, (f;)),., azalandir ve f, ’ya diizgiin yakinsar.
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6. AGIRLIKLI SUREKLiI FONKSiYON UZAYLARINDA KOROVKIN TiP
TEOREMLER

Siirekli fonksiyon uzaylarindaki Korovkin tip teoremleri kullanarak agirlikli siirekli
fonksiyon uzaylarinda sonuglar elde etmek miimkiindiir. Korovkin altuzaylarinin
temel karakterizasyonuna dayanan bu yontem Bauer ve Donner [17] tarafindan

calisiimastir.

Bu boliim boyunca X , sayilabilir bir tabana sahip yerel kompakt Hausdorff uzayini

gosterecektir.
6.1. Teorem [3,17]:

C,(X)’in bir H altuzayi i¢in agagidaki 6nermeler denktir:
i) H, C,(X) in bir Korovkin altuzayidur.

ii) Her feC,(X) ve her £>0 icin sonlu sayida hy,...h € H, k,,....k, e H ve

u,ve Cy(X), u,v>0 fonksiyonlar: vardir 8yle ki |ul| <&, |[v| <& ve

inf k, —sup A,

sg¢ vesuph—u<f<inf k,+v
Ojsn© ogign

0<i<n 0<j<n

dir.
Simdi bu teoremin iki 6nemli sonucunu verelim.

6.2. Teorem [3,17]:

H, C,X)’in bir Korovkin altuzayr olsun. Eger E bir Banach latis ve
S:Cy(X)— E bir latis homomorfizmi ise bu durumda H, C (X)’in § igin bir

Korovkin altuzayidir.
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fspat.'
(L,),21» Co(X)’ten E’ye lineer pozitif operatorler dizisi, M =sup||L,| <+oove her
nxl

he H icin lim L (h) = S(h) olsun.

Her >0 ve geC)(X),

g|| <9 igin ||S(g)|| <¢ olacak bigimde 6 €(0,&) secelim.

Teorem 6.1’den f € C(X) verildiginde u,v >0, ||u||£5, ||v||£ o dolayisiyla ||v|| <g

olacak bigimde u,v e C;(X) fonksiyonlar1 ve

inf S(k,)—sup S(h)

0<j<n 0<i<n

<o ve suph —u<f<inf k,+v
0<i<p 0sjsp

olacak bi¢cimde ho,...,hp,ko,...,kp € H fonksiyonlar1 vardir.

Buradan,

inf S(k;)—sup S(h,)
0<j<p

0<i<p

<g

dur.
Ayrica, her n>1 igin,

sup L, (h) — L, ) < L,(f) < inf L,(k))+L,()

0<i<p
ve

sup S(hi)—S(u)SS(f)soig;g S(k;)+S(v)

0<i<p

olur.
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Dolaystyla,

L(f)-S(f)< L, (k)= S|+ inf S(hk))=sup S|+ L, (1) +5)
ve

S(f)~L,(f) sz L, (h) =S|+ |inf (k)= sup S(h)|+ L, @) +S (1)

elde edilir.
Boylece,

SCH= L, (N DL ()= S|+ .

i=0 j=0

L, (k) =S(k))|

+|inf S(k;)—sup S(h)

0<j<p 0<i<p

+L w)+L v)+Su)+S©)

<3 Ln(hl.)—S(hl.)|+Zp:

i=0 j=0

L”(kj)—S(kj)‘+2M8+2g

bulunur.

Her i,j=0,...,p i¢cin n—>o0 iken L (h)—> S(h) ve Ln(kj)—>S(kj) oldugundan

L (f)—>S(f) olur.

6.3. Onerme [3,18]:

E bir Banach latis, S:C,(X)— E bir latis homomorfizmi ve S(C,(X)), E’de

yogun olsun. Eger M , C,(X) ’in bir Korovkin altuzayi ise bu durumda S(M) de E

‘nin bir Korovkin altuzayidir.
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fspat.'

(L,),.» E tizerinde lineer pozitif operatdrlerin bir es smirl dizisi ve her k € S(M)
icin n—>o0 iken L (k) —k olsun. Bu ifade, her he M icin ve dolayisiyla her
heH=L(M) icin n—>o0o iken L (S(h)) — S(h) oldugu anlamima gelir. Boylece,
Teorem 6.2°den her feC,(X) icin L (S(f))— S(f)olur. S(C,(X)) , E’de

yogun ve (L), ., es smirli oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur.

Yukaridakilere benzer yontemler kullanarak elde edilen sonuglar1 daha genel agirlikli

fonksiyon uzaylarma genisletebiliriz [3,19].

we C(X) igin,

C(X)={f € C(X):wf sonsuzda yakinsaktir}

Banach latisini gz oniine alalim. Bu uzay tlizerinde dogal (noktasal) siralama ve
171, =lwrll, - Cf ecrexn

agirhikli normu tanimhdir.

Her f e C.(X) igin X_ lizerinde T'(f) ile gosterilen fonksiyon,

w(z2) f(2) , zeX ise

Imw(x)f(x) , z=ow ise

T(f:;2) :={

dirr. Bu durumda T7T(f)eC(X,) ve ||T(f)||0o = ||f||m dur. Ayn1 zamanda
T:C/(X)—C(X,) lineer operatorii bir latis izomorfizmidir. T nin ters operatoriinii

S:C(X,)— Cl(X) ile gosterelim.

Boylece C!'(X)’in bir M altkiimesinin C.'(X)’in bir Korovkin altkiimesi olmasi

icin gerek ve yeter sart T(M) 'nin C(X,) "un bir Korovkin altkiimesi olmasidir.
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6.4. Onerme [3]:

Asagidaki kosullart saglayan C.'(X)’in bir M altkiimesi, C.)"(X)’in bir Korovkin

altkiimesidir;

i) Her x,y,eX , x,#Y,, i¢in h(x,)=0 ve h(y,)>0 olacak bi¢cimde bir
he L(M), h=>0 vardrr.

i) Her x, € X i¢in
h(xy) =0, limw(x)h(x)>0

ve

k(x,)>0, lirg w(x)k(x)=0

olacak bicimde h,k € L(M) pozitif fonksiyonlar1 vardir.
fspat.‘

(i) ve (ii) kosullar1 7(M)’nin Onerme 5.2.nin hipotezlerini C(X_) ’da

gercekledigini ifade eder. Sonug Onerme 5.2.”den elde edilir.

6.5. Onerme [3]:

X ’in noktalarini ayiran C(X)’in bir M altkiimesini ve f, € C;'(X) kesin pozitif

fonksiyonunu goz oniine alalim. Ayrica asagidaki kosullar saglansin:

i) fLMUf,M>cCr(X)

i) limw(x) f,(x)g(x)=0 ve limw(x)f,(x) g’(x)>0 olacak bicimde bir geM
vardir.

Bu durumda {f,}u f,M U f,M*, C(X) in bir Korovkin altkiimesidir.
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fspat.'
Onerme 6.4’iin (i) ve (ii) kosullarmin saglandigini gostermeliyiz.

Verilen x,,y,€ X, x,#Y, i¢in f(x,)# f(y,) olacak bicimde f M vardur.
Buradan, h=f,(f —f(x,)) elf,}uf,MUfM* fonksiyonu igin h(x,)=0 ve

h(y,) >0 oldugundan (1) kosulu saglanmis olur.

Onerme 6.4’iin (ii) kosulundan dolay1 bu teoremin (ii) kosulunu saglayan bir g € M
fonksiyonunu g6z &niine alalim. Bu durumda her x, € X igin h= f,(g—g(x,))’ ve

k = f, fonksiyonlar1 (i1) kosulunu saglar.
6.6. Onerme [3]:

X ’in noktalarmi aywran f,...,f, € C(X), n>1, fonksiyonlarmi ve kesin pozitif

f, € Cy (X) fonksiyonunu gz Oniine alalim. Ayrica asagidaki kosullar saglansin:

i) Her i=1,....,n igin f,f, € C)(X) ve fozn:ff eC’'(X),
i) lim w(x) fo(x)zn: £ (x)>0.

Bu durumda {f, f, f,»--» fo f.» foz £}, CX(X)’in bir Korovkin altkiimesidir.

i=1

fspat:

h= foz (f, — f.(x,))* segilerek Onerme 6.5’¢ benzer ispat yapilabilir.

i=1
6.7. Onerme [3]:

we C,(X) agirhigl, X ’in noktalarini ayiriyor ve f,,..., f, € C(X),n2>1, igin
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(i) Her i=1,...n i¢in f,eCy(X) ve Y f’eCr(X),

i=1

(i1) li_rg w(x)zn: £ (x)>0

kosullarin1 sagliyor ise bu durumda {1, Sriseees fnz ff}, C'(X)’te bir Korovkin
i=1
altkimesidir.

Sonug [3]:
fisen [, €C(X), n21, X ’in noktalarmi ayirsin ve limef(x) =o0 olsun.
oo =

Eger f, € C(X) kesin artan bir fonksiyon ise,

1
W=

L+ D
i=1
olmak iizere,

{fo> foSises Fo s foz £}, CX(X)’in bir Korovkin altkiimesidir.

i=1
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7. LINEER POZITiF OPERATOR AGLARI iCiN KOROVKIN TiP
TEOREMLER

Bu boliimde daha 6nce lineer pozitif operator dizileri i¢in verilen tanim ve teoremler,
daha genel olan lineer pozitif operatdr aglari igin verilecektir. Bu bolimiin
tamaminda F. Altomare ve M. Campiti’nin “Korovkin-type Approximation Theory

and its Applications” [4] isimli kitaplarinin 3, 4 ve 5. kisimlar1 incelenmistir.

Ayrica belirtelim ki C,(X) uzay1 i¢in verilen tamimlarin hepsi keyfi bir £ Banach

latisi alinarak ayni sekilde yapilabilir.
7.1. Korovkin Altkiimesi, Korovkin Altuzay1 ve Korovkin Kapamsi

7.1.1. Tanim:

X ve Y vyerel kompakt Hausdorff uzaylari, 7:C,(X)— C,(Y) lineer pozitif

operatdr ve H, C,(X)’in bir altkiimesi olsun. C,(X) ’ten C,(Y)’ye lineer pozitif

<
iel

operatOrlerin keyfi bir (L), ag1i¢in

1) sup||Ll.|| <o
icl

ii) Her he H i¢in lim_ L (h) =T (h)

iel
kosullar1 saglaniyor iken, her f € C,(X) i¢in

lims Lz(f) = T(f)

iel

oluyorsa, yani (L), ag1 T ’ye kuvvetli yakmsak ise, H kiimesine lineer pozitif
operatdrlere gore 7' icin bir Korovkin altkiimesi ya da kisaca 7 i¢in bir K, -

altkiimesi denir.

Dikkat edilirse, X kompakt ve 1< H ise (ii) kosulu (i) kosulunu gerektireceginden

Tamm 7.1.1°deki (L), ag1 yerine uygun bir (Li)iiio (i, € I) ailesi alinabilir.
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H kiimesinin C,(X) ’te bir Korovkin altkiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H
tarafindan tretilen L£(H) lineer altuzaynin bir Korovkin altkiimesi olmasidir. Bu
yizden C,(X)’in yukaridaki kosullar1 saglayan altuzaylarin1 dikkate aldigimizda,

H ’ye lineer pozitif operatorlere gére T i¢in bir Korovkin altuzay: ya da kisaca T

i¢in bir K, - altuzayi deriz.
7.1.2. Tanim:

X yerel kompakt Hausdorft uzayi, H, C,(X) ’in bir altkiimesi ise, C,(X)’in su

altuzaymi tanimlayabiliriz:

K (H,T)={f € Cy(X):sup||L| <o ve her h € H i¢in lim_ L (h) =T (h) dzelliklerini
iel

iel

<

saglayan C,(X)'ten C,(Y)'ye lineer pozitif operatorlerin her bir (L,),_, ag1 i¢in

iel

lim, L,(f) =T(f)dir.}.

iel
Bu K, (H,T) altuzaymma H ’nin lineer pozitif operatdrlere gére 7 igin bir Korovkin

kapanis1 yada H ’nin 7 i¢in K, kapanis1 denir.

Korovkin kapaniglariyla evrensel Korovkin tip 0Ozelligin es degerligini

inceleyebilmek i¢in asagidaki yardimc1 teoremi verelim.

7.1.3. Teorem:

X ve Y yerel kompakt Hausdorff uzaylari, 7:C,(X)— C,(Y) lineer pozitif
operatdr ve H, C,(X)’in bir altuzay:r olsun. Keyfi bir f e C,(X) i¢in asagidaki

Onermeler denktir:

) feK (HT)

i) (Teklik Ozelligi) Her he H, her ueM,/(X) ve wu(h)=T(h(y)) esitligini

saglayan her yeY icin u(f)=T(f(y)) dir.
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iii) Her £ >0 i¢in ||u|| <g, v|| < ¢& olacak bicimde u,v e C; (X) fonksiyonlar1 ve

inf T'(k;)—supT(h)

0<j<n 0<i<n

<gvesuph —u<f<inf k,+v

0<i<n 0<jsn
olacak bi¢cimde sonlu sayida h,....h, € H ve k,....k, € H fonksiyonlar vardir.
7.1.4.Teorem:

T:C,(X)—>C,(Y) lineer pozitif operatér ve H, C,(X)’in bir altuzay:r olsun.

Keyfi bir f € C,(X) i¢in asagidaki 6nermeler denktir:
i) feK . (HT)
i1) (Lineer pozitif operatorlere gore evrensel Korovkin tip 6zellik)

Eger E bir Banach latis, S, C,(Y)’den E’ye latis homomorfizmi ve (L),

Cy(X)‘ten E’ye sup|L|<oove her heH igin lim_ L (h)=S(T(h)) olacak
iel

iel

bigimde lineer pozitif operatorlerin bir ag1 ise bu durumda lim_ L () =S(T(f)) dir.

Ispat:

(i) = (ii) oldugunu gdsterelim. & >0 olsun. Her bir ¢ € C,(Y) icin
lel<o=|s|<e (7.1)
olacak bicimde & >0 alalim.

(L), a1 es siirekli oldugundan, her g € C,(X) icin,

lsl<n=|T(e)| <5 ve [Li(g)]<e (7.2)
olacak bigimde 7 >0, n <&

bulabiliriz.
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f €K, (H,T) oldugundan, Teorem 7.1.3. (iii)’den, u,v>0, ||u|| <n, ||v|| <7y ve

sup h, —u< f < inf k,+v (7.3)

0<a<n 0<fB<n

OL%EnT(kﬂ)_ sup T'(h,)||< o (7.4)

0<a<n

olacak bicimde H de h,,....,h, ve k,....k, ve u,ve C,(X) vardur.

Buradan,

0i<r/§£ S(T'(ky))—sup S(T(h,)|<& (7.5)

0<a<n

olur.

Bununla birlikte, Es. 7.3’ten, her i €I i¢in,

sup L,(h,) = L) S L(f) < inf L,(k,)+L () (7.6)

0<a<n
ve

sup S(T'(h,))=ST ) <ST(f)) < inf ST (ky)+ST V) (1.7)

0<a<n
olur.

Es. 7.6 ve Es. 7.7°den her i €I i¢in,

L(f)-ST(fN= inf L(ky)+L(v) - sup ST(h,))+S(Tw)

0<e<n

= inf L(k,)— inf S(T(k,)+ inf S(T(k,))
0=pB<n 0=f=n 0=p=n

— sup S(T'(h))+L,(v)+S(T(u))

0<a<n

Jnf S(T(k))— sup S(T'(h,))

O<a<n

< 3|1 ) - STk, |+
B=0



+|L )| +|S(Tw))|

Benzer sekilde,

ST -L) < Y| h)=STh )|+ inf ST (k) sup ST(h,)

+ L )| +|S T ()|
olur.

Boylece, her i e igin,

ST =L € XL ) = ST |+ |1,k = STk, )|
B=0

a=0

Flinf ST(ky)~ sup S(T'(h,)

0<a<n

+|L )| +|S(T )|

+|L ()| +[ST ()|
elde edilir.

Es. 7.1, Es. 7.2 ve elde ettigimiz son esitsizlikten,

ISTCN-L < S~ ST+ 3Lk - STk, )
a=0 p=0

+ +4¢

Anf S(T'(ky)~ sup S(T'(h,)

0<a<n

olur.
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(7.8)

(L, (h,))i; ag1t S(T(h,)) yave (L (k, s, ag S(T'(kg)) ya yakinsak oldugu igin, her

o, f=0,.,nveiel,ixi igin,

¢ &
() = ST <~ |1,k = STy <
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olacak bi¢gimde bir i, € I vardr.
Boylece Es. 7.8’den, her i €1, i >, i¢in

|S@(rH-LH|<7e
olur. £ >0 keyfi oldugundan,

lim_ L (f)=ST(f))

iel
elde edilir.
(i) = (i) oldugu K, (H,T) tanimdan agiktir.
7.1.5. Onerme:

E bir Banach latis ve S,C,(X)’ten E’ye bir latis homomorfizmi ve S(C (X))
goriintiisii E ’de yogun olsun. Eger H, C,(X) ’te bir K, - altuzay1 ise, bu durumda

S(H), E’nin bir K, - altuzayidur.
fspat.‘

(L)., E’den E’ye lineer pozitif operatorlerin es siirekli bir ag1 ve her k e S(H)

<
iel

i¢in lim_ L,(k)=k olsun. Cy(X)’ten E’ye lineer pozitif operatdrlerin (L S)

iel

agini goz oniine alalim.

Her he H i¢in (L, (S(h));, ag1 S(h)’ye yakinsadig1 i¢in, evrensel Korovkin tip

ozellik geregince her f e C,(X) igin, (L(S(f));, agida S(f)’ye yakinsar, yani,

iel
her g e S(C,(X)) i¢in lim_ L (g) = g dir. S(C,(X)), E’de yogun oldugundan, her

iel

g € E i¢in lim_ L,(g) = g dir, diyebiliriz. Bu da ispat1 tamamlar.

iel
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7.1.6. Tanim:

X bir yerel kompakt Hausdorff uzaymi ve H, C,(X) ’in bir altkiimesini gdstersin.
C,(X) ’teki birim operatdr i¢in H 'nin Korovkin kapanis1 K, (H ,ICO(X)) , basit bir
sekilde K, (H) ile gosterilecek ve H ’nin K, kapanisi diye sdylenecektir.

Boylece, bir f € C,(X) fonksiyonunun K, (H) kapanisina ait olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul f ‘nin asagidaki 6zelligi saglamasidir:
C,(X) uzerindeki lineer pozitif operatdrlerin
1) sup||Ll.|| <o

iel

ii) Her he H i¢in lim_L (h)=h

iel

ozelliklerini saglayan her bir (L,);, ag1icin lim_ L (f)= f mevcuttur.

iel
7.1.7. Tanim:

K, (H)=C,(X) ozelligini saglayan bir H altkiimesine C,(X)’te bir K, -altkiime

veya lineer pozitif operatdrlere gore bir Korovkin altkiimesi denir.

Bunun anlami, C,(X) iizerindeki lineer pozitif operatorlerin bir es siirekli (L), ag1
g6z Oniine alindiginda, her he H i¢in lim_L (h)=h bagmtismm, her f e C (X)
iel
icin lim_ L,(f) = f bagmtisini verecegidir.
iel
7.1.8. Teorem:

Her f € C,(X) i¢in asagidaki durumlar denktir:

) fekK. (H)
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il) (Teklik 6zelligi) Her he H ve u(h)=h(x) esitligini saglayan her xe X ve her

peM,(X) igin u(f)= f(x) tir.

iii) (Lineer pozitif operatorlere gore evrensel Korovkin tip 6zellik) Eger E bir

Banach latis, S, C,(X) ten E ’ye latis homomorfizmi ve (L), ,C,(X) ten E’ye

iel °

sup||L||<oove her he H igin lim_ L,(h)=S(h) olacak bigimdeki lineer pozitif
iel

iel

operatorlerin bir ag1 ise bu durumda lim_ L (f) = S(f) dir.

iel
7.2. Kesin Korovkin Altkiimeleri

Bu boliimde kesin Korovkin altkimeleri ad1 verilen bazi 6zel Korovkin altkiimelerini
tanitacagiz. Boylece farkli 0Ozellikteki uzaylarda Korovkin tip teoremlerin

gerceklesme kosullarini elde etmis olacagiz.

7.2.1. Tanim:

C,(X)’in bir lineer H altuzay1 asagidaki kosulu saglasin:

Her x,ye X,x# y i¢in k>0, k(y) >0 ve k(x)=0 olacak bigimde k € H vardir.
Bu durumda, H, C,(X) te bir K, - altuzayidir.

7.2.2. Tanim:

X bir yerel kompakt Hausdorff uzayi olsun. Eger her bir x € X ’e karsilik

k(x)=0 veher ye X,y#x i¢in k(y)>0 (7.9)

esitsizligini saglayacak sekilde bir k € H fonksiyonu bulunuyorsa C,(X) ’in bir H

altuzayma bir kesin K, -altuzayi denir.

Bu durumu saglayan C,(X)’in bazit M altkiimeleri icin H =L(M) ise M ’ye bir

kesin K, - altkiime denir.
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7.2.3. Uyar1 [4]:

C,(X)’in her kesin K, - altuzayl, C,(X)’te bir K, - altuzayidir. Aksi genellikle

dogru degildir.
7.2.4. Onerme:
A4, 4, €R ve 0< 4 <4, <A, olsun.

Bu durumda

i) {x",x%,x"}, C,((0,1])’de bir kesin K, - altkiimedir.

i) {1,x*,x*},C,((0,1]) de bir kesin K, - altkiimedir.

fspat:

i) Sabit bir x, € (0,1] alalim. Eger x, =1 ise her r €(0,1] i¢in
k() =t" -1

fonksiyonunu ve eger x, <1 ise her 7 € (0,1] i¢in

k(0) = (A = A)xy 41" = (B = A)xg 21> + (A =A™
fonksiyonunu géz 6niine alalim.

k fonksiyonu Es. 7.9’u sagladig1 i¢in {xk‘,xﬂ?,x%} C,((0,1]) ’de bir kesin K, -

altkimedir.
ii) Yine, sabit bir x, € (0,1] alalim. x, =1 i¢in
k(t)y=1-t" (re(0,1])

fonksiyonunu ve x, <1 oldugunda

k(t) = (A, = A)X2 = Ax2t" + 2t™  (1€(0,1])
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k fonksiyonu Es. 7.9’u sagladigi i¢in {l,x’l‘,x%},CO((O,l]) ’de bir kesin K,

altkiimedir.

Asagida verecegimiz onerme yardimi ile [0,0) ’da siirekli, limiti veya agirlikli limiti
mevcut fonksiyonlar uzayinda Korovkin tip teoremlerin saglanma kosullari

incelenecek boylelikle [0,00) iizerinde operator aglarmm (dizilerinin) diizgiin

yakinsama kosullar1 elde edilecektir.

7.2.5. Onerme:

A4, 4 eR ve 0< A <A, <A, olsun. Bu durumda,

J ()

1+x®

normu ile donatilmig

a | f

. — Sup
x20

8(x)
+x™

Eﬂ2 ={g eC([O,oo)):lim1 mevcut}

Banach latisi verildiginde, {1, x™ ,x" }, E 4 ’de bir K, - altkiimesidir.

(i) C"([0,0))={f € C[0,0): }gg f(x) sonlu} sup-normlu Banach latisi verildiginde
{1,exp(=4,x),exp(-4,x)}, C*([0,0)) ’da bir K, - altkiimesidir.

fspat.‘

(i) Her f €C([0,1]) ve x€[0,%) i¢in

Sf (x) = (1+x™) f (exp(-x))

seklinde tanimlanan S :C([0,1]) > E 2 latis homomorfizmini g6z Oniine alalim.

§ bir izometrik latis izomorfizmidir ve § operatdriiniin tersi her f € E, ve 1€[0,1]
icin

_ g(nl/n)
T =
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seklinde tanimlanan T operatoriidiir.

g(x)

dir.
1+x"

Burada 7g(0) =1lim7g(¢) =lim
t—0" X0

Her 7 €[0,1] ve k=1,2,3i¢in f,(0) =1lim f, (#) olmak iizere
t—0"

1
f‘(t)_1+1nﬂ°—(1/z)
_ In*(1/1)
L= 1+In*(1/1)
_In™Q/1)
f-*(t)_nlnﬂz(l/r)

fonksiyonlarmi gz 6niine alalim.

Bu durumda {f,, f,, f;}, C([0,1])’de bir kesin K, - altkiimesidir.

Gergekten, #, € (0,1] ise,

k(t)= (A, —4)In" [%Jfl(t)—ﬂz In*™ [%jfz(t) + A f,(1), t€[0,1]

fonksiyonu pozitiftir ve sadece f,, ’da sifir olur.

t,=0’da f, fonksiyonunu sadece t,’da sifir olan pozitif bir fonksiyon olarak

secgebiliriz.
S(fi;0) =1, S(f;x)=x" ve S(f;;x)=x" , x&[0,00)
oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur.

(i1) (1) durumuna benzer bir sekilde,

f eC(0,1]) ve xe[0,0) olmak iizere
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Sf (x) = f (exp(=x))

seklinde tanimlanan S:C([0,1]) > C ([0,0)) izometrik latis izomorfizmini goz

Oniine alalim.
S doéniisiimii 1, x*, x™ yi swrastyla 1, exp(=4,x), exp(—4,x) ’e doniistiiriir.
Ornek:

(b,),y reel sayilarm bir dizisi ve limb, = o olsun.

n—>9w

Her ne N, feC([0,%)) ve x&[0,) i¢in

. bnk n i k _i n—k ‘
B (f:x)= kz;‘f( n ](kj[bj [1 bnj o Osxsh, ise

f(x) , x>b ise

n

seklinde tanimlanan B: :C([0,0)) > C([0,0)) lineer pozitif operatdriinii gdz Oniine

f(xz mevcut}, C ([0,)) ve
1+x

alallm. Bu operator E, = { f €C([0,%0)) : lim

C,([0,0)) fonksiyon uzaylarmi kendi izerine doniistiiriir.

B, operatoriine n. dereceden Bernstein-Chlodovsky operatorii denir ve her n>1,

1

x>0 ve A>0 icin
B (1;x)=1
B (e;x)=x

ve x<b i¢in

. 1 b
B (e);x)=x"——x"+-"x
n n

dir.
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B(e,) -, <o g

n

Ayrica

Boylece Onerme 7.2.5’ten her f € E, igin [0,00) araligmin kompakt altkiimeleri

iizerinde diizgiin olarak
lim B,(f) = f
olur.

x<b, ise

B,(f:x) = (eXp(—ibn /n) bi +1- bﬁj

n n

:[1_ ix[l—exp(—ﬂ,bn /n)]]
2b,

olup [0,0) iizerinde B,(f,), f, ‘ya diizgiin yakmnsar.

Boylece Onerme 5.5 (iii) geregince her f € C,([0,00)) ve f eC ([0,0)) igin [0,c0)

iizerinde diizgilin olarak
limB,(f) = f
olur.

Onerme 7.2.4 (ii)’)de A =1, A, =2 alnmasi durumunda 3. boliimde verilen

Korovkin’in meshur 1. Teoremi elde edilir.

7.2.6. Teorem:
{1, x,x*} kiimesi C([0,1])’de bir (kesin) K, altkiimesidir.

Bu teorem Korovkin Teoremi’nin farkli bir sekilde ifade edilisidir.
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<

Sonug olarak, eger (L,)..,, C([0,1]) lizerinde lineer pozitif operatdrlerin bir ag1 ise,

her f € C([0,1]) i¢in [0,1] lizerinde diizgiin olarak 111}114,.( H=f

sonucunu elde etmek igin ek(x):xk, xe€[0,1], k=0,1,2 olmak fizere [O,1]

iizerinde diizgiin olarak

hr[n L(e)=e¢

oldugunu gostermek yeterlidir.
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