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OZET

KORTEWEG DE VRIES DENKLEMININ SOLITON COZUMU

Bu tezde lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden biri olan
Korteweg de Vries (KdV) denklemi ele alinmaktadir. Bu denklem, Lax ve Ablowitz-
Kaup-Newel-Segur (AKNS) yontemleri ile elde edilmektedir. KdV denkleminin
baslangi¢c deger probleminin ¢6zlimii i¢in ters sacilma donilisiimii tanimlanmaktadir.
Ayrica KdV denkleminin soliton ¢dziimleri olusturulmaktadir.
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ABSTRACT

THE SOLITON SOLUTION OF THE KDV EQUATION
In this thesis, we consider one of the partial differential equations, which is the
Korteweg de Vries equation (KdV). The equation is obtained by using the Lax method

and the AKNS method. Furthermore, we describe the inverse scattering transform to
solve the initial-value problem and derive the soliton solution to the KdV equation.
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Vi



KISALTMALAR

AKNS . Ablowitz, Kaup, Newel ve Segur
Cijs Crj : Normallestirici sabitler

Y : Bagimlilik sabiti

det : Matris determinati

D(t) . Sagilma verileri kiimesi
6(t—ty) . Dirac delta fonksiyonu

fi : Sol Jost ¢oziimii

fr . Sag Jost ¢oziimii

KdV . Korteweg de Vries

L(k) : Sol yansima katsayis1

LY (R) . Olgiilebilir potansiyeller sinifi

A . Spektral parametre

my;, m, : Faddeev fonksiyonlar

R(k) . Sag yansima katsayisi

S(k) . Sag¢ilma matrisi

SS. . Sayfadan sayfaya/sayfalar

T (k) : Iletim katsayisi

u(x, t) . Potansiyel

V(x) : u(x, 0) potansiyeli

@j(x) : Normallestirilmis bagil durum ¢oziimii
{R, {Kj}, {CU}} . Sol sacilma verileri

{L, {Kj}, {cr ]}} : Sag sacilma verileri

T . Matris transpoz ve kompleks eslenik

Vil



GIRIS

Bu ¢alisma 3 ana boliimden olusmaktadir. 1. boliimde, genel bilgilere dair iki
alt baglikta tanimlar ile baz1 temel kavramlar verildi. 2. boliimde yapilan ¢aligmalar
temel bashgi altinda, 2.1. bolimiinde, (2.1.1) Schrodinger denkleminin sagilma
coziimleri ve bagil durum ¢oziimleri ele alinmaktadir. Ayrica sagilma katsayilari, bagil
durum normallestirici sabitleri ve Faddeev olarak adlandirilan bir simiftaki bir
potansiyele karsilik gelen bagimlilik sabitleri tanitilmaktadir. 2.2. boliimde, (2.1.1)
denklemi igin ters sacilma probleminin bir &zeti sunulmaktadir. Ayrica ilgili bir
Riemann-Hilbert problemini ¢6zmeye dayali bazi ¢éziim yontemleri ele alinacaktir.
2.3. bolimde, u(x,0) potansiyelinden u(x,t) potansiyeline degistiginde, sagilma
katsayilarinin, bagil durum normallestirici sabitlerinin ve bagimlilik sabitlerinin
zaman evolliisyonu ele almaktadir. Ayrica KdV denklemi ile iligkili Lax ¢ifti
tanitilmakta ve Lax yoOntemi kullanilarak KdV denklemi elde edilmektedir. 2.4.
boliimde, AKNS yontemi incelenmekte ve KdV denklemi bu yontemle elde
edilmektedir. 2.5. bolimde, KdV denklemi i¢in baslangi¢ deger problemini ¢ézmek
icin bazi yontemler tanitilmaktadir. 2.6. bolimde, KdV denkleminin soliton
¢Ozlimlerine odaklanilmakta ve N-soliton ¢o6ziimiiniin ¢esitli durumlar elde
edilmektedir. 3. boliimde, son ana baslikta sonug¢ ve sonuca bagli olarak dneriler ele

alinmaktadir.



1. GENEL BiLGIiLER
1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

1.1.1. Tamm

Bir denklemde, bilinmeyen fonksiyonun belirli bir degiskene gore tiirevli
olmast durumunda bu degiskene bagimsiz degisken ve denklemde tiirevi bulunan
fonksiyona da bagimli degisken denir. Bagimsiz degisken, aranan fonksiyon ve aranan
fonksiyonun tiirevlerini igeren denklemlere diferansiyel denklem denir.

Adi tiirevli diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler

olmak iizere diferansiyel denklemler iki grupta toplanir.

1.1.2. Tamim
Bir diferansiyel denklemde aranan fonksiyon tek bir bagimsiz degisken
iceriyorsa bu denkleme adi tirevii diferansiyel denklem denir. Bir adi tiirevli
diferansiyel denklemde x bagimsiz degisken, y bagimli degisken ve y nin x e gore n.
tiirevi y™ olmak tizere
f(x,y,y’, ...,y(”)) =0
seklinde yazilabilir.

1.1.3. Tamim

Bir diferansiyel denklemde, aranan fonksiyon ve tiirevlerinin kuvvetleri bir ve
katsayilar ile kuvvet terimi en fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonundan olusuyor ise
bu denkleme lineer diferansiyel denklem denir. Eger bir denklem lineer degilse bu

denkleme lineer olmayan diferansiyel denklem denir.

1.1.4. Tamm

Bir diferansiyel denklemdeki bagimli degiskenin, iki veya daha fazla bagimsiz
degiskenin fonksiyonu olmasi ve bu bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore
cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini igermesi durumunda bu tiir diferansiyel
denklemlere kismi tiirevii diferansiyel denklemler denir. Bir kismi tiirevli diferansiyel

denklemde x ve y bagimsiz degiskenler ve u bagimli degisken olmak iizere



f(x) y, ux; uy, uxx, uxy’uyy, - ) = 0

seklinde yazilabilir.

1.1.5. Tammm

Kismi tiirevli diferansiyel denklemde igerisinde yer alan bagiml
degiskenlerden en yliksek kismi tiirevlenme sayisi, denklemin mertebesini ve en
yiiksek kismi tiirevin kuvveti denklemin derecesini verir. Bir kismi tiirevli diferansiyel
denklemde her bagimli degisken ve her mertebeden kismi tiirevler birinci dereceden
ve ayrica bu bagimli degiskenler ve her mertebeden kismi tiirevlerin katsayilari sabit
ya da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bdyle denklemlere lineer kismi tiirevli
diferansiyel denklem denir. Birinci mertebeden bir bagimli ve iki bagimsiz degiskeni

olan lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem genel olarak

A, Y)Zyx + B(X,¥)Zyy + C(x,¥) 2y, + D(x,¥)zy + E(x,y)zy + F(x,y)z
=G(x,y)
seklinde gosterilebilir.
Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde en yliksek mertebeden terimlerin
dereceleri bir ve bu terimler denklemde ¢arpim halinde bulunmuyor ise (denklemdeki
diger diisiik mertebeden terimlerin ve bagimli degiskenlerin bulunus seklinden

bagimsiz olarak) bu denkleme yari-lineerdir (kuasi lineer) denir. Ornegin

ou ou N 03u 3
ot ““ox ' axd

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklem lineer degilse bu denkleme lineer

olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem denir.

1.1.6. Tamim
Yiiksek mertebeden lineer olmayan kismi tirevli diferansiyel denklemleri

saglayan ¢oziimlere tam ¢oziimler denir.



1.1.7. Tammm
Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in baslangic deger
problemi, ters sagilma yontemi yardimiyla ¢6ziilebilirse buna integrallenebilir lineer

olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem denir.

1.1.8. Tamim
n. mertebeden bir f(x) lineer diferansiyel denkleminin cy,cy, ..., c,—1 keyfi

sabitler olmak tizere

y(xO) = CO’ y’(xo) = Cll "-;yn_l(xo) == CTl—l

sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine, baslangic deger problemi

denir.

1.1.9. Tamm
Bir diferansiyel denklemde keyfi sabitlere bagl bulunan ¢6ziime genel ¢oziim,

keyfi sabitlere deger verilmesiyle elde edilen ¢oziime dzel ¢oziim denir.

1.1.10. Tanim

x = xy noktasinda bir f(x) fonksiyonu Taylor serisine agilabiliyorken, x,’1
iceren bir agik araliktaki biitlin x degerleri i¢in bu Taylor acilimmin bir f(x)
fonksiyonuna yakinsak olmasi durumunda, f(x)’e x = x, noktasinda analitik

fonksiyon denir.

1.1.11. Tanim
D(T)ve R(T) iki fonksiyon uzayi olsun. Eger D (T) uzayindan alinan herhangi
bir f fonksiyonuna R(T) uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren bir T kural1 varsa,

buna D (T) uzayinda, bir operatordiir denir ve T(f; x) = g(x) bi¢iminde gosterilir.



1.1.12. Tanim
D(T) tanim bdlgesi ve R(T) deger bolgesi ayni skaler F cismi lizerinde tanimli
iki lineer uzay olsun. T: D(T) — R(T) olmak tizere, her x,y € D(T) ve her a,f €

F skalerleri i¢in

T(ax + By) = aT(x) + BT(y)
Ozelligine sahip olan T operatériine /ineer operatér denir.

1.1.13. Tanim

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde, bilinen potansiyele karsilik gelen
sagilma verisini belirleme problemine diiz sagiima problemi denir. Bu problem ¢ogu
kez belirli 6zel ¢oziimler bulunarak ¢oziiliir. Bulunan ¢éztimler ilgili lineer adi tlirevli
diferansiyel denklem igin Jost ¢6ziimii olarak adlandirilir. Uygun sagilma verileri,
sonsuzda Jost ¢dziimlerinin asimptotik davraniglar yardimiyla veya Jost ¢oziimlerinin

Wronskiyani yardimiyla olusturulabilir.

1.1.14. Tanim
Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde, diiz sagilma probleminin tersine
verilen sagilma verilerine karsilik gelen potansiyeli belirleme problemine fers sagiima

problemi denir.

1.1.15. Tanim

Lineer adi tiirevli diferansiyel denklem igin diiz ve ters sagilma problemlerinin
¢cozlimlerinden yola ¢ikarak, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem igin
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinii elde etme yontemine ters sagilma doniigiimii

yontemi denir.

1.1.16. Tanim

te, t*t,
St—t)={e i



bi¢iminde tanimli fonksiyona Dirac Delta fonksiyonu denir. Bu fonksiyon t = t,
civarinda ¢ok biiyiik deger alan ve orjini ¢evreleyen ¢ok kiiciik bir alanin disinda sifir
olan bir fonksiyon olarak anlagilmalidir.

Dirac Delta fonksiyonunun bazi 6zellikleri:

1) f 6(t—ty)dt=1
1 e ..

2) S(x—a) = —f e txelta dt
2T )_ o

3) f_ f(x)d(x —a)dx =-]-_ f@)dé(x —a)dx =f(a) f_ 5(x — a)dx = f(a)

1.1.17. Tanim
Bir f(x) fonksiyonu her sonlu aralikta Dirichlet sartlarini saglasin. f(x)

fonksiyonu, (—oo, o) araliginda mutlak integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

P == [ fGoear = 7(r) 111
u—m_wfxe x=F(f(x (1.1.1)

seklinde tanimlanan F(u) fonksiyonuna, f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii
denir ve bu integral doniistimii F (f (x)) seklinde gosterilir. x degiskeninin tiim reel

degerleri i¢in tanimlanan f(x) ana fonksiyonu reel veya kompleks olabilir.

FHFW)

sembolii ise ters operatordiir,

f(x) = F(uw) e™du = F(F(w)) (1.1.2)

).

f(x) fonksiyonuna da F(u) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii denir. (1.1.1) ve

(1.1.2) formiillerine Fourier doniisiim ¢ifti denir.



1.1.1 Ornek:

a(x,y) = %foo [p(k,x) — e ] ey dk

Yk, x) = e +f a(x,y)e ¥ dy
X

olmak tizere a(x, y) ifadesinin Fourier doniistimiiniin ¥ (k, x) degerine esit oldugunu

gosterelim.

Yk, x) = e”Hx 4 fxwa(x, y)e Y dy
denkleminde y yerine z alinip ve esitliginin her iki tarafi ™ ile carpilirsa
[p(k, x) — e7Hx] etk = .I:oa(x, z)e ¥z kv qz
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi —co’dan oo’a integrallenirse

f°° [Y(k,x) — e ] etk dk = foo Uooa(x,z)e‘ikz eikydzl dk

ve ardindan 1/2m ile ¢arpilirsa

1 © ) ] 1 Ie) o ' '
%f [l/)(k, x) — e—lkx] ek dk = E_]‘ a(x, Z)dzf e—kz oiky dJ
o ; .

olur.

Dirac delta fonksiyonu yardimiyla

%jw [¢(k, X) — e—ikx] ey dk = Jooa(x, 2)8(z —y)dz

bulunur.



o]

fooa(x, z)8(z—y)dz = f

a(x,z)6(z—y)dz — fx a(x,z)6(z—y)dz

oldugu g6z Oniine alinip

X

fooa(x, z)6(z—y)dz = a(x,y) ve f a(x,z)6(z—y)dz=10

— 00

Ozelliklerinden yararlanilirsa

%jm [p(k, x) — e ] e*¥dk = a(x,y)

elde edilir.
1.1.18. Tamim
e(x,1) = et +f K(x,t) e**dt, ImAl>0
X
fonksiyonuna
Ly=y" +q(x)y = 2%y, 0<x<o (113)

denkleminin Jost ¢oziimii ad1 verilir.

1.1.19. Tanim

e() =1 +f K(0,t) ei**dt, ImA >0
0

fonksiyonuna (1.1.3) denkleminin Jost fonksiyonu denir.

1.1.20 Tanim
e(—2)

s =~

AER

fonksiyonuna (1.1.3) denkleminin sa¢ilma fonksiyonu denir.



1.1.21. Tanim
e(A) sagilma fonksiyonunun sifirlar1 ia,, kK =1,2,..,n (n < ), a; >0

ise
(o]
mi? =f e?(x,iay) dt
0

olmak lizere

(iag,iay, .., iay,, a, >0, k=12,..,n
a1<a2<"'<an
my,my, ..., My,

i e(—2)

s() = e’

A€ER

kiimesine (1.1.3) denkleminin sag¢ilma verileri denir.

1.1.22. Tanim

A bir kare matris, X ve B stitun matrisleri olmak tizere

a1 Az o Qqp X1 b,

Q1 QA -+ Qyp X3 b
A=|" - X=|". B=|"7

An1 Qpz = Qun Xn bn

verilsin. Burada a4, a;5, ..., @pn, b1, by ..., by, € Cdir. n-bilinmeyenden olusan AX =
B sistemine lineer denklem sistemi denir. Bu sistemin det(A4) # 0 olmak {izere tek bir

¢oztimii vardir ve Cramer metodu ile ¢oziilebilir. Bu ¢6ziim

B det(A;) B det(4,) B det(A,)
1T et 2T det(a) 7 T Tdet(d)
by
seklindedir. Burada 4;, A matrisinin j. siitundaki bilesenlerinin B = b:Z matrisi ile
by

yer degistirmesi sonucunda elde edilir.



1.1.23 Tamim
Herhangi bir A matrisinin satirlarinin siitun ya da siitunlarinin satir olarak

yazilmasi ile elde edilen matrise A matrisinin transpozu denir ve A7 ile gosterilir. Yani

a1 Am1 a1 A1n
A= Pl ise AT = 5
An1 Amn Am1 Amn
olur.
1.1.24. Tanim
A ve B herhangi iki n x n kare matris ve VV(x) ise potansiyel olsun. Eger V (x)
potansiyeli

V() =Vt x €RY ve [dx (1 +x)|V (x)] < +oo

ifadelerini saglarsa,

D:={V,A, B}

ile verilen D kiimesi Faddeev sinifina aittir denir. Burada T isareti kompleks eslenik

ve matris transpozu temsil etmektedir.

1.1.25. Tanim

f:D—>Rve g:D-»> R aym D tanim kiimesi iizerinde taniml iki fonksiyon
olmak {izere, bazi C > 0 sabitleri ve her x € D igin |f(x)| < C|g(x)| ifadesi “f =
0(g)” ile gosterilir. Bu sekilde yazilabilen notasyona biyiik O notasyonu denir.
Ornegin,

1) D =[1,) icin, x? + 23x + 149 = 0(x?),

2) (x,y) € [-1.1] X Rigin, xe¥ = 0(e?¥),

2 Xy
3) (vy) € RA{(0,0)} isin, 2L = 0(1).
1.1.26. Tanim
f:D—>R ve g:D— R seklinde iki fonksiyon olmak iizere, f(x) =

o(g (x)) (x = a) ifadesi lim % = 0 anlamna gelir. Burada a sonsuz yada sonlu bir
xX—a

10



deger olabilir. f(x)~g(x) (x » a) gosterimi ise lim% = 1 anlamindadir. Bu
x—-a

durumdax — a i¢in f(x)’in g(x)’e asimptotik oldugu ifade edilmektedir. f(x) =
o(g(x)) gosterimi x — a igin f(x), g(x)’e gore daha kiiciik bir biiylime sirasina
sahiptir anlamina gelir. Bu sekilde yazilabilen notasyona kii¢iik 0 notasyonu denir.
Ornegin,

1) f(x) =0(1) (x = a) yazmanin bagka bir yolu chl_r)lgl f(x) =0 dir.

2) x?=o0(x®) (x - ).

3) (x> a) f(x) = gx) + o(1) degeri, (x = a) icin e/®)~e9X degerine

esdegerdir.

4) (x = 0) i¢in sin x ~x.

1.1.27. Tanim

2 c RY tanim kiimesinde verilen reel degerlip (1 < p < o) igin [ o IfIP <o
olmak tizere 6l¢iilebilir bir f fonksiyonuna LP (£2) uzay: denir. LP = LP () iken LP

uzay1 bir vektor uzay1 oldugundan

Ifl, = [ ) |f|p]1/p

esitligi saglanir. Burada || || gosterimi fonksiyonun normunu tanimlar.
1.1.28. Tanim
Birinci mertebeden
F(x,y, Z, Zx,Zy) =0 (1.1.4)
ve
G(x,y,2,2¢,2,) =0 (1.1.5)

denklemleri wverilsin. (1.1.4) denkleminin her ¢6ziimii ayni zamanda (1.1.5)

denkleminin de bir ¢oziimii ise bu denklemlere bagdasabilir denklemler denir.

a(F,G) |Fp Fq|

dpq) 16, G

p q
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olmak iizere, bagdasabilirlik kosulu

O(F,G)  9(F,G) 9(F,G) 9(F.G)
ep) TaG@p 00 ez

[F,G]

ile verilir.

1.2. Korteweg de Vries Denklemi

Korteweg de Vries denklemi (KdV), su dalgalarinin uzun, dar ve s1g kanallarda
yayllmasim1 modellemek igin kullamilir. 1lk olarak 1895 yilinda Hollandali
matematikgiler Diederik Johannes Korteweg ve 6grencisi Gustav de Vries tarafindan
formiile edilmistir (Korteweg ve Vires, 1895). Korteweg, zamaninin iyi bilinen bir
matematikg¢isiydi ve de Vries, Korteweg danismanliginda konuyla ilgili bir doktora
tezi yazdi.

Birka¢ hesaplamadan sonra, KdV denklemi genel olarak

iy N 4 eR t>0 121
. ox “ax® = ‘ (1.2.1)

seklinde yazilir. Burada —u(x,t), suyun t zamaninda x konumundaki denge
noktasindan yiikselmesine karsilik gelir. Eger (1.2.1)'deki u, - u ile yer degistirilirse,
—6 ile +6 yer degistirir. Ayrica x, t ve u'yu dlgeklendirerek, yani onlar1 bazi pozitif
sabitlerle ¢arparak, (1.2.1)'in sol tarafindaki {i¢ terimin her birinin oniindeki sabitleri
degistirmek miimkiindiir.

(1.2.1) denklemindeki uu, teriminin varligi KdV denklemini lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklem yapar. (1.2.1) denkleminde, u,.,., teriminin varlig
bu denklemi yayilhimli hale getirir, yani genel olarak bir baslangi¢c dalgasi: u(x,0),
zaman ilerledik¢e uzaya dogru genisleyecektir. Lineer olmama ve yayilma davranisi
gosteren ¢oziimlerine ek olarak KdV denklemi, soliter dalga olarak bilinen bazi 6zel
¢oziimlere sahiptir. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin tekil bir soliter dalga
¢Ozlimil, sola veya saga hareket eder ve seklini korur. (1.2.1) denkleminin boyle bir
¢oziimiiniin sadece saga dogru hareket ettigi gortiliir. Genel olarak, herhangi bir soliter

dalga ¢6ziimii asimptotik olarak tekil bir soliter dalga ¢6ztimleri dizisine benzer.
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Soliter bir su dalgasini ilk gdzlemleyen John Scott Russell adinda bir iskog
miithendisti. Bu olay 1834'te Edinburgh-Glasgow kanalinda, KdV denkleminin su
dalgalar1 i¢in bir model olarak formiile edilmesinden yaklasik 60 y1l dnce oldu. Russell
gbzlemini, 1844'te British Association da raporladi (Russell, 1844). Soliter su
dalgalarinin varligina inanmayan George Airy ile arasindaki rekabet de dahil olmak
tizere Russell'!m gozleminin detaylari (Ablowitz ve Clarkson, 1991; Ablowitz ve
Segur, 1981; Drazin, 1986; Lamb Jr., 1980)'de bulunabilir.

Higbir zaman bir dergi makalesi olarak yayinlanmayan tinlii 6n baskida (Fermi
ve digerleri, 1955) belirtildigi gibi, Enrico Fermi’nin Los Alamos'a yaptig1 yaz
ziyaretlerinde, J. Pasta ve S. Ulam ile ortaklasa lineer olmayan terimler igeren iKi
komsu arasindaki kuvvetlere sahip 64 pargaciktan olusan tek boyutlu dinamik bir
sistem {izerinde calistilar. Bu hesaplama calismalar1 Maniac I adli Los Alamos
bilgisayarinda gerceklestirilmistir. Calismanin temel amaci, ¢esitli serbestlik
dereceleri arasinda enerjinin esit dagilim yaklasim oranini belirlemektir. Fermi'nin
Kasim 1954'te 6limiinden sonra, Pasta ve Ulam, onlarin kalan son birka¢ hesaplama
ornegini de tamamladilar.

1965°te Zabusky ve Kruskal, Fermi-Pasta-Ulam’in ortaya koydugu problemi,
KdV denkleminin soliter dalga ¢oziimleri cinsinden agiklayabildiler (Zabusky ve
Kruskal, 1965). Boylece KdV denkleminin 6nemi ortaya ¢ikti. Zabusky ve Kruskal,
KdV denklemi igin sayisal ¢oziimlerin analizinde, par¢acik benzeri davranislari
nedeniyle bu tiir darbelere soliton ad1 verilen soliter dalga darbelerini gozlemlediler.
Bu tiir darbelerin birbirleriyle lineer olmayan bir sekilde etkilestigini, ancak
etkilesimlerinden boyut ve sekil olarak neredeyse etkilenmeden c¢iktiklarini
gozlemlediler. KAV denkleminin soliton ¢éziimleri arasindaki bu tiir olagandis1 lineer
olmayan etkilesimler ¢ok fazla heyecan yaratti, ancak o zamanlar sayisal ¢oziimleri
disinda kimse boyle bir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin nasil
coziilecegini bilmiyordu.

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura, 1967 tarihli {inlii makalelerinde (Gardner
ve digerleri, 1967) KdV denkleminin baslangi¢ deger problemini ¢ézmek i¢in, x —
+oo iken u(x, 0) baslangi¢ degerinin bir sabite yeterince hizli bir sekilde yaklastigini
varsayarak, simdi ters sagilma doniisiimii olarak bilinen bir yontem sundular. Bu

sabitin sifir olarak se¢ilmesinde genellikle herhangi bir sakinca yoktur. Zamana bagl
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sacilma verilerini igeren 1-D Schrdédinger denklemi i¢in ters sagilma probleminin
¢oziimii yardimiyla u(x, t)'nin u(x, 0)'dan elde edilebilecegini gostermislerdir. Ayrica
KdV denkleminin soliton ¢oziimlerinin, sag¢ilma verilerindeki sifir yansima katsayisi
durumuna karsilik geldigini agikladilar. KdV denkleminin ¢esitli sayisal
¢oztimlerinden, biiyiik t igin genel olarak u(x, t)'nin pozitif x yoniinde hareket eden
sonlu bir soliton dizisinden ve ters yonde yayilan bir salinimli diziden olustugunu
gozlemlediler.

Bu ¢alismada, KdV denklemi igin ters sac¢ilma doniisiimiiniin temel bir
incelemesi sunuluyor. (2.1.1)'deki V(x)'in u(x, t) ile yer degistirildigi zamana bagli
Schrédinger denklemi ele alinmaktadir. Soyle ki, t > 0 genellikle bir zaman

parametresi olmak tizere

d*y(k, x;t)

I + k%Y (k, x; t) = ulx, )k, x; t), x €ER, (1.2.2)

seklindedir. Boylece, V(x)’in ashinda u(x,t) potansiyelinin u(x,0) baslangi¢
degerine karsilik geldigi goriiliir. Benzer sekilde, (2.1.1)’deki ¥ (k,x) ise zamana
bagh Y (k,x; t) fonksiyonunun t = 0 baslangi¢ zamanmna karsilik gelir. (1.2.2)
denklemi ile iligskili T'(k;t), R(k;t) ve L(k;t) sacilma katsayilarmm, t = 0
oldugunda (2.1.1) denklemi ile iliskili, sirasiyla T'(k), R(k) ve L(k) sagilma
katsayilarina karsilik geldigi goriiliir. Bu yiizden

V(x) =u(x,0), Pk, x) =1k, x;0),
T(k) = T(k;0), R(k) = R(k;0), L(k)= L(k;0)

notasyonlar1 kullanilacaktir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Schrodinger Denklemi ve Sagilma Verileri

2
s lflfﬁ 2 YU, x) =V()ylk,x),  x€R, (2.1.1)

Schrodinger denkleminini ele alalim. Burada V reel degerlidir ve L1(R)'ye aittir.

Ayrica L} (R), dlgiilebilir potansiyeller smifini ifade eder sdyle ki

[ axa+umw e

integrali sonludur. L (R)’deki reel degerli potansiyeller sinifi bazen Faddev sinifi
olarak adlandirilir (Faddeev, 1967).

(2.1.1) i¢in iki tiir ¢6ziim vardir. Sacilma ¢oziimleri, x - Foove k € R\ {0}
icin e™**ve e~ fonksiyonlarinin linger kombinasyonlarindan olusur. Ayrica,
(2.1.1)'in bir bagil durumu, x degiskenine gore L2 (RR)'ye ait bir ¢oziimdiir. V, Faddeev
sinifina ait oldugunda, x — oo iken (2.1.1)'in bagil durum ¢6ziimleri iistel olarak
azalir ve bunlar C* ist-yar1 kompleks diizlemdeki sanal eksende sadece belirli k-
degerlerinde meydana gelir. Burada C* := C* U R dir. Ayrica kabul edelim ki bagil
durumlar 0 <k; <---<ky olmak iizere k = ix;'de meydana gelsin ve bagil
durumlarin sayilari N ile gosterilsin. Eger V, Faddeev sinifinda ise N’ler sonlu olur.

(2.1.1)"in sagilma ¢oziimleri olan f; sol Jost ¢oziimii ve f, sag Jost ¢oziimil

asagidaki sinir kosullarini saglar.

e fi(k,x) =1+0(1), e ¥f/(k,x)=ik+o0(1), x— +w (2.1.2)
e®*f (k,x) =1+0(1), e*f/(kx)=—ik+o0(l), x— — (2.1.3)

Burada tiirev x’e goredir.
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eikx L(k)e—ikx

filk,x) = X0) + X0 +0(1) X — —0 (2.1.4)
B e—ikx R(k)eikx
fr(k,x) = 0 + T +0(1) x — 40 (2.1.5)

asimptotiklerinden iletim katsayis1 T, sol yansima katsayisi L Ve sag yansima katsayisi
R elde edilir. Ayrica bu sagilma katsayilari, f; ve f,. igeren belirli Wronskian cinsinden
de ifade edilebilir (Chadan ve Sabatier, 1989; Deift ve Trubowitz, 1979; Faddeev,
1967; Marchenko, 1986; Newton,1983).

T(k) = 2ik
I G x); fi(k, X))
_ [fl(k; X);ﬁ-(—k, X)]
LU = 1 0 fi 01

[k, 2); fulke, )]’
Burada Wronskian [F; G] := FG' — F'G olarak tanimlanir.

(Chadan ve Sabatier, 1989; Deift ve Trubowitz, 1979; Faddeev, 1967;
Marchenko, 1986; Newton,1983)’ten bilinmektedir ki, her sabit x € R igin, f;(-, x) ve

£ (-, x) Jost ¢oziimleri C* ist-yar1 diizleminde analitik genislemeye sahiptir. Ayrica,

yildiz isareti kompleks eslenigi gostermek lizere

fl(_k*!x) = fl(k; .X')*, f;-(—k*,X) = f;-(k, X)*, k € (C_+

T(-k) = T(k)", R(=k) = R(K)", L(—k) = L(k)", k€ER,

RUT(k)* = —L(k)'T(k), kE€ER, (2.1.6)

IT()I? + IL()I1? =1 =|T(K)I* + [R(K)I*?  kER,

esitlikleri dogrudur. Boylece, sacilma katsayilari, reel k icin mutlak degerde bir'i

asamaz. Bundan bagka, k € R\ {0} ise T (k) # 0 ve dolayisiyla yansima katsayilari
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k € R\ {0} oldugunda mutlak degerce kesinlikle birden daha kiicliktiir. Genel olarak

R ve L yalmizca reel degerli k i¢in tanimlanir. k’nin biiyiik degerleri i¢in

1 —
T(k)=1+O<E), Ct dek — o,

1 1
R(k)=o(z), L(k)=o<z), k = too,
esitlikleri dogrudur. Her bagil durum, C* 'da bir T kutbuna karsilik gelir ve bunun tersi
de gegerlidir. Bagil durumlarin basit oldugu bilinmektedir, yani her k = ix; de
L*(R)'ye ait (2.1.1)'in sadece bir lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Bagil durum

normallestirici sabitleri c;; ve ¢, ise

1
2
)

1
o € 2
clj = lf_ dxfl(l,}(jj, x)Z Crj i= l]_ dXﬁ(lKJ, X)Zl ,

seklinde tanimlanir ve T rezidileri ile

2

.er

Res(T,ix;) = iciyj = ly—, (2.1.7)
J

seklinde birbirleriyle iliskilendirilir. Burada y; bagimlilik sabiti olmak iizere

__ filikg, x)

Y ) (2.1.8)

seklindedir. y;'nin isareti (—1)" ~J ifadesiyle aynidir ve dolayistyla

¢y = (=D Ty

olur. k = ik;'de normallestirilmis bagil durum ¢oziimii ¢;(x) ise
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@;(x) := ¢ fi(iKj, x) = (DN, (i, x)
sekilde tanimlanir. (2.1.1) ile ilgili sagilma matrisi

T(k) R(k)

S(k) = [L(k) ol k€R,

seklinde verilir ve bu matris bagil durum enerjileri ile R ve L yansima katsayilarindan
biri cinsinden olusturulabilir. k € R igin R(k) ve bagil durum kutuplarn k = ik;

verildiginde, iletim katsayis1 T

T(k) =

Tk + ix ( 1 (®  In(1=|R())
exp z—j ds

eCt 2.1.
_1k—i1c] s—k—i0* )' et (219

J

seklinde olusturulur ve k € R i¢in (2.1.6) kullanilarak L(k) olusturulur. Benzer
sekilde, k € R icin L(k) ve k =ik; bagil durum kutuplar1 verildiginde, iletim

katsayis1 T

Tk + i 1 [ log(l—I|L(s)?) _
exp Ef ds )

T(k) = k € Ct,
() ,_1k—iK] s—k—i0*

j
seklinde olusturulur ve k € R i¢in R(k), (2.1.6) ile elde edilir.

2.2.Ters Sacilma Problemi

Higbir bagil durum olmadiginda, R ve L yansima katsayilarindan biri, Faddeev
smifinda karsilik gelen potansiyeli tekil bir sekilde belirler. Ancak bagil durumlar
oldugunda, V’nin tekil tespiti igin bir yansima katsayisina ve bagil durum enerjilerine
ek olarak bir bagil durum normallestirici sabiti veya esdeger olarak her bagil durum

icin bagimlilik sabiti de belirtilmelidir. Tekil bir sekilde V'yi elde etmek i¢in sagilma
verilerimiz olarak {R, {Kj}, {clj}} sol sacilma verilerini veya {L, {Kj}, {er}} sag sacilma

verilerini kullanabiliriz. Bu ikisi birbirine ve ayni zamanda her biri {5, {y,-}}'ye esittir.
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Belirli bir potansiyel sinifi i¢in bir karakterizasyon, sagilma verileri izerinde o
smifta karsilik gelen tekil bir potansiyelin varligini garanti eden bazi gerekli ve yeterli
kosullarin belirtilmesinden olusur. Bu tiir kosullar genellikle Faddeev-Marchenko
yontemi (Aktosun ve Klaus, 2001a; Aktosun ve Klaus, 2001b; Chadan ve Sabatier,
1989; Deift ve Trubowitz, 1979; Faddeev, 1967; Marchenko, 1986; Melin, 1985;
Newton, 1983) kullanilarak elde edilir. Bu yontem ayni zamanda Marchenko yontemi
olarak da bilinir. Bu bir yanlis adlandirma olsa da bazen literatiirde Gel'fand-Levitan-
Marchenko yontemi olarak anilir (Newton, 1980). Sol sagilma verileri, sag sac¢ilma
verileri veya her ikisinin birlesimi i¢in karakterizasyon kosullari belirtilebilir. Reel
degerli potansiyeller siifindaki bir karakterizasyon L} (R) aittir (Deift ve Trubowitz,
1979 ). Faddeev sinifindaki ¢esitli karakterizasyonlar (Aktosun ve Klaus, 2001a;
Aktosun ve Klaus, 2001b; Marchenko, 1986; Melin, 1985)’de bulunabilir.

k, (2.1.1)'de k? olarak goriindiigiinden f;(—k, x) ve f.(—k, x) fonksiyonlar
da (2.1.1) Schrédinger denkleminin ¢oziimidiir. Bu ¢oztmler f;(k, x) ile f,.(k, x) Jost

¢cozlimlerinin lineer kombinasyonlari olarak

fr(=k,x) =T (k) fi(k,x) — L(k) f(k, x), k €R,

seklinde ifade edilebilirler veya esdeger olarak

m,(—=k,x) = T(k)m,(k,x) — R(k)e?**m,(k, x), keR, (22.1)
my(=k,x) = T(k)m;(k,x) — L(k)e™2**m,.(k, x), keR, (2.22)

seklinde gosterilir. Burada m; ve m,. fonksiyonlari

my(k,x) == e **fi(k,x), m,(kx):=e*f.(k x) (2.2.3)
seklinde tanimlanan Faddeev fonksiyonlaridir. (2.2.1) ve (2.2.2) ifadelerinin her biri
bir Riemann-Hilbert problemi olarak goriilebilir (Ablowitz ve Clarkson, 1991;

Newton, 1983). Riemann-Hilbert problemlerinde k € R igin sagilma katsayilari

bilinirse, ama¢ m; ve m,. ifadelerini olusturmaktir, soyle ki her x € R i¢in m; (-, x) ve
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m, (-, x) fonksiyonlar: C*'da analitik, C*'da siireklidir ve C*'da k — oo igin 1 + 0(%)

gibi davranir. m;(k, x) veya m,.(k, x) olusturuldugunda, (2.1.1) ve (2.2.3) yardimiyla

potansiyel elde edilebilir, yani

my'(k,x) . my(k,x) _mi(kx) . me(k,x)

YO T T e " T e T ey

kullamlir. Burada sag taraflar herhangi bir belirli k € C* degerinde hesaplanabilir.

Potansiyel, alternatif olarak Faddeev-Marchenko yontemiyle olusturulabilir,

yani V, {R, {Kj}, {clj}} sol sagilma verisinden sol Marchenko integral denklemini

cozerek veya {L, {Kj}, {crj}} sag sacilma verisinden sag Marchenko integral

denklemini ¢ozerek elde edilebilir.

Girdi olarak sol sagilma verileri kullanilarak sol Marchenko denklemi

B;(x,y) + 2,2x +y) + j dzQ,2x+y+2z)B(x,z)=0 y>0, (224)
0

seklinde verilir. Burada 2;(y)
1 (® C
20) == [ akRGDE + ) e
—oo =

seklinde tanimlanir. Bir Fourier doniisiimii ile (2.2.1)’den (2.2.4) elde edilebilir.

(2.2.4) ¢ozildigiinde ve B;(x,y) elde edildiginde, V (x) potansiyeli

V(x) = del(x'm) 2.2.5
x) = v (2.2.5)
seklinde ve Faddeev fonksiyonu ise
my(k,x) =1 +f dy B,(x,y)e*y (2.2.6)
0

seklinde elde edilir.
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2.2.1 Ornek:
(2.2.4) sol Marchenko denklemi i¢in R(k) =0 ve N =1 olmak fizere
B;(x,y), V(x) ve f;(k, x) degerlerini elde edelim.

0Q2x +y) = cf e = ¢(x, y) (2.2.7)
olarak alinirsa,
2,2x +y 4 z) = cf e 1@V = p(x,y)e T1% (2.2.8)
olur.
(2.2.7) ve (2.2.8) esitlikleri (2.2.4) sol Marchenko denkleminde yazilirsa,
B,(x,y) + ¢(x,y) + fooo dz Bi(x,z) ¢p(x,y) e 1% =0 (2.2.9)
bulunur.
Bi(x,y) = ¢(x,y) H(x) (2.2.10)

secilsin. Bu durumda
Bi(x,2) = ¢(x,2) H(x) = che 1 C¥*DH(x)

olur. (2.2.9) ifadesinde B;(x,y), B;(x, z) yerine yazilirsa,

o)

¢(x,y) H(x) + ¢p(x,y) +f dz (clzle_’cl(z’“'z) H(x)) d(x,y) e 1% =0
0

H(x) + 1+ cle 2 H(x)f dze %172 =
0

elde edilir.

jmdz e %17 = 1
0 2K,

oldugu g6z oniine alinirsa

C121 e—Zle
Hx) [1+E——|= -1
2K,
—2Kq

H(x) =
(x) 2K, + ¢} em2ax
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bulunur. H(x), (2.2.10) esitliginde yerine yazilirsa

_2K1 Clzl e_K1(2x+y)

2 5—2K1x
2Ky + cfj e

Bl(x’y) =

olur. Bu sonugtan yola ¢ikarak V (x) potansiyeli, (2.2.5) ifadesinden

dBl(x,O+) . d

Vo) = -2 = a[yzg@ Bl<x,y)] =2

2 ,—2K1Xx
d | -2k, cfie 1]

dx 2 ,-2
dx |2K; + cj; e~%*

) 4x? ¢ e ¥ 2k, + ¢} e %) + 2k ¢4 e ¥ (2K ¢ e‘z"lx)l
2 L 2K,xN2
(2Kkq + ¢y e~4K1¥)

—16kK3 cfy e~ X

T (2K, + cfy em2Kax)2

seklinde elde edilir.
(2.2.6)’da B;(x, y) yerine yazilirsa

2K, c2 e~ K1 (2x+y)
11
elky

my(k,x) =1+ d
l( ) J;) y 2K1 + Clzl e—Zle

2 ,—2K1X
2K, c e

(2K + & e~ZaX) (i — ik)

olur. my(k, x), (2.2.3) esitliginde kullanilarak gerekli diizenlemeler sonucu

2 ,—2K1Xx
2K, Ccfy €71

k, — plkx 1—
fillox) = e (2ky + & e~ 2% iy — ik)

bulunur.
Benzer sekilde, sag sagilma verilerini kullanarak, (2.2.2) tizerinde bir Fourier

doniistimii ile sag Marchenko denklemi

B.(x,y) + 2,.(—2x +y) +f dz Q,.(-2x+y+2z)B.(x,z) =0 y >0,
0

(2.2.11)
seklinde elde edilir. Burada
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N
1 (@ |
2,(y) ::EI dk L(k) et +Zc3j =K
- 4

dir. (2.2.11) ¢oziildiigiinde ve B, (x,y) elde edildiginde, V (x) potansiyeli

dB,(x,0%)

= -2 2.2.12
e — (22.12)
seklinde ve Faddeev fonksiyonu ise
m,(k,x) =1 +f dy B,(x,y) ety (2.2.13)
0
seklinde elde edilir.
2.2.2 Ornek:

(2.2.11) sag Marchenko denklemi i¢in L(k) =0 ve N =1 olmak fizere
B.(x,y), V(x) ve f-(k, x) degerlerini elde edelim.

0,(=2x +y) = 2 e 124 = ¢ (x, y) (2.2.14)
olarak alinsin
2,(=2x +y + z) = c2, e 124+ = p(x,y) e 727 (2.2.15)
olur.
(2.2.14) ve (2.2.15) esitlikleri (2.2.11) sag Marchenko denkleminde
kullanilirsa,
B.(x,y) + ¢(x,y) + f dz B.(x,z) ¢(x,y) e ™% =0 (2.2.16)
0
bulunur.

B.(x,y) = ¢(x,y) H(x) (2.2.17)

secilsin. Bu durumda
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B (x,2) = ¢(x,2) H(x) = & e1C2542) H(x)

olur, (2.2.16) ifadesinde B, (x,y), B,(x, z) yerine yazilirsa,

oo

¢, y) Hx) + ¢(x,y) + f dz (CTZ1 e"‘l(‘zx”)H(x)) b(x,y) e17 = 0
0

H(x) + 1+ c? e* > H(x)f dze 2z =
0

elde edilir.

joodz e~%K1Z = 1
0 2K,

oldugu g6z Oniine alinirsa

C2 eZle
H(x) [1 r ”—l =-1
2K,

—2K,
2 52K1X
2Ky + ¢y e 1

bulunur. H(x), (2.2.17) esitliginde yerine yazilirsa

_2K1C21 e—xl(—2x+y)
Br(x: Y) = .

2K, + c2, e?ax
olur. Bu sonugtan yola ¢ikarak V (x) potansiyeli (2.2.12) ifadesinden

V()—der(x‘O+)—2d[1' B,( )]—2
X = dx  Cdx lysor TV T

2 ,2K1x
d [ —2Kic7y e*9 l

2 52K1X
dx (2K, + ¢y e?ka

_, —4K2c? e? 1% (2K, + ¢ e?1X) — 2k, c? e?F1¥ (=2k, c2, e?F1¥)
(2K + 2 e~2K1X)2
16K c?, e?F1*

B (2K, + 2, e2K1x)2

seklinde elde edilir.
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(2.2.13)’te B, (x, y) yerine yazilirsa

_ 2 —Kk1(—2x+y)
2K ci e ™ Y iky

k,x)=1+ d
my (k) fo Y 2K, + ¢ e2rax

2K, cE e?HaX
(21 + cfy e2a%) (i, — ik)

olur. m,.(k, x) ifadesi (2.2.3) esitliginde kullanilarak gerekli diizenlemeler sonucu

2K, e?ax
(2K, + c2, e2¥1%) (k; — ik)

(k) = e~ |1 -

bulunur.

Faddeev sinifindaki potansiyellere karsilik gelen sagilma verileri tizerindeki
karakterizasyon kosullar1 saglandiginda, hem sol hem de sag Marchenko denklemleri
tekil bir sekilde ¢oziilebilir, (2.2.5) ve (2.2.12)’nin sag taraflari birbirine esittir ve
L} (R)'ye aittir. Bdylece V potansiyeli (2.2.5) veya (2.2.12)'den elde edilebilir. Uygun
bir sacilma verisi kiimesinden V'yi elde etmek icin gesitli bagka yontemler vardir

(Aktosun ve Klaus, 2001a; Chadan ve Sabatier, 1989; Kurt, 2015).

2.3. Lax Yontemi ve Sac¢ilma Verilerinin Evoliisyonu

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’nin KdV denklemi i¢in baslangi¢ deger
probleminin ters sacilma doniisiimii ile ¢oziilebilecegini gdstermelerinin ardindan
Peter Lax, KdV denklemi ¢6ziimlerinin zaman evoliisyonu ile ilgili bir bagdasabilirlik
kosulu olarak goriilebilecegini gdstermek igin bir kriter verdi. Lax’in kriteri, diger
¢oziilebilen lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere bir ters sagilma
doniisiimii ile uygulanabilir. Lax yonteminin arkasindaki genel fikir sudur:

Ly = A probleminde verilen bir lineer £ operatorii igin baska bir A operatorii
bulunur (A ve L operatérleri bir Lax gifti olarak adlandirilir). S6yle Ki
(i) Spektral parametre A zamanla degismez, yani A, = 0 dir.
(i) Y; — Ay degeri aynm1 zamanda Ly = Ay probleminin ¢dziimii olmalidir.

(i) Ly + LA — AL degeri bir ¢arpimsal operatdr olmalidir.
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L,+LA—AL=0

denklemi integrallenebilir lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem olarak

yorumlanir. Yukaridaki (ii) kosulundan

L — AY) = A, — AY) (2.3.1)

oldugu goriiliir. LY = AP ve A; = 0 yardimiyla (2.3.1)’den

Ly = AY) = 1 — A(AY)

= 0,(A) — ALY
= 0,(LyY) — ALY
=L+ Ly, — ALY (2.3.2)

elde edilir. (2.3.1) ve (2.3.2) ifadeleri dikkate alinirsa

LYy — AY) = A(I/’t —AY) = Lop + Ly — ALY
L) — AY) = L + Lyp, — ALY

olur. Bu son esitlikten L, terimleri sadelestirilirse

L+ LAY — ALY =0
veya
(L +LA-ALD)Y =0
bulunur ve (iii) kosulundan
Li+LA—-AL=0 (2.3.3)
elde edilir.
KdV denklemi igin verilen £ operatoriine karsilik gelen A operatorii soyle

bulunur.

L:=—-02+u(x,t)

seklinde verilsin. Bu £ operatorii ile iligkili A operatorii
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A=adi+Ppoi+yi,+e

seklinde aransin. Burada a, f3, ¥, € katsayilar1 x ve t’ye bagli ancak A’ya bagli olmayan

bilinmeyen katsayilardir. [£, A] = LA — AL olmak iizere,

[£,A] = [-02 + u(x,t),ad3 + BO2 +y0D, + €]
[—02,ad3 + 02 + y0, + €] + [u(x,t),ad3 + 02 +yd, + £]b
= [-0%,a07] + [-0%, BOz] + [—0%,v0,] + [-0%, €] + [u(x, t), @d;]

+u(x, t), BOZ] + [ulx, ), yd,] + [ulx, t), €]

olur. Bu son esitlikteki terimler tek tek hesaplanir. Soyle ki,

[—02,a03] = —02ad3 + 20302 = —(a” + 2a'0, + @02)33 + ad? =0
[—0%,80Z] = =07 37 + 0707 = —(B" + 2B'0x + f37)07 + POy

= ~(B" +26'0,)02

—0Z y0, +v0,07 = —(y" + 2y'0, + y05)0, + 03

[_03?; Vax]
= —(Y” + Zylax)ax

[—02,e] = —02 e+ e02 =—(e" +2£'0, + €02) + €02 = —¢" — 2¢'0,

[u(x,t), ad3] = uadl — adiu = uad —a(u" + 3u’”0, + 3u'02 + ud3)

—aqu'" — a3u"d, — a3u’'d?

[u(x, t), 02] = upoz — poZu =uBd? — p(u" + 2u'0, + ud?)
=—pu" —2pu'd,

[u(x, ©),y0,] = uydy — yOru = uydy —y(u' +ud,) = —yu’
[u(x, t), ] = ue — eu

bulunur. Bu ifadeler, [£, A] da yerine yazilirsa
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[L' A] = (_zax)a;c} + (_axx - Zﬁx)ag + (_ﬁxx —2Yx — Baux)af
+(_yxx - ng - 3auxx - zﬁux)ax + (_gxx - ﬁuxx — YUy — auxxx)a)(c)

olur. (2.3.3) esitliginde £; = u; ve [£, A] yerine yazildiginda

L+ LA—AL = (—2a,)0% + (—ayy — 2B,) 03
+(_.Bxx - Zyx - 3aux)a£ + (_Vxx - ng - 3auxx - Z,Bux)ax

+(_gxx - ﬁuxx — YUy — AUyyy T Ut )aa(c) =0

elde edilir. 83,95, 93, 0%, 0,02 katsayilar1 (2.3.3) esitligi geregi sifira esit olmalidur.

Boylece ¢y, ¢4, ¢; Ve c3 keyfi sabitler olmak tizere

(—Zax)a;“ =0 =>a= C3
(—axx — Zﬁx)ag =0=>p=c
3 1
(=Bxx — 2¥x — 30U, )07 =0 =y = —5 U0

(=Vax — 2&x = AUy — 2Puy )0, =0 = € = —ZC3 U, — CoU — C?O
bulunur.
Burada c; = —4 ve ¢; = 0 olarak segilirse (1.2.1) KdV denklemi elde edilir.

Ayrica ¢y = ¢, = 0 secilirse A operatdrii

A= —403 + 6ud, + 3u, (2.3.4)
bulunur.

Yukarida belirtilen (ii) kosulu, baslangi¢c potansiyeli u(x,0), u(x,t)’ye
evrilirken, (1.2.2) Schrodinger denkleminin herhangi bir ¢6ziimiiniin zaman
evoliisyonunu tanimlar. Ornegin, f;(k, x; t) sol Jost ¢dziimiiniin zaman evoliisyonunu
bulalim. (2.1.2) ve (2.1.5) kullanilarak T (k) ve R(k) sirasiyla T (k;t) ve R(k;t) ile

degistirilirse,

e f (k,x;t) =1+ 0(1), e ®f/(k,x;t) =ik +0(1), x-+o (23.5)
e—ikx N R(k; t) eikx
T(k;t) T(k;t)

fr(k,x;t) = o(1), X > 400 (2.3.6)
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oldugu goriiliir.

Lax yonteminin (ii) kosulundan ve (2.3.4)'ten

0cfi(k, x; ) + (403 — 6udy — 3u,)fy(k, x;t) = p(k, )i (k, x; t)
+q(k, O f(k,x;t)  (2.3.7)

elde edilir. Burada 9. f; — Af; degerinin (1.2.2)’nin bir ¢dziimi olarak kaldigi ve
dolayisiyla iki lineer bagimsiz f;(k,x;t) ve f.(k,x;t) Jost ¢oziimlerinin sirastyla
p(k,t) ve q(k,t) katsayilar ile lineer bir kombinasyonu olarak ifade edilebilecegi
kullanildi. Kabul edelim ki x — +oo iken u(x, t) = o(1) ve u,.(x,t) = o(1) olsun. O
halde her sabit t i¢in, p(k,t) ve q(k,t) katsayillari x — +oco iken (2.3.7)’de
hesaplanabilir. (2.3.7)'de (2.3.5) ve (2.3.6) kullanilarak

R(k;t)
T(k;t) ¢

—ikx

e + 493etk* = p(k, t)e™* + q(k, t) Hex (2.3.8)

T(k;t) ¢
elde edilir. (2.3.8)'den, her iki taraftaki e*** ve e ~** katsayilar1 karsilastirilarak
q(k,t) =0, p(k,t) = —4ik3 (2.3.9)

bulunur. Boylece, f;(k, x; t)'nin zaman evoliisyonu ti¢iincii mertebeden lineer kismi

tirevli diferansiyel denklem tarafindan
0. f1(k, x;t) — Afy(k, x; t) = —4ik3f,(k, x; t) (2.3.10)

ile belirlenir. Benzer sekilde, (2.1.3), (2.1.4) ve (2.3.9) esitlikleri yardimiyla
(2.3.7)’de x > —oo iken

1 . L(k;t)

ikx

. 1 : L(k;t) .
Pl —tkx | — —4-63 _ 4_-k3 ikx —ikx
TG o TkD ¢ [=40x — 4ik”] et

T(k; t) T(k;t) ’
(2.3.11)
elde edilir. Burada yine x - —oo iken u(x,t) = o(1) ve u,(x,t) = o(1) oldugu

kullamld1. (2.3.11)'den, her iki taraftaki e'** ve e ~** katsayilar1 karsilastirilarak
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ve dolayisiyla
T(k;t) = T(k;0) =T(k),  L(k;t) = L(k; 0)e 8%°t = L(k)e 8Kt (2.3.12)

elde edilir. Boylece, iletim katsayisi degismeden kalir ve sol yansima katsayisi, t
ilerledikge basit bir faz degisikligine ugrar.

Benzer sekilde devam edilerek, f,-(k,x;t) Jost ¢oziimiiniin ve R(k;t) sag
yansima katsayisinin zaman evoliisyonu elde edilebilir. (2.3.4)’teki A operatorii
kullanilarak

0cfr(k,x;t) — Af.(k,x; t) = 4ik3f,.(k, x; t), (2.3.13)
R(k; t) = R(k; 0)e8ik’t = R(k)e8ik’t (2.3.14)
bulunur.

y; bagimlilik sabitlerinin zaman evoliisyonunu hesaplamak i¢in, (2.1.8)’den

fi(k, x; t) yerine y; () f (ix;, x; t) kullanilabilir ve k = ix; de (2.3.10) hesaplanabilir.

fr (i, x5 £) 06y (8) + v; ()0 £ (iks, x5 t) — v;(OAS, (ikj, x; t)
= —4i}y; (O f; (ixj, x; t) (2.3.15)
Ote yandan k = ik; de (2.3.13)’ten

¥ (00 f(ix;, x; t) — yj(t)Afr(in,x; t) = 4K]3yj(t)ﬂ(ilcj,x; t) (2.3.16)

elde edilir. (2.3.16), (2.3.15)’den ¢ikarildiginda 0,y;(t) = —8Kj3)/j(t) elde edilir.

Boylece

vj(0) = ;(0)e ™" = yje >

bulunur. (2.1.7) ve (2.3.12)'den, c;;(t) ve c¢,;(t) normallestirici sabitlerinin zaman

evoliisyonu

3 3 —4x3 —453
cj(®) = ¢;;(0)e™it = ¢ ;e*, ¢rj(®) = ¢;j(0)e™ 9" = ¢ e”M9"
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seklinde elde edilir.

2.4. AKNS Yontemiyle KdV Denkleminin Olusturulmasi

Bir onceki bolimde KdV denkleminin Lax yonteminde bir bagdasabilirlik
kosulu olarak ortaya c¢iktigi goriilmiistii. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri elde etmek i¢in baska yontemler de vardir. Soyle ki, ilgili bir lineer
diferansiyel denklem i¢in zamana bagli sagilma verileriyle ters problemi ¢ézmektir.
Bu yontemlerden biri Ablowitz, Kaup, Newel ve Segur (AKNS) tarafindan
gelistirilmis ve ilk kez Sine-Gordon denklemine uygulanmistir (Ablowitz ve digerleri,
1973). Bu boliimde AKNS yo6nteminin ardindaki temel fikir 6zetlenecek ve bu fikir
kullanilarak KdV denklemi olusturulacaktir.

v, = Xv sistemi verilsin. Eger X lineer operatorii verilirse baska bir T
operatorii (X ve T operatorleri AKNS cifti olarak adlandirilir) bulunabilir. Soyle ki,
(i) Spektral parametre A zamanla degismez, yani A, = 0 dir.

(if) v; — Tv degeri ayn1 zamanda v,, = Xv denkleminin bir ¢6ziimii olmalidir.
(i) X¢ — T, + XT — TX degeri ¢carpimsal (matris) operatorii olmalidir.

Genel olarak X'in A spektral parametresini igerdigi ve dolayisiyla T'nin de A'ya
bagli oldugu goriiliir. X ve T genellikle x, t ve A bilesenlerine bagli matrislerdir. Lax
yonteminde, A operatorii L = Ay denkleminin ¢dziimlerinin zaman evoliisyonunu
belirledigi gibi, AKNS yonteminde de T operatorii, yukarida listelenen (ii) kosuluna
gore v, = Xv denkleminin ¢éztimlerinin zaman evoliisyonunu belirler.

Bagdasabilirlik i¢in,

X, — T, +XT—TX =0 (2.4.1)

denkleminin integrallenebilir bir kismi tiirevli diferansiyel denklem olmasi gerekir. (ii)
kosulundan
(W = Tv)x = X (v, — Tv)
veya
Viy — T,v — Tv, = Xv, — XTV

= (Xv); — X, v—XTv

= (W) — Xev — XTv

= Uy — X;v — XTv (2.4.2)
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olur. v fonksiyonunun birinci tiirevleri v, , v; ve ikinci tiirevleri v, , Uy, fonksiyonlari
stirekli oldugundan v,; = vy, olur. v,; = vy, Ve Tv, = TXv esitlikleri (2.4.2)’de
kullanirsa

tx — LxV—TXV =v,y — X;v— XTv
olur. Boylece

X, =T, +XT —TX)v =0

elde edilir. O halde (iii) kosulunun bir sonucu olarak (2.4.1) bagdasabilirlik kosulu

elde edilir.

_ [I{ﬂ X = [‘1’ ulx, g) 4 (2.4.3)

seklinde segilerek ve k? spektral parametresi A ile degistirilerek, (1.2.2) Schrodinger
denklemi v, = Xv birinci mertebeden lineer denklem sistemi formunda yazilsin. T ve

X operatorii bir AKNS ¢ifti olusturacak sekilde T operatorii

T = [p s (2.4.4)

seklinde secilsin. Burada T operatériiniin @, 8, p Ve ¢ matris bilesenleri x,t ve A'ya
bagl olabilir. (2.4.1)’deki X, T,, XT ve TX ifadelerini hesaplayalim. (2.4.3) ve
(2.4.4)’den yararlanilirsa

O ut] ayx ﬁx]

T = [px Oy
X%%Ou—qv [ o)

][0 u(x, t) /1] [ a(u—4)

a
”:L o plu—2A)

elde edilir. Bu ifadeler (2.4.1)’de yerine yazilirsa

R e PR P B I B
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veya esdeger olarak

plu—1) —ay — a(u—A)—ﬁx—a(u—ﬁH“t]:[g o @as)

A—py—0 B—o0x—pu—2)

bulunur. (2.4.5) esitliginin sol tarafindaki matris ¥ olsun. i. satir1 ile j. siitunu iginde
yer alan matris bileseni [Y];; olarak gdsterilsin. Bu durumda (2.4.5) matris denklem

sisteminden
YIi1=-ay+ plu—A) - B=0=>F=-a,+ plu—2) (2.4.6)

Yzo=u—Bc+ ocu—-)—au—-2A)=0u=p,—cu—2A)+ atu—21)

(2.4.7)
Y]i=—prt+ta—oc=0>0=—p,+ «a (2.4.8)
Yl =—0x+ B—plu—A)=0=0,= —pu—24) (2.4.9)

esitlikleri elde edilir. T matris operatoriiniin bilesenlerini bulmak i¢in (2.4.6), (2.4.7),
(2.4.8) ve (2.4.9) esitliklerinden yararlanarak a, 8, p ve ¢ ifadeleri birbiri tiiriinden

yazilarak bilinmeyen sayisi en aza indirmek amaglanir. Soyle ki (2.4.6) den

Bx = —Oxx + pxu — pxA + puy

olup B, ve 0 = —p, + a degerleri (2.4.7) denkleminde yazilsin,

Up = =y + pxU — pxd + puy — (—px + )(u—) + a(u—2)

Up = — Qe +2pc (U — ) + pUy

0 =1u + ayy — 2p,(u— A1) — pu, (2.4.10)

bulunur. (2.4.6), (2.4.8) ve (2.4.9) esitliklerinden yararlanarak

Uy = —0x V&0 = =Py + A = Py = =20y = Pyxx = —20%xx
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1
Uyx = —Oxx V€ Pryy = —200x = Oyx = 7 Pxxx
elde edilir. Bu ifadeler (2.4.10) denkleminde yerine yazilirsa
1
Ue + 5 Pxxx — 2p,(u—24)—pu, =0 (2.4.11)

olur. p parametresi p = Aa + b seklinde se¢ilip x e gore {iglincii mertebeye kadar

tirevleri (2.4.11) denkleminde yazilip diizenlenirse

Px = Ay + by = pxx = Alxyx + Dyx = Prxx = AQxxx + Dyxx

u; + %(Aaxxx + byyy) — 2(Aay + by)(u— A1) — (Aa + b)u, = 0=
2 1 0 1
A*(2ax) + 2 (E Ayxx — 205U + 2b, — uxa) + 1 (ut + bexx —2b,u — uxb> =0
bulunur. 2’nin ayn1 kuvvetli terimlerinin katsayilari birbirine esitlenirse

MP2Rax)=0=> 2ax=0=>a=c¢ (c; ER)

1 1
A (E Ayxy — 20U + 2D, — uxa) =0= Eaxxx —2a,u+2by —uya=0

1
=b =scutc (c; ER)
elde edilir. Burada c; ve c, keyfi sabitlerdir. Bulunan b degeri ve
1 1 1
by = = ciuy, byx = Ecluxx' byxx = Ecluxxxv

2

tiirevleri A° (ut + %bxxx —2b,u — uxb) = 0 esitliginde kullanilirsa

1 1
A0 (ut + 7 Gl — Crlixld = ux(i cu+ (:2)> =0
veya

3 1
(ut — 5 C1lUlUy 5 Crllyyy — czux) =0 (2.4.12)
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elde edilir. (2.4.12) denkleminde 6zel olarak ¢; = 4, ¢, = 0 secilmesi halinde (1.2.1)
KdV denklemi elde edilmis olur. Ayrica

1
a=c,>a=4 ve b=5c1u+c2=>b=2u

olmak {izere p parametresi

p =441+ 2u
olarak elde edilir.
a, = —0, esitliginin x’e gore integrali alinirsa c; keyfi sabit olmak {izere
0 = —a + c3 sonucuna ulasilir. Bu sonug (2.4.8) esitliginde yerine yazilirsa,
—A+C3=—pet a=>a=c3+u,

olur. a ve p, (2.4.6) esitliginde yazilarak
L = —Uy, — 4A% + 2Au + 2u?

sonucu elde edilir. Son olarak (2.4.8) esitliginde @, p kullanilarak

olur. c; = 0 alinirsa, T operatorii

T=[a: ﬁ]=[ Uy —Uyy — 42% + 22u + 2u?
p ol l4ar

o Cu (2.4.13)

seklinde bulunur.
AKNS yontemi yardimiyla Jost ¢oziimlerinin ve sacgilma verilerinin zaman
evoliisyonunu elde etmek miimkiindiir. Baz1 skaler p(t,A) katsayilari igin AKNS

yonteminin (ii) kosulu

v, —Tv = p(t, Dy, (2.4.14)
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ifadesine esdegerdir. Ornegin, (2.1.2) kullanilarak ve (2.4.14) denkleminde x — +o

alinarak

_[fitkxt)
filk, x; t)

v

seklinde segilirse, (2.3.10)°da verilen f;(k, x; t)'nin zaman evoliisyonu elde edilir.
(2.4.14) denkleminde x — —oo alinarak ve (2.1.4)’te T'(x) yerine T (k; t), L(k) yerine
L(k; t) kullanilarak ve (2.1.2) yardimiyla (2.3.12)’de verilen zaman evoliisyonu elde

edilir. Benzer sekilde, (2.4.14) denkleminde x — +oo alinarak ve

_ [f (e x; 1)
VACERY

v

seklinde segilerek, (2.1.3), (2.3.6) ve (2.4.13) yardimiyla (2.3.13) ve (2.3.14) elde

edilir.

2.5. KdV i¢in Cauchy Probleminin Coziimii

KdV denklemi ig¢in Cauchy problemi (baslangi¢ deger problemi),
u(x, 0) bilindigi zaman u(x, t)'nin bulunmasindan ibarettir. Gardner, Greene, Kruskal
ve Miura tarafindan gosterildigi gibi, bu problem ters sagilma doniistimii kullanilarak
¢oziilebilir (Gardner ve digerleri, 1967). D(t), zamana bagh u(x,t) potansiyelini
iceren Schrodinger denklemi i¢in sagilma verileri kiimesinden herhangi birini

gostersin. Bagka bir deyisle,

D(t) := {Rk; 1), Le; £), T (ks £), {0}, {y; ()} {e; (O} {er 0}

— {R(k)eSikBt, L(k)e_SiRSt, T(k), {Kj}, {yje—Sxft}' {Clje41c]3-t}’ {ere—4xj3t}}
(2.5.1)
seklindedir.
Eger u(x,0) =V (x) ise D(0), V(x) potansiyeli ile ilgili baslangi¢ sa¢ilma
verilerine karsilik gelir.

Asagida KdV denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimii 6zetlenmektedir.
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(i)  u(x,0) verildiginde, karsilik gelen D(0) sagilma verileri tanimlanir. Bu, diiz
sacilma problemi V(x) = D(0) c¢oziilerek yapilir. Bu problemin ¢oziimii esasen
(2.1.1) denklemini ¢ozmeye ve D(0)'1n olusturulabilecegi f;(k,x) ve f,(k,x) Jost
¢Ozlimlerini elde etmeye esdegerdir.
(i) (2.5.1) sagilma verileri kiimesine gore D(0) ~ D(t) olur. Sagilma verilerinin
zaman evoliisyonunu bulmak kolaydir. Ote yandan, u(x, 0) ~ u(x, t) potansiyelinin
zaman evoliisyonunu bulmak ¢ok daha karmasik olacaktir. Benzer sekilde,
(2.3.10)’daki denklemden f;(k,x) & fi(k,x;t) ve (2.3.13)’teki denklemden
fr(k,x) » f.(k,x;t) Jost ¢oziimlerinin zaman evoliisyonunu bulmak karmasik
olacaktir.
(ili) Zamana bagh D(t) sagilma verilerini elde ettikten sonra, (1.2.2) i¢in karsilik
gelen D(t) » u(x,t) ters sagilma problemi ¢oziiliir. Baslangig potansiyeli V,
Faddeev sinifina ait oldugunda bu problemin tekil bir sekilde ¢oziilebilir oldugu
bilinmektedir (Marchenko, 1986).

2.2. Ters Sacilma Problemi baglikli bdliimde belirtildigi gibi, yukaridaki (iii)

adiminda, 6rnegin zamana bagh
m(=k,x; t) = T(k)m,(k, x; t) — R(k)e2kx+8ik°ty (k x:1),  keR, (2.5.2)
Riemann-Hilbert problemini ¢6zerek ters sagilma probleminin ¢6ziimii elde edilebilir.

m o6t o mlext) e (2.5.3)

wbe ) = kD)

esitligi kullanilarak u(x,t) elde edilir. Burada sag taraf, k = 0ve k = too dahil

olmak tizere herhangi bir k degerinde hesaplanabilir. Benzer sekilde, zamana bagh

m,(—k,x;t) = T(k) my(k, x; t) — L(k) e 28t i (ke x;t), Kk ER,

Riemann-Hilbert problemini ¢ozerek ters sagilma probleminin ¢oziimii elde edilebilir.
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m,! (k,x;t) my(k,x;t) _

’t = —F +l
u(x,t) m,(k,x;t) ' m,(k,x; t) ke

esitligi kullamlarak u(x,t) elde edilir. Burada sag taraf, C*'da herhangi bir
k degerinde hesaplanabilir.

Alternatif olarak,

N
1 (® . .
0,(y; t) == Ef dk R (k) e8ikt+iky 4 Z Clzj eSKJ?t_ij,
— =

olmak iizere zamana bagli,

B, (x,y;t) + 2;(2x + y; t) +f dz 0;2x+y+z;t) Bi(x,z;t) =0, y>0,
0

(2.5.4)
sol Marchenko denklemi ¢oziilebilir. u(x, t) potansiyeli
aBl (x, 0+; t)
u(x,t) = —ZT (2.5.5)

ile elde edilir.

2.5.1 Ornek:
(2.5.4) zamana bagl sol Marchenko denklemi i¢in R(k) = 0 ve N = 1 olmak
tizere B;(x, y; t), u(x, t) ve fi(k, x; t) degerlerini elde edelim.

22x+y;t) = cfy T = §xy;6) (256
olarak alinirsa
0,(2x +y + z) = cF eBFt@XtY+D) = g (x 1) e K% (2.5.7)
olur
(2.5.6) ve (2.5.7) esitlikleri (2.5.4) zamana bagli sol Marchenko denkleminde
kullanilirsa

38



B;(x,y;t) + ¢p(x,y;t) + foodz B;(x,z;t) ¢p(x,y;t) e ¥ 1% =0 (2.5.8)
0

bulunur.

Bi(x,y;t) = ¢(x,y;t) H(x; 1) (2.5.9)

secilsin. Bu durumda
B(x,z;t) = ¢p(x,z;t) H(x; t) = ¢} e8rit—1c1 (2x+2) H(x;t)
olur, (2.5.8) ifadesinde B;(x, y), B;(x, z) yerine yazilirsa,

¢, y;t) Hox t) + ¢p(x, ;5 t)

+f dz (clz1 8Kit—re1(2x+2) H(x; t)) ¢(x,y;t) e ¥1Z2 =0
0

H(x; ) + 1 + cd eBrit=—r2x [ (y; t)f dze 2z =
0
elde edilir.

f dz e™?% = 1
0 2K,

oldugu g6z Oniine alinirsa

11

H(x;t) |1+

C2 eSKft—Klzx
=-1
2K,
—2Kq

3
2K, + 6121 eB8rit—K12x

H(x;t) =

bulunur. H(x; t), (2.5.9) esitliginde yerine yazilirsa

-2 Ky C121 e 8K t—1c1 (2x+Y)

Bi(x,y;t) =
(6 y3 ) 2K, + C121 e8Kit—K12x

olur. Bu sonugtan yola ¢ikarak u(x, t) potansiyeli, (2.5.5) ifadesinden
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aBl(x, 0+, t) _ 0

0x Ox

u(x,t) =-2

—2K1C121 eSKft—Kl(Zx)
3
2K, + C121 e8KIt—K 12X

_ 16K’% C121 e 8K t—1q(2%)

- 3
(2K1 + Clzl eSIclt—Kle)Z

elde edilir.
(2.2.6)’da zamana bagl B;(x, y; t) yerine yazilirsa
8K t—11 (2x+Y)

—2K.ch e

3
2K, + C121 eB8Krit—K12x

iky

my(k,x;t) =1 +f dy
0

3¢—
2K1C121 68K1t 2K1X

(2ky + cfy et =2%) (1e; — ik)

olur. m;(k, x; t), (2.2.3) esitliginde kullanilarak gerekli diizenlemeler sonucu

. 2k, c2 e81c§t—2k1x
filk,x;t) = e |1 — — :
2Ky + ¢y e¥iF7 %) (i) — ik)

bulunur.
Benzer sekilde
1 oo N
0, (y; t) := Ef dk L(k) o8k t+iky 4 z Cij e—8xj3-t—x,-y'
—o -

J

olmak iizere zamana bagli

[ee]

B .(x,y;t) + 2,.(—2x + y; t) + J dz 2, (—2x+y+2zt)B.(x,z;t) =0 y>0
0
(2.5.10)
sag Marchenko denklemi ¢oziilebilir. u(x, t) potansiyeli
0B, (x,0":t
u(x,t) = 2% (2.5.11)

ile elde edilir.
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2.5.2 Ornek:
(2.5.10) zamana bagh sag Marchenko denklemi i¢in L(k) =0 ve N =1
olmak tizere B, (x, y; t), u(x, t) ve f.(k, x; t) degerlerini elde edelim.

0,.(=2x + y; t) = c2, e 8Kt (204Y) = ¢(x, y;t) (2.5.12)
olarak alinirsa

Q,.(=2x +y + z;t) = % e 8tR(24Y+D) = (x y;t) e~F1Z (2.5.13)

olur.
(2.5.12) ve (2.5.13) esitlikleri (2.5.10) sag Marchenko denkleminde
kullanilirsa,
B.(x,y;t) + ¢(x,y;t) + f dz B, (x,z;t) ¢(x,y;t) e 12 =0 (2.5.14)
0
elde edilir.

B.(x,y;t) = ¢(x,y;t) H(x; t) (2.5.15)

secilsin. Bu durumda
B.(x,z;t) = ¢p(x,z;t) H(x; t) = ¢ e 8Kit—K1(~2x+2) H(x;t)
olur, (2.5.14) ifadesinde B, (x, y; t), B,(x, z; t) yerine yazilirsa,

o, y; ) Hoo t) + ¢(x, y; t)

+J dz (cfle‘g"i't_’cl(_zx”)H(x; t)) ¢(x,y;t) e ¥1Z =0
0

o)

H(x;t) + 1+ c2 e8I t+2Kcrx H(x; t)f dz e™?%17 =
0

elde edilir.

f dz e %1% = i
0 2K,
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oldugu g6z Oniine alinirsa

C
HOgt) |1+ 2

2K,

2 —8x%t+2k1x]

—2K,

2K, + Cr21 e —8Kit+2K X

H(x;t) =

bulunur. H(x; t), (2.5.15) esitliginde yerine yazilirsa

— 3 — —
—2K1 C1%1e 8rit—Kq1(—2x+Yy)

2K, + C?l e 8Kit+2K,x

Br(x:y; t) =

olur. Bu sonugtan yola ¢ikarak u(x, t) potansiyeli (2.5.11) ifadesinden

9B.(x,0t) 0 9
ulxt) =2 ox 2 ox yll>%1+ B y; t)] ox

—2K,c% e

-8 t+2K,x
2k, + 2 e—8x§t+2x1x
1 rl

2 .2 ,-8K3t+2K,x 2, -8K3t+2K,x
_ —8kicp e ™ 1 (2K1+Cr1€ 1 1 )

(2K, + Cﬁl e—8}c§t+2k1x)2

—8x3 _qw3
—4K1 Cﬁl e 8K1t+2K1x(_2K1 C1%1 e 8K1t+2K1x)

(2K, + C7%1 e—8}cft+2k1x)2

16Kf C7%1 e—8K§t+2K1x

- 3
(2K1 + 61%1 e—8klt+21c1x)2

seklinde elde edilir.
(2.2.13)’te B,(x, y; t) yerine yazilirsa
—2K1 Cfl e—8ki’t—1q(—2x+y)

2 ,—8i3t+2Kx
2k, + ¢y e%a 1

m,(k,x;t) =1 +f dy etky
0

2 ,-8idt+2Kx
2K, Cyp e o1 1

(2K, + ¢2, e BritY2ZIIX) (4o, — k)

olur. m,.(k, x; t) ifadesi (2.2.3) esitliginde kullanilarak gerekli diizenlemeler sonucu
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2K, C?l o~ 8Kit+2Kx

R S [ 19

filk,x;t) = e %% |1 —

bulunur.

2.6. KdV ic¢in Soliton Coziimler
Baslangi¢c sacilma verisine karsilik gelen KdV denklemi i¢in Cauchy
problemini dikkate alalim. Buradaki sa¢ilma verisinde, yansima katsayisi sifir, N bagil

durumlar k = ix;, bagimlilik sabiti y;, 0 < iy < -+ < Ky siralamasi seklindedir. Eger

R = 0ise (2.1.9)’dan goriilecegi lizere iletim katsayis,

N
i k—lK]

T(k) = (2.6.1)

J

seklinde verilir. Bu durumda ters sagilma problemi D(t) - u(x,t) cebirsel olarak
kapali bir formda ¢6ziilebilir, elde edilen KdV denkleminin u(x,t) ¢6ziimii, genel

olarak N soliton ¢oziim olarak adlandirilir. (2.6.1)’i kullanarak (2.5.2) ifadesi
N N
my(—k, x; £) H(k — i) = my(k, x; £) H(k +iK), keR (262
j=1 j=1

seklinde yazilabilir. k, Faddev fonksiyonlarinda ik olarak goriindiiglinden

(2.6.2) deki esitligin her iki tarafi da
KN 4+ ikN tay_1(x, ) + -+ iVag(x, t), (2.6.3)
seklinde bir polinom olmalidir. Burada a; (x, t) reel degerlidir ve

., ezep-aie _ (UG, % 6) j=1,..,N (2.6.4)
J mr(uc],x; t)l y aney . .0.

ile tanimlanir. (2.6.2) ve (2.6.3)’ten
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KN —ikN tay_1(x,t) + -+ (—)Nay(x, t)

m,(k,x;t) = TG+ 1) , (2.6.5)
elde edilir. w; nin isareti (=1 ile ayn1 olmak iizere
wj 1= y; e2<F8 j=1,...N, (2.6.7)

seklinde tanimlanir. (2.6.5), (2.6.6) ve (2.6.7) ifadeleri (2.6.4)’te yerine yazilirsa, N

bilinmeyen a;(x, t) icin lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. $dyle ki

o 24T GG+t (D)
J K]N + KJN_laN—l(x; )+ +aglxt) Y -

dir. Burada w;

[ @i+ D) K@ =D 0= DV [av-1 (0 0] [ (1 - wp)]
K N wy,+1) k¥ 2 (w,—1)  wy— (—l)N‘ aN—z'(X, | _ lkév(l - wz)‘
Aoy + D) 2 en -1 - oy— (DML aten | Ll - oy

(2.6.9)

seklinde yazilabilir. (j, n) bileseni
MW =k w; - (-1)"] n=1,.,N (2.6.10)
0 =K J , 7, e 6.

seklinde verilen (2.6.9)’daki M ™) katsayilar matrisini tanimlasin. (2.6.9)dan Cramer

kural1 yardimi ile ay_;(x, t) matris bilesenleri

detpN-7)

—m, ] = 1,...,N, (2611)

a’N—j(xl t) =
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seklinde acik¢a yazilabilir. Burada QY), j =1, ..., N i¢in j ninci satirt K]N(l — a)j)
bilesenini iceren N x 1 matris, MM, (2.6.10) da verilen N x N kare matris ve Y (V"))

j’ninci siitunu 1 ancak diger tiim bilesenleri sifir olan 1 X N matris olmak {izere

p(N—j),

. W)
w-p._| 0 Y
PN = [Q(m e (26.12)

seklinde verilen (N + 1) X (N + 1) kare matrisdir. Ornegin

|' 1 0 cee 0 ‘|
|i“1—w1) Ko +1) o -1D - w = (DY
POV i= 11 (1 - wy) o+ D) ke =1) w, = (1]
lﬁ(l—wN) KN 1((UN+1) KN Z(wN 1) - (UN_(_l)NJ

dir. u(x,t), yalmzeca ay_;(x,t)’den veya yalmzca a,(x,t)’den olusturulabilinir.
Ornegin, k - 400 iken (2.5.3) ve (2.6.5)’ten

day_1(x,t)
u(x,t) =2 — (2.6.13)
veya (2.5.3) ve (2.6.5) ifadelerinde k = 0 alinarak
1 092 Jt
u(x,t) = G, 6) (2.6.14)

Cap(x,t)  0x2

elde edilir. Ayrica, (2.5.3)’te (2.6.5) ifadesi yazilarak asagidaki (N + 1) denklemden

herhangi biri kullanilarak u(x, t) potansiyelinin

1 0%ay_j(x,t) _day_j_1(x,t)
ay-j(x,t) 0x?2 ox '

u(x,t) = j=01,..,N,

seklinde elde edilebilecegi goriiliir. Burada a_,(x,t) :=0 ve ay(x,t) :=1 olarak

tanimlanmaistir.
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2.6.1 Ornek:
KdV denkleminin tek soliton ¢oziimiini arastiralim. Bu durumda N = 1 i¢in

j = 1olur. (2.6.7) denkleminden

_ar3
Wy =Y, eZle 8kit

olsun. O halde (2.6.8) esitliginden

Ky — ao(x,t)
W, =—-
1 K1 + ag(x, t)

veya
3
Kl(l -y eZle—let)

Y1 e2K1X—8Kkjt 1 1

ag(x,t) =

bulunur. (2.6.13) denkleminde bulunan a,(x, t) degeri yerine yazilirsa

3
88(8K1 t+2K1x) Klz Y1

(68K13t + e2K1x )’1)2

ulx,t) = —

elde edilir.

2.6.2 Ornek:
KdV denkleminin iki soliton ¢6ziimiinii arastiralim. Bu durumda N = 2 i¢in

sirastyla j = 1ve j = 2 durumlarmi ele alalim. Once N = 2 igin (2.6.10)'dan

ki(wi+1) (w—1)

M(Z) e
Ko(wy, +1) (w,—1)

elde edilir.

N = 2 i¢in j = 1 incelenirse, (2.6.7) denkleminden

Wy =7y, eZle—Ski’t
olsun. O halde (2.6.8) esitliginden

Kk} —Kpaq(x,t) + ag(x, t)
k2 +ria(x,t) + ag(x, t)

w1
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bulunur. Ayrica (2.6.12)’den

0 1 0
PW = [k (1= wy) Ky(w;+1) (w;—1)
K°(1—w;) Kp(wy+1) (wp—1)

olur.
(2.6.11)’dan
(e D) detPW
a(xt) = ———
1 detM®@
olmak tlizere
a,(xt) = — Kzz(w1 -1 —-w;)— K12(1 —wy)(wy — 1)
- —K1 + Ky — K11 — Koy + K1y + Kawy + KWWy — Ky Wy
bulunur. Yani

d, = (Kzz il Klz)(esici"t_yl eziclx)(esxgt_yz erzx)

d, = (eS(K%-‘-K%)t_h Y2 32(K1+K2)x)(’€2 — K1)

ds = —(ky + K2) (13 82K1x+81c§t +7, 62K2x+81c§t)
(5, 6) = 2
a;(x,t) =
! dy + ds

seklinde elde edilir.
2 incelenirse, (2.6.7) denkleminden

N = 2icin j
Wy =Yy eZsz—Src%t
olsun. (2.6.8) esitliginden

K5 — K0, (X, t) + ag(x, t)
k2 +ipa,(x,t) + ag(x, t)

wr

elde edilir. Ayrica (2.6.12)’den

0 0 1
PO = [r2(1—wy) K9(w1+1) (w;—1)
K2 (1 —wy) Ky(wy+1) (wy—1)
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olur.
(2.6.11)'den

detP©

aO(x’ t) = - detM(z)

olmak lizere

—K1K2% (1 4+ 01) (1 — wy) + k1 %Ky (1 — w1) (1 + wy)
—K1 + Ky — K101 — Koy + KWy + Kywy + Kiwqwy — Kywqwy

aO(xJ t) = -

bulunur. Yani

dy = Kq1k; (98(K13+K23)t(’€1 — Kp) — esxgt”xlx(’ﬁ + K3) v1)
ds = K1K; (38K13t+2'€2x(’€1 + 1K) V2 — 92(K1+K2)x(’<1 —K2) ¥Y1V2)

3,,..3 3
dg = eS(Kl +K5 )t(Kl —K,) + e8k2 t+21c1x(K1 +1,) 71

d7 — _68K13+2K2X(K1 + KZ) Yy — eZ(K1+K2)X(K1 —, KZ) Y1 Y2
d, +ds
) =
Gt =g
seklinde elde edilir.

Sonu¢ olarak N = 2 igin u(x,t), (2.6.13) denkleminde bulunan a,(x,t)
degeri yerine yazilarak veya (2.6.14) denkleminde bulunan a,(x,t) degeri yerine

yazilarak

dg = 8(K12 _ KZZ)(_e(8K13t+16K23t+2K1x)K12 vy + e(16x13t+8x23t+2x2x)K22 )
dy = 8(K12 _ KZZ)(Ze(8K13t+81c23t+21c1x+21c2x)(Klz _ K22) Y172)
3 3
dip = 8(K12 _ KZZ)(8(8K2 t+4K1x+2K2x)K22 )/12 Vs — e(81c1 t+2K1x+4K2x)K12 )/22 Y1)
3 3 3
dy, = eB(K1 +icy )1:(K1 — 1) + e8k2 t+2k1x(K1 +K,) 4

diy = _68K13t+2K2x(K1 + Kz) Y 82(K1+K2)x(,€1 — KZ) Y1 7V2

olmak tzere

bulunur.
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3. SONUCLAR

Bu tez calismasinda Schrodinger denkleminin sagilma ¢oziimleri ve bagil
durum ¢oziimleri ele alimmustir. Ayrica Korteweg de Vries (KdV) denkleminin soliton
¢Oziimii ele alinmaktadir. Bu denklemi elde etmek i¢in Lax ve Ablowitz-Kaup-

Newell-Segur (AKNS) yontemleri ele alinmigtir.

3.1. Oneriler
Bu tez calismasinda kullanilan Lax ve AKNS yontemleri bagka kismi tlirevli

diferansiyel denklemlere de uygulanabilir ve bu denklemler i¢in de soliton ¢ozlimler

elde edilebilir.
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