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OZET

KOSE NOKTALARI ADLANDIRILMIS AGACLARIN SAYILARI

Emre YIVLI
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Nisan, 2023
Danisman: Prof. Dr. Emrah AKYAR

n kose noktali bir agacin kose noktalar /1,/,...,l, gibi etiketlerle birbirinden
ayrilabiliyorsa boyle agaglara kose noktalar1 adlandirilmis agaglar denir. ki agac
izomorfik olsa bile kose noktalar1 farkli adlandirilmigsa bu agaglar farkli agaglar olarak
kabul edilir. Cayley teoremine gore n kose noktali kose noktalart adlandirilmis 72
farkli agac vardir. Priifer, n kose noktali agaclarla n — 2 uzunlugundaki O ile n — 1
arasidaki sayilardan olugan dizilerin bire bir karsilik geldigini gostererek bu formiiliin bir
kanmitim1 vermigtir. Bu say1 dizilerine Priifer dizisi denir. Priifer dizileri agaclarin
alisilagelmis gosterimlerine bir alternatif sunar.

Bu calismada, bir bilgisayar cebir sistemi olan Maple icin Priifer dizilerinden
faydalanilarak agaclarla ilgili prosediirler iceren bir kiitiiphane sunulmaktadir. Ayrica,
kose noktalar1 adlandirilmug c¢ift-yi1ldiz, oriimcek, kirkayak, vb. bircok 6zel aZacin

sayilar1 Priifer dizilerinden yararlanilarak kombinatoryal yontemlerle hesaplanmustir.

Anahtar Sozciikler: Kose noktalar1 adlandirilmis agaclar, Priifer kodu, Bilgisayar

cebir sistemi
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ABSTRACT

NUMBER OF LABELLED TREES

Emre Yivli
Mathematics Department
Analysis and Functions Theory

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, April, 2023
Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

A tree with n vertices called a labelled tree if its vertices are distinguished from
one another by names such as, /1,0, ...,l,. Even if two trees are isomorphic, trees with
having different vertex labels are considered as distinct graphs. According to Cayley’s tree
formula, there are n~2 labelled trees on n vertices. Priifer used a simple way to prove this
formula and demonstrated that there exists a bijection between the set of labelled trees
on n vertices and sequences of n — 2 numbers, each in the range 0,1,2,...,n— 1. Such
a number sequence is called a Priifer code and it provides an alternative to the usual
representation of trees.

In this study, a computer algebra system (Maple) library containing various
algorithms for trees is presented with the help of Priifer code. Moreover, the number of
labelled trees for various families of trees such as double star, spider, centipede,

firecracker, etc. is calculated using combinatorial methods with the help of Priifer code.

Keywords: Labelled Tree, Priifer Code, Computer Algebra System
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1. GIRIS

Cizge, farkli objeler ve bu objeler arasindaki iligkileri veren matematiksel bir
yapidir. Objeler, c¢izgenin kose noktalari, bu objeler arasindaki iligkiler ise cizgenin
kenarlar1 olarak adlandirilir. Cizge kurami, matematiin nispeten yeni bir alamidir ve
cizge kuraminin 1735 yilinda iinlii matematik¢i Leonhard Euler’in calismalari ile
bagladig1 kabul edilir. Cizge kurami o zamandan beri, bilimin hemen hemen her alaninda
kullanilan giiglii bir araca doniigmiistir ve su anda matematigin en aktif aragtirma
alanlarindan birisidir. Agaclar, baglantili ve dongii icermeyen 6zel tipte cizgelerdir.
Agaclar, Alman fizik¢i Gustav Kirchhoff’un 1847°de elektrik aglarindaki akimlarla ilgili
calismasinda dolayli olarak ortaya cikarken, Arthur Cayley 1857°de belirli kimyasal
bilesik tiirlerini saymak i¢in agaclar1 kullanmustir ([1, 2]). Agaclar, basta bilgisayar
biliminde verileri organize etmek ve kullanmak i¢in bir arag olarak kullanilmakla birlikte
bircok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Belli sayida kose noktasina sahip,
izomorfik olmayan agaclarin sayisi icin kapali bir formiil olmamasina ragmen, n kose
noktali, kose noktalar1 adlandirilmis agaclarin sayist i¢in bir formiil mevcuttur. Kose
noktalarinin sayisi n olan, kose noktalar1 adlandirilmis 7"~ farkli agag vardir. Bu formiil
1889 yilinda iinlii Ingiliz matematikci Arthur Cayley tarafindan kesfedilirken bu
calismada ele alacagimiz kanit, Abelian gruplar iizerine yaptigir ¢alismalarla taninan
Alman matematik¢i Heinz Priifer tarafindan 1918’de verilmistir ([3]). Priifer kanitinda n
kose noktali, kdse noktalar1 adlandirilmis agaclar ile bilesenleri n farkli sayidan olusan
n — 2 bilesenli diziler arasinda birebir bir esleme vermistir. Boylece bu tiir dizilerin
sayisim1 hesaplayarak Cayley’in kose noktalart adlandirilmis agaglarin sayisinmi veren
formiiliine ulagmistir. Bu nedenle sozii edilen dizilere Priifer dizisi adi verilir. Agaclari
saymak, cizge kuraminin iizerinde ¢ok calisilan 6nemli konularindan birisi olmakla
beraber bugiine kadar bir¢ok agag ailesi icin cesitli formiiller elde edilmistir ([4]).

Maalesef ¢izge kuramina ait bircok problem kose noktalarin sayisi arttiginda elle
hesaplanamayacak zorluga ulasir. Bu durumda bir bilgisayar cebir sisteminden yardim
almak kaginilmaz olur. Bu ¢alismada kullanim kolaylig1 ve yaygin olarak kullanilmasi
nedeniyle Maple tercih edilmistir. Maple, Waterloo, Kanada’da kurulmus bir yazilim
sirketi olan Maplesoft tarafindan gelistirilen bir bilgisayar cebir sistemidir. Maple, ilk
olarak 1980 yilinda Waterloo Universitesi’ndeki sembolik hesaplama grubu tarafindan
kurulmustur [5]. Yazilim, grup teorisi paketi, ¢izge kurami paketi, lineer cebir paketi gibi
bircok paketi icermektedir. Bu calismada temel olarak kullanilan cizge kurami paketi
Simon Fraser Universitesi'nde yiiksek lisans ogrencileri tarafindan gelistirilmistir.
Paketin plan1 ilk olarak Waterloo’daki 2005 Maple konferansinda tanitilmas,

iyilestirmeler ise 2006 Maple konferansinda sunulmustur. Cizge kurami paketinin ilk



stiriimii Maple 11 siiriimiinde 2007 yilinda GraphTheory paketi olarak yayinlanmistir
([6]). 2007 yilindan bu yana da paketin iceriginde bir¢ok iyilestirme yapilmis ve
RandomGraphs, SpecialGraphs gibi bazi alt paketler de eklenmistir. GraphTheory
paketi, genel olarak cizgeleri olusturmak, cizmek, iizerlerinde degisiklik yapmak ve
cesitli Ozelliklere sahip olup olmadiklarimi test etmek i¢in kullanilan bir rutinler
koleksiyonudur. Ancak heniiz agaclar ile ilgili yeterince gelisme kaydedilememistir.

Uc boliimden olusan bu calismanim ilk béliimiinde cizgeler ile ilgili temel
kavramlar verilmistir. Tkinci boliimde ise once agaclar ile ilgili temel kavramlar ve
agaclarm cesitli 6zellikleri siralanmigtir. Daha sonra cift-yildiz, kirkayak, oriimecek gibi
baz1 6zel agaclar tamtilmigtir. Ayn1 boliim igerisinde bu 6zel agaclarin sayilari i¢in Priifer
dizileri yardimiyla kdse nokta sayisina bagh formiiller sunulmusgtur. Son olarak ii¢iincii
boliimde cesitli agag aileleri i¢in Priifer dizilerinden yararlanilarak olusturulan bir Maple

kiitiiphanesi sunulmusgtur.



1.1. Temel Kavramlar

Burada sonraki boliimler i¢in gerekli olan cizgelerin bazi énemli 6zelliklerinden

bahsedilecektir.

Tanmm 1.1. Bir G ¢izgesi, elemanlart kdse noktasi olarak adlandirilan, bos kiimeden
farkly, sonlu bir V kiimesiyle, elemanlart kenar olarak adlandirilan ve V kiimesinin iki
elemanly alt kiimelerinden olusan E kiimesi yardimiyla tanimlanir. Bu durumda G cizgesi
G = (V,E) seklinde yazilir:

Bu calismada yalnizca basit cizgeler incelenmistir. Basit cizgeler; agirliksiz,
yonsiiz, bir kose noktasindan kendisine bir kenar bulundurmayan ve iki kose noktast
arasinda en fazla bir kenar bulunduran cizgelerdir. Cizgeler ¢ogunlukla ¢izgenin koge
noktalart diizlemde birer nokta, kenarlart ise bu noktalar arasina ¢izilen kenarlar olmak

iizere, diizlemde cizilen diyagramlar yardimiyla verilir.

c b

e f

Sekil 1.1. Bir basit G ¢izgesi

Bir G cizgesinin u ve v kése noktalarim birlestiren bir {u,v} kenart varsa bu kise

noktalarina komsu kose noktalari denir.

Ornegin, Sekil 1.1 ile verilen G ¢izgesi icin

V = {a7b7c7d7e7f}

Ve

E = {{a,b},{a,c}, {a, e}, {b,c}, {b,d}, {b, f},{c, e}, {c, [}, {d, e}, {d, [}, {e, [}

olur. Bu G ¢izgesi i¢in {a,b} € E oldugu i¢in a ve b komsudur.

Bircok bilgisayar cebir sisteminde cizge kuramu ile ilgilenenlerin kullanimina
yonelik cesitli kiitiiphaneler olusturulmugstur. Maple programinda ise GraphTheory
paketi c¢izgeleri olusturmak, cizmek, yonlendirmek ve belirli kosullar1 saglayip
saglamadigini test etmek icin olusturulmus prosediirler igerir. [7]

Maple yaziliminda basit cizge olusturmak i¢in kullanilan ana komut Graph



komutudur. DrawGraph komutu ile olusturulan ¢izge cizdirilebilir. Ornegin, asagida

verilen komutlar Sekil 1.1 ile verilen ¢izgeyi tammlayip ¢izdirmek i¢in kullanilmistir.
with(GraphTheory) :

V := [a,b,c,d,e,f];
E := { {a,b},{a,c},{a,e},{b,c}, i ]
{b,d},{b,f},{c,e},{c,f},
{d,e},{d,f},{e,f}};
IV

G := Graph(V,E);
DrawGraph(G) ;

Sekil 1.2. Sekil 1.1 ile verilen ¢izgenin maple komutlariyla olusturulmus ¢iktist
GraphTheory[SpecialGraphs] alt paketi ise Petersen ¢izge, tekerlek cizge, kiip ¢izge
gibi bircok 0zel ¢izgeyi icerir.
with(GraphTheory) :
with(SpecialGraphs):

G := PetersenGraph();
DrawGraph(G) ;

Sekil 1.3. Maple komutlariyla olusturulmus Petersen ¢izge
Son olarak GraphTheory[RandomGraphs] alt paketi ise rastgele cizgeler tiretmek icin
kullanilir. Ornegin, kose noktalart kiimesi {1,2,...,8} ve 10 kenara sahip baglantili

rastgele bir ¢izgeyi asagidaki Maple komutlar1 yardimiyla iiretip cizdirilebilir.
with(GraphTheory) :

with (RandomGraphs) :
G:=RandomGraph (8,10, connected) ;

DrawGraph (G, style=spring) ;

Sekil 1.4. Maple komutlariyla olugturulmus rastgele baglantili bir ¢izge

Tamm 1.2. Bir G cizgesinde v kose noktasindan ¢ikan kenar sayisina v kose noktasinin

derecesi denir ve deg(v) seklinde gosterilir.

Ornegin, Sekil 1.5 ile verilen ¢izgede a noktasinin derecesi 1, d ve e noktalarinin derecesi

2, ¢ noktalarinin derecesi 3 ve b noktasinin derecesi ise 4’tiir.

Teorem 1.3. (El sikisma teoremi) Bir ¢izgede kose noktalarinin dereceleri toplami kenar

sayisinin iki katini verir.
Sonug 1.4. Bir cizgede tiim kose noktalarinin dereceleri toplamu ¢ift sayidir.

Sonug 1.5. Bir cizgede derecesi tek olan kose noktalarimin sayusi ¢ifttir.



e

Sekil 1.5. Kose noktalar1 adlandirilmis bir ¢izge
Tanim 1.6. Bir G = (V,E) cizgesinde vy, vy, ..., € V olmak iizere
VoV1,VIV2, -+ Vk—1Vk

seklinde ardisik kenarlar bitisik ya da ozdes olacak bicimdeki kenarlarin sonlu dizisine
G icinde vq ve vy kose noktalarim birlestiren bir yolculuk denir. vy ve vy kdse noktalarin
birlestiren yolculuk vo — v — --- — vi_1 — vy seklinde de gosterilir.

Bir yolculuktaki kenar sayisina o yolculugun uzunlugu denir.

Bu tanimlanan yolculuk kavrami olduk¢a genel bir kavramdir. Bu kavram iizerine koyulan

bazi kisitlarla ileride sik¢a kullanilacak olan asagidaki temel kavramlar elde edilir.

Tanmmm 1.7. G cizgesindeki bir yolculugun tiim kenarlar farkl ise bu yolculuga bir tur

denir. Eger turun tiim kose noktalar farkli ise bu tura da bir yol adi verilir.

c a ee f

Sekil 1.6. ¢ — b — a — b yolculugu, c kose noktasindan b kose noktasina bir tur degildir. c - b — d —
a — b yolculugu ise, a ve b kose noktalarini birlestiren bir tur olmasina kargin bir yol degildir

Tanim 1.8. Bir yolun baslangi¢ ve bitis noktalar: ayni ise bu yola bir dongii adi verilir.
Ornegin, Sekil 1.6 ile verilen ¢izgede a — d — b — a yolculugu dongiidiir.

Tanmmm 1.9. Bir G cizgesinde herhangi iki kose noktasint birlestiren bir yolculuk var ise

G cizgesine baglantilidir denir.

Ornegin Sekil 1.7 ile baglantili ve baglantisiz iki farkli cizge 6rnegi verilmistir.

Bir G ¢izgesi ¢ok farkli sekillerde cizilebilir. Cizge ¢izilirken kose noktalariin diizlemde
nasil konumlandirilacagi ya da ¢izgenin kenarlarinin diiz ¢izgilerle mi yoksa egrilerle
mi cizilecegi, hatta bu kenarlarin birbiriyle kesisip kesismeyece§i Onemli degildir.

Dolayisiyla “ayni” cizge farkli sekillerde cizilebilir.



Sekil 1.7. Sirasiyla baglantili ve baglantisiz olan iki ¢izge

Kimi zaman verilen iki ¢izge ayni olmasa da cizgelerden birinin kdse noktalarinin adlar
silinip, kose noktalar uygun sekilde yeniden adlandirilarak cizgeler ayni hale getirilebilir.

Bu tiir ¢izgelere izomorfik ¢izgeler denir. Daha kesin olarak asagidaki tanim verilebilir
Tanim 1.10. G| = (V1,E}) ve Gy = (Va,Ey) cizgeleri verilsin. Eger

a,b € V| kose noktalar, G| ¢izgesinde o(a), 9 (b) € V, kose noktalart, G
<=

komsu kose noktalar cizgesinde komsu kose noktalar

olacak sekilde bir ¢ : Vi — V, birebir doniisiimii varsa, G| ve Gy cizgelerine izomorfik
cizgeler denir ve bu durum G| = Gy seklinde gosterilir. Bu sekildeki ¢ doniisiimiine ise

G ile G, arasinda bir izomorfizm doniisgiimii denir.

Ornegin Sekil 1.8 ile verilen ii¢ farkli cizgeden ilk ikisi birbiri ile izomorfik iken diger

cizge bu iki ¢izgeye izomorfik degildir.

e d e d e d

f c f c f ¢

a b a b a b
G Gy G3

Sekil 1.8. Birbirine izomorfik olan G| ve G, gizgeleri ile bunlara izomorfik olmayan G35 ¢izgesi

Sekil 1.8 ile verilen ii¢ ¢cizgenin de 6 noktasi, 9 kenar1 var ve her iiciiniin de derece dizileri
(4,4,3,3,2,2) olmak iizere aynidir. Bununla birlikte G| = G, olur. Ciinkii

a < d



eslemesi G;’in kose noktalari ile G, nin kdse noktalart arasinda tanimda verilen kogsullar
saglayan bir eslemedir. Ote yandan G| % G5 olur ciinkii tiimleyenlerine bakilirsa birinde

ticgenler varken digerinde yoktur.



2. AGACLARI SAYMAK

Ozel bir cizge ailesi olan agaglar, ¢izgelerin 6nemli bir sinifin1 olusturur. Basta teorik
bilgisayar bilimleri olmak {izere genis uygulama alanlar1 nedeniyle agaclarin 6nemi her
gecen giin daha da artmaktadir. Bu boliimde tezin temel kavrami olan agaclarin cesitli
ozellikleri verilmektedir. Agaclar ve agaclarin uygulamalar ile ilgili daha fazla bilgi

edinmek icin [8, 9, 10, 11] referanslarindan yararlanilabilir.
Tamm 2.1. Déngii icermeyen baglantili ¢izgelere agag denir.

Agaclarla caligirken bir agaci belirtmek icin genellikle G yerine T sembolii kullanilir.

Sekil 2.9. Uc farkl agac

Sekil 2.9 ile ti¢ farkli agac¢ ornegi verilmektedir.

Teorem 2.2. En az iki kose noktast olan bir agacin en az iki yapragi vardur.
Teorem 2.3. n kose noktali bir agacin kenar sayisi n— 1 olur.

2.1. Agaclar1 Saymak

Az sayida kose noktasina sahip olan agaclarin sayilarr kolaylikla bulunabilir. Ornegin
1 ya da 2 kose noktali kose noktalar1 adlandirilmis sadece 1 agac vardir. Ote yandan
bu say1 kose noktalar1 adlandirilmamis agaclar icin de gecerlidir. Diger taraftan 3 kose
noktali agaclar P3 patika ¢izgeye (Bkz. Tanim 2.12) izomorfiktir. Bu sekilde kose noktalari
adlandirilmig toplam 3 farkli aga¢ vardir ancak kose noktalar1 adlandirilmamis yalnizca
bir aga¢ vardir. P patika ¢izgenin kdse noktalari % farkl sekilde adlandirilabilir.

Benzer olarak, kose noktalar1 adlandirilmig 4 kose noktali tiim farkli agacglarin sayisi
da hesaplanabilir. 4 kose noktal tiim agaclar P, patika cizgeye ya da S4 yildiz cizgeye
izomorfik olur. Dolayisiyla kose noktalar1 adlandirilmamig 2 farkli aga¢ vardir. Py
patika c¢izgenin kose noktalari % farkli sekilde adlandirilabilirken S4 yildiz ¢izgenin
kose noktalar1 4 farkli sekilde adlandirilabilir. O halde 4 kose noktali kdse noktalari
adlandirilmig 12 + 4 = 16 farkli agag vardir.

Gortildiigii tizere kose noktalarinin sayisi arttikca kose noktalart adlandirilmamig farkl

agaclarin sayisi ile kose noktalar1 adlandirilmis farkli agacglarin sayilar1 arasindaki fark



artmaktadir. Ornegin Sekil 2.10 ile kose noktalari adlandirilmamis tiim farkli agaglar

verilmigtir. Ancak 5 kose noktali kose noktalar1 adlandirilmig farkli agaglarin sayisi

125°tir.
>< >H
L e

Sekil 2.10. 5 kose noktali kose noktalar1 adlandirilmamusg tiim farkli agaclar

Agaclarda derecesi 1 olan kose noktalarina agacin yapraklari denir. Ornegin Sekil 2.11
ile verilen agacin yapraklart p,s,?,v kose noktalar1 olur. Bir 7" agaci verildiginde ¢ogu
zaman belirli bir kose noktas1 “kok™ olarak isimlendirilir. Bu tiir agaclara koklii agac
adi verilir. Bir T agac1 verilsin ve r kose noktasi bu agacin kokii olarak secilsin. v kose
noktasi da 7 agaciin keyfi bir kose noktasi olarak belirlensin. Aga¢ tanimi geregince
v kose noktasindan r kdse noktasina yalnizca bir yol vardir. v kdse noktasindan r kose
noktasina bu yol iizerinden giderken karsilagilan ilk kdse noktasi v noktasinin babasi
olarak adlandirilir. Ornegin Sekil 2.11 ile verilen agacta kok r olarak almirsa v kose

noktasinin babasi u kdse noktasi olur.

Sekil 2.11. Kose noktalari adlandirilmig bir aga¢ 6rnegi

Cizge kuramina bir¢ok katkida bulunmus olan Alman matematik¢i Ernst Paul Heinz
Priifer, kose noktalar1 0,1,...,n — 1 seklinde adlandirilmis n kdse noktali bir agacin
n — 2 uzunlugunda ve {0,1,...,n — 1} elemanlarindan olusan bir diziye kargilik
getirilebilecegini, iistelik agaclarla bu tiir diziler arasindaki eslemenin birebir bir esleme
oldugunu gostermistir [3]. Bu sekilde olusturulabilecek tiim farkli dizilerin sayisi
n"~2 oldugundan kose noktalart adlandirilmis n kose noktali n*~2 tane agac oldugu

sOylenebilir. Bu ise meshur Cayley Teoremidir.

Teorem 2.4 (Cayley Teoremi). [12] n kise noktali ve kise noktalart adlandirilmig n" >

agag vardrr.

Bir T agacinin Priifer dizisi asagidaki sekilde elde edilir:
1. Adim: Kose noktalarinin sayist n olan T agacinin kose noktalar1 0,1,2,...,n — 1

seklinde adlandirilsin ve “0” ile adlandirilan kdse noktas1 kok olsun.



2. Adim: Agacin kok harig, derecesi 1 olan, en kiigiik say1 ile adlandirilan kése noktasi
babas ile birlikte ele alsin. Ornegin, Sekil 2.12 ile verilen agacta derecesi 1 olan
kose noktas1 “2” ile adlandirilan kdse noktasidir ve bu kose noktasinin babasi “17 ile
adlandirilan kose noktasidir.

3. Adim: 2. Adimda bulunan, derecesi 1 olan en kiiciik say1 ile adlandirilan kdse noktasi
list satirda ve babasi alt satirda olmak iizere iki satirlik bir siitun seklinde yan yana
yazilir. Ornegin, Sekil 2.12 g6z 6niinde bulundurulursa derecesi 1 olan ve en kiigiik say1
ile adlandirilan kdse noktalarindan en kiiciik etiket ile adlandirilan kose noktasi “2” ve
bu kose noktasinin babasi ise “1” ile adlandirilan kdse noktasidir. Bu durumda baba alt

satirda ve kendisi iist satirda olmak iizere 2 satirlik bir siitun seklinde yazilirsa

2 — derecesi 1 olan en kiiciik etiketli kose noktasi

1 — babasi

seklinde olur.

4. Adim: Derecesi 1 olan kogse noktalar1 arasinda etiketi en kiiciik olan kose noktasi ve
onun bagl oldugu kenar 7" agacindan silinir. Bu sekilde elde edilen agag i¢in 2. Adimdan
baglanarak aynmi1 adimlar koke ulasincaya kadar tekrar edilir.

Dolayisiyla Sekil 2.12 ile verilen aga¢ i¢in “2” ile adlandirilmis kdse noktasi ve bagh

bulundugu kenar agactan silinerek 2. Adima doniip koke ulagincaya kadar devam edilir.

Sekil 2.12. Kokii “0” ile adlandirilmig koklii bir agag

Yukaridaki islem bir agacin yapraklarindan baslanilarak budanmasi gibi diisiiniilebilir.
Bu islem en kiigiik etiketli yapraktan budamaya baslayarak koke ulasincaya kadar devam
edecektir. O halde, n kdse noktal1 bir agacin n — 1 kenar1 oldugundan iglem sona erdiginde
2 x (n—1) boyutlarinda bir matris elde edilecektir.

Bu yontem ile sona kalan kose noktasi kok olacagi i¢in matrisin 2. satir n — 1. siitunundaki
eleman her zaman “0” olacaktir. Bu yontemle elde edilen matrisin 2. satirindaki ilk n — 2
stitunundaki elemanlarin dizisine Priifer dizisi denir. Dolayisiyla, Sekil 2.12 ile verilen
agacin Priifer dizisi Sekil 2.13 ile verilen hesaplamaya gore (1,1,1,0) olur.

Boylece n kose noktali her koklii agaca terimleri O ve n — 1 arasindaki sayilar olmak iizere
n — 2 uzunlugunda bir dizinin karsilik getirilebilecegi goriilmiis oldu. Elbette ayn1 agaca

farkli iki dizinin karsilik gelmesi verilen yontem geregince miimkiin degildir.

10
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Sekil 2.13. Sekil 2.12 ile verilen agacin Priifer dizisinin bulunmasi

Yukarida anlatilan islemler bir algoritma seklinde asagidaki gibi ifade edilebilir.
Algoritma 2.5.

Girdi T = (V,E) agacu.

Cikt1 Priifer dizisi P = (vi,v2,...,Vp—2).

Adim 1 1 ile n — 2 arasindaki her i tamsayist icin yap
basla
u; — T agacimin en kiiciik etiketli yapragi (u; # kok)
vi < u; kose noktasinin komsusu
T —T—u;
bitir

Adim 2 cikti (vi,va,...,Vy_2)

Algoritma 2.5, dogrusal bir algoritma olmasa da literatiirde bir agacin Priifer kodunu

veren dogrusal algoritmalar da mevcuttur ([13, 14]).

Ornek 2.6. Sekil 2.14 ile verilen ve kikii “0” olan kise noktalart adlandirilmis agacin

Priifer dizisi Algoritma 2.5 yardimiyla asagidaki gibi bulunabilir.

Sekil 2.14 ile verilen agacin en kiiciik etiketli yapragi “2” ile adlandirilmis kose noktasidir.

Dolayisiyla “2” ile adlandirilmis kose noktasinin komsusu olan kdse noktasinin etiketi

11



0
/3<\
6676402 5

Sekil 2.14. Kose noktalari adlandirilmis bir agag

“3” oldugundan Priifer dizisinin ilk terimi “3” olur. Daha sonra “2” ile adlandirilmig kose

noktasi ve {2,3} kenar1 agagtan silinir ve ilk adima doniiliir. Tim adimlar Sekil 2.15 ile

verilmistir.
0
3 \ :
(3) 674 >*(3,3)
0
/\1
(3,3,1) 6¢7 (3,3,1,0)
0 0
3 3 0

67 (3,3,1,0,3) 7 (3,3,1,0,3,3) 3/(3,3,1,0,3,3)

Sekil 2.15. Sekil 2.14 ile verilen agaca Algoritma 2.5’ nin uygulanmasi

Onerme 2.7. Priifer dizisi matrisin tamamint verir.

Gergekten, soldan baglayarak matrisin ilk satirindaki her girdi iist satirda daha once
gecmemis ikinci satirda kendi altinda ve saginda goriilmeyen en kiiciik etiketli girdi olur.
Bu da aslinda bize ilk satirin nasil elde edilebilecegini gosterir. Bundan boyle Priifer dizisi

verilen n kose noktal1 bir agaci olusturmak icin asagida verilen algoritma kullanilacaktir.

Algoritma 2.8.

Girdi 1 <i<n-—2 icin vi € {0,1,2,...n — 1} olmak iizere Priifer dizisi P =
<V17V27 e 7vn—2)-

Cikti Kose noktalart kiimesi V = {0,1,...,n — 1} ve kokii “0” olan kise noktalart
adlandirimus koklii aga¢ T = (V,E).



Adm1V «—{0,1,2,....n—1}, E — &, S < {0}

Adim 2 1 ile n—2 arasindaki her i tamsay:si i¢in
basla
W —V\(SU{vi,Vit1y--eyVn2})
u; < min(W)
S—Su{u}
E —E U {{u;,vi}}
bitir

Adm3 w—V\S, E—Eu{{0,w}}
Adim4 ¢kn T = (V,E)

Ornek 2.9. Priifer dizisi (2,4,3,2) olarak verilen aga¢ Algoritma 2.8 yardimiyla
asagidaki sekilde elde edilebilir.

Oncelikle W « {{0,1,2,3,4,5}\{0} U {2,3,4}} = {1,5} elde edilir. min(W) = 1
oldugundan § — Su {1} = {0,1} ve E — E u {1,2} = {1,2} elde edilir. w < V\S =
{2,3,4,5} ve E < E U {{0,w}} olur. Ardindan Adim 1’e geri doniiliir. Tiim iterasyonlar
Sekil 2.16, Sekil 2.17 ve Sekil 2.18 ile gosterilmektedir.

Priifer dizileri Cayley teoreminin ispatinda oldukc¢a kullanigli olmakla birlikte agaglar
kodlamak i¢in de olduk¢a verimli bir yoldur.

Priifer dizisinin tamimindan kose noktalari adlandirilan agaclarin yapraklar Priifer
dizisinde gecmez. Dahasi, kose noktalarinin etiketleri dizide derecelerinin 1 eksigi kere

gecer. Boylece Teorem 2.10 sonug olarak verilebilir.

Teorem 2.10. n kose noktali, i = 1,2, ... n icin kose noktalarinin dereceleri d; olan, kose

noktalart adlandirilmis agaclarin sayis

n—2 B (n—2)!
(dl—l,dz—l,...,dn—1> C(di =D (dy—1)! - (dy—1)!

olur.

Priifer dizilerinin yam sira derece dizileri bilinen koge noktalart adlandirilmis agaclarin

sayilar1 Teorem 2.11°de verildigi gibi bulunabilir.

Teorem 2.11. [4] n (n = 3) kdse noktal derece dizisi (dy,dy, ... d,) olan kose noktalart

adlandinilmis agaglarin sayist
n—2
di—1,dr—1,...,d,—1

13



1 2 1 2
oo oo
Oe o3 Qe o3
° ° —o
5 4 5 4
Sekil 2.16. iterasyon 1 ve 2
1 2 1 2
— o °
Qe *3 Oe 3
®
5 4 5 4

Sekil 2.17. iterasyon 3 ve 4
1 2

o1
0 3
Lo 2 3
4
5 4 5
Sekil 2.18. Iterasyon 5 ve olusan agacin farkli bir gosterimi

olur. Burada,

n—2 B (n—2)!
di—1l,dy—1,....d,—1)  (di—1)(dpy—1)! - (d,—1)!
seklinde cok terimli katsayiyt ifade etmektedir.

Bu Teorem kose noktalart adlandirilmig agaglart saymak icin oldukga yararh gibi goriinse
de izomorfik olmayan ve aynm derece dizilerine sahip agaclar nedeniyle beklendigi kadar
kullanigh degildir (Bkz. Sekil 2.19).

*———0—0

® r———o— 00— 00— 0

Sekil 2.19. izomorfik olmayan ve ayn1 derece dizilerine sahip iki agac

Genel olarak kose noktalar1 adlandirilmis aacglarin sayilarinin hesabina kiyasla ele almasi
cok daha zor olan n kose noktali, kose noktalar1 adlandirilmamis agaglarin sayis1 7;, ile
ifade edilir. Kose noktalar1 adlandirilmamis agaglarin Cayley Teoremi gibi basit ve bilinen
bir formiilii yoktur. Ancak George P6lya’nin [15] calismasinda elde ettigi sonuglara gore
n kose noktali kose noktalar1 adlandirilmamis agaglarin sayis1 asimptotik olarak an "
olur. Burada a = 0.5349... ve b = 2.9557 ... reel sayilaridir.

14



2.2. Baz1 Ozel Agaclarin Sayilar

Tanim 2.12. [ki kése noktasimin derecesi 1 ve kalan tiim kise noktalarinin derecesi 2 olan

n noktali baglantili cizgeye patika ¢izge denir ve P, ile gosterilir.

1

0

Sekil 2.20. Kokii “0” olan ve kose noktalar1 adlandirilmig Py patika ¢izge

Sekil 2.20 ile verilen patika cizgenin Priifer dizisi (2,1) olur. Daha genel olarak
bir P, patika ¢izge i¢in {0,1,...,n — 1} kiimesinin elemanlar1 birer kere kullanilarak
olusturulacak n — 2 uzunlugundaki her Priifer dizisi bir patika cizgeye karsilik

geleceginden kose noktalar1 adlandirilmig patika ¢izge sayisi

(niz)("_z)!:n?!

Tamim 2.13. Bir kose noktasinin derecesi n — 1 ve geri kalan tiim noktalarinin derecesi 1

olur.

olan n koge noktali ¢izgeye yildiz ¢izge denir ve S, ile gosterilir.

Sekil 2.21. Kokii “0” olan ve kose noktalar1 adlandirilmis yildiz ¢izge

Sekil 2.21 ile verilen yildiz ¢izgenin Priifer dizisi (0,0,0,0,0) olur. Daha genel olarak n
kose noktali, kose noktalart {0,1,2,...n— 1} kiimesinin elemanlar1 ile adlandirilmis bir
S, yildiz ¢izgenin derecesi n — 1 olan kose noktas1 k € {0,1,2,...,n — 1} olmak iizere

Priifer dizisi (k,k,...,k) seklinde olur. Dolayisiyla S,, kose noktalart adlandirilmis yildiz
n j—
L) ="

15

cizge sayist

bulunur.



Tammm 2.14. n tane Sy yudiz cizgenin birer yapragumun birbirine baglanmasiyla elde

edilen ¢izgeye havai fisek cizge (firecracker graph) denir ve F, i ile gosterilir.
Ornegin Sekil 2.22 ile Fy 4 havai figek ¢izge verilmektedir.
L

Sekil 2.22. Fj 4 havai figek ¢izge

Tanimdan, F, ; havai fisek ¢izgenin n(k —2) tane kose noktasinin derecesi 1, 2 tane kose
noktasinin derecesi 2, n — 2 tane kose noktasinin derecesi 3 ve n tane kose noktasinin
derecesi kK — 1 olmak iizere toplam nk kose noktasi vardir. Maalesef bu agaglarin sayisi
icin Priifer dizileriyle kolayca belirlenebilecek bir yol yoktur. Ancak asafidaki gibi

kombinatoryal yontemlerle F, ; havai figsek cizgelerin sayis1 belirlenebilir.

Onerme 2.15. n > 2 olmak iizere kose noktalar: adlandirilmus F, k havai fisek cizgelerin

sayist
(nk)!
2(k—2)1

ile bulunur.

Kanit. F, havai figek ¢izgenin kdse noktasi sayisi nk’dur. Oncelikle bu noktalarin k tanesi
ilk y1ldiz ¢izge Si’dan segilir. Bu se¢im (”kk) farkl sekilde yapilir. Daha sonra kalan nk —k
kose noktasindan k tanesi ikinci yildiz ¢izgeden secilir. Benzer sekilde devam edilirse son

adimda kalan nk — (n — 1)k kdse noktasindan k tanesi kalan son yildiz ¢izgeden segilir.

<nkk) <nkk— k) <nk— (z— l)k)
_ (nk)! (nk—k)!  (nk—(n—1)k)!
(k— KK (nk—2K) k! (nk —nk) k!
_ ()t
K

farkli sekilde yapilabilir. Her yildiz ¢izge Sy, k farkli sekilde etiketlenebileceginden ve

Tiim bu se¢imler

her yildiz ¢izge i¢in birbirine baglanacak yapraklar k — 1 farkli sekilde secilebileceginden
havai fisek cizgelerin sayisi
(k)" (k—1)"  (nk)!

241" 2(k—2)1"

elde edilir. n > 1 iken yildiz ¢izgelerin soldan saga dogru ya da sagdan sola dogru

16



ele alinmasi elde edilen havai fisek cizgeyi degistirmeyeceginden yukaridaki ifade 2’ye

boliinmiistiir. n = 1 i¢in 2’ye bolmek gerekmez. [

Tamim 2.16. n-kirkayak agag c,, 2n kose noktali, n tane P> patika ¢izgenin birer yapragini

birlestirerek olusturulan agactir (Bkz. Sekil 2.23).

L L]

Sekil 2.23. 5-kirkayak agac

Onerme 2.17. n > 2 olmak iizere, kise noktalar adlandirilmis n—kirkayak agac sayus
2n\ (2n—2)!

Kanit. n—kirkayak agacin 2n kdse noktasi vardir ve bunlardan »n tanesinin derecesi 1, 2

olur.

tanesinin derecesi 2 ve n — 2 tanesinin derecesi 3 olacagindan n—kirkayak ¢izgenin Priifer
dizisinin uzunlugu (2n — 2)’dir. Dolayisiyla 2n kose noktasi arasindan n kdse noktasi (zn")
farkli sekilde secilir ve secilen bu kose noktalar1 2n — 2 uzunlugundaki Priifer dizisine
yerlestirilirse secilen n kose noktasindan n — 2 tanesi dizide 2 defa gececeginden 2(n=2)

ile boliindiiglinde istenilen formiil elde edilir. [

Tanmmm 2.18. S, ve Sy yildiz cizgelerinin merkezlerinin birbirine bir kenar yardimiyla
baglanmastyla elde edilen ¢izgeye cift-yildiz agag (double-star tree) denir ve S, ; sembolii
ile gosterilir (Bkz. Sekil 2.24).

Sekil 2.24. §7 g ¢ift y1ldiz agag

Tanimdan, merkezdeki kose noktalar1 komsu olmak zorundadir. Bu durumda kose
noktalarindan bir tanesinin derecesi r, bir tanesinin derecesi s ve geri kalan r + s — 2
kose noktasinin derecesi 1 olur. Priifer dizisi de r + s — 2 uzunlugunda olur. Dolayisiyla
her terimi 0,1,...,7+s— 1 kiimesinden se¢ilen 2 elemanin r + s — 2 uzunlugundaki bir
diziye yerlestirilmesiyle olusturulan her Priifer dizisi bir ¢ift yildiz ¢izgeye karsilik gelir.

Boylece agagidaki sonug verilebilir.
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Onerme 2.19. Kose noktalar adlandirilmis S rs Cift yildiz agag saytst

r+s\ (r+s-2)! (r+s)!
( 2 )(r—l)!(s—l)! S 2(r—1D)(s—1)!

olur.

Kamit. S, cift yildiz agacin Priifer dizisi, yaprak olmayan iki noktasinin etiketlerine
gore degisir ve bu iki kdse noktast {0,1,...,r +s— 1} kiimesindeki r + s elemanin
arasindan (r ers) farkli sekilde segilir. Ote yandan olusturulan r + s — 2 uzunlugundaki
Priifer dizisinde bu iki kose noktasi

(r+s—2)!

(r—1)!(s—1)!

farkli sekilde siralanir ¢iinkii Priifer dizisinde yaprak olmayan bu kdse noktalarindan biri

r— 1 digeri ise s — 1 kere gecer. [

Tamim 2.20. Oriimcek agag (spider tree) veya kisaca oriimcek, en fazla 1 kose noktasinin
derecesi ikiden biiyiik olan agactir (Bkz. Sekil 2.25).

Sekil 2.25. 14 kose noktali ve 8 yaprakli 6riimcek agag

Eger bir oriimcek agacin k yapragi var ise aciktir ki merkezindeki kose noktasinin derecesi

k olur. Dolayisiyla, n kose noktali k yaprakli bir 6riimcek ¢izgenin Priifer dizisi

(V(),V(),...,VO,Vl,Vz,...,Vn,k,I)

seklindeki dizinin terimlerinin permiitasyonlarindan olusur. vy € {0,1,2,...,n — 1}
merkezdeki nokta ve v; € {0,1,2,...,n— 1}\{wo}, i = 1,2,...n—k — 1. vy kose noktasi
dizide k — 1 kere gecer.

Onerme 2.21. n > 2 olmak iizere kise noktalar adlandirilmis n kose noktali k yaprakly
n n—k\ (n—2)!
n—k 1 ) (k—1)!

Kamt. Oncelikle Teorem 2.2 geregi n > 2 icin n kise noktal1 bir agacin en az iki yaprag

tiim oriimceklerin sayisi

olur.

vardir. Oriimcek agacin Priifer dizisinin uzunlugu n — 2 ve bu dizi {0,1,2,....,n—1}
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n

n—k
bu n — k kdse noktasindan bir tanesi dizide k — 1 kere gectiginden bu kdse noktasi n — k

kiimesinin n — k farkli elemanin icerir. Bu elemanlar ( ) farkli sekilde secilebilir ve

farkli sekilde secilebilir k — 1 kere gecen eleman tekrarl permiitasyondan

(n—2)!
(k—1)!

olur ve istenilen formiil elde edilir. ]

Tanmmm 2.22. n tane S; yudiz cizgenin birer yapragimin bir tek kose noktast ile

birlestirilmesiyle olusturulan agaca (n,k)—muz agact (banana tree) denir (Bkz. Sekil

Sekil 2.26. (5,4)—muz agaci

(n,k)-muz agacinin nk + 1 kose noktasi ve nk kenar1 vardir. Dolayisiyla, kdge noktalari

etiketlendirilmis (n, k)-muz agaci sayisi Priifer dizisi yardimiyla bulunabilir.

Onerme 2.23. Kose noktalart etiketlendirilmis (n,k)-muz agaclarmn sayis
nk+1\ (nk\ (nk—n (nk—1)!
1 n n ) (n—=1)(k-1)H"

Kanit. (n,k)-muz agacinin derecesi n olan merkezdeki kose noktast ("") farklr sekilde

olur.

secilebilir ve Priifer dizisinde n — 1 kere gecer. Toplamda »n tane yildiz olacagindan bu
yildizlarin merkez kose noktalar1 ise (’;lk) farkli sekilde secilebilir ve her biri Priifer
dizisinde k — 1 kere gecer. Her bir yildiz1 merkez kdse noktasina baglayan kose noktalari
ise n tanedir ve kalan nk — n kdse noktasi arasindan ("kn_”) farkli sekilde segilebilir ve
Priifer dizisinde 1 kere gecer. Priifer dizisinin uzunlugu nk — 2 oldugundan onerme ile

verilen formiil saglanir. 0

Tamm 2.24. n kose noktali r—kuyruklu yildiz ¢izge (r—comet tree of order n) r kose
noktali bir patika ¢izgenin bir ucuna n — r ilave kenar eklenerek olusturulan cizgedir
(Bkz. Sekil 2.27).
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Sekil 2.27. 11’inci dereceden 4—kuyruklu yildiz ¢izge

Onerme 2.25. n kose noktal kise noktalart adlandirilmug

()=

tane r—kuyruklu yildiz ¢izge vardir.

Kanit. n kose noktali bir r—kuyruklu yildiz ¢izgenin Priifer dizisi n — 2 uzunlugundadir
ve yaprak olmayan r — 1 kose noktasinin etiketine gore degisir. Bu kose noktalarindan
derecesi n —r + 1 olan kose noktasi n farkli sekilde secilir. Kalan r — 2 kdse noktasi (’r’:;)
farkli sekilde segilir. n — 2 uzunlugundaki Priifer dizisi (n —2)! farkli sekilde siralanir.
Ayrica Priifer dizisindeki terimlerden biri dizide n — r kere gecger. Bu durumda siralama
(n=2)!

[CEnl farkli sekilde yapilabilir. Dolayisiyla n kose noktali kose noktalar1 adlandirilmig

(") (*2) % tane r—kuyruklu yildiz vardr. O

Tamm 2.26. Tiim yapraklar silindiginde patika cizge elde edilen, en az 3 kose noktali

cizgelere tirtil cizge adi verilir. Elde edilen patika cizgeye ise omurga (spine) adi verilir.

Ornegin, Sekil 2.28 ile 9 kose noktal1 bir tirtil ¢izge verilmektedir.

Sekil 2.28. 9 kose noktali bir tirtil ¢izge

Tanimindan da anlasilacag iizere, patika cizge, yildiz cizge, cift yildiz ¢izge ve kuyruklu
yildiz cizge birer tirtil cizgelerdir. Tirt1l cizgenin Priifer dizisi omurgada kalan kose
noktalarindan olusur.

Kose noktalart adlandirilmis n kose noktali tirtillarin sayist igin Priifer dizisinden
yararlanarak basit bir formiill vermek miimkiin degildir. Ancak kose noktalari

adlandirilmis, n kose noktali tirtillarin sayisini veren bir formiil literatiirde yer
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almaktadir([16]) n > 3 olmak iizere n kose noktali kose noktalar1 adlandirilmus tirtil sayisi
2”_4 + 2[% -2
olur.

Tamm 2.27. Yapraklar: harig¢ geri kalan tiim kose noktalarinin dereceleri sabit bir k tam

sayist olan agaclara k-Cayley agact denir.

Ornegin, Sekil 2.29 ile ii¢ farkli 3-Cayley agaci verilmistir. 2-Cayley agaglar1 patika
cizgelerdir. Ozel olarak k + 1 kose noktali k-Cayley agac1 k-yildiz ¢izgeyi verir. Ozel

A /WD AN

Sekil 2.29. Uc farkli 3-Cayley agaci

olarak 4-Cayley agaclara Quadtree denir ve cok boyutlu veri tabanlarinin ingsasinda

kullanilirlar (6rnegin, haritacilik, bilgisayar grafikleri ve goriintii isleme).

Sekil 2.30. Kokii “0” olan bir 3-Cayley agaci

Sekil 2.30 ile verilen 3-Cayley agacinin priifer dizisi (0, 1,2,2,0, 1) *dir. Goriildiigii tizere
yaprak olmayan kose noktalarinin her biri dizide iki kere gecer. Yani, bir n-Cayley agaci

i¢cin yaprak olmayan kose noktalar: Priifer dizisinde n — 1 kere gecer.

Onerme 2.28. k > 1 olmak iizere n koge noktali bir k-Cayley agacimin yaprak sayisi [ ise

_ nk—2(n—1)

)
k—1

olur.

Kanit. n kose noktali bir agacin kenar sayis1 n — 1 olur. Bu agacin dereceleri toplami

kenar sayisinin iki katini vereceginden

k(n—1)+1=2(n—1)
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olur. Sadelestirilecek olursa

nk—ki+1 = 2(n—1)
I(1-k) = 2(k—1)—kl

; 2(n—1)—nk
1—k
ya da
l:nk—Z(n—l)
k—1
elde edilir. [

Onerme 2.29. n kise noktali koge noktalart adlandirilmis k-Cayley agaglarimin sayisi |

agacwn yaprak sayisini belirtmek iizere
n (n—2)!
n—1) ((k—1))n-!

Kamnit. n kose noktali bir k-Cayley agacinin / tane yapragi varsa bu [/ yaprak Priifer

Sformiilii ile bulunur.

dizisinde gecmez. Geri kalan n — [ kose noktas1 ise k — 1 kere geger. Bu n — [ kdse noktasi
( o l) farkli sekilde segilir. Priifer dizisinin uzunlugu n — 2 olacagindan bu dizi (n —2)!
farkl: sekilde siralanir ve son olarak dizide gecen n — / tane kdse noktasinin her biri dizide

k — 1 kere gectiginden ((k — 1)!)"~/ ile boliiniirse verilen formiile ulagtlir. O

Tamim 2.30. Bir Sy yildiz ¢cizgenin yapraklarina P,,_| patika cizgelerin eklenmesiyle elde
edilen ¢izgelere (k,m)-yildiz ¢cizge denir (Bkz. Sekil 2.31).

Sekil 2.31. (6,2)-y1ldiz ¢izge

Onerme 2.31. Kose noktalart adlandirilmis (k,m)-yildiz cizge sayust

km+1 km—1
(k—i—l )<k+1)(k—1)!

olur.

Kamit. Verilen agacin merkezindeki nokta r olmak iizere bir (k,m)-yildiz ¢izgenin
yapraklar1 hari¢ tiim kose noktalar Priifer dizisinde gecer ve merkezdeki r ile adlandirilan

kose noktasi ise dizide kK — 1 kere gecer. S6z konusu agacin km + 1 tane kdse noktasi
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km+1
k+1

noktasi ise bu k + 1 kose noktas: arasindan k + 1 farkli sekilde secilir. Son olarak Priifer

dizisi km — 1 uzunlugunda olacagindan ve r noktas1 dizide k — 1 kere gececeginden %

ile carpilir. Boylece dnermede verilen formiil elde edilir. 0

oldugundan dizide gececek bu k + 1 nokta ( ) farklh sekilde secilir ve merkez kose

Tamim 2.32. k ayakli bir oriimcek agacin bu k ayaginin uzunluklar: sirasiyla 1,2,. ..k

ise bu tiir agaglara zeytin agact denir ve Oy, simgesiyle gosterilir.

Ornegin Sekil 2.32 ile O3 zeytin agac1 gosterilmektedir.

N

Sekil 2.32. O3 zeytin agac1

Bir Oy zeytin agacinin kdse noktasi sayisi @ + 1 oldugundan oriimcek agac sayisini

veren formiilde yerine yazilir yaprak sayisina k yazilirsa kdse noktalar1 adlandirilmig
Oy zeytin agaci sayist elde edilir. Bu durumda kose noktalar: adlandirilmis Oy zeytin

agaclarinin sayisi

k(k;—l)+1_k 1 (k—1)!

olur.
n—1

Tanim 2.33. (n— 1) kose noktast olan bir P,_ patika ¢izgenin [TJ ‘nci koge noktasina

bir kenar eklenerek elde edilen n kose noktali agaca n—yari-patika (semi-path) denir.

Ornegin Sekil 2.33 ile sirasiyla tek ve ¢ift kose noktali iki yar1 patika verilmistir.

r——0— 00— © *——@

o ———0

Sekil 2.33. Sirasiyla 5 ve 6 kose noktali iki yar1 patika cizge

Aciktir ki, n-yari-patikanin 3 yapragi vardir. Yeni kenarin eklendigi kdse noktasinin
derecesi 3 oldugundan Priifer dizisinde bu nokta 2 kez yer alir. Bu nokta » farkl sekilde
secilebilir. Geriye kalan ve dereceleri 2 olan n — 4 kose noktasi ise (Z:i) farkli sekilde

secilebilir. Bu durumda kose noktalar adlandirilmis n—yari-patikalarin sayisi
n\ (n—1Y\ (n—2)!
1)\n—4 2

Tamim 2.34. n kose noktali ve tam olarak 3 yapragi bulunan agaclara tripod denir.

olur.
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Sekil 2.34. Uc farkli tripod agac

3 yaprag1 olmas1 gerektiginden aciktir ki n > 4 olur. Tripod agaglara Sekil 2.34 ile ii¢
farkli 6rnek verilmistir.

Aciktir ki tripod agaclarda kose noktalarindan bir tanesinin derecesi 3, 3 tanesinin 1
ve geri kalan n —4 kose noktasinin derecesi ise 2’dir. Dolayisiyla Priifer dizisinde
derecesi 3 olan kose noktasi (’1’) farkli sekilde secilebilir ve Priifer dizisinde 2 kere
gecer. Kalan derecesi 2 olan kose noktalar ise n — 1 nokta arasindan (Z:i) farkli sekilde

secilebilir ve Priifer dizisinde birer kere gecerler. Dolayisiyla n kdse noktali kose noktalar:

(o))

adlandirilmis tripod agag sayisi

olur.
2.3. Rastgele Agaclar Uretmek

n kose noktali rastgele agac iireten bir prosediir yazilmast istensin. Oyle ki her bir agacin
ortaya cikma olasilig1 esit olsun. Priifer dizisi sayesinde bu olduk¢a kolay bir sekilde
yapilabilir. Tek yapilmasi gereken n — 2 tane tam sayiy1 O ile n — 1 arasindaki tam

sayilardan secerek olusturmaktir. Veya alternatif olarak 1 ile n*~2

arasindan bir say1y1
n tabanina ¢evirerek bir Priifer dizisi olusturulabilir. Eger n tabanina cevrildiginde olusan
sayinin terim sayis1 n — 2’den kiiciikse n — 2’ye tamamlayacak sekilde basina O eklenir.
Bu ikinci metot sayesinde n kose noktali tiim aga¢lar numaralandirilabilir.

Ornegin 8 kose noktali 668’inci agag i¢in 668, 8 tabanina cevrilirse (1234)g elde edilir ve
terim sayist 4 oldugundan basina 2 tane 0 eklenerek istenilen Priifer dizisi (0,0,1,2,3,4)

olarak elde edilir (Bkz. Sekil 2.35).
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Sekil 2.35. Priifer dizisi (0,0, 1,2,3,4) olan agag

3. AGACLAR iCiN MAPLE PROSEDURLERI

Bu bolimde agacglar icin Priifer dizileri yardimiyla cesitli Maple prosediirleri
verilmektedir. Maple’in se¢ilme nedenlerinin basinda sembolik hesaplamadaki giicii ve
genis ¢apl kullanici kitlesine sahip olmasidir.

Paketteki baz1 komutlar ve kisaca islevleri asagidaki gibidir.

BananaTree Bu komut (n,k)—banana tree olusturur.

Caterpillar Bu komut n kose noktali omurgasi k£ kose noktali bir tirtil ¢izge olusturur.
Centipede Bu komut ¢, kirkayak ¢izge olusturur.

Comet Bu komut n kése noktal1 bir r—kuyruklu yildiz ¢izge olusturur.
DoubleStar Bu komut S, cift yildiz ¢izge olusturur.

FireCracker Bu komut (n,k)—havai fisek ¢izge olusturur.

GetTree Bu komut n kose noktali kdse noktalar1 adlandirilmig agaci verir.
Prufer2Tree Priifer dizisi verilen kdse noktalar1 adlandirilmig agaci verir.
RandomTree Rastgele bir agag verir.

SemiPath n kose noktal1 yari-patika ¢izgeyi verir.

Spider n kose noktali k yaprakli 6riimcek ¢izgeyi verir.

Tree2Prufer Verilen agacin Priifer dizisini verir.

Kaynak kodlarinin tamamu ekler boliimiinde yer almaktadir.
3.1. Komut Adi: Prufer2Tree

Komut Prufer2Tree(P)
Parametreler P - list

Tanim The Prufer2Tree komutu Priifer dizisini parametre olarak alir ve bu Priifer

dizisine sahip olan agaci olusturur. Burada uygulanan strateji Algoritma 2.8 ile
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verilen algoritmadan yararlanmaktir.

Ornek
>P := [2,4,4,2,1,9,9,1];
> T := Prufer2Tree(P);

> DrawGraph(T,style=tree);

Sekil 3.36. Prufer2Tree komutu ile olusturulmus bir agac
3.2. Komut Adi: Tree2Prufer

Komut Tree2Prufer(T)
Parametreler T - Graph

Tanum The Tree2Prufer komutu verilen agacin Priifer dizisini olusturur. Uygulanan

metot Algoritma 2.5 olarak verilen algoritmay1 kullanmaktir.

Ornek
> T := CompleteGraph(1,6);
> P := Tree2Prufer(T);

> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.37. T agacinin Tree2Prufer komutu ile olusturulmus kodu
3.3. Komut Adi: RandomTree

Komut RandomTree(n)
Parametreler n - posint

Tammm RandomTree komutu kose sayisi verildiginde rastgele bir aga¢ oluturur.
Uygulanan metot verilen kose sayisi ile rastgele bir Priifer dizisi olusturup daha

sonra bu Priifer dizisini Prufer2Tree komutu kullanarak bir agac elde edilir..
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Ornek

S0

e
(&)

> T := RandomTree(12);
> DrawGraph(T,style=tree);

SH-06-Q

Sekil 3.38. RandomTree komutu ile olusturulmus rastgele agac
3.4. Komut Adi: GetTree

Komut GetTree(n,k)

Parametreler
n - posint

k - nonnegint O ile n"~2 — I arasindaki tamsayailar.

Description GetTree komutu n kose noktal1 ve kose noktalar1 adlandirilmig

n"~2 agactan k. agaci verir.

Ornek

> T := GetTree(10,12345678) ;
> DrawGraph(T,style=tree);

Sekil 3.39. GetTree komutu ile olusturulmus 10 kose noktali 12345678. agac
3.5. Komut Adi: DoubleStar

Komut DoubleStar(r,s)

Parametreler
r - posint

s - posint

Tanmmm DoubleStar komutu S, ¢ift-y1ldiz agaci verir.
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Ornek

> T := DoubleStar(6,7);
> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.40. DoubleStar komutunun uygulanigi
3.6. Komut Adi: Centipede

Komut Centipede(n)
Parametreler n - Pozitif tam say1 (patika ¢izge P, tizerindeki kose noktalarinin sayisi)

Tanum Centipede komutu ¢, kirkayak ¢izgeyi verir.

Ornek

> T := Centipede(4);
> DrawGraph(T,style=tree) ;

Sekil 3.41. Centipede komutunun uygulanisi
3.7. Komut Adi: FireCracker

Komut FireCracker(n,k)

Parametreler
n - posint

k - posint

Tamm FireCracker komutu F, ; havai figek ¢izgeyi verir.
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Ornek

> T := FireCracker(4,6);
> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.42. FireCracker komutunun uygulanigt
3.8. Komut Adi: BananaTree

Komut BananaTree(n,k)

Parametreler
n - posint

k - posint
Tammm BananaTree komutu (n,k)-banana tree olugturur.

Ornek

> T := BananaTree(5,7);

> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.43. BananaTree komutunun uygulanist
3.9. Komut Adi: Caterpillar

Komut Caterpillar(n,k)

Parametreler
n - posint

k - posint
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Tanim Caterpillar komutu omurgasi k kdse noktali olan n kdse noktali rastgele bir

tirtil ¢izge olusturur.

Ornek

> T := Caterpillar(13,3);
> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.44. Caterpillar komutunun uygulanigi
3.10. Komut Adi: SemiPath

Komut SemiPath(n)
Parametreler n - posint

Tanim SemiPath komutu n yari-patikay1 olusturur.

Ornek

> T := SemiPath(7);
> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.45. SemiPath komutunun uygulanisi
3.11. Komut Adi: Comet

Komut Comet (n,r)

Parametreler
n - posint

r - posint

Tanim Comet komutu n kose noktali bir 7-kuyruklu yildiz olusturur.
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Ornek

> T := Comet(15,4);
> DrawGraph(T,style=spring);

Sekil 3.46. Comet komutunun uygulanigi
3.12. Komut Adi: Spider
Komut Spider(n,k)

Parametreler
n - posint

k - posint
Tanmmm Spider komutu n kose noktali k yaprakli bir 6riimcek olusturur.

Ornek

> T := Spider(10,12);
> DrawGraph(T,style=spring);

Sekil 3.47. Spider komutunun uygulanigt
3.13. Komut Adi: CayleyTree

Komut CayleyTree(n,r)

Parametreler
n - posint

r - posint

Tanmmm CayleyTree komutu n kdse noktali bir r—Cayley agaci olusturur.
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Ornek

> T := CayleyTree(14,15);
> DrawGraph (T) ;

Sekil 3.48. CayleyTree komutunun uygulanisi
3.14. Komut Adi: Tripod
Komut Tripod(n)

Parametreler

n - posint
Tanmmm Tripod komutu n kése noktali bir Tripod aga¢ olusturur.

Ornek

> T := Tripod(6);

> DrawGraph(T,style=spring) ;

Sekil 3.49. Tripod komutunun uygulanisi
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EK MAPLE KODLARI
3. kisimda verilen MAPLE kodlarinin rutinleri agsagidadir.

with(GraphTheory) :
Prufer2Tree := proc(P::1list)::Graph:
local i,n,u,e,V,T,E,S,W;

n := nops(P) + 2;
V := {seq(i,i=0..n-1)};
T := Graph(convert(V,list));
S := {0};
for i from 1 to n-2 do
W := V minus (S union {op(i..n-2,P)} );
u := min(W);
S := S union {u};
e := {P[i],u};
AddEdge (T,e) ;
od:
W := V minus S;
e := {W[1],0%};
AddEdge(T,e);
return T;
end proc:

Tree2Prufer := proc(T::Graph)::list;
local G,V,L,i;
if not IsTree(T) then

error "Argument is not a tree!";

end if;
L :=[];
G :=T;

V:=sort(Vertices(G));
while nops(V)>2 do
for i from 1 to nops(V) do
if Degree(G,V[i])=1 and V[i]<>0 then
L := [op(L), op(Neighbors(G,V[i])) ]:
G := DeleteVertex(G,V[i]);

break;
end if:
od:
V:=sort (Vertices(G));



od:

return L;

end proc:

RandomTree := proc(n::posint)::Graph;
local P;
P := RandomTools[Generate]

(list(integer (range=0..n-1) ,n-2));
return Prufer2Tree(P);

end proc:

GetTree := proc(n::posint,k::nonnegint) ::Graph;
local L,i,m;
if k>=n~(n-2) then
error
"second argument must be smaller than %1",n"~(n-2);
end if:
L := convert(k,base,n);
while ListTools[SelectFirst] (L)=0 do
L := [ op(2..nops(L),L) 1;
od:
for i from 1 to n-nops(L)-2 do
L:=[0,0p(1)];
od:
return Prufer2Tree(L);

end proc:

DoubleStar := proc(r::posint, s::posint)::Graph;
local P;
P := [seq(0,i=1..r),seq(1,i=1..8)];
return Prufer2Tree(P);

end proc:

Centipede := proc(n::posint)::Graph;
local P;
P := [seq(i,i=0..n-2),seq(n-i,i=1..n-1)];
return Prufer2Tree(P);

end proc:

FireCracker := proc(n::posint,k::posint)::Graph;

local P,i;



P := [1;
for i from 0 to n-1 do

P:= [op(P), seq(2#*n-i+1,j=1..k-2),i];

od;
P := [op(P),seq(i,i=n-2..1,-1)];
print(P);
return Prufer2Tree(P);
end proc:
BananaTree := proc(n::posint, k::posint)::Graph;

local P,i,j;
P:=[];
for i from 1 to n do
P:=[op(P),seq(i,j=1..k-1)1;
if i<>n then P := [op(P),0]; end if:
od:
return Prufer2Tree(P);

end proc:

Caterpillar := proc(n::posint,k::posint)::Graph;
local L1,L2,1;
L1 :
L2 :
return Prufer2Tree([op(L2),0p(L1)]);

combinat [randperm] ([seq(i,i=0..k-1)1);

RandomTools [Generate] (1ist (integer (range=0..k-1) ,n-k-2));

end proc:

Spider := proc(n::posint,k::posint)::Graph;
local P;
if n<k then
error "Number of leaves must be smaller than number of vertices";
end if;
P := combinat[randperm] ([seq(i,i=1..n-k-1),seq(0,i=1..k-1)]1);
return Prufer2Tree(P);

end proc:

SemiPath :=proc(n::posint)::Graph;
local P,k;
k := floor(n/2);
P := [seq(i,i=2..n-1)];
P[k] :=k;



return Prufer2Tree(P);

end proc:
Comet := proc(n::posint,r::posint)::Graph;
local P;

P:=[seq(r+1,i=1..n-r),seq(i,i=r-2..1,-1)]1;
return Prufer2Tree(P);

end proc:

Tripod := proc(n::posint)::Graph;
local P,L,i,j;
if n<4 then
error "Number of vertices must be greater than 3";
end if:
i:= RandomTools [Generate] (integer (range=0..n-1));
L:=[];
for j from O to n-1 do
if j<>i then L:=[op(L),jl; end if:
end do:
L:=combinat [randperm] (L) ;
P:=combinat [randperm] ([i,i,0p(l..n-4,1)]);
return Prufer2Tree(P);

end proc:

CayleyTree := proc(n::posint, k::posint)::Graph;
local P, K, L, A, A1, 1, i;
if n <= k then error

"second argument must be smaller than %1",n;
end if;
1:=(k*n-2*n+2)/(k-1);
if evalb(floor ((k*n-2*n+2)/(k-1))=1)

then

L := [seq(i, i =0 .. n-1)];

A := convert(Shuffle(Array (L)), list);
K := SelectFirst(n-1,A);

P := [seq(op(K), 1 .. k-1)]1;

A1 := Shuffle(Array(P));
P :

I

convert (A1, list);
else error "There is no such Cayley Tree!"; end if;
return Prufer2Tree(P);

end proc;
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