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KOZMOLOJIiK MODELLERDE TEDIRGEME VE FOTON JEODEZIGI

OZET

Kozmologlar bugiine degin modern kozmolojide iki nokta iizerinde durmuslardir. ilki
Evrenin gecirdigi tiim evrelerin agiklanmasi, ikincisi ise Evrenin ge¢misinin ne oldugu,
bugiinii ve geleceginde yapisinin ne olacagidir. Kozmolojinin son 30 yilda yasadigi hizli
degisim her iki noktada daha detayli cevaplarin ve sorularin bulunmasina neden olurken,
kozmolojinin ilk donemlerinde olugturdugu kiilliyatin iirtinii olarak ortaya ¢ikmugtir.

Einstein’in pek cok noktada yeni kulvarlar yarattig1 6ncii caligsmasi olan Genel Gorelilik
teorisinin ortaya ¢ikisinin iizerinden bir yiizy1l ge¢cmesinin ardindan kozmoloji genis
Olcekteki olgulardan, yliksek enerji fiziginin ilgilendigi noktalara kadar pek cok farkl
alana deginmis durumda. Ozellikle A.Guth’un 1981°de yayinladig1 ¢alisma yiiksek enerji
fizigi ile kozmoloji arasinda yeni bir bag kurarken, gelistirdigi enflasyon mekanizmasi
ile Evrenin ilk donemlerinde ortaya ¢ikan ve kozmologlarin uzunca bir siiredir ilgilendigi
ufuk problemi, ilksel tedirgeme vb... gibi sorunlara yenilik¢i bir ¢oziim getiriyordu [1].

Bu yenilik¢i ¢coziimle birlikte astrofizikcilerin ortaya koydugu Kozmik Mikrodalga Ard
alan Isimast (CMBR) olarak bilinen olgunun 6nemi daha cok artti. Sachs-Wolfe’un
1967 yilinda ortaya koydugu ¢oziimde CMBR’1n metrikte yasanan ilksel tedirgemelerin
ve Son Sacilma Yiizeyinden (LSS) gelen fotonlarin bilgisi ile yakindan ilgili oldugunu
ifade edilmisti. Sachs-Wolfe’un calismalarinda ortaya koydugu ve onun bir pargasi
olan Integrated Sachs Wolfe (ISW) etkisi olarak bilinen fiziksel etki, gozlemlerle de
uyumlu olarak modern kozmolojik modellerin sinanmasinda ve hangilerinin gegerli olup,
hangilerinin gecerli olmadig1 konusunda 6nemli bir arag olarak kullanilmaktadir. Bununla
birlikte ISW, modern kozmolojinin ortaya attifi ve bazi mekanizmalar1 ile olgulari
aciklamakta kullanilan alternatif gravite teorileri, karanlik enerjinin dogas1 vb.. gibi
olgular i¢in de dnemli bir kistas sunmaktadir.

Calismamizda odaklandigimiz alternatif gravite modellerinden olan f{R) teorisi, GR’da
olusturulan teorinin altyapisina dayanmakla birlikte ondan Onemli farki GR’da
Lagrangeyeni olusturan Ricci skalerinin rastgele bir fonskiyon olarak tanmitilmasidir.
Bununla birlikte, f{R) teorisi ivmelenerek genisleyen Evreni ve Evrenin yapisini ortaya
koymak i¢in 6nemli bir kaynak saglarken, genis Olcekteki yapilarda zayif gravitasyonel
mercekleme ya da ge¢ zaman ISW etkilerinde gozlemlenebilmektedir [2]. ISW etkisi f{R)
teorisini de sinirlandirmak agisindan da 6nemli kaynaklar saglamaktadir.

Calismamizin ikinci boliimde genel kozmolojinin tarihsel gelisimine uygun bir sunum
yapilirken, iiclincii boliimde metrik tedirgemelere bir giris tizerinde duruldu. Dordiincii
boliimde bu tedirgemelerin fiziksel sonucu olan Sachs-Wolfe etkisi iizerinde durulurken,
besinci boliimde f{R) teorisine bir girig yapildi.

Calismamizda foton jeodezigi, metrik tedirgeme ve bunlarin fiziksel gozlemlerine ait
sonuglar iizerinde literatiir taramasi gergeklestirildi. Alternatif gravite modellerinin
Sachs-Wolfe ve Integrated Sachs Wolfe gibi etkilerin fotonlarin izi oldugu kanisi tizerinde
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durduk. Tleriki ¢alismalarimizda yakin bir gelecekte bu alternatif modellerin etkileri
tizerinin sayisal analizleri lizerinde duracagiz.
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PERTURBATIONS AND PHOTON GEODESIC ON COSMOLOGIC MODELS

SUMMARY

Cosmologists have been dealing with two points since the beginning of the modern
cosmology area. One point is trying to describe the evolution of the universe and the
other point is to find out the past, today and the future of the universe. Evolution of
cosmology has been focused on to figure out detailed answers of these questions and to
guess the final fate of the universe. These new aspects have been based on cumulative
corpus of modern cosmology. Although there are many differences, new aspects are the
product of old fashioned cosmology.

After a hundred years of Einstein’s relativity theory, cosmology have been focused on
many ranges such as large scale structures or high energy physics. In 1981, A. Guth
pointed out the relation between high energy physics and cosmology.

The wide ranged work clarified that the inflation mechanism of Guth’s trying to give a
great aspect to solve flatness, horizon and initial perturbation problems [1]. Furthermore,
importance of the Cosmic Microwave Background Radiation which is discoverd in 1964,
have been rised up after this progressive work of Guth’s.

Consequences of perturbations on metric have a significant role on explanation of
Cosmic Microwave Background Radiation (CMBR).In the "old-fashioned cosmology"
Friedmann-Robertson Walker metric is considered unperturbatively.

Unperturbed universe can not produce a physical phenomena such as CMBR. On the
other hand, primordial gravitational fluctuations could not be occured. Thus, metric
perturbations are necessary for modern cosmology and consequences of observations
which are made by astro-physicists.

Moreover, the theoretical products of Sachs-Wolfe works have revealed the secret of
CMBR and have associated the knowledge of photons, which are coming from the last
scattering surface (LSS), with gravitational potential in 1967. This theory have been based
on calculation of photons’ geodesic with perturbed Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
metric. R.Sachs and A.M Wolfe predicted,which are the fluctuations over temperature
over large scale structure in order of 1072 .

These effect can be observed by frequency shifts of light or Doppler effect and the
observations provide some information of gravitational fields. Furthermore, the part
of Sachs-Wolfe study, provides new aspects such as examination and also validation
of alternative gravitational theories or the nature of dark energy. This effect called up
Integrated Sachs-Wolfe (ISW) effect.

Integrated Sachs Wolfe effect is based on a unique mechanism which depends on the
evolution of gravitational potential with respect to time derivative. Cosmic Microwave
Background Radiation photons comoving from LSS pass on through time dependent
gravitational potential. It was proven that, photons gain or lost their energy by
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the gravitational potential wells or peaks. The integration of time derivative of the
gravitational potential can be measured and observable today.

In matter dominated Universe, the gravitational potential is static. Thus, Integrated
Sachs-Wolfe effect has to be vanished in matter dominated universe. This result of ISW
effect triggers a new result. ISW effect must be observed on radiation dominated universe
or dark energy-curvature dominated universe. Thus, ISW effect provides a great probe for
understanding accelerating expansion of the Universe [2].

In GR, theory has a significant imprint on large scale structures which is scale independent
density growth factor at sub horizon scale [2]. On the other hand, alternative gravity
models, which introduce arbitrary function with respect to Ricci scalar on Lagrangian,
provides scale dependent due to nature of itself.

These unique features of modified gravity, provide answers to the large scale structures
and have been observed on some physical phenomenon such as galaxy clusters or late
ISW effect. Some theoretical physicists predicted that f{R) theories can be observed and
produce by observable early time ISW effect.

In our thesis we focus on metric perturbations with respect to gravitational potential.
These gravitational fluctuations cause an external effect on physical phenomenon which
are related with metric perturbations. Then we study on photon geodesies in perturbed
space.Finally, we examine metric perturbations in f{R)gravity as an example of alternative
gravity theories, which are candidate to explanation of dark energy and also nature of dark
matter.

In section one, we give some basic definitons our work and describe how modern
cosmology models have motivated. In section two, we describe the physical interpretation
of unperturbed, expanded Universe. Also, second section has description about how
"old-fashioned Cosmology" has begun and how the Einstein-Hilbert action has a physical
role.

The physical meaning of variation of action gives the field equations of gravity.
Historically these equations are called Einstein field equations. Furthermore, in the
second part of our work, we give the perfect fluid solution of the Einstein field equation,
in the flat De-Sitter space which are called Friedmann equations.

In the third part of our work, we tried to give an introduction the metric perturbations. We
describe perturbed FRW metric and its physical interpretations. Besides, in this section
we try to understand how we transform the coordinates and how these transformations
have gauge-freedom. Although, we do not describe it detailed way, we choose Newtonian
gauge and we focus on consequences of this gauge.

Fourth part contains the physical interpretation of perturbed universe and consequences
of itself. These consequences are called Integrated Sachs Wolfe effect and it derived from
photons geodesic equation, which are coming from LSS.

Last part of our thesis contains alternative gravitational model. We introduce how action
changes in modified gravity and also change of field equations. Furthermore, we examine
to understand how potential fields act on composition of Universe, which is a new type of
Poisson equation. Moreover, we have to give an answer to how ISW effect related with
J(R) theory and how it can validate the other theories.

Also the last part of the thesis examine f{R) theory with General Relativity. These theory
contains the generalizing the Einstein-Hilbert action and gives the answer about how the
gravitational fields act with R.
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Also we show that ISW effect has a same meaning in f(R) theory except it is act with
modified R, which also gives an answer to generalize the action. Generalizing of the R
action has a significant meaning and has physical role.

The results of the thesis also contains how the alternative gravity models can be
reproduced. The relation between these effects are constraining the limits of alternative
gravity models. Numerical methods shows that the limitation of the alternative gravity
models, such as f{R)theory. Also, these results are pointing out the evidence of dark
energy.

In this thesis we review photon geodesies, metric perturbations and their observable
results. Since alternative gravity theories may have imprints on the photons geodesics,
such as Sachs- Wolfe and Integrated Sachs-Wolfe effect, we will study effects of
alternative models on these effects in near future.
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1. GIRIS

Kozmolojinin son 30 yildaki de8isimi, daha onceki bilgi birikimi ile kiyaslandiginda,
oldukca yeni kanallar agcmis ve farkli problemleri de yaninda getirmistir. Kozmoloji
biliminin GR teorisinin yola ¢ikig1 ile birlikte amilan geg¢misi, 1980’lerde yeni bir
evreye girmis durumda. Kozmologlarin bilyiik problemlerinden biri olan ufuk(horizon),
diizliik(flatness), ilksel tedirgeme gibi problemler enflasyon mekanizmasi ile bir takim
aciklamalar getirilmis oldu. A.Guth’un 1981°de yiiriittiigii calismada yiiksek enerji fizigi

ile kozmoloji arasinda yeni bir koprii insa ediyordu [3].

Bununla birlikte Biiyiik patlamanin ilk evrelerinde yasanan tedirgemelerin bir takim
etkileri daha oOnceki gozlemlerle agiklanmisti. Kozmik mikrodalga ardalan igimasi
(CMBR) 1964 yilindaki kesfiyle birlikte, metrik tedirgemenin fiziksel etkilerinin neler
oldugu arastirilmaya baslandi [4] [5].Sachs-Wolfe ortaya koyduklart model ile CMBR’da
anizotropinin varligin1 modellerken, bu anizotropik modelin kozmolojik modelleri ve
karanlik enerji tiirlinden agiklanamayan fenomenleri kisitladigini da isaret etmis oldular.
Bu 6nemli ag¢ilim, modern kozmolojik modellerin 6ngordiigii ve f{R) benzeri alternatif
gravite modelleri ile desteklenen teoriler icin cok 6nemli bir aracin da varligini saglamis

oldu.

Tarihsel gelisim acisindan farkli evrelerde ©Ongoriilen Friedmann-Robertson-Walker
metrigine ulagsma ile evrenin gelisim seyrini agiklayan modeller bugiin enflasyon
mekanizmasinin tarifledigi bir bicimde birlesirken, Biiyiik Patlama’nin icerdigi evrelerin
ozellikleri de giderek daha fazla desifre olmaktadir. Bununla birlikte giiniimiizde
gerek gozlemsel, gerekse de teorik calismalarin ortaya koydugu gerceklerde tarihsel
gelisim seyri igerisinde ortaya atilan bir dizi teori elenmis olup, giiniimiizde geliskin
bagka mekanizmalar bu daha karmagik resmi agiklamak i¢in kullanilmaktadir. Karanlik
enerjinin giiniimiizde giderek hizlanarak genisleyen evrenin, bu hizlanmasim tetikleyen
neden olarak goriildiigii kozmolojide, f{(R) teorisi bu durum i¢in dnemli bir agiklayicilik
getiriyor. Bununla birlikte farklt modellerin devreye girdigi anda ise Integrated Sachs
Wolfe (ISW) olarak bilinen test aract bu modellere iyi bir sinirlama getirmektedir [2].

Gene karanlik madde, f{R) teorisinin bir bagka goriiniimii olarak ifade edilebilir.



Calismamizin ikinci bolimiinde genel hatlart ile diiz uzayda alan denklemleri
incelenirken, ii¢lincii boliim ile birlikte tedirgenmis bir metrikte biiyiikliiklerin ne dlciide
degistigi incelenmigtir. Dordiincii boliimde tedirgenmis metrigin fiziksel sonuclari
tizerinde durulurken, 5.boliimde f{R) teorisine bir giris yapilmistir. f{R) teorisinin ISW

ile etkisi, nasil sinirlandirilacagi ise calismamizin ileriki asamasinda verilecektir.



2. DUZ UZAYDA ALAN DENKLEMI VE FRIEDMANN DENKLEMLERI

2.1 Eylem ve Einstein Alan Denklemi

Bugiine degin kozmolojinin baslangi¢c noktalarindan bir tanesi 1929 yilinda Edwin
Hubble’1n gozlemsel sonuglari olarak ele alinsa da, esasen Einstein’1n, ilk biiyiik birlesme
kurami1 olarak da adlandirilan, 1915 yilinda yayimladigi GR c¢alismalar iizerine bina
edilmistir. Ote yandan Einstein, bu calismasi ile genel bir yaklasim 6ne siirerken
inceledigi ve ortaya koydugu nokta ise metrik tensor alan i¢in ikinci dereceden bir

diferansiyel denklem takimiydi [6].

Bu oncii calismayla birlikte agilan kulvarda pek cok farkli yaklagim sunulmus; ancak
kozmologlarin ortaklastig1 bir nokta ise Evren’in biiyiik 6l¢eklerde homojen ve izotropik
olmasidir, bu izotropi ve homojenlik ise 6lcegin 100 Mpc’den daha biiyiik oldugu
noktalarda saglanmaktadir [1]. Mevcut durumda Evren’in her noktasi ¢esitli yapilardan,
yildiz kiimeleri, galaksiler veya galaksi kiimeleri gibi, Otiiri homojen olmadigi
iyi bilinmektedir.Ancak Olcek biiyiidilkce homojen, izotropik davranis netlesmekte
ve Evren’in igerigi miikemmel bir akiskan olarak kinematik ve dinamik ozellikler

gostermektedir.

Evren’in mevcut yapisini incelemeden once hem tarihsel gelisime uygun olmasi
acisindan, hem de daha temel olan bir noktadan baslamak gerekiyor. Bunun i¢in dnce
hareketin tanimlanmas1 ve bu hareketin yasalarinin ortaya konulmasi gerekli. Klasik
mekanikte oldugu gibi en basit cinsten bir Lagrangian alinir ve bunun "eylemi" tariflenirse

asagidaki sekilde bir model ortaya cikar:

S(¢) = [ Lo (R+L)lv=gd*s. @

Buradaki eylem, Einstein-Hilbert eylemi olarak tanimlanir ve hareketin denklemi eylemin
metrikle olan bagindan tiiremis olmas1 gerekir [6]. Eylemin varyasyonu sifira esitlenirse

ve denklem (2.1) diizenlenirse sdyle olur:

Ixk— 2 7
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Burada, Riemann egriligi ve Ricci tensorii varyasyon olmadan soyledir:
Ry =Tou—Thow+ 10, — 5, Tis 2.3)
Ruy=T%, 4 —T%, ,+T ﬁrﬁ %
Ricci tensoril varyasyon altinda soyle bir icerie sahip olur:

SRuy = 8T, o — 8T, \ + 8T %, + T80, — ST% T he —T%8 ke, (2.4)

Ricci tensoriiniin bu doniisiimii denklem (2.2)’de bulunan dR’yi bulmak i¢in yazilmistir.

Ricci skaleri, Ricci tensorii ile olduguna gore asagidaki gibi yazilmalidir:
6R: S(Ruvg'uv) — SR“vg“v+Ruv6guv. (2.5)

Ricci tensorii iki farkli Christoffel semboliiniin kovaryant tiirevlerinin farki olarak

yazilabilir. Bu fark soyle yazilabilir:
SRGuy = V(8T s) — Vy(810). (2.6)
Denklem (2.5) her iki taraftan \/—g ile carpilirsa su hale gelir:
V—80R =Ry, 6g""\/—¢. 2.7

Bu denklem (2.2)’nin ilk terimin ¢oziimiiydii. Ikinci terimin ¢6ziimii icin ise basit bir

esitlikten yararlanmak gerekiyor. Bu esitligi soyle ifade edecek olursak:

Tr(InM) = IndetM (2.8)
_ S(detM)
V- SM)) —
Tr( oM)) = detM

Bu durumda M = g"V olarak ele alinirsa §g~! denklem (2.8)’den yola cikilarak sdyle

yazilabilir:

SuvO8uv _ 5.1 (2.9)
g

Denklem (2.9)’un sonucundan yola ¢ikarak 6./—g nasil bir doniisiime sahip olacagini

ifade edersek:

vV _8guv5g/,tv
0y/—g=—"-""—". 2.10
g > (2.10)
Boylece denklem (2.8), (2.9) ve (2.2) birlikte kullanilirsa, alan denklemi elde edilmis olur:
1

ve seklinde ifade edilir. Buradaki alan denklemi kozmolojik sabit icermemektedir ve

eyleme A eklenirse Einstein alan denklemini vermektedir [7].



2.2 FRW Metrigi ve Friedmann Denklemleri

2.1 boliimiinde ortaya koyulan Einstein alan denklemleri, Einstein’in kendi 6ngoriisiine
gore statik bir evreni temel alirken, Hubble’in 1929 yilindaki gozlemsel sonuglar statik
olmayan bir evren modelinin miimkiin olabilecegini 6ngordii. Elbette bu gozlemsel
verinin haricinde, Friedmann-Robertson-Walker metrigi, Lemaitre de dahil olmak
izere, statik olmayan evrenin altyapisimi ortaya koydu. Uzaysal olarak genisleyen

Robertson-Walker metrigi, soyle ifade edebiliriz:
ds* = —dt* +a*(t)dx'dx;8;; (2.12)

Burada a(r) ol¢ek faktorii olarak uzaysal kismin ayni oranla genigledigini ya da
daraldigim1 vermektedir. Bu uzay her dogrultuda zamana baglh olarak ayn faktorle
degistigi i¢in izotropiktir. Denklem (2.11)’in 00 ve ij bilesenleri, farkli tipte denklemler
verecektir. Bunun i¢in denklem (2.11)’in ic¢indeki elemanlarin karsiliklarini bulmak
gerekiyor. Ricci skaleri i¢in, Ricci tensoriinii ve Ricci tensorii icin ise Christoffel
semboliinii bulacak olursak, denklem daha agik bir bi¢cimde yazilabilir. Christoffel

semboliiniin genel ifadesi sOyledir:

1
Fﬁv = Eg‘m(guo,v +8vou— gpv,o)- (2.13)

Bu denklik kullanilarak FRW metrigine ait Ricci tensorleri yazilacak olursa:

3d

Roo = - (2.149)
Rij = (ai+2d*)(1+7*(14sin@)) (2.15)
Ricci skaleri ise
Ry = g"“Ray (2.16)
R = Ry = @ (2.17)
seklinde ifade edilir. Bu denklemlerde i% olarak tanimlanmistir. Bu noktadan itibaren

enerji-momentum tensoriiniin nasil oldugunu ifade etmek gerekiyor. Enerji-momentum

tensorii, miikemmel bir akigkan 6zellik gosteren bir yapi i¢in soyle ifade edilir:

Tuv = (Pm+ Pm)uytty + guv Pm- (2.18)

Enerji-momentum tensoriinde p,, maddenin enerji yogunlugunu, p,, basinci, uy, dort hizi

vermektedir. O halde enerji-momentum tensoriiniin 00 bilegseni yazilirsa:

Too = pmSij (2.19)



Enerji momentum tensoriinii bu sekilde ifade ettikten sonra, denklem (2.11)’in 00 bileseni
(2?2 = kpy, (2.20)
a
olur. Bu 1.tip Friedmann denklemidir. Denklem(2.11)’in ij bileseni yazilirsa, denklem

K
(=)=- 0} [Pm + Pm6ij] (2.21)

seklinde olur. Boylece 2.tip Friedmann denklemi de elde edilmis olur. Bu noktada
H= g olarak tanimlanir ve Hubble parametresidir [6]. Her iki denkleme ayni1 zamanda

ivmelenme denklemleri ad1 da verilir [8].

2.3 Enerji-Momentum Tensoriiniin Korunumu

Genel olarak GR’de enerji-momentum tensorii incelendiginde, bu tensoriin korunumu
esas almir. FEinstein denklemleri (2.11) genel olarak kovaryant oldugu icin ¢oziimiin
de kovaryant olmasi beklenir.(2.12) uzayr (2.11) denklemlerinin sol kisminin ¢éziimii
oldugu icin sag kisminin da kovaryant tiirevi sifir olan bir biiytikliige esit olmasi gerekir.

Enerji-momentum tensoriiniin korunumu soyle ifade edilir:

Ty =Ty +Tou T =T, Ty =0. (2.22)

Bu denklemde p = 0 olarak yazarsak denklem (2.18)’deki ifadeleri kullanirsak

TOYV — TOVV + F&\/Toa — ngTua — O (2.23)

Pm +3H (pm + pm) =0 (2.24)

Genel olarak denklem (2.24) ile siireklilik denklemi bulunmusg olur. Ancak diger yandan
evrenin o andaki bilesenlerinin ne oldugu ¢ok 6nemlidir. Ornegin kizila kaymanin 3600
civarinda oldugu ana kadar radyasyon baskin bir evrende denklem (2.24)’un verecegi
sonuglar ile tekrar birlesme (re-combination) aninin sona erdigi kizila kaymanin 1100
oldugu ana kadar gecen siirede madde baskin bir evrendeki sonuglar birbiriyle farkli
olacaktir. Bununla birlikte enerjinin kaybr ile ilgili bekledigimiz sonuglar denklem
(2.24)’un verecekleri ile son derece uyumludur. Eger enerji yogunlugu ile basing arasinda

sOyle bir bag kurulursa:
p=p (2.25)
denklem (2.24) sOyle olacaktir:

p=—3Hp(l+w) (2.26)



Bununla birlikte yalmizca madde baskin bir evrende, denklem(2.24) soyle ifade

edilecektir:

pmatter + 3H(pmatter) =0. (2'27)

Ote yandan radyasyon baskin bir evrede ise denklem (2.24) biraz daha farkli olacaktir:

prad + 4Hprad =0 (2.28)

Bunun acik sebebi ise radyasyon baskin bir evrende, basinca p,qq = 2 %4 "luk bir katkinin

gelmesidir.(2.27) ve (2.28) denklemlerinden:

Prad _ sy 34 (2.29)
Prad a

Burada radyasyon basinci zamana bagh olarak bulunur. Elde ettigimiz uzay izotrop ve

homojen bir uzaydir.






3. METRIK TEDIRGEME

3.1 Giris

Evrenin ilk donemlerinde tanimlanan kiiciik homojenite farkliliklari temel olarak
gozlemsel veriler sonucunda bulunmus olup, temel alinan veriler mevcut metrik
tizerindeki kiiciik degisimlerdir [9]. Geometride olusan bu farkliliklar esasen mevcut
metrik iizerine verilen kiigiik pertiirbasyonlar olup, metrik pertiirbasyonlar bashigi altinda

incelenecektir.

Biiyiik oOlceklerde GR’de FRW metrigi iizerinde c¢alisildigr iyi bilinen bir gercektir.
FRW metrigi lizerinde yapilan kiiciik degisimler ard alandaki temel verilerin degisimine

sebebiyet verecektir. FRW metrigi konformal tipte yazilirsa su sekilde ifade edilir:
ds* = a®(n)(—dn? + gijdx'dx’), (3.1)
konformal zaman 7 ile komoving zaman koordinati ¢ arasinda
a(n)dn =dt 3.2)

bagintis1 vardir.
Metrige birinci mertebeden lineer ( dogrusal) bir tedirgeme eklersek, uzunluk elemani

asagidaki sekilde yazilabilir
ds* = (Zuy + guv)dx"dx”, 3.3)

guv (3.3) denkleminde ard alan metrigidini temsil eder. Bundan sonra tanimlanmasi
gereken gy, ile tedirgenmis metrik olan g, arasindaki iligkinin mevcut metrigi
nasil degistirecei ve bunlarin nasil yorumlanacagidir. Bu durumda tedirgemelerin

tanimlanmasi ve ayrimi gerekmektedir.

3.2 Metrik Tedirgemelerin Tammmlanmasi

Metrik pertiirbasyonlarin tanimlanmasi etkilerin skaler mi, vektorel mi, yoksa tensorel mi
olduguna gore yapilir. En genel haliyle metrik her yonde lineer olarak tedirgenirse (3.1)

metrigi su sekilde ifade edilir:



ds* = a*(n){—(1+24)dn* - 2B;dndx' + ((1 —2D&;;) + 2E;;)dx'dx’ } (3.4)

Metrigin kendisi boylece skaler, vektorel ve tensorel modlara indirgenebilir hale gelir.
Burada A ve D skaler, B; vektorel ve E;; ise tensorel kismi temsil etmektedir. Esasen
tedirgemelerin bu bi¢cimde yazilabilmeli saglayan sey; Helmholtz indirgemesi ad1 verilen
yontemdir. Helmholtz’un bu teorimine gore vektorel ifade diverjansina ve rotasyoneline
gore yazilabilir. Mevcut vektor alan1 3 boyutta diverjans ve vektoriine gore yazildiginda

su sekilde ifade edilir:
V=vVp+V+t (3.5)

Aym gekilde izi sifir olan bir E;; tensorii i¢in de uygulandiginda durum su gekilde ifade

edilecektir:

Eij=E}+E}+E], (3.6)

Skaler, vektorel ve tensorel parcalar ise su sekilde ifade edilir:

&kdjdEy =0, 00;E); =0, JE]=0 3.7)

Boylece elde edilen denklemle, (3.6), skaler ve vektorel parca ile bag bulunur. Skaler ve

vektorel parcalar su sekilde ifade edilebilir:

E} = (29— 385,

EY = S (F; +3iF),  Fi =0 (33)

E bir skaler ve F; ise bir vektordiir.

Denklem (3.3)’te ard alan ve tedirgenmis metrik ifadeleri belirtilmisti. Tedirgenmis

metrik, skaler, vektorel ve tensorel parcalara ayrilirsa soyle ifade edilir:
guv :g_s‘uv +g_vuv ‘f‘é;t,uv (3-9)

Simdi metrigin 00 bileseni ile ilgilenelim. 00 bileseni olan kisim bir skaler ve burada
ifade edilen A bir skaler ifadeye sahiptir. Metrigin uzay ve zaman kisimlarinin karigik

kisma odaklanacak olursak B; bileseninin bir vektor oldugunu goriiriiriiz. Bu durumda ise
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ifadeyi daha Once yaptigimiz gibi skaler ve vektor kisma indirgemek gerekecek. Ancak
buradaki vektor kisim diverjansi sifir oldugu i¢in diisiiriilebilir. O halde vektor ifadesi su

sekilde yazilabilir:
B;=—0J;B (3.10)

Bu durumda ard alan metrigine eklenen metrigin skaler pargasi belirlenmis olur.

Tedirgenmis kismin metrigi soyle ifade edilir:

L, (A B,
Cuy =) ( Bi  2(-(D+3VE)§; +E,,~_,-)> G

Skaler kismini bu sekilde yazabilecegimiz metrigin vektorel kismi ise asagidaki gibi ifade

edilir:

v _ 2 0 _Si
guy =a’(n) (_Si —(E-,,~+F,~,-)) (3.12)

Tensorel kismi ifade etmek ise daha kolaydir, ciinkii sadece metrikte ifade edilen E;

kismini icerir. O halde tedirgenmis metrigin tensorel kismi su olur:
- 0 O
Ly =at ( ) (3.13)
8 uv (n) 0 El?j"_

Tedirgenmis metrigin her bir parcasinin fiziksel olarak bir karsilig1 bulunmaktadir. A,B,D
ve E ile karakterize edilen kisimlar skaler parcalar1 olusturmaktadir. Skaler parcalar en
onemli kisimlar olugturmaktadir, ¢iinkii gravitasyonel dengesizligi doguran kisim burasi
oldugu i¢in, evrenin yapisini olusturan kismi en cok skaler kisim etkilemigtir [1]. S;
ve F; kisimlart ise vektorel kisimlardir ve tipki Newtonyen teoride oldugu gibi hizlica
kaybolurlar. Bu yiizden onemleri yoktur. Tensorel dalgalanmalar ise gravitasyonel

dalgay1 karakterize eder.

3.3 Newtonyen Ayar Doniisiimii Altinda Skaler Tedirgeme

Tiim tedirgemeler esas olarak ayar doniisiimleri altinda ayni kalmasi gerekir ve
bu nedenle skaler moda uyumlu bir ayar doniisiimiiniin se¢cimi ¢esitli olgularin
aciklamasinda isi kolaylastiracaktir. Newtonyen ayar doniisiimii boylesi bir dogaya
sahiptir; ciinkii Newtonyen ayar doniisiimiinde tedirgenmis metriin ¢apraz olmayan
terimlerleri rahatlikla elimine olurlar [10]. Bu durumda yazilmasi gereken metrik soyle

ifade edilir:

ds* = a(n)?[—(1+2¥)dn? + (1 +2®)§;;dx’ dx] (3.14)
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Denklem (3.14) Newtonyen doniisiim altinda yazilmis skaler elemanlara sahip bir
metriktir. Bu metrigi baz olarak yazilacak Christoffel sembolleri ya da Ricci skalerleri
ard alan metriginden gelen kisimlar ile tedirgenmis kisimlart icerecektir. Daha acik
ifade ile soylenecek olursa ard alan kisminda kalan ifadeler FRW metriginin konformal
doniisiimler altindaki kisimlarim igerecektir. Chrisoffel sembolii asagidaki sekilde ifade

edilebilir;
rh, =T%, +T,(b) (3.15)

Ik terim tedirgenmis ifadeyi, ikinci terim ise ardalan metriginden gelen ifadeyi
icermektedir. (2.13) denkleminden Christoffel sembolleri yazilacak olursa, semboller

sOyle ifade edilir:

1

T = H+Y  To=0; I,=26—20(—2+¥)—d[5; (3.16)

F60 = ¢; 6j = (%”6; —|—CI)5]’ ;d = (CI)[5]§ —|—(I)7k61i) — (137,'5](1

)

Burada 77 = aH olarak ifade edilmektedir. Bir bagka sekilde ifade edilirse Hubble
sabitinin konformal olarak yazilmasidir. Burada bulunan Christoffel sembollerinin ilk
terimleri (3.15) denkleminde bulunan ard alan metriginin, FRW metrigi, Christoffel
sembollerini icermektedir. Diger ifadeler ise metrigin tedirgenmis kismindan gelmektedir.
O halde Ricci tensorii de aym sekilde tedirgenmis ve ardalan metriginden dogan Ricci

tensoriiniin toplami olarak yazilmalidir. Bagka bir sekilde ifade edilirse:
Ricci tensorii denklem (2.3)’e konulursa elde edilecek tensorler ise soyle ifade edilirler:

Ry = -3 +3D-—VW137(d-W) (3.18)

=
=
I

2(d—HP)
Rij = (A +2/7)§;
+ [P+ V2D (W +5D) — (2 +4°) (D — )]
+ (P+Y¥)
Ricci tensoriinden sonra Ricci skalerini bulmak gerekiyor. Ricci skaleri ise Ricci
tensoriiniin bu formatindan elde etmek miimkiin. Bununla birlikte tensoriin indislerini

yukari kaldirmak istersek elde edilecek denklem soyle olur:

Ry = Ruv(b) —f—g,uvRuv(b) —f'guvRav (3.19)
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Boylece elde edilen tensorler Ricci skalerini bulmak i¢in kullanilir. Ricci skaleri asagidaki

esitlikle saglanir.
R = R)+R! (3.20)
Bu esitlikle elde edilecek Ricci skaleri ise asagidaki gibidir:

R = 6a *(AH+.47) (3.21)
+ a 6P +2V2(2W¥ — ®) — 6.5(D + 3W) — 12(H + A7) D)

Boylece elde edilecek denklemlerle enerji momentum tensorii artik bulunabilir.

Enerji-momentum tensorii asagidaki gibi tanimlanirsa
(Total) T} =T} + T} (3.22)

Ik terim ard alan enerji momentum tensoriinii icerir, ikinci terim ise tedirgenmis kismi.
Boylece genel Einstein alan denklemlerinden enerji-momentum tensorleri elde edilmis

olur.
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4. FOTON JEODEZIiGI VE INTEGRATED SACHS-WOLFE ETKISI

4.1 4-Hiz Vektorii ve Enerji

Daha 6nceki boliimlerde pertiirbe edilmemis FRW uzayinda Einstein-Hilber eylemi icin,R
eylemi, bulmus ve tedirgenmis uzay i¢in enerji-momentum tensoriiniin icerigini genel
halini bulmugstuk. Bu boliim i¢in ilk baglangic noktasi ise 4-hiz vektorii ile onunla
iligkili enerji olacaktir. Daha sonraki adim ise bu uzayda foton gibi bir parcacagin
kinematigini incelemek olacak. Incelenen bu kinematigin daha sonra Sachs-Wolfe
etkisine tekabiil edecegini gosterecegiz. Burada incelenecek metrik denklem (3.4) ile
ifade edilen metriktir. Tek degisiklik ise A = &, D = ¥ seklinde Newtonyen ayarda
kolaylik olmasi icin yapilacaktir.

Uzay-zaman bileseni tedirgenmemis ve izotropik oldugunda u, = %(1,0,0,0) seklinde
ifade edilir. u,ut = —1 sart1 gecerli olduguna gore u* = a(—1,0,0,0) seklinde yazilir.
Bu kisim tedirgenmemis kisimdir. Tedirgenmis kisim ise i seklinde tanimlanirsa ve az
once kullandigimiz kovaryant ve kontravaryant elemanlarin ¢arpiminin -1 olma sartini

yinelersek denklem su hale gelir:

i goo + i gip = —1 4.1)
1
-0
=—(1-o
W=~ (1-9)
iy ise asagidaki gibidir:
1+
o= — 4.2)
a

Gene ayn sekilde i; ise asagidaki gibi olur:

_ 1

up = 5 (aiB + V,') 4.3)
Bu denklemde v; agisal hizi ifade etmektedir. Elbette burada bulunan ve genel metrikten
gelen B ifadesinin bulunmasi tartisilabilir. Eger Newtonyen ayar altinda bakacaksak

bu ifadenin sifira esit olmasi beklenmelidir. Genel bir tedirgenmis metrikte, FRW

metrigini ele aliyoruz elbette, B’de ayrica bulunacagi i¢in 4-hi1z vektorii icinde sayilabilir.
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Newtonyen ayar altindaki limitler altinda bulunacak 4-hiz vektorii ile denklem (4.3)’te

bulunan ifade uyumludur.

Bu noktadan itibaren ise genel enerji ile ilgilenmemiz Sachs-Wolfe etkisini anlamak i¢in
dogru olacaktir. Genel enerji ifadesi, tedirgenmemis kismiyla ilginecegiz ilk olarak, bir

foton i¢in soyle yazilabilir:
E = —guvu“kv 4.4)

Burada neden dort hiz vektoriiniin diger bileseninin k ile belirtildigi merak edilebilir. Bu
sorunun cevabi ise oldukga aciktir; burada ele aldigimiz parcacik bir fotondur ve dalga
vektoriinii yazmamiz gerekir. Dolayisiyla foton i¢in enerji ifadesi dalga ve hiz vektorleri
ile yazilabilecek bir set halinde bulunur. Bu durumda 00 bilesenleri ile elde edilecek enerji
ifadesini bulmak gerekiyor. Bunu E¢ olarak nitelendirelecektir.Eg i¢in ise k’nin sifirinci

bilesenini bulmak gerekiyor. O halde k i¢in jeodezik denklemine bakacagiz.

Jeodezik denklemi Euler-Lagrange hareket denklemini gosteren bir denklemdir [7].

Jeodezik denklemi asagidaki gibidir:

dk*
T Iy, kYK =0 4.5)

Sifirmer bilesenini aldiimiz zaman denklemin Christoffel sembolleri icin denklem
(3.16)’da bulunan denklemlerin tedirgenmemis, ard alan, kisimlarini kullanacagiz.

Boylece elde edilecek denklem soyle olur:

k' d
Tt 2;(1{0)2 =0 (4.6)

Denklem (4.6)’da ' = % olarak tanimlanmistir.Bu denklemde yazilmis olan dk n
cinsinden oldugu i¢in, 7 ile A arasindaki diferansiyel baginti kullanilmasi gerekir. Uygun
bagintilar kullanilirsa ve zincir kurali uygulanirsa denklem su ifadeye doniisiir:

dK°
70

/
— 2% 4.7)
a

O halde £° bulunmus olur. k° su sekilde yazilir:

CO
K== (4.8)
a
k' icinde benzer yol izlenirse bulunacak ifade soyledir:
. cO .
kK'=—(=)e 4.9
(5)e 49)
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Burada ifade edilen ¢’ ii¢ vektor olup, ‘dl—f{ = 0 seklinde tammlanmustir. x’ ise benzer sekilde

hesaplanirsa asagidaki gibi olur:
X' =e'(n—mn)+xi (4.10)

Bu denklemdeki ikinci ifade ilk andaki noktay1 ifade etmektedir. O halde denklem (4.4)

kullanilirsa su ifade elde edilir:

(4.11)

elde edilir. Bu elde edilen enerji denklemi tedirgenmenin olmadig1 evrende foton baskin

durumda sicakligin zamana baglh degisimini anlatan ifadedir [9].

4.2 Integrated Sachs-Wolfe Etkisi

4.Boliimde elde ettigimiz denklemler 6zl itibariyle tedirgemenin bulunmadigi bir evrende
enerjinin zaman i¢indeki degisimine odaklanmisti. Bununla birlikte Newtonyen bir
ayar doniisimii altinda foton jeodezigi ile ilgilenmistik. Bu durumun tedirgenmis
bir uzay-zaman igerisinde tekrar edecek olursa ortaya yeni bir fenomen cikacaktir.
Uzay-zaman igerisinde dogacak kiiciik homojen olmayan durumlar evrenin ilksel
anlart i¢in ortaya c¢ikmis gozlemsel bir olgudur [9]. Bununla birlikte bu gozlemsel
olgunun fiziksel karsili81, uzay-zamanda acisal anlamda yasanan anizotropik durumlarla
iligkilidir. Dolayisiyla 1967 yilinda Sachs ve Wolfe’un ortaya attigi iddia bu durumla
iligkilidir. ~ Sachs-Wolfe 1967 yilinda yazdiklari makalede, erken donemde evren
icerisinde yasanacak kiiciik dalgalanmalarin agisal varyasyonlar1 enerji, dolayisiyla
sicaklikta, belirli degisikliklere karsilik gelecektir [4]. Bu durumun kendisi daha sonra

Sachs-Wolfe etkisi olarak adlandirilacaktir.

Burada dikkatli olunmasi1 gereken bir nokta bulunmaktadir. Bizim giliniimiizde elde
ettiimiz veriler "ilk an" verileri degildir. Yaklasik 380.000 yil siiren opak siirecin
ardindan, fotonlar gozlemlenebilir hale geldi. Bu fotonlarin CMBR (Kozmik mikrodalga
ardalan 1s1masi)ile olgiilen kism1 LSS (last surface of scattering) ile bize taginanlardir.
Bir baska deyisle LSS’den o6l¢iilen verilerin karsilig1 sicakliktaki dalgalanmalardir ve bu

dalgalanmalarin kokeni gravitasyonel potansiyel kaynaklidir.

Bu durumda inceleyecegimiz sey denklem (4.4)’de ifade ettifimiz enerjinin genel

durumunun tedirgenmis kisimu ile ilgilenece§iz. O halde tedirgenmis enerji ifadesini
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yazarsak soyle olur:
5E = —(guvu'uSkv"‘g“vu'ukv"_g’uvéuukv) (4.12)

Gerekli ifadeler yazilirsa elde edilecek ifade su olur:

' CY%i(diB+v))
a

SE +adk’ (4.13)

Burada eger Newtonyen ayar altinda bakilacak olursa denklem (4.13)’te ortada bulunan
9;B terimi diisecektir. Diger yandan, denklem (4.13)’te yalnizca 8k° terimi bilinmiyor.
Bu terimi bulmak i¢in denklem (4.5) ile ilgilenmemiz gerekiyor. Bu denklem tedirgenmis

biitiin terimleri icerecek sekilde yazilirsa soyle olur:

d Sk’ vy L ST vy
g 2Tk SKY + 8TV kK =0 (4.14)

8k° terimi normalde t’nin fonksiyonu olarak yazilirsa zincir kural kullamlarak denklem
(4.14)’te yerine konulur. Denklem (3.16)’ta buldugumuz Christoffel sembollerinin
tedirgenmis ve tedirgenmemis kisimlart uygun yerlere yazilir ve ¢ 1’den c¢ok kiigiik
olacak bicimde segilirse, 5k° terimi bulunur. Bu terim soyledir:

n
KO — A( / (@ +W)di +2(D(n) — (1)) 4.15)

e

Burada A = g—ﬁ olarak ifade edilir. Boylece SE artik elde edilebilir. Denklem (4.15),
denklem (4.13) i¢inde kullanilir ve her taraf E ile boliiniirse asagidaki gibi bir denklem

elde edilir:

%E — (@ +W)dr — v (n) +20(n,) — (@7)]¢ (4.16)
Ne

Buradaki ilk terim integre Sachs-Wolfe etkisini verecektir. ISW, denklemde de goriilecegi
izere sicakliktaki anizotropinin gravitasyonel potansiyelin biitiin bir dogrultu boyunca
zamansal varyasyona gore integre edilmesi ile elde edilmektedir. Bir bagka deyisle
ISW, gravitasyonel potansiyelin zamana gore yasadig1 degisimin bir tiirii olarak ortaya
cikmaktadir. Bu durumda ISW etkisinin kaynagi gravitasyonel etkilenmeler sonucu

olusan sicaklik dalgalanmalar olduguna gore bunun nereden kaynaklandig: 6nemlidir.

ISW etkisinde sicaklik dalgalanmalar1 madde hali baskin oldugu zaman ortaya ¢ikmazlar.
Maddenin baskin oldugu zamanlarda, z., = 3300’den 6nceki zamanlar [10], gravitasyonel
potansiyel statik bir hal izler ve bu durumda ISW etkisi lineer tedirgeme, 1.mertebe

durumlarda, yok olur. Elbette daha kiiciik etkiler gene gozlemlenebilir, ancak burada
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lineer etkiler ile ilgilenilmektedir. O halde, ISW etkisini ortaya cikaran durumlar
radyasyon baskin donem ya da kara enerji baskin donemde ortaya ¢ikar. Genisleyen bir
evrende, kara enerjinin varhi§i ISW etkisi net olarak, pozitif ya da negatif bir bi¢cimde,
gozlemlenmekle birlikte ISW etkisi, kara enerji, alternatif gravite modelleri ya da biitiin
bu olasiliklarin bir toplami olarak, bu durumu giiclendirici bir etkisi vardir. Yapilan
gozlemlere gore kizila kaymanin 2’ye yakin oldugu anlarda ISW etkisi kara enerjinin

bagimsiz bir kanit1 olabilir [11].
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5. f(R) TEORISI ve INTEGRATED SACHS-WOLFE ETKIiSI

5.1 f(R) Etkisi Altinda Aksiyon ve Alan Denklemi

4.boliimde genel olarak tedirgenmis bir uzay-zamanin kinematik etkileri ile ilgilenmis
ve bu kinematik etkilerin sonucunda olusan fiziksel olgularin nelere karsilik geldigi,
hangi anlamlara sahip oldugu iizerinde durmustuk. ISW etkisinin kara enerjinin bagimsiz
bir kanit1 olarak sunulabilecegini belirtmistik. Bununla birlikte f{R) teorisi bu duruma
iliskin aciklayicilik getirmekte ve iyi bir mekanizma sunmaktadir. Teorinin baslangic
asamasinda Hans Adolph Bundchal’in tezi gecerliyken, teoriyi ete kemige doniistiiren ise

Starobinskiy’nin makalesi olmustur [12].

F(R) teorisi i¢in ortaya atilan mekanizmalarin bir takim karsit tezlerde sunulmusg
durumdadir [13]. Ancak f(R) teorisi icinde a priori olarak barindirdigr bir takim
ozelliklerden 6tiirii 6ne ¢ikmaktadir. Bu "onsel" istemler sayesinde 6ne ¢ikar f(R) teorisi,
ISW etkisi sayesinde sinanabilir ve sinirlandirilabilir. ISW etkisinin sonuclari itibariyle

girecegi bu etkilesim f(R) teorisi ya da diger tiim skaler-tensor teoriler i¢in eleyicidir.

Ik olarak baslanacak nokta, R ile baglantili eylemde Friedmann denklemlerinin
bulunmasi gibi, aksiyonun herhangi f{R) icin yazilmasi olmalidir. O halde aksiyon

denklemi sOyle olmalidir:

1
S(g) = / 7e (R)y/—gd'x (5.1)

Burada S’in varyasyonu alinip sifira esitlenir ve madde ile ilgili kisim karsiya atilirsa elde

edilecek denklem soyle olur:
[ G BRIV =g + RIS =g =0 52
Burada yazdigimiz Sf{R) zincir kurali ile yazilirsa soyle olur:
SfiR) = f'OR (5.3)
SR daha 6nceki boliimlerde belirtilmis olunan R ile aymdir. Boylece SR s6yle yazilir:
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Boylece denklemimiz gerekli iglemler yapilirsa, Ry, yerine genel ifade yazilirsa, denklem

(5.4) su halde yazilir:
SR = Ryy8g"Y + V5 [ghV 8T, — g 8T, (5.5)

Bu noktada denklem (5.5)’te ikinci terimin parantez i¢indeki kismi ile ilgilenmek

gerekiyor. Bu denklemi sOyle ifade edersek:

I=ghery, —gtosr}, (5.6)

Bu denklem agilacak olursa su ifade elde edilir:

I = —%[5yvvv5g‘”+5;‘vu5g07 (5.7)

- S(lxlguﬁva58aﬁ - gucguvvu‘sé’a]
Denklem toparlanirsa elde edilecek ifade soyledir:
I=gqp[Vo8g™F —V755°7] (5.8)

Boylece elde edilen denklem, denklem (5.5) ile iligkilendirilirse elde edilecek denklem

sOyle olur:
5R:R“v5g“v+gquGV6(5gX) _Vuv(égﬂv) 5.9)

Burada tariflenen V;V° = O olarak degistirilebilir. Denklem (5.2), (5.3) ve (5.9) *da elde

edilen sonuclar i¢ ice gecirilirse eylemin genel hali bulunabilir:
oS = /d4x\/—g[f(R)(5g“VRuv +g*v0(6g"Y) — Vv (8g"Y) (5.10)
1
- Ef(R)guv&guv]

Elde edilen mevcut denklemde sinir kosullar1 alinir ve uygun doniisiimler yapilirsa alan

denklemlerini olusturan ana denklem elde edilir. Bu denklem asagidaki gibidir:

1
SRV Ruy + guvOfiR) +VuVyfiR) — S8uvf(R) = KTyy (5.11)

Bu elde ettigimiz denklem (5.11) alan denklemi, tedirgenmemis Friedmann denklemlerini

Sf(R) teorisi i¢in verecektir.
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5.2 f(R) Teorisi ve Friedmann Denklemleri

Denklem (5.11) ile f{R) teorisi i¢in alan denklemi yazilmisti. Bu denklem f{R) teorisi i¢in
mevcut metrige bagl olarak modifiye edilmis Friedmann denklemlerini verecektir. Ancak
bunun icin ufak bir degisiklik onermek gerekiyor. Denklem (5.11)’de mevcut f(R) , hem
egrilige bagh bir fonksiyonu, hem de sabit bir egriligi, elbette metrikten bir sabitlik degil,

icermektedir. Bu degisiklik icin f{R) soyle ifade edilir:

f(R)=f (5.12)
Boylece denklemimiz su hali alir:
iRy -+ 8O i+ Vo i — 5 guuflR) = KT (5.13)
Burada tanmimlanan fr = % seklindedir. Bu durumda Friedmann metrigini yazacak
olursak soyle ifade edilir:
ds® = —dt®> +a*(t)dx'dx;j (5.14)

Bu metrige gore 00 bilesenli Ricci skaleri ile tensorii yazilirsa:
Roo = —3(H+H?) (5.15)
R=6(H +2H?)

Denklem (5.13) ifadesi 00 bileseni i¢in yazilir ve uygun ifadeler denkleme yerlestirilirse

denklem (5.13) icerisine yazilirsa;

3 felH A H) + L~ (04-V0%0)) i = Ko (5.16)

Bu denklemde O operatdrii yerine tanimi koyulursa ve metrige karsilik gelen Ricci skaleri

yazilirsa denklem (5.14) su bi¢imi alir:

R 1 ,
—3fR(g —H?) + g — ;(V,-(ij,e)&f) = KPp (5.17)

Boylece denklem toparlanirsa Friedmann denkleminin 00 bileseni i¢in, 1.tip, bulunur:
1 :
3fRH* + E(f — fRR) +3H fr = KPm (5.18)

Bu birinci tip Friedmann denkleminde ufak bir kac¢ degisiklik yapildiginda,
Enerji-Momentum tensoriiyle Hubble sabiti cinsinden yazacak bir formatta yazabiliriz.
Bunun i¢in goyle bir degisiklik Onerilirse:

f=R+F (5.19)

fR=1+Fg
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Mevcut degisiklik (5.18) denklemine koyulur ve H tanimiyla birlikte denkleme dahil

edilirse, denklem su hali alir:

a F .
H2+;FR+€+HFR = KPm (5.20)

Denklemlerde x = %nG olarak tanimlanmistir. Eger denklem (5.20), denklem (2.24)’da

buldugumuz sonuglarla birlestirilirse, denklemin sag tarafi sdyle olur:
Kpy = HQpa > (5.21)

Bu durum 00 bileseni igin bir anlam ifade etmektedir. Ote yandan denklem (5.13)’iin
ij bileseni yazilirsa, bu durumda Friedmann denklemlerinin 2.tipi f{R) teorisi i¢in
bulunacaktir. y =i ve v = j yazilir ve dt = adn doniisimii yapilirsa denklem (5.13)

su hale gelir:
1 .
fr(H+3H?)8;; — fs,, + 8 (VO + V) fr— ;v{ = KPm (5.22)

Bu noktada V’,ﬁ icin GR’de bulunan uygun acilim yapilir ve denklem toparlanirsa, denklem

su hale gelir:
fr(H+3H?)5;; — f5, j+ OijF =28, 4p_ s K pm (5.23)
i = j esitligi kullanilirsa 2.tip Friedmann denklemi de bulunmus olunur:
fr(H+3H?%) — % f+F—2gF =Kpp (5.24)

Denklem (5.24)’te bir ka¢ degisiklik yapilarak son hali verilebilir. Denklem (5.18)’te

gecen ifadeler (5.24) i¢inde yazilirsa, denklemin son hali sdyle olur:

—2FH = py+pm+F —HF (5.25)

5.3 f(R) Teorisi ve Tedirgenmis Metrikte Alan Denklemleri

5.boliimde f{R) teorisine iliskin gravite calismalarinda tedirgenmemis bir FRW metrigi
tizerine yogunlasarak, bu teorideki alan denklemlerinin normal GR’den farkini ortaya
koyduk. Temel olarak GR’de R’ye bagli sonuglar bulunurken, f(R) gravite de alan

denklemleri ayn1 zamanda f’nin R’ye bagh fonksiyonunun da alacagi degere baghdir.

Tedirgenmis durum i¢in de benzer bir noktaya odaklanmak gerekiyor. Tedirgenmis

FRW metrigi lizerinde calisirken, calismanin odak noktasimi biiyiik Olgekte yapinin
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olusturuldugunu bilmek gerekiyor. Bu skalada inceledigimiz f{R) teorisi, GR’den 6nemli
farkliliklar barindirtyor. Eger Newtonyen ayar altinda metrigi ifade edecek olursak sdyle

yazariz:
ds® = —(1+2y)di* + a*(1 +2¢) (dx')? (5.26)

GR’de durumu icin anizotropik gerilim bulunmamaktadir; ancak modifiye gravite
modellerinde anizotropik gerilim bulunur ve y ile ¢ arasindaki iligki denklem (5.13) ile
verilir. Denklem (5.13)’iin 1’nin j’ye esit olmadig1 durumlar i¢in kullamildiginda y ile ¢
arasindaki iliski bulunur. Bununla birlikte k > aH < 1073h/Mpc icin uzama gore tiirevi

olanlarin zamana gore tiirevi goz ardi edilebilir [2]. Denklem (5.13) su hale gelir:
Rij(1+fr) = ViVfr=0 (5.27)
Denklem (3.18)’deki ifadeler (5.27) i¢inde kullanilirsa denklem su hale gelir:
ViVifr=(v+9):j(1+ fr) (5.28)

Denklem (5.28)’de ifade edilen sag tarafi acacak olursak:

dR dR N dfg d’R
dx* dx] = dR dxidx/

ViVifx = frrr IOk fr (5.29)

Burada denklemin sag tarafindaki ilk terim 2.mertebeden bir ifade getirecegi i¢cin yok

sayilir. Denklem (3.21)’deki R kullanilirsa R’nin birinci tiirevi soyle olur:

dR 1
—— =25 V3(2 5.30
TE =25V 20+ y)] (5.30)
R’nin ikincti tiirevi ise soyledir:
d’R 1
—— = 2frr— (%0, V*(2 5.31

Denklem (5.30) ve (5.31), denklem (5.28) i¢inde yazilirsa y ve ¢ arasindaki iliski
bulunur:

 2/fre 2 (90 V2(29 + y))
B 1+ /r

Bu denklemle birlikte, f{R) teorisine ait olan Poisson denklemi bulunabilir. Poisson

(5.32)

v+e

denklemi, bize mevcut alanlarin nasil tiiredigine iliskin bilgiyi verecektir. Poisson
denklemini bulmak i¢in denklem (5.13) 00 bilesenini kullanmamiz gerekiyor. Ancak
bunu kullanmadan Once denklem (5.13)’e Einstein tensorii cinsinden ifade edilecek

olursa:

f

R
(1+fr)G), +fr6;5 — 5;5 — (8,0 — gV Vy) fr = KT (5.33)
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Burada ifade edilen G“j, R,g,f tamimlan geregi tedirgenmis ve tedirgenmemis kisimlara
sahiptir. Denklemi de tedirgenmis ve tedirgenmemis kisimlara ayirirsak, denklemin

yalnizca tedirgenmis kismi kalir ve denklem su hali alir:

f

R R

Denklem (5.34)’te yer alan I = KTLY "dir. Denklem (5.34) icin 00 bileseni ile ilgilenilirse

denklem su hali alir:

(1 + fr)8G)+ frrORRY + g" (928 fr — TG fr) (5.35)
g”'SFf{aaéfR — Sgii(aisz —TI5dsfr) =1

Burada uygun ifadeler denklem (3.18) ve (3.20)’den alinirsa, denklem su hale gelir:

2- szRVz‘P + 5—4(1 —20)frr(=2V*(9 + )i — 619_4(1 —20)W'fr=1  (5.36)

Sk = 0 olduguna gore ve denklem (5.32) nin sonucu bu denklem iginde kullanilirsa:

2
V(9 —y) = 3K j_ - ST (5.37)

Burada bulunan & TOO = 8Py, ise ve denklem(5.21)’deki ifade denkleme eklenirse, denklem

su hali alir:

_ —3HZQo

Vi —y) = Ty a '8p, (5.38)

olarak yazilabilir.

Enerji-momentum tensoriiniin korunumundan 00 ve ij bilesenleri icin ise iki farkli

denklem elde edilir. 00 bileseni i¢in denklem:
Spm+6=0 (5.39)

bulunur.ij bileseninden elde edilecek denklem ise soyle ifade edilir:
V2y

0+2HO+ —- =0 (5.40)
a

Denklem (5.39) ve (5.40)’da ifade edilen 6 agisal hiz ile tariflenen fiziksel bir biiyiikliiktiir.
Denklem (5.32),(5.38),(5.39) ve (5.40) bir araya getirilir ve a’ya gore tiirev alinirsa elde
edilecek ana denklem sOyle olur:

!

6p,’,;+5p,§1(2+%)—D6pm =0 (5.41)
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denklemi elde edilir. Boylece tipki denklem (4.16)’da oldugu gibi f{R) icin ISW etkisi
sOyle ifade edilebilir:

T n
T _ [Mw _ i (5.42)
Icms .

Denklem (5.42)’nin denklem (4.16) tek farki ise secilen gravitasyonel biiyiikliiklerle

alakalidir. Iki denklem bunun haricinde, aym doniisiimler altinda, estir.

Boylece calismamizin onemli bir sonucunda varmis oluyoruz. ISW etkisi alternatif
gravite modelleri icinde benzer mekanizmaya sahiptir. Calismamizda foton jeodeziginin,
metrik tedirgemenin ve bunlarin fiziksel gozlemlerinin literatiir taramasini gercek-
lestirdik. Alternatif gravite modellerinden olan f{R), fotonlarin izi iizerinden ISW ve
Sachs-Wolfe etkileri iizerindeki etkilerine 6nemli bir kami olusturmakta ve modelin
testini saglamaktadir. Ileriki calismalarda bu yoldan devam ederek sayisal hesaplamalar

tizerinden modelin testleri iizerinde yakin bir gelecekte duracagiz.
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