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OZET

KISMi TUREVLI DENKLEMLERIN SONLU FARK METODU iLE NUMERIK
COZUMLERI
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Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet UNLU

Bu tezin amaci kismi tiirevli denklemlerin niimerik ¢oziimlerini sonlu fark metoduyla
elde etmektir.

Bu tez dort boliinden olusmaktadir. Birinci boliimde, kismi tiirevli denklem tiirleri ele
alinmakta ve genel bilgiler verilmektedir. Ayrica sonlu fark formiilasyonu elde edilmektedir.
Ikinci béliimde eliptik denklemlere, iigiincii boliimde parabolik denklemlere ve dérdiincii

boliimde hiperbolik denklemlere sonlu fark metodu uygulanmaktadir.

2020, 124 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kismi Tiirevli Denklemler, Sonlu Fark Y6ntemi, Eliptik Denklemler,
Parabolik Denklemler, Hiperbolik Denklemler.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS BY FINITI
DIFFERENCE METHOD

Halil ibrahim DONMEZ

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet UNLU

The aim of this thesis is solve partial differential equations by numerically with the finite
difference method.

This thesis consists of four sections. In the first section, the partial differential equation is
discussed and given some general information about it. The finite difference method is applied
to elliptical equations in the second part, parabolic equations in the third part and hyperbolic

equations in the fourth part.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Tarihi siire¢ diistintildiiglinde insanoglu cevresiyle hep ilgili ve yasananlara kars1
hep merakli olmustur. Dogrudan ya da dolayli yoldan kendini ilgilendiren her durum
farkli arayiglara itmistir. Bu arayis ilkel toplumlarin zihin diinyalarinda kavramsal
boyutta kalmisken, modern toplumlara ilerlendik¢e ampirik siniflama ve matematiksel
modellemelerle yeni bir zemine taginmastir.

Dolayistyla ge¢miste insanlarin hayatini etkileyen de sonuglarindan dersler
cikardiklari, glinlimiizde her animiza farkli sekillerde de olsa yon vermeye gebe bir¢ok
olay denklemlerle ifade edilmis ve bundan sonrada edilmeye devam edecektir. Oyle ki
dogadaki birgok fiziksel veya fiziksel olmayan olaylar zinciri adi ve kismi diferansiyel
denklemler ile ifade edilebilirler.

Dolayisiyla bu denklemlerin uygulamali matematikte, geometrideki ylizey
caligmalarinda, mekanik c¢esitli problemlerin ¢oziimiinde, doga bilimlerinde, fizikte,
kimyada, miihendislikte, yer bilimlerinde, biyolojik bir¢cok olguyu izahta, bilgisayar
teknolojilerinin gelisimlerinde, 1s1 akisinda, fiziko-kimyada, kuantum mekaniginde,
plazma fiziginde, ekonomide, ekolojideki popiilasyon modellerinde ve daha
sayillamayacak bir¢ok alanda var olan veya olmasi muhtemel problemlerin daha iyi
anlasilmasi ve matematiksel modellemesi ile ¢oziimleri aranmaktadir.

Bahsi gecen olaylarin hepsinin ¢oziimiinde kullanilmak iizere bircok metot ile
teknik uygulanmistir. 17. yilizyilda Newton ve Leibnitz'le baglayan Johann Berboulli'yle
devam eden, 18. yiizyillda degisken bir prensiple Euler-Lagrange denklemleriyle
yaklasik olarak ¢o6zme yontemi olan Euler yontemi ile sayisal ¢oziime temel olan
metodolojisi saglanmistir. Bu metodolojiyle ortaya atilan modellemelerden olan Diriclet
enerjisi i¢in Euler-Lagrange denklemi olan Laplace denklemi 19. yiizyilda tartigmali
yapict bir siireci beraberinde getirdi. Cauchy, Reiman, Fourier, Weierstra, Schwarz,
Ritz ve digerleri tarafindan yapilan Onemli gdzlemler ve itirazlar degiskenlik
hesaplarinin dogusuna ve sonlu elemanlar yontemine neden olmustur (Bartels, 2015).

Kismi diferansiyel denklemler ve degisken katsayili kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii degisken katsayilarinin varligi yiiziinden ¢6ziim elde edilmesine

imkan verse bile fonksiyonun karmasikligindan dolay1 istenilenin sonuca ulagsmak zor
1



olmaktadir. Bu tiir zorluklar1 nedeniyle kismi diferansiyel denklemler ¢oziimlerinde
sayisal ¢Oziimleri gerek duyulmustur. Son 70 yilda hizla artan bilgisayar giiciiyle
birlikte karisik ve uyarlamali sonlu elemanlar metotlarinin sayisal ¢oziimlerinin, ¢ok
cekirdekli ve alan ayristirma algoritmalarinin yani sira dalgacik ve diger sikistirma
tekniklerinin gelistirilmesi, bilgisayar lizerinde niimerik ¢oztiimlerinin etkili kuvvetlerin
analiz edilerek hesaplanmasini miimkiin kilmistir. Tek basina bilgisayar teknolojisi
bunu sagladi demek 17. ylizyildan beri siire gelen birikimli teorik-piir matematigin son
donemdeki John Von Neumann, Crank-Nicolson ve digerlerinin bilgisayara tanittiklar
formiilasyonlarinin katkisi ile miimkiin olmustur.

Her ne kadar son doneme gelene kadar diger yontemlerin teorik olarak
anlagilmasinda ¢ikmaza girilmesi kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerine
ittiyse de, aydinlatilmay1 bekleyen yeni durumlar i¢in elde edilmis sayisal ¢oziimlerde
hata payr kavramini ortaya ¢ikarmistir. Bu yeni durum igin ¢éziimii zor ya da kesin
¢Oziim bulunmadigi zaman sayisal ¢6zlim ile ortaya ¢ikan hata ve hatanin hassasiyetinin
bilinmesi bilimsel agidan 6nem arz etmistir (Ames, 1977).

Oyle goriiniiyor ki bu zamandan sonra farkli kismi diferansiyel denklerin
¢ozlimleri, hata ve hata payr hassasiyetiyle ilgili ¢alismalar fazlasiyla kendine yer
bulacaktir. Bizde bu g¢alismamizda analitik c¢oziimlerle sonuca ulasilan veya
ulasilamayan hallerde varilan sonuglar irdelenecek sayisal ¢oziim yontemlerini tetkik

edip karsilastirmalarini ortaya koyacagiz.
1.2. Temel Tanimlar

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini iginde bulunduran bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Bagka bir ifade ile bir veya daha fazla bagimli degiskenlerin
bir fonksiyonu ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda

verilmis baglantiya diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

dy dy d?y d®y d"'y d"y
f y Yo =0 I I k f Yo T ' IRERY] '
(X y dxj veya genel olara (X y ix Ol I ENCERN

) =0 seklinde

yazilir. Burada y bagimli degisken X bagimsiz degisken olup, denklemde tek

degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklem, adi diferansiyel denklem olarak

adlandirilir (Yasar, 2009).



Icinde en az iki bagimsiz degisken ve en az bir bagiml degisken ile bagiml
degisken bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismin tiirevlerini kapsayan

denklemi kismi tiirevli denklem adi verilir (Koca, 2001). z bagimli, X ve y bagimsiz
degiskenler —olmak {izere bir kismi tirevli denklem genel olarak

F(x,y,zz 2,2,,2 zyy,...):O seklindedir.

1 EXT Sy Exxr Sxy!

Bir diferansiyel denklem lineer ve lineer olmayan (non-lineer) olmak iizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyor ise bu diferansiyel denkleme lineer
diferansiyel denklem denir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken kendisi
veya tiirevleri ile carpim ya da bolim durumunda ise veya bagimli degisken iistel
trigonometrik ya da logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi
bir tlirevinin derecesi iki veya daha biiyiik ise bu tir diferansiyel denklemler lineer

olmayan diferansiyel denklem denir (Duran, 2012).

Bir a<x<b araliginda tanimh bir ¢ fonksiyonu a<x<b araliginda bulunan

her x igin tanimli ve ilk nNn. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
F(x,¢(x),¢'(x),...¢‘”)(x)):O ise ¢ fonksiyonuna F(x, YA y‘”)) =0
denkleminin ¢6zlimiidiir denir (Duran, 2012).

Bir adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, diferansiyel denklemin mertebesi
kadar sabit igerir. Coziim fonksiyonlarindaki sabitlere verilen her bir degere karsilik
bulunan ¢oziime de 6zel ¢oziim denir. Bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimii egri
ailesine karsilik gelmesine karsin, bir kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii yiizey

ailesine karsilik gelir (Duran, 2012).

Ozel olarak, ikinci mertebeden diferansiyel denklem goz oniine alindiginda bu tip
denklemlerin ¢oziimleri iki keyfi sabit icerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart
verilmelidir. Bagimli degigsken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri
icin verilen sartlara baslangic sartlari, bagimsiz degiskenin farkli degerleri igin verilen
sartlar seklinde ise sinir sartlar1 denir. Bir diferansiyel denklemin baslangic sartlari ile
incelenmesine baslangi¢ deger problemi, smir sartlari ile incelenmesine sinir deger

problemi denir (Duran, 2012).



F(X YY)y Y ) =0Ve (%) = Yo, Y'(%) = Yir Y(%) = Yoo Y2 (%) = Yoy
esitligi baslangi¢ deger veya Cauchy Problemi olarak bilinir.
Diger taraftan  F(X,y,y,y",...y™)=0  vey(x) =Yy ¥(%) =Y., y(,) = ¥,

V(%) = Vs, Y(X,) =Y, esitligine ise sinir deger problemi denir.

Ikinci dereceden egriler Xx ve Yy degiskenlerine bagli olarak,
AX? +Bxy +Cy*+F =0 seklinde tanimlanan ikinci dereceden polinom egrisi kuadratik
bir egridir. Bu egri;
B® —4AC <0 ise eliptik,
B® —4AC =0 ise parabolik,
B? —4AC > 0 ise hiperbolik oldugu ifade edilir (Alkan,2011).

Diferansiyel denklem bir fiziksel olaymn modeli oldugundan kolaylik olabilmesi
bakimindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferansiyel denklem

alinarak siniflandirmaya gidilmistir. X ve Yy bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu olan
bir u degiskeni i¢in ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin genel hali;

A(X, Y)U, +B(X, y)u, +C(x,y)u, +D(x, y)u, +E(X y)u, +F (X, y)u+G(x,y)=0
seklinde verilir. Burada A,Bve C; Xy — diizleminin bir QO bolgesinde X ve Yy nin iki
defa siirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve aymi zamanda tigliniin birden sifir
olmadigin1 kabul ediyoruz. Diger taraftan A(X, y) =B’ (X, y)—4A(X, y)C (X, y)

diskriminant fonksiyonunu tanimlayalim.

Tablo 1. Bir kismi diferansiyel denklemin tipinin siniflandirilmasi

Denklem Tipi Hiperbolik Parabolik Eliptik
Diskriminant A(x,y)>0 A(x,y)=0 A(x,y)<0
Ornek u,—c’u, =0 u —ku, =0 Uy +U,, =0
Isimlendirme Dalga Denklemi Is1 Denklemi Laplace Denklemi




Diskriminant fonksiyonunu esliginde ¢evremizde gordiigiimiiz fiziksel sistemlerin
modellenmesinde kismi diferansiyel denklemlerin genellikle sayamayacagimiz kadar
¢Oziimii mevcuttur. Dolayisiyla problemin ¢6ziimii i¢in ¢oziimii ihtiva eden tek
fonksiyonu bulup segebilmek i¢in sistemi agiklayan bazi yardimci kosullara ihtiyag

duyulur. Bu iki yardimcidan ilki sinir kosullari, ikincisi ise baglangig sartlaridir.

Kismu diferansiyel denklemlerin sinir kosullar ¢esitli tipte sinir sartlariyla verilir.
Sinir sartt U cinsinden verilmigse “Dirichlet tipi sinir sart’” olarak, U nun gradyanti
cinsinden verilmigse ‘“Neumann tipi sinir sarti” olarak adlandirilir. U ve gradyanti

birlikte verildiginde ise “karisik sinir sart1” s6z konusu olur (URL-2, 2019).

Baslangi¢ sartlarinda sistem tahlil edilmeye baslandigi anda g¢alisilan bolgede
gereken kosullar saglanmalidir. Tipik bir baslangic sartt U ve zaman baglh tiirevin
birlikteligini icerir. Kismi diferansiyel denklemler ile modellenen problemin verilerini
olustururken baslangic ve smir sartlar1 fonksiyonlari, kaynak terimler ve katsayi
fonksiyonlart kullanilir. Veriler olusturulup akabinde bu verilerde kiigiik ya da biiyiik
degisimler 15181nda ¢6ziimde de kiiciik ya da biiylik degisimler gozleniyorsa siireklilik ar
zeden bagimli ¢oziimler vardir denir. Ayrica problemin bir ¢oziimii varsa, tekse, verilere
stirekli bagimli ise problem “iyi tanimlanmis”, bunlardan biri yoksa “kotli tanimlanmis”

denir.
1.3. Eliptik Denklem Tipleri

Eliptik denklemler "potansiyel" adi verilen bir biiyiikliigiin bolge icindeki
degisimini temsil eder. Potansiyel, bir biiyiikliigiin sikligimi dlger. Ornegin sicaklik ve
konsantrasyon birer potansiyel biiytlikliiktiir. Bagimli u degiskeni potansiyelin herhangi
bir noktada, siradaki degerlere bagl olarak aldigi denge (equilibrium) veya daimi-

durum (steady state) degerlerini belirtir.

Dolayisiyla eliptik denklemler ayni zamanda potansiyel denklemler olarak
adlandirilir. Eliptik denklemin iki boyutlu denklemi

2 2
a_“ﬁ_“n[x, y%%jo 1)



(l) bigcimindedir. Eliptik denklemlerin en ¢ok bilinen denklemleri Poisson ve Laplace
denklemleridir.

2 2
SFraa=0 2
ox° oy
(2) denklemi Laplace denklemi olarak bilinir (Lynch, 2005).

2 2
et ©
ox® oy
(3) denklemi ise Poisson denklemi olarak tanimlanmistir (Burden, Faires ve Burden,

2014; Gordon,2010).

2 2
Ozel olarak V° :6_l:+8_l: biciminde gosterilir (Wazwaz, 2009). V> sembolii
X“ oy

Laplasiyen operatorii olarak adlandirilir. 7 kalinliginda diizgiin dortgensel bir levha goz

oniine alinsin (Sekil 1).

t

(%, y) é;é—&
(0, 0)

|
i

Sekil 1. Dortgensel levhanin kartezyen koordinatlarda gosterimi

Levhanin O ile birlikte sol alt kdsesi baslangi¢ noktast olmak tizere diizenlenen
bir (x,y) kartezyen koordinat sisteminde sol alt kdsesi P(X,y) noktasinda yer alan ve
(dX, dy, r) kenar uzunluklarina sahip bir hacim elemanini ele alalim. Hacim elemanina
X dogrultusunda birim zamanda giren 1s1

ou ou
=—-kA—=—-k(zdy)—
OX (T y) OX



seklinde ifade edilir. x dogrultusunda birim zamanda ¢ikan 1s1ise X+dx kesitindeki

gradyant hesaplanarak

0 ou ou o
=—k (fdy)&[u + &dx) =—k (z’dy){& +7dx}

seklinde gosterilebilir.

Bunun gibi y dogrultusunda birim zamanda giren ve ¢ikan 1silar da sirastyla

:_k(fdx)%‘

=k (de){% + %(%J dy} =—k (de){% + %le dY}

olacaktir.

Hacim elemaniin alt ve iist ylizeylerinden 1s1 kaybi1 oldugu varsayilirsa, birim
zamanda ¢ikan 1s1 Qdxdy seklinde belirtilir. Buradan Q biiyiikliigi birim zamanda
birim yiizey basina (alt ve iist diizeyden) 1s1 kaybini belirten katsayidir. Daimi-durumda

giren ve ¢ikan 1silar toplami esit olacagindan

2 2
—k (rdy)g—i -k (rdx)%u =—k (rdy){i—i + %dx} -k (rdx){%u + %dy} +Qdxdy
ou ou ou o
—k(Tdy)&—k(TdX)E =~k (zdy)——k(dy) = dx

2
—k(fdx)%“— k(rdx)%dy+dedy

ok

ou ou ou o%u ou
—k (Tdy)&—k (TdX)a—y =—-k (Tdy)a— k (Tdy)ydx—k (TdX)E

2

o°u
—k (7dx)— dy + Qdxdy
ayz

2 2

0= —k(rdy)%dx—k(rdx)gy—lzjdy+dedy

2

2
k(rdy)%dwr k(rdx)%dy — Qdxdy



2 2
k (zdydx) BTL: + %} = Qadxdy

[azu o’u } ~ Qadxdy

2 + 2 |
oxX° oy kzdydx
u u Q
a_z T = (4)
ox* oy° kr

(4) seklinde bir denge denklemi sadelestirme ve diizenlemelerle yazilmis olur.

Ayrica eliptik problemler i¢in kullanilan kismi diferansiyel denklemlerin ihtiva
ettigi bagiml degiskenin keyfiyetine gore bir grid noktasindaki degeri ¢evresindeki grid
noktalardan etkilendigi gibi, ¢evresindeki grid noktalarin1 da etkiler. Bu etkilesim

sonucu eliptik denklem tiplerinde Sekil 2’deki etki alan1 meydana gelir.

. /:l(x,y)

Sekil 2. Eliptik denklem tipleri i¢in etki bolgesi

1.4. Parabolik Denklem Tipleri

Parabolik denklemlerde potansiyelin farkli bir durumdan gecerli olmak {izere
ulagtigt nihai durum degerlerini temsil eder. Burada zamana bagli 1s1 ve madde
yayilmas1 problemlerinde karsilasilir (Weinberger, 1965). Potansiyelin bir baslangi¢
durumundan itibaren eristigi daimi durum degerleri bir parabolik denklemi temsil eder.
Dolayisiyla bu denklemler t(zaman) degiskeni de bagimsiz degiskenlerden biri olarak
igcerir. Baslangi¢c durumundan itibaren zaman ilerledik¢e nihai denge durumuna dogru
adim adim ilerlenir (URL-1, 2009). Buradaki incelemelerde de ornek olarak 1s1
problemleri ele alinacaktir. Parabolik denklem tiplerinin daimi durum problemi

PR

olmay1p, zamana bagli olacak sekilde sicakligin zamanla degistigi problemler olmasidir.
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[k olarak bir ¢ubuk boyunca bir boyutlu 1s1 akis1 problemi ele alinacaktir. Sayet zaman
yeterince uzun tutulur ve sicakliklar denge-durum sartlarina erisirse bu problem de daha
onceki eliptik problem 6rnegiyle 6zdes olur. L uzunlugundaki bir ¢gubuk tizerinde dx
genislikli (Sekil 3) bir ¢ubuk elemani isaretlensin. Cubugun ¢evresinin izole oldugu ve
bu yiizden cevreyle 1s1 aligverisi olmadig1 varsayilmaktadir. X ekseni ¢ubuk boyunca

soldan saga dogru yonlenmis olup x ekseni boyunca
dT | .

—kA— (giren 1s1 5
dx (g ) (5)

formiilii uyarinca akmakta olan 1s1 [cal/s] olarak Ol¢lilmektedir. Buradaki eksi isaretinin
1sinin sicaktan soguga dogru akmasiyla ilgili oldugu bilinmektedir. dx uzunlugundaki

cubuk elemaninin sag tarafindan ¢ikan 1s1 da

dT dT
—kA&(T + &dxj (¢1kan 1s1) (6)

seklinde ifade edilebilir (Demir, 2012).

Sekil 3. L uzunlugunda x genislikli gubuk

Daimi durumda bu ¢ubuk elemanina giren ve ¢ikan 1silar esit olur. Zamana bagh
olayda ise ¢ubuk elemanina birim zamanda giren 1s1 ile ¢ikan 1s1 arasindaki fark bu
stirecte gubuk elemaninin biinyesinde depolanan 1s1ya esit olacaktir. Depolanan bu 1s1 da

cubuk elemaninin sicakligin arttiracaktir. Cubuk elemaninin sicaklik degisimiyle ilgili

olarak birim zamanda depolanan 1s1 miktari elemaninin hacmi (A~dx), malzemenin

yogunlugu ( ,0) ve malzemenin 1s1 kapasitesine ( C - birim kiitle ve birim sicaklik bagina
depolayabildigi 1s1 - cal/gr°C) baghdir.

Bu ise;

co(Adx) (ii_-lt- (depolanan 1s1) (7)



seklinde ifade edilir. Bu iig ifade [ (5),(6),(7)] kullanilarak;

dT dT  d°T dT
PNCLIN 7Y LI S IV PN L 8
i [ (derdxz Xﬂ o (A G (6)
(8) gerekli islemler yapilarak;
d°T dT
dx? :C’OE (6)

(9) denklemi elde edilir. Iki veya ii¢ boyutlu halde de bu denkleme esdeger

dT
kV’T =cp— 10

(10) denklemi elde edilir.

Eger malzeme homojen degilse daha genel;

%[k(x, y,z)g—l}+a%{k(x, y,z)z—l}+
%[k(x, y,z)%}:c(x, y,2).p(X y,z)% (11)

olur (Gerald ve Wheatley, 2004).

Yukaridaki(5) ten baslayip (11)’e kadar biitin denklemlerde konum disinda

ayrica zamana baglhidir. Bu denklemlerin belli bir baslangi¢c zamaninda verilen baslangic
sartlartyla baslatilmas1 gereklidir. Ayrica smir degerlerinin bilinmesine de ihtiyag
vardir. Dolayisiyla bu tip problemler konuma gore sinir deger, zamana gore de

baslangi¢ deger problemi olarak nitelendirilmelidir (Demir, 2012).

Baslangic ve Smir Sartlari: ince bir ¢ubukta 1s1 iletiminde sicaklik fonksiyonu
u(x,t) denklemi saglamalidir. Fiziksel ydnden, sadece diferansiyel denklemin tek
basima c¢ubuktaki herhangi bir belirli zamandaki sicaklik dagilimini belirleyemedigi

bilinmektedir. Bu sebeple ¢ubugun u¢ noktalarinda saglanmasi gereken sartlarla,

cubugun baslangic sicakligi hakkinda ilave bilgilere sahip olmaliyiz. Yani bazi
baslangic zamaninda (t=0 diyelim) u(x,t) fonksiyonunu belirlemeliyiz ve ¢ubugun

her iki ucuyla, bulundugu 1s1 enerjisinin nasil degistigini tanimlamaliy1z (Smith, 1985).
10



1. Hig 181 kaynagi yoksa,

2. t=0 da c¢ubugun sicakhg O<x<L olmak iizere f(x) fonksiyonu ile
tanimlaniyorsa,

3. Iki ug nokta tiim zaman igin sifir sicakliginda muhafaza ediliyorsa sonraki herhangi

bir t <0 zamanin da gubuktakiu(x,t) sicaklik dagilima; u(X,O) =f (X), 0<x<L,

ou K o : :
u(0,t)=u(L,t)=0,t>0 sartlaniyla —=—-——=0, 0<x<L, t>0 diferansiyel
ot cpox
denklemini g6z Oniine aliabilir. Bu problem 1s1 denklemi i¢in bir baslangi¢-sinir deger

problemi olarak adlandirilir (Demir, 2012).

Ist denklemi U, =u, +S(X,t), u(X,O) =f (X), x€[0,1] baslangi¢ kosulu,

b
u(Lt)=g(t) smr kosulu ve Iu(x,t)dx:E(t),O<tST,O<b§1 nonlocal siir

0

kosulu ile verilir (Dehghan, 2007).

Parabolik problemler i¢in kullanilan kismi diferansiyel denklemlerin icerdigi
bagimli degiskenin keyfiyetine gore se¢ilmis pivot noktasindaki degeri c¢evresindeki
pivot noktalardan etkilendigi gibi, ¢evresindeki pivot noktalarini de etkiler. Bu etkilesim

sonucu parabolik denklem tiplerinde Sekil 4’teki gibi etki bolgesi meydana gelir.

Sekil 4. Parabolik denklem tipleri i¢in etki bolgesi
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1.5. Hiperbolik Denklem Tipleri

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemler, fen ve miihendislik alanlarinda 6nemli
rol oynarlar. Ornegin, yapilarm titresiminde (bina, makine, kiris) ve atom fiziginde
kullanilan temel bir denklemdir (Kemanci, 2012). Bir baska ifadeyle zamana bagh
olmak iizere, bir ortam igerisinde yayillma ve titresimleri tanimlar. Bu nedenle
literatiirde "dalga denklemi" olarak isimlendirilir. Dalga denklemlerini bir boyutlu
haldeyken salinim halinde olan yay problemi, iki boyutlu da titresen membran bir zar,
tic boyutlu da ise jelatin haldeki bir siv1 igerisinde aski halinde yer alan taneciklerin
jelatin bir cisme carpmasiyla olusturdugu hareketi problemini olarak ele alinabilir

(Demir, 2012).
1.5.1. Dalga Denklemi

Uy —Uy, =0 (X,t) denklemi u(x,0)=g(x), u(x,0)=f(x), xe[0,1] baslangi¢

1
kosullar, u(0,t)=h(t) Dirichlet sinir kosulu ve Iu (x,t)dx=s(t), 0<t<T

0
nonlocal sinir kosulu ile verilir. Dalga denklemi daha cok titresen yay (vibratingstring)
hareketinin modellenmesinde karsimiza ¢ikmaktadir (Weinberger, 1965). Bununla
birlikte elastikiyet, aerodinamik, akustik, elektrodinamik, elektromanyetik, ses
yayilmasi, elastisite ve kuantum teorisi gibi konularda da karsilasilmaktadir (Polyanin,
2000).

1.5.2. Titresen Yay Problemi

Kismi diferansiyel denklemlerin hiperbolik tiirdeki denklemlerine sabit iki ug
noktada gerilmis bir yayin titresimi veya salinimint modelleyen dalga denklemleri 6rnek

olarak verilebilir.

Eliptik ve parabolik denklem tipleri i¢in var olan etki bdlgesi hiporbolik
problemler i¢in kullanilan kismi diferansiyel denklemlerin igerdigi bagimli degiskenin

durumuna goére de mevcuttu. Ele alman noktasindaki degeri g¢evresindeki pivot

12



noktalardan etkilendigi gibi, ¢evresindeki pivot noktalarini de etkiler. Bu etkilesim

sonucu hiperbolik denklem tiplerinde Sekil 5’teki gibi etki bolgesi meydana gelir.

u(x,y)
Sekil 5. Hiperbolik denklem tipleri i¢in etki bolgesi

2. SONLU FARK YAKLASIMLARI

Verilmis olan kismi diferansiyel denklemlerde tayin edilmis bdlgelerin
bliytikligliniin elde edilisinde ki standart prosediir; hesap bolgesini olusturulacak pivot
(grid, diiglim, ag, nod) noktalarla olusturulmus ag sistemiyle, sinirlar1 tayin edilmis
bolgeyi sonlu sayida elemana boliinerek her bir pivot nokta iistiinde tiirevlerini sonlu
fark denklemleriyle ifade ederek ortaya konulmasidir. Sekil 6’da gosterildigi gibi biitiin
hesap bolgesinde esit araliklarla dagitilan ag noktalarinin uygun secilmesi halinde

kolaylik saglayacaktir. Kenar uzunluklari h=Ax=Ay olarak gosterilirken, problemin

¢Oziimii i¢in belirleyici unsur olarak ag sisteminde ag diiglim noktalar1 indislenerek

gosterilmistir.
y
j+l * ® 3
Ay=h
. P

J [ ® @

j-1 ® ® ®

1

Ax=h
0 1 2 i-1 i i+] x

Sekil 6. Ag siteminin gosterimi
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B ; noktasindaki ¢6ztimler i¢in, o noktadaki tiirevli esitliklerin Taylor seri a¢ilimi

yardimiyla eldesi gerekmektedir.
2.1. Sonlu Fark Formiilasyonlari

Karmagik bir problemi ¢ozmek adina ortaya atilan sayisal hesaplamalar
cogunlukla ¢ok fazla aritmetik islem igerir. Bu karmasik problemlerin ¢6ziimii ancak
sistematik bir tertiple miimkiin olacaktir. Ortaya koyulacak bu aranjmanlar problemlerin
spesifik bir ¢oziime sahip denklemlerin ifadesiyle baslayarak yapilabilir. Ifade edilen
denklem problemin ¢ozlimiinde kullanilirken ortaya ¢ikan tiirevlerin sayisal ¢oziime
katki saglamasi icin cebirsel baglantilarla yaklasik olarak diizenlenmesi gerekmektedir.

Organize edilmis bu yapilara tiirevin ayriklastirilmasi denmistir.

Belirli bir ¢6ziim i¢in diizenlenen denklemler 18. Yiizyildan itibaren fizikteki
uygulamalarin matematiksel modellemesiyle bir¢ok yeni kesfe yol acti. Uygulamali
bilimlerde sikca rastladigimiz bu problemleri teorik olarak ¢ézmek miimkiin oldu.
Analitik ¢6ziimlerin zor oldugu veya miimkiin olmadig1 yerde sayisal ¢oziimlere ihtiyac
duyuldu. Hatta bazi problemlerde analitik ¢6ziimii mevcutken bile niimerik ¢oziimler

cok daha basit hale getirdigi i¢in tercih edilmistir.

Tarihsel gelisim siireci incelendiginde sonlu farklar formiilasyonlar1 diferansiyel
denklem seklinde ortaya konan problemlerin ¢éziimiinde ¢okca basvurulan niimerik
¢Ozlimlerin temelini olusturur. Burada temel amag¢ sonlu fark formiilasyonlar1 ile
problemde var olan tiirevli operatorlerin yer degistirerek ¢oziilmesidir. Bu degisim ise

Taylor seri agilimiyla yapilarak ortaya konur.

2.1.1. Sonlu Fark Formiilasyonunda Birinci Tiirev Yaklasimlar1 ve Taylor Seri
Ac¢iliminin Gosterimi

f (x,t) fonksiyonunun birinci tiirev yaklasim igin (X+ Ax,t) noktasindaki Taylor
seri agilimi;

of (x,t) (Ax)2 o’ f (x,t) (Ax)3 o*f (x.t)
+ + +
X 21 ox? 3! ox3

f(x+Axt)=f(xt)+(Ax)
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(12)

seklinde yazilabilir. (12)'de gerekli diizenlemeler yapilip birinci tiirev yalniz birakilirsa;

of (x,t)  f(x+axt)-f(xt) (Ax)o*f(xt)

OX AX 21 ox?
_(Ax)2 % f (x,t)_(Ax)3 ot f (x,t)_ 13)
3l ox® 41 ox*
ya da
2 2 A3 3 A4
O(Ax)z—(AX)a f(Z(,t)_(Ax) 0 f(;(,t)_(Ax) 0 f(i(,t)_m (14)
2! OX 3! OX 41 OX
(13) te (14) esitligi hata terimi olmak {izere,
(’3f(x,t)= f(X+AX't)_f(X’t)+O(Ax) (15)

OX AX

yazilabilir. Elde edilen bu sonug f fonksiyonunun Xx ‘e gore birinci tiirevinde ortaya

¢ikmig birinci dereceden yaklasimidir. Bu yaklasim indissel formda konuma gore

tiirevlerin sonlu fark agilimlarinda X yoniinde i alt indisi, y yoniinde j alt indisi

yazilacak olursa;

5)

seklinde ifade edilir. (16) ’daki ifade tirev igin birinci mertebeden ileri fark

fi+lj_fij
==L i0(A 16
o) (16)

formiilasyonu olarak sdylenir. Ayrica birinci mertebeden tiirev i¢in yazilmis olan ileri

fark formiilasyonu i¢in ag noktalar1 Sekil 7° de goriilmektedir.
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AY X
/(1) f(x+Ax,1)

>» X

X x+Ax

Sekil 7. Birinci mertebeden tiirev igin ileri fark ag noktalari

f (xt) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi i¢in (X—Ax,t) noktasindaki Taylor

seri agilimu;

f(x—Ax,t)= f(x,t)_(AX)gf ((;'t)JF(AZX!) azgiz(t)_(éxl) 83;)((;(’t)+_”

(—Ax)" 8" f (x,t)
= n! ox"

(17)

seklinde yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilip birinci tiirev yalniz birakilirsa;

of (x,t) f(x=axt)-f(xt) (Ax)d*f(xt)

OX AX 21 ox?
(Ax)2 o*f (x,t) (Ax)3 o*f (xt)
+ — +...
3! ox° 41 ox*
ya da
O(AX)z—(AX) o*f (xt) +(Ax)2 0 f (x,t)_(Ax)3 o f (x,t)+m

2! OX? 3! ox° 41 ox’
hata terimi olmak iizere,

of (x.t) _ f(x+Ax,t)—f(x1) £ (Ax)
OX AX

yazilabilir. Elde edilen bu sonu¢ f fonksiyonunun X ‘e gore birinci tiirevinde ortaya

¢ikmig birinci dereceden yaklagimidir. Bu yaklasim indissel formda konuma gore
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tirevlerin sonlu fark acilimlarinda X yoniinde i alt indisi, y yoniinde j alt indisi

yazilacak olursa;

5)

seklinde ifade edilir. Bu ifade tiirev i¢in birinci mertebeden geri fark formiilasyonu

fo.—f
] i-1,j O A
— - To(ax)

ij

olarak ifade edilir. Ayrica birinci mertebeden tiirev i¢in yazilmis olan geri fark

formiilasyonu i¢in ag noktalar1 Sekil 8’de goriilmektedir.

Pty 200

>» X
x-Ax X
Sekil 8. Birinci mertebeden tiirev i¢in geri fark ag noktalari

lleri fark ve geri fark formiilasyonlarin1 bulmak igin kullanilan Taylor agilimlart

(12) ve (17) birbirlerinden ¢ikarilarak;

f(x+Axt)— f (x—Ax,t) = 2Ax of (xY) +2(AX)3 °f (x.t)

OX 3! ox®
5 A5 7 A7
+2(Asxl) a ;iz(,t)”(A?X!) 6 fa>(<;(1t)+

burada gerekli diizenlemeler yapilip birinci tiirev yalniz birakilirsa;

),

_ i1, '71’j+O(AX2)
seklinde merkezi fark formiilasyonu elde edilmis olur ki bunun ikinci mertebeden

2AX

ij

oldugu asikardir. Ayrica birinci mertebeden tiirev i¢in yazilmis olan merkezi fark

formiilasyonu i¢in ag noktalar1 Sekil 9°da goriilmektedir.
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AY
f(x—Axr) flmt) fladhnt)
// [e——
x-Ax X X+ A% e

Sekil 9. Birinci mertebeden tiirev i¢cin merkezi fark ag noktalari

2.1.2. Sonlu Fark Formiilasyonunda ikinci Tiirev Yaklasimlar1 ve Taylor Seri

Ac¢iliminin Gosterimi

f (x,t)fonksiyonun ikinci tirev yaklasimlari igin (X+2Axt) ve (x—2Ax,t)

noktalarindaki Taylor seri agilimlar;

of (X't)+ (2Ax)2 % f (x,t)

f (x+2Axt) = f (x,t)+(2Ax) o > Ve

3 A3 4 A4
+(2Ax) 0 f(x,t)+(2Ax) 0 f(x,t)+
3! ox® 41 ox*

f(x+2Ax1)=f(xt +Zw: 2AX " f (xt)
n=1 '

ox"

of (x,t)+(2Ax)2 o’ f (x.t)

f(x=2Ax1)= f (xt)~-(24Ax) ox 21 ox?

_(2Ax)3 *f (x.t) . (2Ax)4 o*f (x,t)
3! ox® 41 ox*

f(x—2Ax,t) = f (x,t)+i(

—2Ax)" " f (x,t)
n! ox"

seklinde yazilabilir. (18) esitligini 2 ile ¢arpip (19) denkleminden ¢ikartilarak;

2 3
X X

ve buradan ikinci tiirev ¢ekilerek,

18
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(19)
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P 0) (e 2 o) )
x: (Ax)° 0

seklinde bulunur. Elde edilen bu esitlik indissel formda yazilirsa;

o f f —2f . +f
OX?

— i+2,] i+1,] i +O(AX)
seklinde ikinci tiirev i¢in ileri fark formiilasyonu elde edilir. Gerekli diizenlemlerden

(Ax)

ij
sonra indissel formda;

o°f
OX?

ikinci tiirevin igin geri fark formiilasyonu elde edilmis olur.

f.—-2f . +f .
— i,j |+1,]2+ i-2,j +O(AX)
()

ij

Son olarak iler fark ve geri fark agilimlar: taraf tarafa toplanarak gerekli islemler

ardindan;
2 _ _
0 f(z,t): f (x+Ax,t) 2f(x,2t)+f(x Ax’t)+O(Ax2)
OX (Ax)
2 f, . —2f +f_
0 Z _ i+, j |,12+ i-1,j +O(AX2)
x| (Ax)

seklinde indissel formda ikinci tiirev i¢in merkezi fark formiilasyonu elde edilmis olur.

Sekil 6°da ag siteminde gosterilen P . noktasi civarinda kenar uzunluklar1 h = Ax = Ay

i
olarak kabul edilmisti. Daha yakindan bakarak anlayacagimiz/anlamlandiracagimiz

Sekil 10°daki durum
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A
/—\:Ax P>
N e
\4
N ) /
N
X
(0.0) g
1 @i, j+1)
Ay Ax
Y ¢
(i-1)) (. J) (i+1,))
G.Jj-1)

Sekil 10. Plaka alanin detayli gosterimi

f fonksiyonu X ve y ye bagl olmak iizere konuma gore tiirevlerint, aninda

ayriklastirilmasma gore iki farklt sonlu fark denklemi I. mertebeden fark

formiilasyonlar1 i¢in sirasiyla;

. f.. —f. fo..—f.
Ileri fark formiilasyonlart: (%j‘ SR B—Y R (QJ‘ =L 1)

N h oy )| h
f.—f . f —f .
Geri fark formiilasyonlart: (qj = B a S B
ox )| h oy ) h
f.. —f . f.. —f.
Merkezi fark formiilasyonlari: (ﬂj Sy . o =t hid
o), 2n o)~ 2n

II. mertebeden fark formiilasyonlar1 i¢in sirasiyla;

Tleri fark formiilasyonlari:
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82f fi+2,j _Zfi+1,j + fi,j azf fi,j+2_2fi,j+1+ fi,j
e = hZ J 5'y2 = h?

]
Geri fark formiilasyonlar1:

52f _ fi,j _2fi+1,j + fi—z,j azf fi,j _Zfi,j+l+ fi,j—Z
axz h2 ! ayZ N h2

ij

Merkezi fark formiilasyonlari:

azf _ fi+1,j _Zfi,j + fi—l,j azf
ox% ) ’

2 2
i,]j h ay

gosterilir. Eldeki bu verilerden f fonksiyonunun Laplasiyeni i¢in

o*f  o°f
(Vz f )‘i,j = [W_'_WJ

elde edilir.

fa—2%,+f

h2

i, j+1

ij

B fim. +f

—4 fLj + fi—l,j + fi’j_l
h2

i, j+1l

ij

2.2. Eliptik Denklemler icin

2.2.1. Levha Boyunca Sicaklik Dagilim

Herhangi bir levha boyunca incelenecek sicaklik dagilimlarinda (21) gosterilen

merkezi farklar i¢in elde edilmis Laplasiyen kullaniliyor olup pivot noktalardaki

elemanlarin biitiin hesap bolgesinde esit biiyiikliikte kare elemanlar oldugu ag(nod)

noktalarinin esit araliklarla davrandigi kabul edilir.

2.2.2. Sonlu Fark Denklemleri

Bir kismi denklemde yer alan diferansiyel denklemin biitiin tiirevleri daha once 1.

ve II. mertebeden fark formiilasyonlar i¢in sirasiyla gosterildigi gibi ayriklastirilarak

denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal ¢oziimii arastinihir. f = f (X, y,t)

bagiml degiskenine ait

of o’f o°f
—=a +
at aXZ ayZ
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denklemini ayristirirsak; zamana gore tiirevin fark agiliminda st indisi k , konuma

gore tlirevlerin sonlu fark agilimlarinda X yoniinde i alt indisi ve y yoniinde | alt
indisi kullanilarak t aninda f fonksiyonunun biitiin x,y konumlarindaki degerleri

bilinsin. Buna gore zamana gore tiirevi farkla hesaplanmasi uygun olur. Zamana gore

ileri fark acilima;

%)

konuma gore tiirevlerin t, veya t,,, anindaki ayriklagtirllmasina gore iki farkli sonlu

k f_k_+1_f_k_
— L i o(at
o To(ay

ij

fark denklemi elde edilebilir. Bunlar k anindaki adimda merkezi farki;

26\ fR o _2fk 4 fk

0 Z _ i+, |,12+ i-1,j +O(AX)2
B A T L A

8 z _ i,j+1 |,12+ i,j-1 +O(Ay)2
¥ N (4y)

k +1 anindaki adimda merkezi farki;

k+1
621: fiiﬂ' _2 fik'Jrl + fi5+l_
) e e
ij
2 k+l f_k_+1 _92 f_k_+l f_k_+1
aayz - (A;J)z T 0(ay)
ij

olmak ftizere ortaya konulan esitlikler kK ve k+1 anindaki ileri ve merkezi fark

ot o°f
+
aXZ ayz

acilimlari % = a[ j denkleminde yerlerine yazilirsa;

flt— £k ffoo—2fK + kX —2fk + £k
i,j n ij =0[|: i+, j ( |,)12+ i-1,j n i,j+l ( |,)12+ I'Jl:l-l-O((At),(AX)z ,(Ay)z)
AX Ay

esitligine ulasilmis olur. Bu esitlikte tek bilinmeyenin varligi acgik (excplicit) olarak
ifade edilir.
fi‘kj+1 _ f k

i
At

TS A ST A ) AR A
=0{ = (AX")Z o (Ay“)z '”}O((At)’(AX)Z’(Ay)Z)

esitligine ulagilmis olur ki, burada esitlikte bes bilinmeyenin var olusu durumu kapali

(implicit) olarak ifade edilir.
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2.3. Iteratif (Yinelemeli) Yontemler
2.3.1. Gauss-Siedel Yontemi

Bir levha boyunca sicaklik dagilimi hesaplanirken kullanilan teknik sebebiyle
ortaya ¢ikan en énemli sorun biiyiik boyutlu matrislerle islemlerin yapabilmesidir. Oyle
ki grid noktalar1 arasindaki mesafe ne kadar kisa secilirse biiylik boyutlu matrisler
yiiziinden c¢ok fazla matris islemi gerekmektedir. Bunu asip kisa siirelerde bu islemleri
yapabilmek icin kullanilacak bilgisayarlarin  hizli  islemcilerle donatilmasi
gerekmektedir. Her ne kadar matrisler biiyiikk olsa da ¢ogu elemani sifir oldugundan

¢Oziim i¢in en hizl yontem iteratif yontemler olacaktir.

. LT (TR P
Burada Laplace denkleminin ayrik yapisi fi,j = 2

seklinde diizenlenerek Gauss-Siedel olarak bilinen yontem uygulanabilir. Boylece

herhangi bir adimda bilinen sicaklik degerleri fi’kj olmak iizere bir sonraki adimdaki

sicakliklar Laplace denkleminin ayrik yapist  yardimiyla iteratif yontemle

k k+1 k K+1
fk+1 _ fi+1,j + fi—l,j + fi,j+l + fi,j—l
ij

4

seklinde hesaplanabilir. Yapilmakta olan islemler

sirasinda tercih edilen bir iterasyon adiminda secilen grid noktasinin saginda ve
uistiindeki degerlere karsilik bir 6nceki adimdaki degerler alinirken, altinda ve solundaki
degerlere karsilik ise islemin yapildigr adimdaki hesaplanmis degerleri alinir.

Burada yapilan iteratif islemlerde belli bir iterasyondan sonra hesaplanan
sicaklik degerleri istenilen hassasiyete yakinsamis olmalidir. Bu hassasiyet orani

0,0001 olacak sekilde

|g|i,j =

ile hesaplanir.

k+1 gk

ij ij
fk+1
i

%100 (22)
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2.3.2. Gauss-Siedel Yontemin Hizlandirilmasi-Art Arda Asir1 Gevsetme (SOR)
Yontemi

Gauss-Siedel yonteminde yakinsama yapilirken uygulamanin hizlandirilmasi
“successive over relaxation-art arda asir1 gevsetme (SOR)” yontemiyle miimkiindiir. Bu
asir1 gevsetme yontemi Liebmann yontemi olarak da bilinir. Art arda asir1 gevsetme

(SOR) yontemi icin Laplace denkleminin basit iterasyon formunun;

k+1 k+1 k k
fi!(j+l — fi—l,j + fi,j—l: fi+l,j + fi,j+1 (23)

(23) ‘e birkez f; ; eklenip, ¢ikarilirsa;

k+1 k+1 k k
fi}<j+l _ fiykj _ fi'kj + fifl,j + fi,j1-4i_ fi+1,j + fi,j+1 (24)

(24)elde edilir. (24) diizenlenerek;

4fi,kj fiflflj + R fR 4 K

f_k_+1 — f,k_ i,j-1 i+1,j i,j+1
" " 4 4
AR SR L S
fi'kj+l — fi’kj + i-1,j i,j-1 I:’J i,j+1 i,j (25)
®

(25) " te ® ile gosterilen ikinci terim kalinti olup bir £ agirlik ¢arpani kullanilarak

| TR Ay I SR
fiyk;-l — fi}(j +ﬂ i-1,]j i,j-1 4T,J i+1, ] i,j+1 (26)

(26) elde edilir. (26) diizenlenerek

(1) 1 p et o L B (27

(27) esitligine ulasilir. Burada £ agrilik faktor carpani, “art arda asir1 gevsetme (SOR)

carpant” olarak da isimlendirilir. Bu esitligin daha iyi anlasilmasi ve iist indislerinin

karismamasi adina (28), (29)ve(30) "da gosterilen degisiklikler yapilirsa;

f = f*" = akim yinelemesinden gelen sicaklik degeri (28)
f.k 4+ f.k+1. + f.k. + f.k.+l _
el MR M = %9 = bneeki yinelemeden gelen sicaklik degeri (29)
4
S = art arda asir1 gevsetme (SOR) ¢arpani, 1< <2 iken (30)
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fi?jeV5etme :ﬂfiyjeni +(1_ﬂ) f:.jski (31)
(31)°de ki gibi ozetlenebilir. Unutulmamasi gerekir ki bu yontem Gauss-Siedel

yonteminin hizlandirilmasi i¢in yapilmaktadir. Dolayisiyla bu yinelemeler, tim digim
sicakliklart i¢in 6nceden belirlenmis tolerans saglanana kadar devam eder.
SOR c¢arpaninin optimum degerinin bulmak i¢in Dirichlet tipi sinir kosullarinin

kullanildig1 dikdortgensel bir hesap bolgesinin 6nerilmis yontemi,

[cos(z} cos(zﬂ S -163+16=0
p q

esitliginin B, ve f,gibi koklerinden en kiicik olan kokii i¢in bulunan deger asiri

gevsetme carpani icin kullamildiginda iterasyonun kag¢inda adimindan sonra

yakinsadigini tespit etmektedir. Burada p ve q ifadeleri secilmis bolgedeki her iki

yone bakan hiicre sayisini belirtmektedir.
2.4. Parabolik Denklemler icin

Parabolik denklemlerde konuma ek olarak zaman parametresi de kullanilir.
Burada belli bir baslangi¢ zamanina ek olarak baslangic durumlariyla harekete gecilir.
Sinir degerlerinin de olmasi gerektigi diisiiniiliirse bu tip problemlere zamana gore

baslangi¢ zaman deger ya da konuma gore sinir deger problemi denir.
2.4.1. Bir Boyutlu Is1 Denklemlerinin Coziimii

Bir boyutlu 1s1 denklemlerinin ¢éziimiinde ele alinan metal borunun boyunca 1s1
akis1 sirasinda meydana gelen sicaklik degisimi incelenir. Konumsal tiirevlerinin
merkezi fark formiilasyonlariyla ayriklastirllmasi minvalinde degisiklik sadece
zamansal tiirevlerin ayriklastirilmasindan kaynaklanmaktadir. Bu farkliliktan dogan
sebepler acgik formiilasyon (explicit method) ya da FTCS (Forward Time Central
Space), Crank-Nicolson ve Teta isimleriyle adlandirilan ydntemlerle ¢6ziime

kavusturulmaktadir.
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2.4.2. Acik Formiilasyon (Explicit Method)

Burada f = f (x,t) bagimh degiskenine ait

of o° f
- 32
ot “ ox? (32)

denklemi gibi parabolik kismi diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in kismi

tirevlerin sonlu fark yaklasimlar1 kullanilir. Bu yontemde belirli diiglimlerde (X -

konumu) ve zamanda (t) zamana gére tiirev ileri farkla

%)

f_k+1—f_k
~ i 33
N (33)

gibi ayriklastirilmaktadir. (33)’deki esitlik Sekil 11°de diiglim temsilini gosteren

sematik diyagramda resmedildigi gibi

Sekil 11. Diigiim temsilini gosteren sematik diyagram

i noktasinda k aninda zamana gére tiirevi gosterirken, f* biiyiikliigii i noktasinda k
anindaki sicaklig, f*** biiyiikliigii i noktasinda K +1(veyak +At) anindaki sicakligs
belirtmektedir. i noktas: etrafinda K aninda merkezi farkla;

P fE —2fK+

i+1

ox? (Ax)*

(34)

seklinde ayriklastirilir. Ayriklastirmalardaki farklilik nedeniyle bu yonteme FTCS

(Forward Time Central Space) yontemi denir. Zaman At gibi birinci dereceden

ayriklagma ihtiva ederken, konum (AX)2 gibi ikinci dereceden hata mertebesindendir.
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Bu farklilik bu yontemde kararliligini etki altina almaktadir. Ayriklastirilmis (33)
ve (34)’deki ifadeler (32) de yerine yazilip;
k1 ¢k K ok k
fi fi —a fi-*—l 2f| 2+ fi—l (35)
%,L, (AX)

K % f
ox?

(35) diizenlenerek

A
fikJr1 = fik +a—t2( fitl

) —2f4+ 1) (36)

(36) elde edilir. (36) °da

kAt
— = r
co(Ax)

olarak ifade edilirse

Ft = £ r (£

i+1

_Zfik + fiEl) (37)

(37) elde edilmis olur.

2.4.3. Kapal (Implicit) Yontem

Acik yontemde diiglimlerin ¢oziimii yapilirken bazi problemler ortaya ¢ikar. Bu
problemler; belirlenmis olan ilk zamanda i¢ diiglim noktalarindaki sicaklik yapay olarak
belli bir ortalamada tayin edilmesi ki bu durum fiziksel bir olay i¢in aykir1 bir durum arz
eder, belirlenmis olan bir zaman diliminde tiim diigiimler i¢in 1s1 gegisinin ayn1 anda
miimkiin oldugu kabul edilerek sicaklik degerleri bulunmakta, belirli bir diiglimdeki
sicaklik sadece Onceki zaman adimindaki komsu diiglimlerin sicakligina bagh
hesaplanmakta ve son olarak da ag¢ik yontem, zaman adiminin degerine, konum adimina
ve eliptik denklemin parametrelerine bagli olan kararliligi garanti etmez. Kismi

diferansiyel denklemler i¢in
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o’f of
“x (%)

acik yontemin yakinsak ve kararligi

kAt _ aAt S% (39)

c,o(Ax)2 (Ax)2

icin miimkiindiir. Kapali yontemde sicaklik her seferinde bir diigiim bulmak yerine,

belirli bir siire i¢in tiim i¢ diigimlerdeki sicaklik i¢in eszamanli dogrusal denklemlerle

sonuclandirir.
o’f  of

a =— 40
ox* ot (40)

parabolik kismi diferansiyel denklemi ¢ézmek i¢in kapali yontem asagidaki gibidir.

(40) denklemin sol tarafindaki ikinci tiirev, i diigtimiindeki k+1 zaman adimindaki
merkezi fark formiilasyonu ile ayriklastirilir.

62 f k+1
ox’ |

~ fi:(—;rl — fik+l + fiEIl
(Ax)

(41)

(40) denklemin sag tarafindaki birinci tirev, K+1zaman adimi ve i diigiimii olmak

tizere geri fark formiilasyonu ile ayriklastirilir.

k+1 k1 gk
R (42
ot|, At

Ayriklagtirllmis (41) ve (42) denklemleri (40)’taki parabolik kismi diferansiyel

denklemde yerine yazilarak

f_k+l _Zfik+l + fiEIJ- B fik+1 _ f,k

i+1 i 43
elde edilir. (43) gerekli diizenlemeler yapilarak

A e A (44)
co(Ax) co(AXx) co(Ax)

bulunur. (44)te
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kAt

—2 =r

cp(Ax)

denirse

S @ 2n) £ = (45)

belirli bir zaman adiminda tiim diiglimler i¢in (dis diiglimler hari¢) yazilabilir. (45)

nolu denklem belirli bir zamanda diigiim noktalarinin sicakligin1 bulmak i¢in eszamanh

dogrusal denklem olarak ifade edilir (Kaw ve Garapati, 2011).
2.4.4. Crank-Nicolson Yontemi

Crank-Nicolson yontemi, kapali (implicit) yontem i¢in alternatif bir sema sunar.

Crank-Nicolson yonteminin dogrulugu hem alanda hem de zamanda aymidir. Kapali

2
(implicit) yontemde

pV yaklasimi O(Ax)® kesinligine sahipken, %’ nin yaklasimi
X

(At) kadardir. Crank-Nicolson yontemindeki dogruluk, tiirevin zaman adiminin

ortasindaki noktaya yaklastirilmasiyla saglanir (Kaw ve Garapati, 2011).

Atz <0,5 vya da 05=L olmak tizere LJ[ZSO,S oldugunda

(AX) cp co(Ax)

o

kararsizligin (hata payinin) nedeni konumsal (merkezi fark)

&

i+1

(Ax)’

g —2fik+fikl]

ve zamansal (ileri fark)

HES

At
tiirevlerinin sonlu fark ayrigtirmalarinin mertebelerindeki farkliliklardir. Crank-Nicolson

k

yontemi (kapali yontem/implicit method) bu ayrigmalardaki farklar1 ayn1 mertebeye

getiren tekniktir.

Zamansal sonlu fark ayriklagtirilmasi
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k*% f.k+1 . f.k
A (4)

%)

zaman araligmin Kk +% an1 olacak sekilde secilip, zamansal anlamda merkezi olarak

ayriklastirilmasiyla ifade ediliebilir. Bu noktada konumsal olarak ayriklastirma

belirlenmis olan k+% zaman adiminda gerceklestirilebilir. Konumsal olarak ifade

2
tiirevinin bir kez zaman adiminin basinda bir kez de

edilecek bu ayriklastirma igin —
X
sonunda ayriklastirilarak ortalamasinin alinmasindan yararlanilir.
k zaman adiminda ayriklastirma;

o2t \
%)

k k k
- fi+1_2fi 2"' fi—l (49)
(Ax)

k+1 zaman adiminda ayriklastirma;
o’ f
ox’

K+ l zaman adiminda ayriklastirma;

o° f
OX?

k+1
f k+l 2 fik+1 + fiEfL

# o

(50)

i+l

2 (Ax)2

1 + o
T _a(fh -2 £ ) (R 20 1) (51)

2
ayriklastirilmis olan tiirevler o = L olmak Tlizere i =a 0 Z denkleminde yerine
cp ot OX
yazilarak
ffr—f k1 (fitl_Zfik—'_ fi:)"'(fiLA_Zfikﬂ+ f:1) (52)
At cp?2 (Ax)*

elde edilir. (52) nolu denklem diizenlenerek sirasiyla;

fRA gk _ KAt (fi51_2fik + fifl)+( fat -2+ fihlﬂ)
' ' c,o(Ax)2

(53)
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kAt

(53)’te Cp(AX)2 =r olsun,
f_k —2f.k + f_k + f_k+l_2f_k+1+ f_k+1
fik+l_ fik _ r( i+l i |—1) (2 i+1 i i-1 ) (54)

olur ki (54)’ten Crank-Nicolsan formili,

—rf S+ 2(L4r) £ - = 2(24 1) £ rf (55)

i+1 i+1
olarak bulunur.

Crank-Nicolsan formiiliinde her bir noktada tek sefer yazilmasiyla olusan

denklem sistemi ¢oziildigiinde kapali yontem (implicit method) formiilasyonu

bulunmus olur. Bu yontemin avantaji %: r icin herhangi bir degerde kararli
cpo(AX

yapida olmasi ya da kararlilik sorunu olmayisidir.
2.5. Hiperbolik Denklemler I¢in

Titresen Yay Problemleri: Hiperbolik kismi diferansiyel denklemleri herhangi bir
ortamda titresimlerin nasil yayildigim agikhiga kavusturur. Ozellikle dalgalarin nasil
yayildigini tanimladigi i¢inde “dalga denklemi” olarak adlandirilir. Dalga denklemleri
kendi igerisinde; bir boyutta salinim yapan yay, iki boyutlu halde calinirken titresen
davul zarinin hareketi ve son olarak ii¢ boyutlu halde seffaf bir jelatin igerisinde
suspansiyonel halde bulunan taneciklerin ¢arpisma oldugunda tespit edilebilmekteki
hareketi problemdir.

x=0

AR

Sekil 12. Bir boyutta titregsen yayimn anlik goriiniimii
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Sekil 12°de titregsmekte olan bir boyuttaki yay gosterilmektedir. Yayin A ve B
gibi birbirine son derece yakin iki nokta arasindaki mesafe Sekil 13’ te abartilarak daha

fazla yakinlastirilarak gosterilmistir.

Sekil 13. Odaklanarak gosterilen bir boyutta titresen yay

A ve B noktalarinda tegetlerin egimlerinin agis1 sirasiyla o, ve «ap dir. Yaymn

otelemeleri iki ucu birlestiren dik olarak dl¢iilmekte olup u ile gdsterilmektedir. Yay1

etkileyen kuvvet A ve B noktalarinda f ile belirtilmistir. Yukart dogru kuvvetler

pozitif isaretli olup yayin A ve B noktalarini etkileyen diisey bilesenler;
A=-fsin(a,) ve B= fsin(a;)

dir. Sekil 12 ve Sekil 13’te temsiller abartili oldugundan agilarin ¢ok cok kiigiik oldugu
g6z Oniinde bulundurularak yaklasik olarak siniisleri ve tanjantlar1 esit kabul edebiliriz.

Buradan;

; ou
A=-fsin(a,)=—ftan(a,)=—f (&l\ ,

B=fsin(ay)=ftan(ay)= f(g—il = f {(Z—ijﬁﬁ%(i—i}dx}

2

u
olur. Burada net bileske kuvvet f(g—z

jdx olur. Diisey konumda Newton kanunu
X

uygulanarak yayin kiitlesi ve ivmesinin ¢arpimina esitlenirse (w birim uzunluk basina

agirlik)
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2 2
; 8121 dX:deatzj (56)
OX g ot

(56) esitligi diizenlenerek

o’u ( fg\ou
% 57)

57) elde edilir. BuradaA=1 B=0,C =—E oldugu ve bu biiytikliiklerle birlikte
w

denklemimizin hiperbolik denklem sinifina girdigi goriiliir. Burada yay yerine bir

membran tercih edilirse,

o%u )
—=CV-u 58
ot (58)

(58) nolu denkleme ulasilur.

: oY o VI 1| -
Titresen yay probleminin niimerik ¢oziimii icin ¥=CF denkleminin
X

tirevleri sonlu fark yaklagimlariyla ayriklastirilarak ¢oziiliip, uzayda hesaplanmis

zaman adiminda merkezi farklarla

OPf - 2fK+ £

i+l 59

ox? ( Ax)z ( )
zaman adimin etrafinda hesabi

2 kil _pgk , gkl

0 : _ f, 2f, 2+ f, (60)
ot (At)

o%u ) . .
yapilarak (60) ey =CV°u denkleminde yerine yazilip
kil o5k k-1 kK _ofk k
f. 2f 2+ f. _c f,—2f 2+ f.5 (61)
(At) (Ax)

elde edilir.(61) de gerekli diizenlemeler yapilip sonraki zaman adimindaki Gtelemeler

igin

33



2
fik+l = —fikfl+21:ik +C ((it;Z (filj-l _2fik + fiEl) (62)
X

R Nk

yapilir. Sayet (63)’te

A 2
(t)—1—>szEm

C _
Ax)2

—

aliirsa (kararsizligin olmayacagi en biiyiik deger bu degerdir) denklem,

ffr = + £ — £ (64)

i+1
(64) haline gelir. (64) ile bulunmus olan denklem agik bir sekilde zamanda ilerleyisi

tasvir etmektedir. SOyle ki X; noktasindaki otelemenin hemen pesi sira gelen zaman

adiminda bulunmasi i¢in; komsu noktanin hemen bir 6ncesinde gelen zaman adimindaki
Otelemeleri toplanip, isleme muhatap olan iki zaman Onceki 6telemenin degerinden
cikarilmaktadir. Ozetle herhangi bir zaman adiminda bulunacak deger icin kendinden

once gelen iki zaman adimindaki degerlere ihtiya¢ vardir.

Ayrica bu zaman hesaplama yonteminde sadece belli bir iki zaman adimindan
sonra kullanilacagi aciktir. Bunun i¢in t=0aninda ve At=t ilk zaman adiminda var
olan 6telemelerin bilinmesi gerekmektedir. Yani At =t adimindaki var olan 6telemelere
nasil ulasilacagi agik degildir. t=0 aninda hesaplama yapabilmek i¢in daha Once
gelecek oOtelemelerin  bilinmesi gerekmektedir. Bu durum o6zellikle titresen yay
problemleri g6z Oniine alinarak bakilirsa, salinimlarda zaman goére fonksiyonun
periyodik oldugu goriiliir ve 6nemli bir sorun teskil etmedigi ortaya ¢ikmis olur. Bu
kriteri netlestirdikten sonra baslangi¢ belirlenip bu andaki hizlar ve ivmeler bilinerek
t=0 anindan Onceki Gtelemeler bulunabilir.Bu bilgilerden yola ¢ikarak baslangig
belirlenip bu andaki hizlar ve ivmeler verilirse ve merkezi farklarla ayriklastirma

yaparak ilk zaman igin t =0 da % =g(x) olarak verilirse;
0

0 0
/ERA] +0(x)At (65)

34

f.+1
' 2



(65) ilk zaman i¢in kullanilir. Bundan sonra gelecek her adim igin

fik+l = fikl + fi51 - fik71 (66)

+

(66) nolu esitlik kullanilur,

Grid noktalar1 hem x hemde y ilerliyorsa ilk zaman i¢in (67) kullanilir.

+ %) (67)

i-1,j i+1, j i,j-1

f.l.:%(fo £ 40

[Ik zaman adimi i¢in bulunan bu deger daha sonra gelecek konum ve zaman degerleri

icin gereklidir. Sirali konum zaman islemleriyle igin gerekli adimlar1 (68)

kullanilacaktir.

M |
fi,(j = E( fiEl,j + fitl,j + fi!(j—l - fi!(j+1)+At'f (Xi , yi) (68)
Ornek 1:

Sekil 14' te gosterildigi gibi boyutu 2,4mx3m olan plaka, siir sicaklig: alt, sag
iist ve sol degerleri sirastyla 25°C, 75°C, 250 °C, 50 'C olacak sekilde sicakliga maruz
birakilmaktadir. Buna gore dogrudan ¢oziim yontemi kullanarak 0,6m uzunlugunda

diiglim noktalarina boliinecek bu plakanin i¢ diiglimlerdeki sicakligi ne olur?

Tso °C

3,0m 75°C

|

Sekil 14. Bovutu ve sinir sicakliklar: belli olan plaka

y
A
250 °C

v
>

l 25°C
N 2,4m :i
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Coziim:

Ax=Ay=h=0,6m olacak sekilde x eksenindeki gridlerin adedi m ile vy

eksenindeki gridlerin adedi n ile gosterilmek {izere;

2,4
m:_
0,6
—4
n=——
0,6
=5

bulundu. Tiim diigiim noktalart Sekil 15’ te gosterildigi gibi diizenlenmistir.

y
A
fo s f1,5 fos f3,5 fis
fo,4
fl 4 f214 f3 foa
fos
f1,3 f2,3 f3,3 f4 3
fo.2
fio fz,z faz faz
fos fis fa1 f31 fas
f >
00 fl,O fz,o fa,o 1:4,0

Sekil 15. Plakadaki diigiim noktalar

Sekil 15°te sol ve sag sinirdaki i ile gosterilen tiim diigiimler sirasiyla 0 ve m

degerlerine sahiptir. Ayni sekilde iist ve alt sinirdaki j ile gosterilen tiim diigiimler

sirastyla 0 ve n degerlerine sahiptir.

Sinir sartlarindan yola ¢ikarak,
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f,; =50,j=12,34
f,,=751=1234

f,=25i=123

f,=250,i=12,3

olacak sekilde Sekil 15° teki i¢ noktalar ve sinir noktalar1 Sekil 16’ daki gibi temsil

edilmistir.

[ ] [fs=250 |f,,=250 |f,,=250| [ |
fo, =50 [ f,=0 f,, =0 f,,=0 ] |f,.=75
fos =50 [ f,=0 f,,=0 f,,=0 fo,=75
f,,=50| [ f,=0 f,, =0 f,,=0 ] | f,,=75
fy, =50 f,=0 f,, =0 f,, =0 fo,=75

[ ] | =25 fo=25| |fo=25| [ |

Sekil 16. i¢ noktalar ve sinir noktalari

I¢ grid noktalarindaki sicakligi bulmak igin i ve j tiim kombinasyonlarini f

fonksiyonunun Laplasiyeni

o*f  o°f
(VZf)L,j :{axz + ayz j

i

=0

merkezi farklarla ayriklastirilarak

f”lyj +f —4fiyj + fHVj + fi,j—l

h2

i,j+1

=0

veya f . +f . +f.  +f.  —4f =0

i+1,j i-1,j i,j+1 i,j-1 ij

denkleminde bes bilinmeyenin varliginda 12 i¢ nokta icin ayr1 ayr1 yazilabilir.
Kenarlara komsu olan ., f,, f,,f, f,.,f,,, f,5,f,,, f,, f,, f,; ve f;, noktalan

denklemlerde sinir kosullar1 olarak kendine yer bulacaktir.
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i=1, =1 icin;

fou+ foy+ fip+ fo—4f, =0
f,,+50+f,,+25-4f =0
—4f +f,+f,, =-75
oo+ fop+ fig+ fy—4f, =0
f,, +50+f ,+f,—4f,=0
fo—4f,+f,+f,,=-50
foo+ fog+ fiy+f,—4f,=0
fo4+50+ f, +f,,—4f ;=0
f,—4f,+f,+f,,=-50
fat foat fig+ fa—4f, =0
f,, +50+250+ f,, —4f,, =0
f,—4f,+f,,=-300
foo+ o+, + f,0—4f,, =0
fo+f,+f,,+25—-4f, =0

fo,—4f, +f,,+f,=-25

122, |=2 igin;

f3,2 + f1,2 + 1:2,3 + f2,1 _4f2,2 =0

fl,2 + f2,1 _4f2,2 + f2,3 + f3’2

=0
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=2, j=3 i¢in;
foat+fa+f,,+f,,-4f,.=0
fo+f,,-4f +f,,+f,=0
i=2, j=4 i¢in;
fo,+f,+f+f,,-4f,,=0
fy,+f,+250+f,,-4f,, =0
fi,+f,,—4f,,+f,=-250
i=3, j=1 i¢in;

fo o+, +f,+f,-4f,=0
75+ f,, +f,,+25-4f, =0
f,,—4f,+f,,=-100

i=3, j=2 i¢in;
f+f,+f,+f, —4f,=0
75+ 1, +f,+f,-4f,,=0
f,+1f,—4f,+f,=-75
i=3, j=3 i¢in;
fa+f,+f,+f,-4f,=0
75+ f,,+f,+f,-4f,=0
foo+f,—-4f,+f,=-75
1I=3, ]=4 icin;

f o+, +f+1,-4f,=0
75+ f,,+250+ f,,—4f,, =0
f,,+f,,—4f,=-325
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(69) ile (80) arasindaki on iki dogrusal denklem grubu daha genis bir sekilde

A4t + f O f+ )+ f +0(fp+ fpgt fy+ f 4+ £+ f 4 £y, )=—T75
flo—af,+ fa+0(f + f, )+ f,,+0(fa+ fp + fy + fy,+ £+ £, )=—50
Of,+f,—4f,+f, +0( f,,+ f2’2)+ fys +0( foat fout o, t fogt f3’4) =-50

O( f, + f1’2)+ fL,—4f, +O( fort+ f,,+ f2’3)+ f, 4 +0( fot o, + fogt f3y4):—300
f111+0( fio+ fiao+ f1'4)—4f2’1+ f,, +O( f,q+ f214)+ f3’1+0( fop+ fot f3'4):—25
Of, +f,+0(fa+ f, )+ —4f,,+f,,+0(f,,+f,)+f,+0(f,+f,)=0
O(fyy+ fip )+ fia+0(f,+f, )+ fp—af, +f,, +0(f,, +f,,)+f,+0f,, =0

O( f,+ fyp+ f13)+ 4 +O(f21+ fzz) +f ’3—4f2,4+0(f3,1+ fo,+ f3,3)+ f,, =—250

O(fyy+ fp+ fig+ fiy+ )+ f,+0( 5+ fy )+ fy —4f,, + fy,+0f,, =75

(
(
O(fyy+ frp+ g+ fiy)+ F +0(Fp+ f5+ F, 0 )—4F,, + f,, +0( fy, + £, ) =100
(
O(fyy+ fp+ g+ fiy+ Foy By )+ fog +0(F,p+ )+ f,, —4f, 4+ £, =75

(

O(fyy+ fp+ g+ fiy+ Foy+ fpp+ fp)+ £, +0(fyy + )+ fy,—4f,, =—325

ifade edilip, bu on iki denklemi ¢6ziip on iki i¢ diiglimdeki sicaklig1 buluruz.
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gerekli matrisi islemleri yapildiktan sonra

11—

12 —

13 7

14 —

21

22

_ 3029565 . 79 218811°C
38243

_ 1330475, . 95,919188°C
76486

_ 4787260+ _ 155 180033°C
38243

_ 19348655~ _ 200, 672737°C
76486

_ 11163595 . . 145,956057°C
76486

_ 4983975 o - 129, 277907°C
38243
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5804325
2338243

°C =154,128206°C

177446495

ya = °C = 231,55486°C
4 76486

11446495

oy = °C =149,654773°C
*7 76486

4631540

1y = °C =121,108177°C
2 38243

9981425

1s = °C =130,500026°C
* 76486

_ 6568760
%4 38243

°C =171,763721°C
f. ] [ 79218811 ]
f., | | 95919188
f., | |125180033
f., | |200,672737
f,. | | 145956057

f,, | |129,277907

1

°C
f,o | |154,128206

f,o| | 231,55486
f,, | |149,654773
f,, | [121,108177

f., | |130,500026

f,o | [171,763721



A
250 250 250
50 201 232 171 7
50 125 154 131 &
50 % 129 121 5
50 79 146 150 7
> X
25 25 25

Sekil 17. Plakanin i¢ diiglimlerindeki sicakliklarin yaklasik gdsterimi
Ornek 2:

Sekil 18' de gosterildigi gibi boyutu 2,4mx3m olan plaka, sinir sicaklig alt, sag
ist ve sol degerleri sirasiyla 25°C, 75°C, 250 °C, 50°C olacak sekilde sicakliga maruz

birakilmaktadir. Tiim i¢ diiglimlerdeki baslangic sicakliginin 0°C oldugunu varsayarak

0,6m uzunlugunda diigiim noktalarina boliinecektir. Buna gore Gauss-Seidel yontemini

kullanarak i¢ diigiimlerdeki sicakligi ve tiim i¢ diiglimlerde yinelemenin sonunda

maksimum mutlak goreceli hatayr 0,0001olacak sekilde bulunuz?

Tso °C

3,0m 75°C

|

Sekil 18. Boyutu ve sinir sicakliklar: belli olan plaka

y

* 250 °C

v
<

| 25°C
N 2,4m :i
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Coziim:

Ax=Ay=h=0,6m olacak sekilde x eksenindeki gridlerin adedi m ile y

eksenindeki gridlerin adedi n ile gosterilmek {izere;

2,4
m=—
0,6
=4
3
n=——
0,6
=5

bulunur. Tiim diiglim noktalar1 Sekil 19 da gosterildigi gibi olusmus olur.

y
A
f0 s f15 f2,5 f3 5 f4 5
fou
f14 f2:4 f3 4 f4 4
fos
fis f2 fas fus
fo.2
fi) fa2 fa2 fi2
fos fia fo far fas
f >
00 fio f20 fao fao

Sekil 19. Plakadaki diigiim noktalari

Sekil 19” da sol ve sag sinirdaki i ile gosterilen tiim dugiimler sirasiyla 0 ve m

degerlerine sahiptir. Aynmi sekilde ist ve alt sinirdaki j ile gosterilen tiim diigiimler

sirastyla 0 ve n degerlerine sahiptir.

Sinir sartlarindan yola ¢ikarak,
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f,,=75j=1234
f,, =100, j=12.3,4

f,=50,i=123

f,=300,i=12,3

olacak sekilde Sekil 19°daki i¢ noktalar ve smir noktalar1 Sekil 20’deki gibi temsil
edilebilir.

[ ] [fs=250 |f,,=250 |f,,=250| [ |
foa =501 [ f,=0 f,, =0 f,,=0] [f,,=75
fos =50 [ f,=0 f,,=0 f,5 =0 fos=75
f,, =50 [ f,=0 f,,=0 f,,=0 | | f,,=75
f,, =50 f,,=0 f,, =0 f,, =0 fo =75

[ ] | =25 fo=25| |fo=25| [ |

Sekil 20. i¢ noktalar ve sinir noktalari

Ayriklastirilmis denklemi

foi+f o +f +f
f, =—" '*“14 =2 1=1,2,34;j=1,2,34,5

olan Gauss-Seidel yonteminde tiim i¢ diigiimler i¢in herhangi bir adimda (k adim sayis
olmak tizere) bilinen sicaklik degerleri fi’kj olmak tizere bir sonraki adimdaki sicakliklar

Laplace denkleminin ayrik yapisi yardimiyla iteratif yontemle

k K+ k K+
fiykj+1 _ fi+1,j + fi—l,lj + fi,j+l + fi,j—ll (81)

4

seklinde yazilarak bulunacak. Buradan yola ¢ikarak denklem (81), i¢ diiglimlerdeki tiim

sicakliklar 6nceden belirlenmis bir tolerans i¢inde olana kadar yinelenerek bulunacaktir.

Iterasyon 1:

Iterasyon 1 icin tiim i¢ grid noktalarin sicakligi 0°C ile baslar.
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k=0, i=1, j=1 icin:

0 1 0 1
f2,1 + f0,1 + f1,2 + f1,0

fl =
11 4
~0+50+0+25
4
=18,75°C
k=0, i=1, |=2 icin;
£l fz?z + fol,z + f1,03 + f1,11
1,2 4
~ 0+50+0+18,75
4
=17,1875°C
k=0, i=1, j=3 icin;
£l fz?s + fol,s + f1,04 + fl,lz
13

4

~ 0+50+0+17,1875
4

=16,796875°C

k=0, i=1, |=4 icin;

0 1 0 1
f2,4 + f0,4 + fl,5 + fl,3
4

1 _
f1,4 =

_ 0+50+250+16, 796875

4

=79,19921875°C

k=0, i=2, =1 icin;:

f3(,)1 + fl,ll + fZ(,)Z + f2]:0
4

~0+18,75+0+25

4

1 _
f2,1 -
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=10,9375°C

k=0, i=2, |=2 icin;
1 f3(,)2 + fl,12 + fzc,)s + f21,1
2,2 4
~ 0+17,1875+0+10,9375
4
=7,03125°C
k=0, i=2, |=3 icin;
£1 f3(,)3 + f1,13 + fz(,)4 + le,z
23

4

_ 0+16,796875+0+7,03125
4

=5,95703125°C

k=0, i=2, j=4 icin;

0 1 0 1
f3,4 + f1,4 + f2,5 + f2,3
4

1 _
f2,4 =

~ 0+79,19921875+ 250 +5,95703125

4

=83,7890625°C

k=0, i=3, j=1 icin;

0 1 0 1
f4,1 + f2,l + f3,2 + f3,0
4

1 _
f3,1 -

_ 75+10,9375+0+25
4

=27,734375°C

k=0, i=3, |=2 icin;

0 1 0 1
f4,2 + f2,2 + f3,3 + f3,1
4

1 _
f3,2 -
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_ 75+7,03125+0+27,734375
4

=27,44140625°C

k=0, i=3, j=3 icin;
fl — f4(,)3 + f21,3 + f3(,)4 + f3:%2
3,3 4
_ 75+5,95703125+0+27,44140625
4
= 27,09960938°C
k=0, i=3, |=4 icin;
1 foat fou+ fas + o
3.4

4

_ 75+83,78906250 + 250+ 27,09960938
4

=108,97216797°C

Iterasyon 2:

Iterasyon 2’de i¢ grid noktalarm sicakhigi igin iterasyon 1°deki i¢ diigiim noktalari

kullanilir.

k=1,i=1, j=1 icin;

1 2 1 2
f2,l + fO,l + f1,2 + fl,O
4

2 _
f1,1 -

~10,9375+50+17,1875+ 25
4

=25,78125°C

2 1
f1,1 - f1,1
2
11

=x100

|€|1,1 =

_|25.78125-18,75|
2578125 |
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= %27,27

k=1, i=1, |=2 icin;

1 2 1 2
f2,2 + f0,2 + f1,3 + f1,1
4

2 _
f1,2 -

_ 7,03125+50+16,796875+ 25,78125
4

=24,90234375°C

2 1
f1,2 - fl,2

2
fl, 2

|8|1’2 = x100

24,90234375-17,1875)|
= x100
24,90234375 |

=%30,98039216

k=1, i=1, =3 icin;

1 2 1 2
2 f2,3 i f0,3 + fl,4 + fl,2
13
4

~5,95703125+50+79,19921875 + 24,90234375
4

=40,01464844°C

40,01464844 16, 796875
= %100
40,01464844 |

= %58,02318487

k=1, i=1, |=4 icin;

1 2 1 2
f2,4 + f0,4 + f1,5 + f1,3
4

2 _
f1,4 =

_83,7890625+ 50+ 250 + 40,01464844
4
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=105,95092773°C

2 1
EA—'EA
2
14

=x100

£ =

_[105,95002773-79,19921875| ,
105,95092773 |

= %25, 2491503

k=1, i=2, j=1 icin;

1 2 1 2
2 _ f3,1+ fl,l + f2,2 + f2,0

21 4

_ 27,734375+ 25,78125+7,03125+ 25
4

=21,38671875°C

f22,1_ fl

2,1
2
fZ,l

|8|2‘l = x100

21,38671875-10,9375|
= x100
21,38671875 |

=%48,85844749

k=1, i=2, |=2 icin;

1 2 1 2
f3,2 + f1,2 + f2,3 + f2,1
4

2 _
fzz_

_ 27,44140625+ 24,90234375+5,95703125+ 21,38671875

4
=19,921875°C
f2, —f}!
e, =22 22 100
2,2

_[19,921875-7,03125)
19,921875 |
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= %64, 70588235

k=1, i=2, |=3 icin;

1 2 1 2
f3,3 + f1,3 + f2,4 + f2,2
4

2 _
f2,3 -

~27,09960938 +40,01464844 +83,7890625+19,921875
4

=42,70629883°C

2 1
f2,3 - 1:2,3

2
f2,3

e, , = x100

42,70629883—5,95703125|
= =x100
42,70629883 |

=%86,05116478

k=1, i=2, =4 icin;

1 2 1 2
£2 _ f3,4 i f1,4 + fz,s + f2,3
24 =

4

~ 108,97216797 +105,95092773+ 250 + 42,70629883
4

=126,90734863°C

2 1
f2,4 B f2,4
2

2,4

lel, , = x100

126,90734863 83, 7890625|
= x100
126,90734863 |

=%33,97619334

k=1, i=3, j=1 icin;

1 2 1 2
£2 _ f4,1 + f2,l + fs,z + fs,o
31~

4

_ 75+21,38671875+27,44140625+ 25
4

o1



=37,20703125°C

2 1
f3,1 - f3,1

f2

31

|$|3‘l = x100

%100

_|37,20703125 - 27, 734375
37,20703125 |

=%25,45931759

k=1, i=3, |=2 icin;

1 2 1 2
2 _ f4,2 + f2,2 + f3,3 + f3,1

3,2 4

_ 75+19,92187500 + 27,09960938 + 37,20703125
4

=39,80712891°C

2 1
f3,2 B f3,z

f2

3,2

|8|3‘2 = =x100

39,80712891- 27,44140625)|
= x100
39,80712891 |

=%31,06409077

k=1, i=3, |=3 icin;

1 2 1 2
fZ _ f4,3 + f2,3 + f3,4 + f3,2
33
4

_ 75+42,70629883+108,97216797 +39,80712891
4

=66,62139893°C

2 1
f3,3 - f3,3
2
f3,3

|¢9|3‘3 = x100

66,62139893 - 27,09960938|
= x100
66,62139893 |
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= %59,32296558

k=1, i=3, |=4 icin;

f2 — f4]:4 + f22,4 + f3],-5 + f3?3
3,4 4
~ 75+126,90734863+ 250 + 66,62139893
4

=129,63218689°C

f324_f314
e, , = — <100
3,4
129,63218689 —108,97216797|
= x100
129,63218689 |
= %15,93741448
y
A
250 250 250
50
106 [127 [130 |75
50
40 (43 |67 |75
50
25 [20 |40 |75
50
26 [21 (37 |75
» X

25 25 25

Sekil 21. Iki yinelemeden sonra sicaklik dagilimi

sicaklik degerlerini 0,0001 hata dahilinde gdsterebilmek yirmi altinci iteratifin

sonunda miimkiin olmustur. Tablo 2’ de her yinelemenin sonunda i¢ diiglimlerdeki
sicaklik degerleri belli bir iterasyona kadar listelenmektedir. Ayrica Tablo 3’ te birinci

diigim noktasi i¢in sicaklik degerleri 0,0001 hata olacak sekilde tablolastirilmustir.
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Tablo 3. Gauss-Seidel yontemine gore f,, diigiim noktasmm |¢|  =0,0001 hata ile

ulastig1 iterasyon sayisi ve degerleri

Iterasyon f.. Iterasyonlar Iterasyon f, Iterasyonlar
Sayisi Diigiimiiniin Arasidaki Sayis1 Diigiimiin Arasidaki
(n) Sicakhk Hata Pay1 (n) Sicakhk Hata Pay1
Degeri (|8|n—l,n ) Degeri (|8|n_11n )
1 18,75 100 14 47,981774 0,113912
2 25,78125 27,272727 15 48,013189 0,065429
3 30,322266 14,975845 16 48,031243 0,037588
4 34,544376 12,222271 17 48,041618 0,021596
5 38,584042 10,469792 18 48,04758 0,012409
6 42,176872 8,518486 19 48,051007 0,007131
7 44,569797 5,368937 20 48,052976 0,004098
8 46,025647 3,163128 21 48,054107 0,002355
9 46,882321 1,827286 22 48,054757 0,001353
10 47,379661 1,049691 23 48,055131 0,000778
11 47,666742 0,602266 24 48,055346 0,000447
12 47,832042 0,345585 25 48,055469 0,000257
13 47,927117 0,198374 26 48,0555401 0,000148
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Ornek 3:

Sekil 23' te gosterildigi gibi boyutu 2,4mx3m olan plaka, siir sicaklig alt, sag
iist ve sol degerleri sirasiyla 25°C, 75°C, 250 °C, 50 ‘C olacak sekilde sicakliga maruz
birakilmaktadir. Tiim i¢ diiglimlerdeki baslangic¢ sicakliginin 0°C oldugunu varsayarak
0,6m uzunlugunda diigiim noktalarma bdliinecektir. Buna gore Gauss-Seidel'i i¢
diigiimlerdeki sicakligi bulmak i¢in g agirhik faktorii carpani ile art arda gevseme

yontemiyle kullanilarak i¢ diiglimlerdeki sicakligl ve tiim i¢ diiglimlerde yinelemenin

sonunda maksimum mutlak goreceli hatayr 0,0001olacak sekilde bulunuz?

y
A
250 °C
v
50 °C
3,0m 75 °C
v a
| 25°C > X
N 2,4m :i

Sekil 23. Boyutu ve sinir sicakliklar belli olan plaka

Coziim:

Ax=Ay=h=0.6m olacak sekilde x eksenindeki gridlerin adedi m ile y

eksenindeki gridlerin adedi n ile gosterilmek tizere;

2,4
m=—
0,6
=4
n:i:5
0,6
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bulunur. Tiim diigiim noktalar1 Sekil 24’ de gosterildigi gibi olugsmus olur.

y
A
f0 s f1,5 fz 5 f3,5 f4 5
f0,4
fl 4 f214 fs 4 f4 4
f0,3
f1,3 f2,3 f3,3 fis
f0,2
fl 2 f2,2 fs2 fa2
fos fia fou fa1 fas
f » X
00 f1 0 fz,o a0 fao

Sekil 24. Plakadaki diigiim noktalar1

Sekil 24’ te sol ve sag siirdaki i ile gosterilen tim diigiimler sirasiyla 0 ve m

degerlerine sahiptir. Aynmi sekilde st ve alt sinirdaki | ile gosterilen tiim diigiimler

sirastyla 0 ve n degerlerine sahiptir.
Sinir sartlarindan yola ¢ikarak,

f,, =50,=12,34
f, =75 =234

f,=25i=123

fo=250,i=12,3

olacak sekilde Sekil 24°teki i¢ noktalar ve sinir noktalar1 Sekil 25°teki gibi temsil
edilebilir.
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[ ] [fs=250 [f,,=250 |f,=250| [ ]
fy5 =50 f,=0 f,, =0 f,,=0 | |f,,=75
o5 =50 f,=0 f,5 =0 f,,=0 ] | f,,=75
f,, =50 f,=0 f,, =0 f,,=0 | | f,,=75
f,, =50 f, =0 f,, =0 f,, =0 fo, =75

[ ] | fe=25 | fe=25] [f,=25| [ ]

Sekil 25. I¢ noktalar ve sinir noktalari

evsetme eni eski
fi,gj ’ :ﬂfi,yj +(1_ﬂ) fi,j (82)

(82) esitligiyle i¢ diiglimlerdeki tiim sicakliklar £ agirlik faktorii ¢arpani ile art
arda gevseme yontemiyle kullanilarak onceden belirlenmis bir tolerans iginde olana

kadar yinelenerek ¢oziilecek. Burada g agirlik faktorii carpanini bulmak igin

[COS(Z]+ cos(zﬂ B -163+16=0
Y q

esitliginin koklerinden asir1 gevsetme carpant bulunarak kaginct adimdan sonra
yakinsadigi tespit edilecektir. p=4 ve q =5 ifadeleri se¢ilmis kapali bolgedeki her iki

yondeki hiicre sayisidir.

T T ? 2 _
[cos(zjmos(gﬂ p°-16+16=0

kokleri bulmak igin kokler toplami ve kokler farki

B+ B, =- -16 2
CHES
5 p- \/(—16)2 —4[005[7;}r cos(gﬂz 16

(2ol
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ifade edilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra

89846

=227 — 5750144

P 15625

B, = 30263 =1,21052
25000

bulunur. Burada £, =1,2 agirhik faktorii ¢arpani olarak alinir.

Iterasyon 1:

fterasyon 1 i¢in tiim i¢ grid noktalarm sicakligi 0°C ile baslar.

k=0, i=1, j=1 icin:

0 1 0 1
f2,1 + f0,1 + f1,2 + f1,0

fl,ll: 4
~ 0+50+0+25
4
=18,75°C
fO+fl +£° 4+ f1
fljj_lz 2,1+ 0,1+ l,2+ l,0+(1_ﬂ) flol

4
faane _ gt | (1- g f
=1,2(18,75) + (1-1,2)0
=22,5°C

k=0, i=1, |=2 icin;

0 1 0 1
f2,2 + f0,2 + f1,3 + f1,1

fl,lz = 4
~0+50+0+22,5
4
=18,125°C
fO+fl + £+t
.':1’12 — 2,2 0,2 1,3 11 +(1_ﬂ) flf)z

4
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fljgjzevsetme — ﬂ fl,yzeni + (1_ ﬂ) flfz.zski
=1,2(18,125) + (1-1,2)0
=21,75°C

k=0, i=1, j=3 icin;

0 1 0 1
f2,3 + f0,3 + fl,4 + fl,2
4

1 _
f1,3 -

_0+50+0+21,75
4

=17,9375°C

0 1 0 1
f2,3 + f0,3 + fl,4 + f1,2
4

1 _
fia=

+(1—,3) fl?a

fljgaev,s‘etme — ﬁ fl’);eni + (l— ﬂ) fleaskl
=1,2(17,9375) + (1-1,2)0
=21,525°C

k=0, i=1, j=4 icin;

0 1 0 1
f2,4 + f0,4 + f1,5 + f1,3

fl, =
14 4
~ 0+50+250+21,525
4
=80,38125°C
f1114 _ fzc,)4 + f01,4 + flfjs + fl,13 + (1_ ﬂ) f1?4

4
e = BR+ Q- )T
~1,2(80,38125) + (1-1,2)0

=96,4575°C
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k=0, i=2, j=1 icin;

0 1 0 1
f3,1 + fl,l + fzyz + fz,o

£l =
21 4
~0+22,5+0+25
4
=11,875°C
f21,1 =p fs(’)l i fl’ll * fz(?z + f21v0 +(1—,3) fz(,)l

4
SRS CYOLY
=1,2(11,875)+(1-1,2)0
=14,25°C

k=0, i=2, ]=2 i¢in;

0 1 0 1
f3,2 + f1,2 + f2,3 + f2,1

le,z = 4
- 0+21,75+0+14,25
4
=9°C
le‘z _ ﬁ f3(,)2 + flylz + fz% + f21,1 +(1_ﬁ) fz(?z

4
e = By + Q- B i
~1,2(9)+(1-12)0
=10,8°C

k=0, i=2, =3 i¢in;

0 1 0 1
f3,3 + f1’3 + f214 + f2’2
4

l —_—
f2,3 -

~ 0+21,525+0+10,8
4

=8,08125°C
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fO 4+ fL 410 + f1
f2]:3:ﬁ 3,3 1,3 4 2,4 2,2 +(1_ﬁ) .':2(’)3

fz?gvsetme — ﬂ fzj'/;fl‘li + (1_ ﬂ) f;.;ki
=1,2(8,08125) + (1-1,2)0
=9,6975°C

k=0, i=2, |=4 icin;

0 1 0 1
f3,4 + f1,4 + f2,5 + f2,3
4

1 _
f2,4 =

~ 0+96,4575+250+9,6975
4

=89,03875°C

0 1 0 1
f3,4 + fl,4 + f2,5 + f2,3
4

foa=5 +(1-4) f2?4

e = BT + A=A
~1,2(89,03875) + (1-1,2)0
=106,8465°C

k=0, i=3, j=1 icin;

0 1 0 1
f4,1 + f2,1 + f3,2 + f3,0

fl =
31 4
_ 75+14,25+0+25
4
= 28,5625°C
1:31'l — f4c,)l + fZl,l + fsc,)z + f31,0 +(1_IB) f3(,)1

4
o = B +A-A) 12
=1,2(28,5625) + (1-1,2)0

=34,275°C
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k=0, i=3, |=2 icin;

f4(,)2 + f?_]:Z + f3(,)3 + f3],-1
4

_ 75+10,8+0+34,275

4

l —_—
f3,2 -

=30,01875°C

0 1 0 1
f4,2 + f2,2 + f3,3 + f3,l
4

1 _
f3,2 -

+(1- ) £,
fs?zevsetme — ﬂ f3{/§ni + (1_ ﬂ) f;.;ki
=1,2(30,01875) + (1-1,2)0
= 36,0225°C

k=0, i=3, |=3 icin;

0 1 0 1
f4,3 + f2,3 + f3,4 + f3,2
4

1 _
f3,3 -

_ 75+9,6975+0+36,0225
4

=30,18°C

fO +fL + 0 + f!
fSJ’.SZﬂ 4,3 2,34 3,4 3,2 +(1_ﬂ) .':3(‘)3

e = BT + A=A
~1,2(30,18) + (1-1,2)0
=36,216°C

k=0, i=3, |=4 icin;

0 1 0 1
f4,4 + f2,4 + f3,5 + f3,3
4

l —_—
f3,4 -

_ 75+106,8465+ 250+ 36,216
4

=117,015625°C
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0 1 0 1
f4,4 + f2,4 + f3,5 + f3,3
4

1 _
f3,4 -

+(1- ) £,

fs?zvsetme — ﬂ f3{/:ni + (1_ ﬂ) fgfzki
=1,2(117,015625) + (1-1,2)0

=140,41875°C

Iterasyon 2:

Iterasyon 2°de i¢ grid noktalarm sicakligi igin iterasyon 1°deki i¢ diigiim noktalar:

kullanilir.

k=1,i=1, =1 icin;

1 2 1 2
f2,1 + f0,1 + f1,2 + f1,0

f2 =
11 4
14,25+50+21,75+50
4
=27,75°C
o p foo+ fou+ iy + f5 L1-p)

4
faane _ gt | (1- g f
=1,2(27,75) + (1-1,2)27,75
=28,8°C

2 1
fl,l - fl,l
2
11

|g|1,1 = =x100

_|28,8-22,5
28,8

‘xlOO

=%21,875

k=1,i=1, {=2 icin;

1 2 1 2
f2,2 + f0,2 + f1,3 + f1,1
4

2 _
f1,2 -
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~10,8+50+21,525+28,8
4

=27,78125°C

1 2 1 2
f2,2 + f0,2 + f1,3 + fl,l
4

f1,22 = ﬁ + (1_ :B) fl,lz

flyg;v,vetme — ﬁ fl’yzeni + (1_ ﬂ) flj’évki
=1,2(27,78125) + (1-1,2)21,75
= 28,9875°C

£~ fl
12 121,100

12

|g|1,2 -

28,9875-21,75| ,
28,9875 |

=%24,96765847

k=1, i=1, |=3 icin;

1 2 1 2
f2,3 + f0,3 + f1,4 + fl,2
4

2 —_—
f1,3 -

~9,6975+50+96,4575+ 28,9875
4

=46,285625°C

1 2 1 2
f2,3 + f0,3 + fl,4 + f1,2

2 +(1-8) f

f1,23 = ﬂ

fl’g?’ev,setme — ﬂ f]_:‘éem + (1_ ﬂ) fl’e;/a'
=1,2(46,285625) + (1-1,2)21,525

=51,23775°C

2 1
f1,3 - f1,3
2
13

|$|1l3 = =x100




51,23775-21,525
51,23775

‘xlOO

=%57,98995858

k=1,i=1, =4 icin;

1 2 1 2
f2,4 + f0,4 + f1,5 + f1,3
4

2 _
f1,4 =

~106,8465+ 50+ 250 +51,23775
4

=114,5210625°C

1 2 1 2
f2,4 + f0,4 + fl,5 + f1,3
4

f1?4 =93 +(1-8) 1

f = g + (A=) £S"
=1,2(114,5210625) + (1—1, 2)96, 4575

=118,133775°C

=x100

_ [118,133775-96, 4575
118133775 |

=%018,34892265

k=1, i=2, =1 icin;

1 2 1 2
£2 _ f3,1 + f1,1+ fz,z + fz,o
21 = 4

_ 34,275+28,8+10,8+25
4

=24,71875°C

1 2 1 2
f3,l + fl,l + f2,2 + f2,0

1 +(1-8) f,,

2 _
le_
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eski

fz?fwetme — ﬂ fz{}fni + (1_ﬂ) fzyl
=1,2(24,71875) + (1-1,2)14, 25

=26,8125°C

£2 1}
221,100

21

_|26,8125-14,25|
|

26,8125

= %46,8531469

k=1,i=2, {=2 icin;

1 2 1 2
2 _ f3,2 + fl,2 + f2,3 + f2,1

2,2 4

36,0225+ 28,9875+ 19,6975+ 26,8125

4

=25,38°C

fl+f2+fl +f2
fZZ’ZZIB 3,2 1,24 2,3 2,1+(1_ﬂ) fZJ:2

ff;V;etme — ﬂ fzjjgml + (1_ ﬂ) fze'szkz
~1,2(25,38) + (1-1,2)10,8
=28,296°C

2 1
fzz_'gz
2
2,2

x100

], =

28,296-10,8

%100
28,296

=%61,8320611

k=1,i=2, {=3 icin;

1 2 1 2
f3,3 + f1,3 + f2,4 + f2,2
4

2 _
fzs—
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36,216 +51,23775+106,8465 + 28, 296
4

=55,6490625°C

1 2 1 2
f3,3 + f1,3 + f2,4 + f2,2
4

f22,3 =p + (1_ ﬂ) le,a

fz?gvsetme — ﬂ fzjjgni + (1_ ﬂ) fze;kz
—1,2(55,6490625) + (1—1,2)9, 6975

=64,839375°C

2 1
f2,3 . f2,3

= Bt
' fz,s

64,839375-9, 6975|

x100
64,839375 |

= %85, 0438102

k=1, i=2, j=4 icin;

1 2 1 2
2 f3,4 + f1,4 + f2,5 + f2,3

2,4 4

_140,41875+118,133775+ 250 + 64,839375
4

=143,347975°C

1 2 1 2
f3,4 + f1,4 + f2,5 + f2,3
4

+(1=5) £z,

f22,4 =p

e = B+ A=A
=1,2(143,347975) + (11, 2)106,8465
=150,64827°C

2 1
|g| _ f2,4_ f2,4
24 2

foa

x100
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~|150,64827 -106,8465
150, 64827

=x100

=%29,0755214

k=1, i=3, j=1 icin:

1 2 1 2
f4,1 + f2,l + f3,2 + f3,0
4

2 —_—
f3,1 -

_ 75+26,8125+36,0225+ 25
4

=40,70875°C

1 2 1 2
f4,1 + f2,l i f3,2 + fS,O
4

fS?l =p +(1_ﬁ) 1:31,1

fstf]fngtnze — ﬂ f3)yzlem + (l_ ﬁ) f;iki
=1,2(40,70875) + (1—1, 2)34, 275

=41,9955°C

f 2 _ fl

| 's1 31

|8|3,1 - 2 =100
31

41,9955 — 34, 275|

= x100
41,9955 |

=%18,38411258

k=1, i=3, |=2 icin;

1 2 1 2
£2 f4,2 + fz,z + f3,3 + f3,1
32 = 4

_ 75+28,296 + 36,216 + 41,9955
4

=45,376875°C

1 2 1 2
f4,2 + f2,2 + f3,3 + f3,l
4

2 _
fs,z -

+(1-8) f,,
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fs?gvyetme — ﬂ f3)’12eni + (1_ ﬂ) f;szkl
—1,2(45,376875) + (1—1, 2)36,0225
=47,24775°C

2 1
f&z"faz

2
f3,2

=x100

el =

_|47,24775-36,0225|
47,24775 |

=%23,7582742

k=1, i=3, |=3 icin;

1 2 1 2
2 f4,3 + f2,3 + f3,4 + f3,2

33 4

_ 75+64,839375+140,41875+47,24775
4

=81,87646875°C

flo+ 2 + 1 + f2
f3?3=ﬁ 4.3 2,34 3,4 3,2 +(1_ﬁ) f3]:3

f3€;§V§etme — ﬂ f3)’1§ni + (1_ ﬂ) f;;ki
—1,2(81,87646875) + (1—1,2)36,216

=91,0085625°C

2 g1
o - % 4100

33
3,3

91,0085625 - 36, 216|

= x100
91,0085625 |

= %60, 20594216

k=1, i=3, {=4 icin;
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1 2 1 2
f4,4 + f2,4 + f3,5 + f3,3
4

2 —_—
f3,4 -

_ 75+150,64827 + 250+ 91,0085625
4

=141,9132998°C

1 2 1 2
f4,4 + f2,4 + f3,5 + f3,3
4

2 _
f3,4 -

+(1- ) f,,
f;;jVsetme — ﬂ f3,yv:ni + (l_ ﬂ) f eski

34

=1,2(141,6642081) + (1-1, 2)140, 41875

=141,9132998°C

f3?4_f31,4
|8|3’4 =~ x100

3,4

_|141,9132998 140, 41875/
141,9132998 |

= %1,053142836
y
A

250 250 250
50

118 |151 (142 (75
50

81 |65 |o1 |75
50

29 28 47 75
50

29 27 42 75

p X
25 25 25

Sekil 26. ikinci iterasyon sonundaki sicaklik dagilimi

Tim sicaklik degerleri on birinci tekrar sonunda 0,0001 sapma ile bulunmustur.
Asagida; Tablo 4’ te art arda asir1 gevsetme carpani (SOR) gore diigiim noktalarinin 1.
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ve 8. iterasyonlar arasindaki degisimi ve degerleri, Tablo 5’ te art arda asir1 gevsetme
carpani (SOR) gore diiglim noktalarin 9. ve 16. iterasyonlar arasindaki degisimi ve

degerleri, Tablo 6’ da art arda asir1 gevsetme ¢arpani (SOR) yontemine gore f,, diigiim
noktasinin |g|n—l,n =0,0001 hata ile ulastig1 iterasyon sayis1 ve degerleri, Tablo 7° de art
arda asi1  gevsetme carpamt (SOR) yontemine gore f,, diiglim noktasinin
2]

., =0,0001 hata ile ulastigi iterasyon sayisi ve degerleri listelenmektedir.
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Tablo 6. Art arda agir1 gevsetme ¢arpani (SOR) yontemine gére f,, diiglim noktasinin

¢

n-1,

- =0,0001 hata ile ulastig1 iterasyon sayisi ve degerleri

iterasyon fi, Iterasyonlar iterasyon fi, iterasyonlar
Sayisi Diigiimiiniin Arasimdaki Sayisi Diigiimiiniin Arasindaki

(n) Sicakhk Hata Pay1 (n) Sicakhk Hata Pay1

Degeri (|8|n—1,n ) Degeri (|£|n—l,n )

1 22,5 100 9 48,033213 0,111230

2 28,8 21,875 10 48,049332 0,033547

3 33,48 13,978495 11 48,053825 0,009351

4 38,716673 13,525626 12 48,055087 0,002627

5 43,701368 11,406269 13 48,055483 0,000823

6 47,529333 8,053900 14 48,055591 0,000225

7 47,765139 0,493677 15 48,055623 0,000067

8 47,979785 0,447369 16 48,055632 0,000019

Tablo 7. Art arda asir1 gevsetme garpan1 (SOR) yontemine gore f,, diigiim noktasinin

¢l

n-1,

. =0,0001 hata ile ulastig1 iterasyon say1si ve degerleri

iterasyon fa. Iterasyonlar Iterasyon fia iterasyonlar
Sayisi Diigiimiiniin Arasimdaki Sayisi Diigiimiiniin Arasindaki

(n) Sicaknk ~ Hata Payl (n) Sicaknk ~ HataPay

Degeri (|8|n-l,n ) Degeri (|8|n-l,n )

1 140,418750 100 7 146,649892 0,016007

2 141,913300 1,053143 8 146,659316 0,006426

3 145,035788 2,152908 9 146,661670 0,001605

4 146,139354 0,755147 10 146,662389 0,000490

5 146,518402 0,258703 11 146,662591 0,000138

6 146,626418 0,073668 12 146,662650 0,000040
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Ornek 4:

Uzunlugu 0,06 metre olan gelik bir ¢ubugun baslangi¢ sicakligi 15°C dir. Bu

celik cubuk sol ugtan 125°C° lik sol ugtan ise 25°C’ lik sicakliga maruz
birakilmaktadir. Cubuktaki sicaklik dagilimint Ax=0,01m, At=2sn olacak sekilde

t=0 ile t=8 saniye arasinda agik (explicit) yontem kullanarak bulunuz.
k =54L, o= 7800k—g3, C =490;
m-K m kg - K

Coziim:

Acik (explicit) yontemi kullanmak i¢in sirasiyla;

k
a=—
pC
B 54
7800x 490
=0,00001412873 m* /s
At
r=a—-;
(Ax)
2
=0,00001412873 >
(0,01)
=0,282574
Zaman (k) adimi sayisi= Lo e 820 _ 4
At 2
i=0 1 2 3 4 5 6
f=125°Cyp 0 ° . . . q¢ f=25°C
0.0Im
[«—>|

Sekil 28. Cubuktaki diigiim dagilimini gosteren sematik diyagram

79



Sinir kosullart;

f =125°C
k=0,1234 (83)
f =25°C

Cubugun baslangi¢ sicakligr 15°C olarak verilmistir. Yani ¢ubugun igindeki tiim
diigiimlerin sicakliklari, (83)’ te verilen sinir diigiimleri hari¢ t=0 aninda 15°C dir.

Bu mevcut durum su sekilde temsil edilebilir.

f°=15°C, i=1,2,3,4,5
Cubuk icindeki diigiimlerde baslangi¢ sicakligi (t =0 igin)
f) =125°C
f’=15°C
f) =15°C
f) =15°C
f) =15°C
f0 =15°C
f) =25°C
olur. A¢ik (explicit) yontemde kullanilan
i+1

fft =X ar(fX -2+ 1Y) (84)
denklem (84) ile asagidaki gibi ¢Oziiliir.
t=2 iken
k=0 ve i=0 igin;
fy =125°C
k=0 ve i=1 igin;
fl=f0+r(f =210+ 1))

=15+0,282574 (15 —2(15) +125)
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=15+0,282574(110)
—15+31,0832025
= 46,0832025°C
k=0 ve i=2 igin;
f=f)+r(f0 -2+ 1)
=15+0,282574(15-2(15) +15)
=15+0,282574(0)
=15+0
=15°C
k=0 ve i=3 igin;
fi=f)+r(f)-26+1))
=15+0,282574(15 - 2(15) +15)
=15+0,282574(0)
=15+0
=15°C
k=0 ve i=4 igin;
=15+0,282574(0)
=15+0
=15°C
k=0 ve i=5 i¢in;
fi=f04r(f)-210+ 1))
=15+0,282574(25- 2(15) +15)

=15+ 0,282574(10)
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=15+2,8257457
=17,8257457°C
k=0 ve i=6 igin;
fl=25°C
t=4 iken
k=1 ve i=0 igin;
f2 =125°C
k=1 ve i=1 igin;
f2=fler(fy-2f+1))
= 46,0832025 +0, 282574 (15— 2(46,0832025) +125)
= 46,0832025 + 0, 282574 (47,8335950)
=46,0832025 +13,5165575
=59,5997600°C
k=1 ve i=2 igin;
ff=fy+r(f)-2f+ 1)
=15+0,282574(15-2(15) +46,0832025)

=15+0,282574(31,0832025)
—15+8,7833225
— 23,7833225°C
k=1 ve i=3 i¢in;
fr=f4r(f)-21+1))
=15+0,282574(15-2(15) +15)

—15+0,282574(0)
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=15+0
=15°C
k=1 ve i=4 igin;
fl=flar(fl-2f+1])
=15+0,282574 (17, 8257457 —2(15) +15)
=15+0,282574(2,8257457)
=15+0, 7984839
=15,7984839°C
k=1 ve i=5 i¢in;
£l = r(fy—2f + 1))
=17,8257457 +0, 282574(25 —2(17,8257457) +15)
=17,8257457 +0, 282574(4, 3485086)
=17,8257457 +1,2287780
=19,0545236°C
k=1 ve i=6 igin;
f2 =25°C
t=06 iken
k=2 ve i=0 igin;
f2 =125°C
k=2 ve i=1 igin;
f2=t2+r(f -2+ 17)
= 59,5997600 + 0, 282574( 23, 7833225 — 2(59,5997600) +125)

=59,5997600+0,282574(29,5838026 )
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=59,5997600 + 8,3596302
= 67,9593902°C
k=2 ve i=2 igin;
fP=ti+r(f7-217+17)
= 23,7833225+ 0, 282574 (15 - 2(23, 7833225) + 59,5997600)
= 23,7833225 + 0, 282574 (27,0331149)
= 23,7833225+ 7,6388708
=31,4221933°C
k=2 ve i=3 i¢in;
£ =2 +r(f2-217+1})
=15+0,282574(15,7984839 - 2(15) + 23,7833225)
=15+0,282574(9,5818064)
=15+2,7075748
=17,7075748°C
k=2 ve i=4 igin;
f0=t2+r(f7-217+12)
=15+0,282574(19,0545236 — 2(15,7984839) +15)
=15+0,282574(2,4575559)
=15+0,6944428
=16,4929267°C
k=2 ve i=5 igin;
fe=1t2+r(fS -2+ 17)
=19,0545236 + 0, 282574 (25~ 2(19,0545236) +15,7984839)
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=19,0545236 +0, 282574(2, 6894366)
=19,0545236 + 0, 7599664
=19,8144900°C
k=2 ve i=6 igin;
f2 =25°C
t=8 iken
k=3 ve i=0 i¢in;
f =125°C
k=3 ve i=1 icin;
ff=t+r(f) -2+ 1))
= 67,9593902 + 0, 282574 (31, 4221933 - 2(67,9593902) +125)
=67,9593902 +0, 282574(20, 5034129)
=67,9593902 +5,7937430
=73,7531333°C
k=3 ve i=2 igin;
fi=fler(f5 -2+ 17)
=31,4221933+0, 282574 (17, 7075748 —2(31,4221933) + 67, 9593902)
=31,4221933+0, 282574(22, 8225784)
=31,4221933+6, 4490802
=37,8712735°C
k=3 ve i=3 i¢in;
ff=flar(fi-217+ 1)

=17,7075748+0,282574(16,4929267 — 2(17,7075748) + 31,4221933)
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=17,7075748+0,282574(12,4999704)
=17,7075748 +3,5321737
= 21,2397485°C
k=3 ve i=4 i¢in;
fl=fler(f0 -2+ 1)
=16,4929267 +0,282574(19,8144900 — 2(16,4929267) +17,7075748)
=16,4929267 +0,282574(4,5362115)
—16,4929267 +1, 2818180
—17,7747447°C
k=3 ve i=5 i¢in;
fl=f2+r(fS—217+ 1))
=19,8144900 +0, 282574 (25— 2(19,8144900) + 16, 4929267)
=19,8144900 + 0, 282574 (1,8639466)
=19,8144900 +0,5267039
= 20,3411939°C
k=3 ve i=6 igin;

f! =25°C
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Ornek 5:

Uzunlugu 0,06 metre olan gelik bir ¢ubugun baslangi¢ sicakligi 15°C dir. Bu

celik cubuk sol ugtan 125°C° lik sol ugtan ise 25°C’ lik sicakliga maruz
birakilmaktadir. Cubuktaki sicaklik dagilimint Ax=0,01m, At=2sn olacak sekilde

t=0 ile t=8 saniye arasinda kapali (impilicit) yontem kullanarak bulunuz.
k =54L, o= 7800k—g3, C :490;
m-K m kg - K

Coziim:

Kapal1 (implicit) yontemi kullanmak i¢in sirasiyla;

k
a=—
pC
B 54
7800x 490
=0,00001412873 m* /s
At
r=a—-;
(Ax)
2
=0,00001412873 >
(0,01)
=0,282574
Zaman (k) adimi sayisi= Lo e 820 _ 4
At 2
i=0 1 2 3 4 5 6
f =125°C . ° ° ° ° f=25°C
0.0Im
[«—>

Sekil 30. Cubuktaki diiglim dagilimin1 gdsteren sematik diyagram

88



Sinir kosullart;

f =125°C
k=0,1,2,34 (85)
f =25°C
Cubugun baslangig sicakligr 15°C olarak verilmistir. Yani ¢ubugun igindeki tiim

diigtimlerin sicakliklari, (85)’ te verilen sinir diigiimleri hari¢ t =0 aninda 15°C dir. Bu

mevcut durum su sekilde temsil edilebilir.

f°=15°C, i=1,2,3,4,5

Cubuk icindeki diigiimlerde baslangi¢ sicakligi (t =0 igin)

f0 =125°C
f0 =15°C
f0 =15°C
£2 =15°C
f2 =15°C
f0 =15°C
f0 = 25°C

olur. Kapal1 (implicit) yontemde
—rf S+ @+ 2r) £ —rf S = £ (86)
denklemi kullanilarak asagidaki gibi ¢oziiliir.

Tim i¢ diiglimler i¢in, (86)’ da sirasiyla;

k=0’ da t =2 saniyedir. Burada ¢ubugun igindeki diigiimlerde sicaklik tespiti

fy =125°C
sinir kosullar1 olmak tizere
f =25°C
i=1 igin,

—rf, +@+2r) f! —rf) = f°
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(-0,282574x125) + (1+2x0, 282574) f — (0, 282574 ) =15

—35,321821+1,565149 f ' —0,282574 f, =15

1,565149 f' —0,282574 f, =50,321821 (87)
1=2 igin,

—rfr+@+2r)f) —rf) = f;

—0,282574 ! +(1+2x0,282574) f; —0,282574f; =15

—0,282574 1 +1,565149 f} —0, 282574 f} =15 (88)
i=3 igin,

—rf; +@+2r)f} —rf; = £

—0,282574} +1,565149 f1 —0,282574 f} =15 (89)
=4 igin,

—rf) +@+2r) f; —rf) = f;

—0,282574 f; +1,565149 f, —0,282574 f, =15 (90)
i=5 igin,

—rf +@+2r) f} —rf = £
—0,282574f, + (1+2x0,282574) f} —0,282574x 25 = fsO
-0,282574 f, +1,565149 f51 —0,282574x25=15

—0,282574 f, +1,565149 f = 22,064364 (91)

(87) - (91) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.

90



[ 1,565149  -0,282574 0 0 0
—-0,282574 1,565149 —0,282574 0 0
0 —0,282574 1565149 -0,282574 0
0 0 —0,282574 1,565149 -0,282574
i 0 0 0 —0,282574  1,565149 |

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

f] [35,555089
fl| |18,852341
fl|=|15,782697
fl| |15,482994
| fl| |16,892613 |

[50,321821 |
15
15

15

| 22,064364 |

elde edilir. Buradan t =2 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

fll 125

fl| |35555089
f}| |18,852341
fl|=|15,782697
fl| |15,482994
f2| |16,892613
L 25

olarak bulunur.

k=1"de t =4 saniyedir. Burada ¢ubugun igindeki diigiimlerde sicaklik tespiti

f7 =125°C
sinir kosullar1 olmak {izere
f7 =25°C
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i=1 igin,

M2+ @+ 2r)f2—rf2 =}

(-0, 282574x125) + (1+ 2x 0, 282574) f,2 — (0, 282574 f 2) = 35, 555089

—35,321821+1,565149 f > —0, 282574 f = 35,555089

1,565149 f > —0,282574 f7 = 70,876904

I=2 igin,

2+ @+ 2r)f2—rf2 =}

(92)

—0,282574f7 +(1+2x0,282574) f? —0,282574 f =18,852341

—0,282574 17 +1,565149 f? —0, 282574 f,> =18,852341 (93)

=3 igin,

—rf2 (4 2r) £2 —rf2 = £

—0,282574 12 +1,565149 f 2 —0, 282574 f 2 =15, 782697 (94)

1=4 icin,

2+ @+ 2r) f2—rf2 = £}

—0,282574 12 +1,565149 f 2 —0,282574 f2 =15,4829943 (95)

I=5 igin,

2+ @+ 2r) f2—rf2 = £

—0,282574 17 + (1+2x0,282574) f2 —0,282574x 25 = f

—0,282574f2 +1,565149 f 2 —0, 282574 % 25 =16,8926125

—0,282574 17 +1,565149 f? = 22,064362

(96)

(92) - (96) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.
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[ 1,565149
—-0,282574
0

0

0

—0,282574
1,565149
—0,282574
0

0

0
—-0,282574
1,565149
—0,282574

0

0 0

0 0

—0,282574 0
1,565149 —0,282574

-0,282574  1,565149 |

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

f;
f}

%

f?

f2]

[36,308661 |
24,410451
=118,902071

17,317575

16,974448 |

[70,876904 |
18,852341
15,782697

15,482994

| 22,064364 |

elde edilir. Buradan t =4 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

.
.
i
i

fo

fe

f2]

125
36,308661
24,410451
=118,902071
17,317575
16,974448

25

olarak bulunur.

k=2’ de t =6 saniyedir. Burada gubugun i¢indeki diigiimlerde sicaklik tespiti

f3=125°C

sinir kosullar1 olmak tizere

f3=25°C
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i=1 i¢in,

—rf 2+ @+2r) 2 —rf} = f?

(—0,282574x125) + (1+2x0,282574) f* — (0,282574 f *) = 36,308661
—35,321821+1,565149 f* —0, 282574 f * = 36,308661

1,565149 f > —0, 282574 f } = 71,630482

I=2 igin,

—rf2+(A+2r) f2 —rf2 = f2

—0,282574 1 + (1+2x0,282574) f? —0,282574 f } = 25,410451
—0,282574 7 +1,565149 f —0,282574 2 = 25,410451

i=3 i¢in,

—rf @22 —rf} = £

—0,282574 1} +1,565149f —0,282574 f =18,902071

=4 igin,

—rf2+(+2r) f2—rf2 = f?

—0,282574 12 +1,565149 f; —0,282574 > =17,317575

i=5 igin,

—rf2+(@+2r) f2 —rf2 = f2

—0,282574 17 + (1+2x0,282574) f> —0,282574x 25 = f2

—0,282574 1, +1,565149 f> —0, 282574 x 25 =16,974448

—0,282574f; +1,565149 f.> = 36,193093

(97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(97) - (101) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.
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[ 1,565149  —0,282574 0 0
~0,282574 1,565149  -0,282574 0
0,282574 1,565149 —0,282574
0 —0,282574  1,565149
I 0 0

—0,282574  1,565149 |

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

f2] [51,042038]
f2| |29,223897
f2 |=| 20,901246
f2| |19,653542
| f2| | 26,672651

0
0
0

—0,282574

[71,630482 ]
25,410451
18,902071

17,317575

36,193093

elde edilir. Buradan t =6 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

£ 125

f2| |51,042038

f2| |29,223897

f2 |=| 20,901246

f2| |19,653542

f2| |26,672651
2L 25

olarak bulunur.

Ve son olarak

k=3’ te t =8 saniyedir. Burada ¢ubugun i¢indeki diigiimlerde sicaklik tespiti

f,' =125°C
sinir kosullar1 olmak {izere
f' =25°C

95



i=1 i¢in,

—rff@+2r) = £

(-0, 282574 x125) + (1+2x0, 282574) f,* —(0, 282574 f,') = 51,042038
—35,321821+1,565149 f,* —0, 282574 f = 51,042038

1,565149f* —0,282574 f,' =86,363859 (102)

I=2 igin,

- +@+2r) ) —rf} =1}

—0,282574f* + (1+2x0,282574) f,' —0,282574 f,' = 29, 223897

—0,282574 1" +1,565149 f,' —0, 282574 f,' = 29, 223897 (103)
i=3 i¢in,

—rff o @2r) fl—rf) = £

—0,282574 1} +1,565149 ,' —0,282574 f,' = 20,901246 (104)
=4 igin,

—rfl+@+2r)f} —rf = £}

—0,282574 1 +1,565149 f, —0, 282574 f.* =19, 653542 (105)
i=5 igin,

—rf} @+ 2r)fl—rf) = 12

—0,282574 1 + (1+2x0,282574) f.* —0,282574x 25 = f.

—0,282574 f,} +1,565149 f.* —0, 282574 x 25 = 26,67651

-0,282574f,' +1,565149 f.* = 33,740874 (106)

(102) - (106) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda

yazilabilir.
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[ 1,565149  -0,282574 0 0 0 [f*] [86,363859]

-0,282574 1,565149  -0,282574 0 0 f4| |29,223897
0 -0,282574 1,565149  —0,282574 0 £} |=] 20,901246
0 0 ~0,282574 1,565149 —0,282574 || ! | |19,653542
0 0 0 -0,282574 1,565149 || | |33,740874 |

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

£4] [61,309504 ]
i4| |33954468
£ |=|23,340549

f4| |21,359154

f4| | 25413820 |

elde edilir. Buradan t =8 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

f2] [ 125 7
f*| | 61,309504
f4] | 33954468
f* |=| 23,340549
f4] |21,359154

fS' 25,413820

£ 25

olarak bulunur.

Farkli zamanlarda farkli yerlerde sicaklik degisimini daha 1yi gorsellestirmek i¢in,

¢ubuk uzunlugu boyunca sicaklik dagilimi Sekil 31'de gosterilmektedir.
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Ornek 6:

Uzunlugu 0,06 metre olan gelik bir ¢ubugun baslangi¢ sicakligi 15°C dir. Bu

celik cubuk sol ugtan 125°C° lik sol ugtan ise 25°C’ lik sicakliga maruz
birakilmaktadir. Cubuktaki sicaklik dagilimint Ax=0,01m, At=2sn olacak sekilde

t=0 ile t=8 saniye arasinda Crank-Nicolson yontemini kullanarak bulunuz.
k =54L, o= 7800k—g3, C :490;
m-K m kg - K

Coziim:

Crank-Nicolson yontemi kullanmak igin sirasiyla;

k
a=—
pC
B 54
7800x 490
=0,00001412873 m* /s
At
r=a .
(Ax)
2
=0,00001412873 >
(0,01)
=0,282574
Zaman (k) adimi sayisi= Lo e 820 _ 4
At 2
1=0 1 2 3 4 5 6
f=125°C 0 ° 0 ) 0 f=25°C
0.01m
[«—|

Sekil 32. Cubuktaki diigiim dagilimin1 gosteren sematik diyagram
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Sinir kosullart;

f =125°C
k=0,12,34 (107)
f =25°C
Cubugun baslangig sicakligr 15°C olarak verilmistir. Yani ¢ubugun igindeki tiim

diigtimlerin sicakliklari, (107)’de verilen sinir diigiimleri hari¢ t=0 aninda 15°C ’ dir.

Bu mevcut durum su sekilde temsil edilebilir.

f°=15°C, i=1,2,3,4,5

Cubuk icindeki diigiimlerde baslangi¢ sicakligi (t =0 igin)

f0 =125°C
f0 =15°C
f0 =15°C
£2 =15°C
f2 =15°C
f0 =15°C
f0 = 25°C

olur. Crank-Nicolson yonteminde

—rf S+ 2(14r) £ = = 2(1 ) £ (108)

i+1 i+1
denklemi kullanilarak asagidaki gibi ¢oziiliir.
Tiim i¢ diiglimler i¢in, (108)’ de sirasiyla;

k=0’ da t =2 saniyedir. Burada ¢ubugun i¢indeki diigiimlerde sicaklik tespiti

fi =125°C
sinir kosullar1 olmak {izere
f =25°C
i=1 i¢in,

—rfl+ 2@+ 1) £ —rf) =rf) +2(L—r) 0 +rf)
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(-0,282574x125) + 2(1+0,282574) 1 —0,282574f} =
(0,282574)125 + 2(1— 0, 282574)15 + (0, 282574)15
—35,321821+2,565149 f —0,282574 f} = 35,321821 + 21,522763 + 4, 238619

2,565149 f} —0, 282574 f} =96, 405024 (109)

i=2 igin,
—rfr+2Q+r) £} —rff =rf’ +2Q-r) £ +rf)
—0,282574 ! +2(1+0,282574) f,; —0,282574 f, =
(0,282574)15 + 2(1—0, 282574)15 + (0, 282574)15
—0,282574 ' +2,565149 f, —0, 282574 f; =30 (110)
=3 igin,
—rf, +2Q+r) £} —rf; =rf) +2Q—r) £ +1rf,
—0,282574f, +2(1+0,282574) f; —0,282574 f; =
(0,282574)15 + 2(1—0, 282574)15 + (0, 282574)15
—0,282574 f; +2,565149 f; —0, 282574 f, =30 (111)
i=4 igin,
—rf) +2+1) ) —rfl =rf) +2(L—r) £ +rf?
—0,282574f; +2(1+0,282574) f; —0,282574 . =
(0,282574)15 + 2(1— 0, 282574)15 + (0, 282574)15
—0,282574 1, +2,565149 f, —0,282574 f.; =30 (112)
i=5 igin,
—rf} +2(+r) f) —rf =rf) +2(L—r) £0 +rf
—0,282574f} +2(1+0,282574) f. — (0,282574)25 =
(0,282574)15+ 2(1—0, 282574)15 + (0, 282574)25

101



—0,282574f; +2,565149 f. —7,064364 = 4,238619+ 21,522763 + 7,064364
—0,282574 f, +2,565149 f. =39,890109 (113)

(109) - (113) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

[f1] [39,536798]
fl| |17,739617
fl|=]15332940
fl| |15,282802
| f] [17,234333]

[ 2,565149 —0,282575 0 0 0 £1] [96,405024]
~0,282575 2,565149 —0,282575 0 0 £ 30
0 ~0,282575 2,565149 —0,282575 0 £ 30
0 0 ~0,282575 2,565149 —0,282575 || f] 30
0 0 0 -0,282575  2,565149 || 2| |39,890109

elde edilir. Buradan t =2 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

fl] 125

fl| |39,536798
fh| |17,739617
fl|=|15,332940
fl| |15,282802
fl| |17,234333
ol L 25 ]

olarak bulunur.
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k=1’ de t =4 saniyedir. Burada ¢ubugun i¢indeki diigiimlerde sicaklik tespiti
f7 =125°C
sinir kosullar1 olmak tizere
f> =25°C
i=1 igin,
—rf2 +2(+r)f2 —rf? =rfy +2(L—r) ' +rf}
(—0,282574x125) + 2(1+0,282574) f > —0,282574 ) =
(0,282574)125+2(1-0,282574)39,536798 + (0, 282574)17,739617
—35,321821+2,565149 f > —0, 282574 f 7 = 35,321821+ 56, 729409+ 5,012765
2,565149f > —0,282574 f? =132,385815 (114)
i=2 igin,
—rf2+2(+r) £ —rf? =rf' +2(L—r) f; +rf]
—0,282574 1% +2(1+0,282574) f? —0,282574 7 =
(0,282574)39,536798 + 2(1—-0, 282574)17,739617 + (0, 282574)15, 33294
—0,282574 17 +2,565149 f,? —0,282574 f = 40,958497 (115)
=3 igin,
—rf} +2Q+r)f2 —rf? =rf; +2(L—r) f] +rf;
—0,282574f/ +2(1+0,282574) f2 —0,282574 7 =
(0,282574)17,739617 + 2(1-0,282574)15,33294 + (0, 282574)15, 282802

—0,282574f7 +2,565149 f? —0,282574 f =31,331778 (116)

I1=4 i¢in,
—rf7 +2Q+r)f7 —rf? =rf; +2(L—r) f, +rf}
—0,282574 7 +2(1+0,282574) f 2 —0,282574 7 =
(0,282574)15,33294 + 2(1— 0, 282574)15, 282802 + (0, 282574)17, 234333
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—0,28257412 +2,565149f2 —0, 282574 f2 =31,131225 (117)
i=5 igin,

—rf2+20@+r) f2 —rf2 =rf +2(L—r) ) +rf}

~0,282574 7 +2(1+0,282574) f.” —(0,282574)25 =

(0,282574)15, 282802 + 2(1— 0, 282574)17, 234333 + (0, 282574) 25
—0,28257412 +2,565149 f.2 —7,064364 = 4,318531 + 24, 728698 + 7,064364
—0,282574 12 +2,565149 f2 = 43,175957 (118)

(114) - (118) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.

[ 2,565149 —0,282575 0 0 0 £2] [132,385815]
~0,282575 2,565149 —0,282575 0 0 f2| | 40,958497
0 -0,282575 2,565149 —0,282575 0 f2|=| 31,331778
0 0 —0,282575 2,565149 —0,282575|| f2| | 31,131225
0 0 0 -0,282575 2,565149 || f2 | | 43,175957

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,
[ f2] [54,227813]
f} 23,769287
f7 |=|16,596798

£2| |16,013009

£2| |18,595736 |

elde edilir. Buradan t =4 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,
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f2 | 125

f2| |54,227813
f2| |23769287
f2 |=|16,596798
fZ| |16,013009

fo 18,595736

f; 25

olarak bulunur.

k=2’ de t =6 saniyedir. Burada ¢ubugun igindeki diigiimlerde sicaklik tespiti

f’ =125°C

sinir kosullar1 olmak {izere

f’ =25°C
i=1 igin,

—rfl +2@+r) £ —rf} =rfZ +2(L—r) f 2 +1f)

(—0,282574x125) + 2(1+0,282574) f* —0,282574 f} =

(0,282574)125+2(1—-0,282574)54,227813+ (0, 282574)23, 769287

—35,321821+2,565149 f* —0,282574 f, = 35,321821+77,808824 + 6, 716596
2,565149 f° —0,282574 f,) =155,169062 (119)
=2 igin,

—rf2 +2@+r) £} —rf} =rf? +2(1—r) f7 +rf;

-0,282574 1 +2(1+0,282574) f,) —0,282574 f; =

(0,282574)54,227813+2(1—-0,282574)23,769287 + (0, 282574)16,596798

—0,282574 1> +2,565149 f —0,282574 f} =54,118616 (120)
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i=3 i¢in,
—rf) +2Q+r) £ —rf} =rf7 +2(1—r) f7 +1f/
-0,282574 1) +2(1+0,282574) f.) - 0,282574 ;) =

(0,282574)23, 769287 + 2(1 -0, 282574)16,596798 + (0, 282574)16,013009
—0,282574 17 +2,565149 f2 —0,282574 f;} = 35,055395 (121)
i=4 i¢in,
—rfl +2Q+r) £ —rfl =rf 7 +2(L—r) f 7 +1f
-0,282574 1 +2(1+0,282574) f’ —0,282574 1’ =

(0,282574)16,596798 + 2(1 -0, 282574)16,013009 + (0, 282574)18,595736
—0,282574 17 +2,565149 12 —0,282574 f =32,920795 (122)
i=5 igin,
—rf} +2@Q+r) 2 —rfl =rf? +2(0—1r) 7 +rf;
~0,282574 12 +2(1+0,282574) f* — (0,282574)25 =

(0,282574)16,013009 + 2(1— 0, 282574)18,595736 + (0, 282574)25

—0,282574 f; +2,565149 . —7,064364 = 4,524869 + 26, 682108 + 7,064364
—0,282574 17 +2,565149 .2 = 45,335705

(123)

(119) - (123) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,
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[ 2,565149 —0,282575 0 0 0 £3] [155,169062]
~0,282575 2,565149 —0,282575 0 0 £2| | 54,118616
0 ~0,282575 2,565149 —0,282575 0 £2 |=| 35,055395
0 0 0,282575 2,565149 —0,282575|| f¢| | 32,920795
0 0 0 -0,282575 2,565149 || & | | 45,335705 |




f2] [63,818829]
f2| |30,207001
f2 |=18,873699

£2| |17,067019

| £2| [19,553803

elde edilir. Buradan t =6 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

2] [ 125 ]
f2| |63,818829
£2| |30,207001
f3|=|18,873699
f2| [17,067019

fS 19,553803

_fe3j 25 ]

olarak bulunur.

k=3’ te t =8 saniyedir. Burada ¢ubugun igindeki diigiimlerde sicaklik tespiti

f, =125°C
sinir kosullar1 olmak tizere
f! =25°C
i=1 igin,
—rfy +2(+r) £ —rf)} =rfS +2(L—1) f2 +rf;
(—0,282574x125) + 2(1+0,282574) f,* —0,282574 f, =

(0,282574)125+ 2(1-0,282574)63,818829 + (0, 282574)30, 207001
—35,321821+2,565149f,* —0,282574 f,' = 35,321821+91,570502 +8,535730

2,565149f* —0,282574 f} =170, 749874 (124)
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i=2 igin,
—rf?+ 2@+ 1) £ —rf) =2+ 2(L-r) £} +rf;}
-0,282574 1" +2(1+0,282574) f, —0,282574 1, =
(0,282574)63,818829 + 2(1-0,282574)30, 207001+ (0, 282574)18,873699
—0,282574 1" +2,565149 f,' —0,282574 f,' =66, 7093469 (125)
i=3 i¢in,
—rf}+ 2@+ 1) £ —rf,) =)+ 2(L—r) ) + 1}
-0,282574 1, +2(1+0,282574) f, —0,282574 1, =
(0,282574)30,207001+ 2(1-0,282574)18,873699 + (0, 282574)17,067019

—0,282574 ' +2,565149 f,' —0,282574 f,' = 40,4393791 (126)

i=4 igin,
—rf} +2@+n) ) —rfl} =rf} +20—r) f} +rf}
—0,282574 1, +2(1+0,282574) f,' —0,282574 1. =

(0,282574)18,873699 + 2(L— 0, 282574)17,067019 + (0, 282574)19, 553803
—0,282574 1, +2,565149 f,' —0,282574 f.' = 35,347262 (127)
i=5 igin,
—rf,} +2@+r) f) —rfl =rf} +2(—1) f2 +rf}
—0,282574 1% +2(L+0,282574) f.* — (0,282574)25 =

(0,282574)17,067019 + 2(1— 0, 282574)19, 553803 + (0, 282574)25

—0,282574 1, +2,565149 f.' —7,064364 = 4,822706 +28,056791+ 7,064364

—0,282574f,' +2,565149 f.* = 47,008225 (128)

(124) - (128) arasindaki dogrusal denklemler asagidaki gibi matris formunda yazilabilir.
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[ 2,565149 -0,282575 0 0
—-0,282575 2,565149 -0,282575 0
0 —0,282575 2,565149 -0,282575
0 0 -0,282575 2,565149
0 0 0

matris formunda gerekli islemler yapilirsa,

f*] [70,550522]
£ |36,177035
£ |=|21,779440
£ |18,421321
| £ ] |20,355009 |

0
0
0

—0,282575

-0,282575 2,565149 |

[170,749874 |
66, 709347
40,439379

35,347262

| 47,008225 |

elde edilir. Buradan t =8 zamaninda tiim diigiim noktalarindaki sicakliklar,

fl 125

f*| |70,550522

ft| |36,177035

£ |=1]21,779440

fl| |18,421321

f*| |20,355009
L 25

olarak bulunur.

Farkli zamanlarda farkli yerlerde sicaklik degisimini daha iyi gorsellestirmek igin,

cubuk uzunlugu boyunca sicaklik dagilimi

109

Sekil

33

de gosterilmektedir.
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Omek 4, Ornek 5 ve Ornek 6° da ifade edilmeye calisilan {i¢ sayisal yontemin
(Agik, Kapali ve Crank-Nicolson) hepsini karsilastirmak ic¢in, tim i¢c digim
noktalarinda t=8 saniyede elde edilen sicaklik degerleri Tablo 8' de sunulmaktadir.
Tablo 8' de, Kismi Diferansiyel Denklemlerin ¢oziimii gérmek igin kullanilan sayisal
yontemler arasinda Crank-Nicolson yontemi, diger iki sayisal yonteme (Acik YoOntem

ve Kapal1 Yontem) kiyasla daha iyi ve hizli dogruluk degerleri vermektedir.

Tablo 8. Farkli yontemler kullanilarak i¢ diiglimlerde elde edilen sicakligin

karsilastirilmasi
Diigiim Acik  (Explicit) Kapah (Implicit) Crank-Nicolson
Noktalari Yontem Yontem Yontemi
f 73,753133 61,309504 70,550522
f,! 37,871274 33,954468 36,177035
f)! 21,239749 23,340549 21,779440
f! 17,774744 21,359154 18,421321
f; 20,341194 25,413820 20,355009
Ornek 7:

Xy- diizleminde 0<x<2, 0<y<2Zsmirlarniyla belirlenmis karesel bolge
T
membran ile gerdirilmistir. Membran i¢in ¢ = 9. 3 olan i¢ noktalardaki ilk hizlar ve
w

otelemeler f(x,y)=x*(2-x)y*(2-y), f.(x,y)=0 olarak verilmistir. Otelemelerin

zamana gore degisimini AX=Ay =h=0,5 alarak hesaplayiniz.
Coziim:

Ax=Ay =h=0,5 olacak sckilde x ve y eksenindeki diigiim noktalarinin adedi

gosterilmek tizere, tim diigiim noktalar1 Sekil 34’ te gosterildigi gibi olusmus olur.
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f1,3 f2,3 f3,3

12

11 f2,1 f3,l

LX

Sekil 34. Membrandaki diigiim noktalari

zaman adimini hesaplamak igin

c’(at)? 1

h2 2

denkleminden

Ao h _ 05
V2 32
At =0,204124

olarak bulunur.

f(X,¥)=%x*(2-x)y*(2—y) denkleminde hiz fonksiyonu f (x,y)=0= f (Xi, yi) olarak

verilmistir.
a 1
fi,(j = E( fiEl,j + fifl,j + fi!(j—l + fi,kj+1)+At'f (Xi , Yi) (129)

olur. (129)’ da f,(x,y)=0=f (Xi, yi) yazilirsa

£ =%(f° + £

i-1,j i+, ]

+ 15+ 15) (130)

i,j+1
elde edilir. Ayrica

)- £ (131)

a 1
fi,kj ' :E( fifl,j + fitl,j + fi,kj—l+ fi,kj+1
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(131)’ de ilk zaman adimindaki degerleri bulmak i¢in (130)’ daki denklem yardimiyla

ilk konumdaki degerler bulunur. Bunun i¢in gerekli islemler;

t=0, i=1, =1 icin:
2 2
£0 = f0 (1 1) (lj (2—%(3) (2_1j:1§l§:3:o,140625 (132)
2'2) \2 2 )\ 2 2) 4242 64
t=0, i=2, =1 icin:
2
f2 = fo(l,%J:(l)Z(Z—l)(%j [2-%):2:0,375 (133)
t=0, i=3, =1 icin:
2 2
= g0 (3 1) (Ej [z_ﬁjﬁ [z_lj:o,msys (134
' 2'2) \2 2)\ 2 2
t=0, i=1, |=2 icin;
1 1V (, 1), 3
o= =1|=|=||2-2](1)"(2-1)==>=0,375 135
(2j(zj( 2j()( i (4%
=0, i=2, |=2 icin:
£, = £°(11)=(1)°(2-2)(1)° (2-1) =1 (136)
t=0, i=3, |=2 i¢in;
2
fy, = f°(§,1j=(§j (23)(1)2(2—1):1,125 (137)
| 2 2 2
t=0, i=1, |=3 ic¢in;
2 2
fo=f° (1 3) (lj (2—%@} (2—§j=0,421875 (138)
2'2) \2 2)\ 2 2
t=0, 1=2, |=3 i¢in;
2
£2, = f°(1,gj:(1)2(2—1)(§j (2-%):1,125 (139)
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t=0, i=3, |=3 icin:

f = fo(ﬁgj:(§j (2—§j[§j (Z—E):L 265625 (140)
’ 2 2 2 2)\ 2 2

bu problem i¢in bulunan (132) ile (140) arasindaki sonuglar (t =1 k= 0) icin sirastyla

(131)’de yerine yazilarak hesaplanirsa;
ilk zaman adim (t =1, k =0) igin,
i=1, |=1 i¢in;
fl=f (% : %) = %( foy + £+ £% + £,5)=0,1875
1=2, ]=1 igin;

£ = f! (1, %) = %( B9+ £5 + 25, + £,) = 0,390625

31) 1
fl = fl(—,—)=z( £+ £+ fip+ £7,)=0,375

fl, = f (1 ,1) = %( fil, + £, + £.5 + £,%) =0,390625
i=2, j=2 i¢in;
fr, = f1(11)—1(f° + Ty, + T+ 1) =0,75
22 4 _4 12 3,2 21 23) 7
i=3, j=2 icin;
fi, = fl(§ 1)=1(f° + £+ £33+ £,)=0,671875
3,2 ' 4 2,2 4,2 31 3,3 '

fl = fl(l,ﬁ) -~ %( fols + £y + £, + £5) =0,375
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i=2, j=3 icin;

£, = f! (1, gj = %( £5+ £+ 5, + £2,)=0,671875

i=3, j=3 icin:

£ = fl(g,gj:%(f‘g + 10+ £+ £2,)=0,5625

sonraki zaman adimi (t =2, k =1) igin,
i=1, =1 i¢in;
11 1
f2= fz(E,EJZE(f&ﬁ fi+ fl+ fh)—15=0,25
i=2, j=1 igin;

£2 = f? (1, %) = %( fL+ fh+ £+ £1,)— 15 =0,28125

i=3, j=1 i¢in:

£2 = f2 G , %) - %( fh+ Tl + f1)+ £4,)- £ =0,100375

i=1, j=2 icin:

£2 = f2 (% ,1) = %( fl,+ f, + f1+ £1 )~ £5,=0,28125

=2, |=2 i¢in;

t2,= t2(11) = %( fh+ £+ B4+ £1,)— £2,=0,0625

1I=3, J=2 igin;
12 = f Glj _ %( 1,4 84, + £4+ 1)~ £, =-0,28125
i=1, j=3 icin;

£2 = 2 G , gj - %( fla+ £+ £+ £4)— 1,3 =0,100375
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£2, = f? (1, gj E %( B+ fh+ £, + £, ) - £2=-0,28125
i=3, j=3 icin:

33 1
2ot 2(5 | E) “L(fhat e Hr 1) £ = 0,59375
sonraki zaman adimi (t =3, k =2) igin,
=1, =1 i¢in;
11 1
£ = f2 (E , Ej =2+ £+ 15+ 13) - 1, =0,00875
i=2, j=1 icin:

f2=f [1, %) = %( fo+ f5+ 7+ £7,)— £, =-0,17969

i=3, j=1 icin:

f2=f3 [g , %) = %( £+ £+ 5+ £2,)— £, =-0,375
i=1, j=2 icin:

I (% ,1) = %( f, + £, + f5+ £5)— f, =—0,179688
=2, |=2 i¢in;

fl,=13(11)= %( fh+ £+ £+ 1) £, =—0,75

iI=3, |=2 i¢in;

fi =f3 (g ,1) = %( £+ £+ £+ 1) f3, =-0,882813
i=1, j=3 icin;

0= £ (%gj _ %( 24 f2+ 13+ 1) £l =—0,375
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£2, = f° (1, gj - %( B2+ f5+ 5+ f2)- £}, =-0,882813
i=3, j=3 icin:

f2 =12 (g , gj = %( £+ fh+ £+ £,)— f3; =—0,84375

elde edilir. Bu dagilimi daha iyi gérebilmek i¢in; Tablo 9 da konum ve zamana gore

fl, fo f

100 fig, T, Ve f,, diigiim noktalarmdaki degerleri, Tablo 10° da konum ve zamana

11

gore f,,, f,,, f;, ve f,, digiim noktalarindaki degerleri yazilmgtir.

117



Tablo 9. Konum ve zamana gore f,,, f

f

12

13 T, Ve f,, diigiim noktalarindaki degerler

i) W) @2 @3 @) (22
X 1 l 1 1 1
y 2 2 2 1 1
1 1 3 2
2 2
(t = 0) 0,204124 0,140625 0,375 0,421875 0,375 1
(t =1k= 0) 0,408248 0,1875 0,390625 0,375 0,390625 0,75
(t =2k :1) 0,612372 0,25 0,28125  0,109375 0,28125 0,0625
(t =3 k= 2) 0,816497 0,09375 -0,179688 -0,375 -0,179688 -0,75
(t =4,k = 3) 102062 -0,429688 -0,796875 -0,640625 -0,796875 -1,125
(t =5k= 4) 1,224745 -0,890625 —0,917969 -0,375 -0,917969 -0,75
(t =6,k = 5) 1,428869 -0,488281 —0,210938 0,109375 -0,210938 0,0625
(t =7k = 6) 1,632993 0,679688 0,759766 0,375 0,759766 0,75
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Tablo 10. Konum ve zamana gore f,,, f,,, f;, ve f,, diigiim noktalarindaki degerler

(i.J) (2:3) (3.1) (32) (33
X 1 3 3 3
y 3 2 2 2
2 1 ! 3
2 2
(t = 0) 0,204124 1125 0,421875 1125  1,265625
(t=1k=0) 0,408248 0,671875 0,375 0,671875 0,5625
(t=2k=1) 0,612372 —0,28125 0,109375  -0,28125 -0,59375
(t=3k=2) 0,816497  -0,882813 -0,375 -0,882813 -0,84375
(t=4,k=3) 1020621  -0,703125 -0,640625 —0,703125 -0,289063
(t=5k=4) 1,224745  -0,144531 -0,375  -0,144531 0,140625
(t=6,k=5) 1,428869 0,210938 0,109375  0,210938 0,144531
(t=7k=6) 1,632993 0,302734 0,375 0,302734  0,070313

119



3. TARTISMA ve SONUCLAR
1. Sonlu fark formiilasyonlar: elde edilmistir.

2. Bu formiiller eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemlere uygulayarak bu

denklemlerin niimerik olarak ¢oziilmiistiir.
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4. ONERILER

Bu c¢alismada sonlu fark metodu kismi tiirevli diferansiyel denklemlere
uygulanarak eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemler niimerik olarak ¢6ziilmiistiir.
Standart olmayan baslangi¢c kosullu problemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in daha

hassas ve kolay teknikler gelistirilebilir.
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