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Bu calismada, tam ya da stokastik lineer kisitlamalar altinda tahmin konusu
incelenmistir. Bu amacla calismanin birinci boliimiinde gerekli matris kurami
teoremleri verilmistir. Ikinci boliimde tam ve stokastik kisitlamalar iizerinde
calisilmis ve sonraki boliimlerde, verilen teoremler yardimiyla iki yanli tahmin
edicinin Hata Kareleri Ortalamast (MSE) kriterlerine gore karsilagtirilmasi
yapilmistir.

Son bdliimde ise zayif (R,r)-yansizligi incelenerek, zayiflatilmis lineer
kisitlamalar altinda optimal tahmin ediciler ve bu tahmin edicilerin
karsilastirmalarini i¢eren konular ele alinmastir.

Anahtar Kelimeler: Kisithh En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi, Lineer
Kisitlama, MSE Kriterleri, Varyans-Kovaryans Matrisi, Zayif (R,r)-yansizlik.
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In this study, estimation under exact or stochastic linear restrictions is
examined. For this purpose, in the first and the second chapters, required theorems of
matrix theory and exact and stochastic restrictions are given respectively. In the
following chapters comparisons of two biased estimators according to MSE criterion,
which is based on the theorems mentioned in the previous chapters, are given.

In the last chapter, after the study of weakly (R,r)-unbiasedness, optimal
estimators, under weakened linear restrictions including the comparisons of these
estimators, are examined.

Key Words: Linear restrictions, Matrix of variance-covariance, MSE
Criterion, Restricted Least Square Estimator, Weakly (R,r)-unbiasedness.
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1. GIRIS Ozlem BOGA KOZAN

1. GIRIS

Istatistiksel arastirmalarda daima en iyi tahmin ediciyi bulma calismalari
yapilmaktadir. Regresyon katsayilarinin stokastik ve stokastik olmayan kisitlamalar
altinda tahmini de bu arastirmalar icerisinde yer almistir ve almaya devam
etmektedir.

Bu nedenle bu ¢alismada, tam yada stokastik lineer kisitlamalar altinda tahmin
konusu incelenmistir. Bu amagla ¢alismanin birinci boliimiinde gerekli temel bilgiler
verilmistir. Ikinci béliimde, tam ve stokastik kisitlamalar iizerinde calisilmis ve
sonraki boliimlerde, verilen teoremler yardimiyla, iki yanli tahmin edicinin MSE

kriterlerine gore karsilastirilmasi yapilmistir.

Son boliimde ise zayif (R,r) -yansizlig1 incelenerek, zayiflatilmis lineer

kisitlamalar altinda optimal tahmin ediciler ve bu tahmin edicilerin

karsilastirmalarini i¢eren konular ele alinmistir.
1.1. Temel Bilgiler

Bu boliimde, sonraki boliimlerdeki, bazi teoremlerin ispatlarinda gerekli
olabilecek tanim ve teoremler verilecektir.
Teorem 1.1
A, B, C, D matrisleri uygun boyutta tersi alinabilir matrisler ise, asagidakiler
gecerlidir:
i. ¢ bir skaler olmak iizere, (cA)™ =c™' 47" dir.
ii. (4B) =B'4™.

iii. A:pxp,B:pxn,C:nxn,D:nxp matris ise,
(4+BCD)' =4~ 4"B(C" +DA"B) D4’

dir.

iv. a ve b uygun boyutta vektorler olmak iizere, 1+b’4'a = 0 ise (iii)’den,
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~ A'ab'4™
1+b'4A'a

-1

(A+ab’) =4~

olur.
v |47 =]4

Teorem 1.2 (Parcalh Matrisin Tersi)

E F .
AZ[G Hj matrisi i¢in, E:n xn,F:nxn,,G:n,xn,H :n,xn,, (n,+n,=n) ve

D=H-GE'F olsun. E ve D tekil olmayan matrisler olmak iizere, 4 matrisinin

tersi A';
. E'(I+FD'GE™) -E'FD™| (4" 4"
B _D'GE™" D! - VT
dir.
Teorem 1.3

A:mxn tipinde bir matris olsun.
i. 0<rank(A)<min(m,n).
ii. A', A matrisinin transpozu olmak iizere, rank(A)=rank(A')diir,
iii. rank(A+B)<rank(A)+rank(B).
iv. rank(AB)<min{rank(A),rank(B)},
v. rank(AA')=rank(A'A)=rank(A)=rank(4').
vii B:mxm ve C:nxn tekil olmayan (nonsingiiler) matrisleri igin,
rank (BAC) = rank (A) dr.
vil. A:nxn matrisiigin, rank(4)=n < A’nn tekil olmayan matris olmasidir.

Teorem 1.4

A >0 olsun; A, ’ler 4 ’nin 6zdegerleri olmak iizere;
i 420.

ii. (4)>0.
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iii. A" =TA"’T igin 4= A4">4"*"dir.
Burada, A =diag(4,,....,4,), A matrisinin 6zdegerlerinden olusan diagonal matris ve
I'=(Y4)- V) » standartlagtirilmis 6zvektorlerden olugan ortogonal matristir.

iv. Herhangi bir C:nxm matrisi i¢in C'AC >0 ’dr.
v. Herhangi bir C matrisi i¢in C'C >0 ve CC'>0’dur.
Teorem 1.5

A =...2 A, simetrik 4:nxn matrisinin 6zdegerleri olmak {izere;

X' Ax 4, ianAX _

x'x XX

A

n

sup
X

dir.
Teorem 1.6
rank(A) =m<n, A:nxm matris ve B:mxm tipinde herhangi bir simetrik matris

olsun. ABA'>0 < B >0 olmasidir.
Teorem 1.7

A>0 ve T herhangi bir karesel matris ise;

(xy)’
i sub_, ﬁ =y'4d’y,

ii. sub, (y"Tx)z =y'TA'TYy
X'Ax

dir.
Teorem 1.8
I :nxn tipinde birim matris ve a : n -vektor olsun.
I-aa’>0 < a'a<l] olmasidir.
Teorem 1.9
MM'— NN'>0 olsun. Bu durumda N = MH olacak sekilde bir H matrisi vardir.
Teorem 1.10

A:nxn matris, (—A)>0 ve a bir n-vektor olsun. #»>2 olmasi durumunda

A+aa’ higbir zaman negatif olmayan tanimli (n.n.d.) olamaz.
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Teorem 1.11

A :nxn matrisi, rank(A) =r < n olan idempotent matris olsun.

I
ii.
ii.

iv.

vi.

dir.

A matrisinin 6zdegerleri, 1 veya 0°dir.

tr(A4)=rank(A4)=r.

A matrisi tam rankli matris ise 4=/, *dir.

A ve B matrisleri idempotent ve AB = BA ise bu durumda AB matrisi de
idempotenttir.

A idempotent ve P ortogonal matris ise bu durumda PAP' matrisi de

idempotenttir.

A idempotent matris ise / — A matrisi de idempotenttir ve

A(1-A)=(1-4)4=0

Teorem 1.12

A :mxn matris olsun.

i

il

ii.

iv.

vi.

vii.

viii.

ix.

X.

A tekil olmayan matris ise A" = 47"

(47) =4.

(47} =(2)".

rank (A)=rank (A" ) =rank(A* A) = rank(44").

A ortogonal izdiisiim ise 4" = 4.

rank(A):mxn=m= A" = A'(44') " ve 44" =1,.
rank(A):mxn=n=> A" =(A4'4)" A ve A'A=1,.

P:mxm ve Q:nxn ortogonal matrisler ise (PAQ)" =Q™'A" P dir.

+

(A'4) =47 (A) ve (44)) =(4') 4 .

A" =(A'4) A'=4'(44)".

Burada A", A4 ’nm Moore-Penrose tersidir.
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Teorem 1.13

A: nxn simetrik matris, a€ R(4), beR(A4) ve 1+b'4'a+0 olsun. Bu durumda,

_ A'ab4’

(A+ab’) =4"————
1+b'A"a

dir. Burada R(4), 4 nimn kolon uzayim gostermektedir.

Teorem 1.14 (Albert, 1972)

_ 4, Ay . : :
A= simetrik matris olsun. Bu durumda,
AZI A22

(a) 4>=0 olmasi icin gerek ve yeter kosul,
i. 4,20,
ii. A4, =4,4,4,,
iii. 4,24,4,4,
olmasidir.
(b) 4> 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
i 4,>0,
ii. 4,>A4,4,4,,
olmasidir. Burada 4™, 4 ’nin genellestirilmis tersini (g-ters) gosterir.

Teorem 1.15

X bir n-vektér ve A bir nxn simetrik matris olsun. Bu durumda,

ix'Ax =2A4x
ox

dir.
Teorem 1.16

X bir n- vektor, y bir m -vektor ve C bir nxm matris olsun. Bu durumda,

0
—x'Cy =xy'
oC y=Xxy
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olur.

Teorem 1.17 (Aitken, 1935)
y=XB+e  &l(0,07W)

genel lineer modelinde, bagimli degisken y; 7' x1 tipinde bir vektdr, bagimsiz
degisken X ; T'xK tipinde stokastik olmayan bir matristir ve rank(X)=K dir. §;

K x1 tipinde parametre vektoriidiir. € hata vektorii, 7'x1 tipindedir ve E(g)=0,

E(gg')= oW *dur. Burada W ; TxT tipinde pozitif tanimli (p.d.) simetrik matristir

ve W matrisinin bilindigi kabul edilmektedir. Genel lineer model i¢in

genellestirilmis en kii¢iik kareler tahmin edicisi (GLSE);
P -1 LS
B=(xw'x) xw'ly
dir.

E(p)= E((X'W'l)()_l X'W"ly)
=(xwx) XWE(y)

-1

=(xw'x) xw'xp=p

oldugundan ﬁ tahmin edicisi B i¢in yansizdir ve en iyi lineer yansiz tahmin edicidir

(BLUE). B ’nin kovaryans matrisi;
v(p)= V((X'W‘IX)I X'W‘ly)
=(xwx) X'WlV(y)((X'WlX)l xw! )
=(xwx) xwleww X (xwx)

=0 (XW'x) =05
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dir. Bilinmeyen o> parametresi ve kovaryans matrisi i¢in kullanilan tahmin edici ise,

(y-8) dthl)

2
S =

Ve

dir.

Teorem 1.18 (Baksalary ve ark., 1983)

M >0 matrisi nxn ve N matrisi mxn tipinde herhangi iki matris olsun.
M —N’(NMJ'N')+ N >0 olmasi igin gerek ve yeter kosul, R(N'NM)c R(M)
olmasidir.

Teorem 1.19

A, nxn tipinde herhangi bir karesel matris ve a bir n-vektor, a eiR(A) olsun.

¢p=1+a'da, U=1-A4A4", V =1-A A olmak iizere;

B A aa'U'U B VV'aa'4A” N VV'aa'U'U
a'U'Ua a'llVa (a'U'Va)(a'VV'a)

(A+aa’) =4

dir.
Teorem 1.20

A simetrik bir matris ve ¢ € R (A) olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir;

i. mnk(A + cc') = rank(A) .



1. GIRIS Ozlem BOGA KOZAN

ii. R(A+cc')=R(4).
jiii. 1+¢'4¢#0.
Tamm 1.1

t, 0 € R” parametre vektorii igin bir tahmin edici olarak tanimlansm. D(t), t nin

varyans-kovaryans matrisi ve d, bias (yanlilik) vektori, sirasiyla;

D()=E| (e E()(t-E(0)) |- (1

d =bias(t,0)=E(t)-0
olmak iizere t ’nin Hata Kareleri Ortalamas1 (MSE) matrisi;
M (t,0)=D(t)+dd’

dir.
Tanim 1.2

t, ve t,, 0 nin iki tahmin edicisi olsun.

A(t,,t,)=M(t,0)—-M(t,,0)

n.n.d. matris ise A(t,,t,)>0’dir. Bu durumda t, tahmin edicisi, MSE-I’e gére

t, den daha giicliidiir denir.

d, =bias(t,,0) =12
D(t;)=V(t) i=12
D=D(t,)-D(t,)
A(t,t,)=D+dd; —d,d,

olmak {izere A(tl,tz) icin asagidaki kosullar incelenerek, bu matrisin p.d. veya

n.n.d. olduguna karar verilebilir:
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d,d; >0 oldugundan,

D>0ise D+d,d; >0

D>0 ise D+d,d; >0

oldugunu gérmek kolaydir. Boylece A(tl,tz) ‘nin p.d. veya n.n.d. olup olmadigina

karar verme problemi, 4 p.d. ya da n.n.d. iken 4—aa’ matrisinin, p.d veya n.n.d.
olup olmamasi problemine doniisiir.

1. Kosul: D >0

Teorem 1.21 (Farebrother, 1976)

A, nxn tipinde p.d. bir matris ve a, bir n-vektor olsun. 4—aa’>(>)0 olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul a’4™'a <(<)1 olmasidir.

Bu teoremin A(t,,t,) matrisine uygulanmas ile asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.22

t, ve t, tahmin edicilerinin varyans-kovaryans matrisleri farki D =D(t,)—-D(t,)

p.d. olsun. MSE-I kriterine gore t, ’nin t, ’den iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

d,(D+dd)) " d, <()1 (1.1)
olmasidir.
Teorem 1.1 kullanilarak,
B Dfl !Dfl
(D+dd}) =D —%
1+d;D d,

yazilabilir. dij = d;D"ldj (i,j = 1,2) kullanilarak, (1.1)’den,
dy(D+d,d;) "' d, =d,,—d},(1+d,) " yazlr, (d}, =d,d),).

Simdi asagidaki sonuglar verilebilir:
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Sonuc 1.
D>0 iken, A(t,t,)>(=)0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul
(1+d,,)(d,, —1)<(<)d}, olmasidir. Ayrica asagidaki (i) ve (ii) kosullarinin her biri
de A(t,,t,)>(=)0 olmasi i¢in yeterlidir.

i (1+d,)d, < ()1

i, dy, <(<)1
Sonuc 2.
D>0, d, ve d, lineer bagimh ise, A(t,,t,)>(>)0 olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, d,, —d,, <(<)1 olmasidr.
Sonuc 3.
D>0 ve t,, 0 icin yansiz ise, d,=0 ve d, =d,=0’dir. Bundan dolayi,
A(t,,t,)> (=)0 olmasi igin gerek ve yeter kosul d,, <(<)1 olmasidr.

2. Kosul: D>0

Bu kosul altinda, iki yanli tahmin edicinin MSE matrislerinin karsilastirmalari,
temelde 4—aa’ matrisinin 4 >0 oldugu durum ile agiklanabilir.

Teorem 1.23 (Baksalary ve Kala, 1983)

A, nxn tipinde n.n.d. bir matris ve a, bir n -vektor olsun. A~ matrisi 4 'nin g-ters
matrisi olmak tizere (A4 A=A4), A—aa’>0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

acR(A4) ve a'4"a<] olmasidur.
Not: ae SR(A) ise herhangi bir ¢ vektorii i¢in, a= A4c¢’dir. Bundan dolay,

a'’Aa=c'A4" Ac=c'Ac olur ve a’4"a, A’nin segilen herhangi bir g-tersine gore
degismez.

Teorem 1.24

t, ve t, tahmin edicilerinin varyans-kovaryans matrisleri farki D =D(t,)—-D(t,)
n.nd. olsun. d; =bias(t;) (i=12) ve (D+d,d}) ; D+d,d] igin bir g-ters olmak

lizere, t, 'nin t,’den daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

10
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i d,eR(D+d,d))
ii. d)(D+dd))d,<l

olmasidir.

D +d,d; 'niin g-tersini hesaplayabilmek i¢in iki durum goz 6niinde bulundurulabilir;
i. d, eR(D) Durumu:
d, e R(D) ise, f, uygun vektor olmak iizere, Teorem 1.13’den,

 DddD

D+dd) =D
(D+dd;) 1+d,Dd,

dir. d, e R(D) oldugundan d, = Df, olacak sekilde bir f, vektorii vardir. D>0
kabul edildiginden d;D"d, =f{Df, 20 ve 1+d;D"d, >0 olur. D>0 ve dd; >0
oldugundan,

R(D+d,d;)=R(D)+%(d,d))
—9%(D)+%(d,)

olur ve Teorem 1.20°den R (D +d,d;)=R(D) dir.

Teorem 1.24°den asagidaki sonuclar verilebilir:

Sonug 1.

d, eR(D), d, e R(D+d,d})=R(D) olsun ve D", D nin bir g-tersi olmak iizere
d;=d;D°d; (i,j=12) kabul edilsin. A(t,,t,)>0 olmas: igin gereck ve yeter
kosul. (1+d, )(d,,—1)<d}, olmasidir. Dolayisiyla, asagidaki durumlarm her biri
A(t,,t,)>0 olmasi igin yeterlidir;

(@) (1+d,,)dy <1,

(b) d,, <1.

Sonug 2.

Sonug] gegerli ve d, ve d, lineer bagimli olsun. d,, —d, <1 < A(t,,t,)>0"dur.

11



1. GIRIS Ozlem BOGA KOZAN

Sonuc 3.
t, yansiz (d, =0) ve d, e R(D) olsun. d,, <1 < A(t,,t,)>0"dr.

ii. d, ¢R(D) Durumu:
Teorem 1.23(ii)’den goriildiigii gibi (D+d,d;) matrisinin g-tersinin bulunmasi

gerekir. Teorem 1.19°un uygulanmasi ile agagidaki sonug yazilabilir.
Sonuc 4.
d, ¢ R(D) ve d, e R(D+d,d}) olsun.

u= (1 -DD* )d1 , v=D'd,, y=1+d;D'd,, ¢=(un) notasyonlar ile,
A(t,,t,)>0 olmasi igin gerek ve yeter kosul
d,D*d, —24(d,v)(dyu)+¢* (dyu)” <1 olmasdir.

d, e R(D) ve D simetrik matris ise (DD+ )’ = D"D oldugundan,

dyu=f,D(/-DD")d, =f;(D-DDD")d,
=f,(D-DD'D)d,
=0

yazilabilir.
Sonug 5.
d, ¢ R(D) ve d, e R(D) olsun. d;D"d, <1 < A(t,,t,)>0 olmasidir.

Standart regresyon modeli y = XP+&, £~(0, o’l ) ve rank (X ) =K oldugu

g0z Oniine alinarak, C,: K xT, ¢;: K x1 stokastik olmayan matrisler olmak iizere;
b,=Cy+¢; (i=12)
iki heterojen lineer tahmin edici karsilagtirilsin.

V(b,)=0’CC],

12



1. GIRIS Ozlem BOGA KOZAN

d, = bias(b,,B) = (CX ~I)B+c,,

M (b;,p)=0c’CC+dd; (i=12),
b, ve b, nin varyans-kovaryans matrisleri farki olan simetrik D matrisi ;
D=0o’(C,C/-C,C;)
dir. Tanim 1.2°den, b, 'nin b, {izerindeki MSE {stiinliigii i¢in,
A(b,,b,)=D+d,d;-d,d;>0

olmas1 gerektigi ve bu durumda D matrisinin etkisinin oldugu bilinir. Burada D
matrisinin p.d. veya n.n.d. olmasi ile ilgilenilecektir.
Teorem 1.25 (Baksalary, Liski ve Trenkler, 1989)

D matrisinin n.n.d. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

R(C,)=R(C) ve A (C; (ccy Cz) <1 olmasidir. Burada A(-), parantez

igindeki matrisin maksimum zdegerini gosterir. Bu dzdeger tercih edilen (C,C}) g-

ters matrisi i¢in sabittir.
Teorem 1.26

D >0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

CC'>0 (1.3)

Ve

e (CH(CEN) G <1

olmasidir.
Teorem 1.27

px p tipinde olan her simetrik 4 matrisi,

13



1. GIRIS Ozlem BOGA KOZAN

A=TAI'"= Z ﬂ’iY(i)’YZi)

seklinde yazilabilir. Burada, A =diag(4,...,4,), A matrisinin 6zdegerlerinden
olusan diagonal matris ve T"=(y),....,Y,) , standartlagtirilmis 6zvektorlerden olusan

ortogonal matristir.
Teorem 1.28
A simetrik matris ve 4 =TAI" olsun.
i. A4 ve A ayni 6zdegerlere sahiptir.
ii. A=TAI" oldugundan A =T"AI" olur.

ili. A, pxp tipinde bir simetrik matris ise, » herhangi bir tamsay1 olmak {izere,

A" =TA'T" ve A" =diag(A") yazilabilir. 4 matrisinin 6zdegerleri pozitif

r

ise s>0 ve r tamsayilar olmak iizere, A° =TA’T" ve A;:diag(ﬂf)

tanimlanabilir.

iv. A4 herhangi bir kare matris ise, A4 matrisinin ranki, sifir olmayan

0zdegerlerinin sayisina esittir.

14



2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR

Klasik regresyon modeli olan; y = Xp+¢& modelinde, P i¢in yansiz tahmin

ediciler smifi i¢inde en optimal tahmin edici olan en kii¢iik kareler tahmin edicisi

(LSE);
b=(XX) Xy

dir. Istatistiksel arastirmalarda daha iyi tahmin ediciler saglamak icin birgok ¢alisma
yapilmistir. Bu calismalardan biri de tam veya stokastik kisitlamalarin 6nceki
bilgilerle birlestirilmesi yolu ile bir tahmin edici bulma calismasidir (Chipman ve
Rao, 1964, Toutenburg, 1973, Yancey ve ark., 1973, 1974).

Klasik regresyon modeli {izerinde yogunlagilan bu c¢aligmalarda X,

rank(X)=K olan T x K matris kabul edilmistir.

Regresyon katsayilari iizerinde sahip olunan yardimci bilgiler, asagidaki lineer
denklem formunda yazilabiliyor olsun. r bir Jx1 vektor ve R bir JxK matris

olmak tizere;

r=Rp
rank(R)=J

olsun.
2.1. Kisith En Kiiciik Kareler (RLS) Tahmin Edicisi

Orneklem ve yardime1 bilgiler kullanilarak, hatalarmn kareleri toplan s(p),

r = RP lineer kisitlamasi altinda minimize edilecektir. Yani,

!

S(B.x)=(y—XB) (y—XB)-2)'(Rp-r)

minimize edilecektir. Burada A, K x1 vektor olan Lagrange ¢arpanidir.
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

18S(B,k)__ R
PR Xy+XXB-R'h=0 (2.1)
1oS(BA) .

olmak {izere, problemin ¢oziimii b(R) kisith en kiigiik kareler tahmin edicisi

(RLSE); (2.1)’den;
b(R)=(XX)" Xy+(XX) RN
dir ve (2.2)’den;
Rb(R)=r=Rb+R(XX)" R\
oldugu goriiliir. R( XX )_l R’)0 oldugu kullamlirsa, optimal A ’dan gelen,
A=(R(xx)" R')fl (r—Rb)
bulunur. S = XX olmak tizere;
b(R)=b+S'R(RS'R)" (r-Rb)
seklinde yazlabilir. Rb(R), r = RB kisitlamasini saglar. Yani,

Rb(R)=Rb+(RS"R')(RS'R') " (r—Rb)

=r

dir.
b(R)’ nin beklenen degeri: E(b) =P olmak iizere;

16



2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

-1

E(M(R)=B+S'R'(RS"'R') (r—Rp)
=P

dir. Dolayisiyla b(R ) , P icin yansiz tahmin edicidir.

b(R)’nin varyansi;
V(b(R)=0°S" ~o’S"'R(RS'R') RS

dir. Gorildigi gibi, b(R)’nin kovaryans matrisi sadece R’ye baghdir. Bu, b(R)

tahmin edicisinin, b ile karsilastirildiginda her zaman daha kiigiik varyansa sahip

oldugunu gosterir.
V(b)-V(b(R)=0’S"'R(RS'R') RS~ 20 2.3)

dir. Dolayisiyla regresyon modeli {lizerinde lineer kisitlarin kullanilmasinin yeteri

kadar etkili oldugu sdylenebilir.

V(b)-V(b(R))=0 olmasi, b(R)’nin, p’nmn {ﬁ =Cy+Dr= (C,D)(y}
r

lineer tahmin edicileri sinifi arasinda en 1yi yansiz tahmin edici oldugunu gosterir.

2.2. RLS Tahmin Edicisi ile Kisith Ridge Tahmin Edicisi’nin Karsilastirmasi

Bu béliimde, lineer regresyon modelinin parametreler vektorii iizerinde, lineer
kisitlamalar olmas1 durumunda, ridge tahmin edicisi ele alinacaktir ve yeni tahmin
edicinin, kisith en kiigiik kareler tahmin edicisi (RLSE) ile karsilagtirilmasi
incelenecektir. Bu tahmin edici, bilinen RLSE’nin genellestirilmis halidir ve Sarkar
(1992) tarafindan tanimlanan kisith ridge tahmin edicisinden farklidir.

y = XP +¢ lineer regresyon modelinde RP =r kisitlamasi ele alinsin.
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

Burada, Rp =r kisitlamasinin ¢6ziimlii olabilmesi i¢in, rank(R)=J olmalidir. Her
Yo 1610 R|~3(y) =r ise |~3(y) > ye, B’ nin kisith tahmin edicisi denir.

Bilinen kisitli en kii¢iik kareler tahmin edicisi;
-1
b(R)=b+(XX)" R’(R(X’X)_l R') (r—Rb)
dir. Sarkar (1992) tarafindan tanimlanan yeni tahmin edici ﬁ*(k) ,

B'(k)=T,b(R)

dir. Burada k>0 olmak iizere T, = (IK +k(XX)™! )71, B(0)=b(R) ve
lim B’(k)=0 dir. Sarkar’m amaci, ayni 7, matrisini, b(R)’de kullanarak, varyansi
kiiciiltmektir. 7, matrisini, b’ ye uygulayarak bilinen ridge tahmin edicisi ﬁ(k) elde
edilir.

A

B(k)=Tb=(XX +kl)"' XYy

ﬁ(k) ile benzerliginden dolay1, ﬁ (k) “kisitli ridge tahmin edici” olarak adlandirilir.
Bununla birlikte, * (k) mn RB (k)=r kisiti1 her y igin saglamadigi goriiliir.
Dolayisiyla, B (k), RB =r kisitina gore kisith tahmin edici degildir.

Sarkar (1992), b(R) kullanildiginda, Rp =r kisitinin daima dogru oldugunu

kabul etmedigi icin, B (k) nin RB=r ile gerilen alt uzaym disinda deger aldig1

kabul edilebilir. Burada, B icin ridge tahmin edicisine benzer ve Rp =r kisitina gore

kisith yeni bir tahmin edici verilecektir. Swindel (1976) tarafindan tanimlanan bu

tahmin edici;

B(k,by) = (XX +K, )" (Xy+kb,), k>0

18



2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

dir. Burada b, parametre hakkinda bir 6n bilgidir Bu tahmin edici, K x1 tipindeki
b, vektoriine yaklasir, yani; ﬁ(O,bo) =b ve I{im ,5’(k,b0) =b, ’dir. Eger b, hakkinda
bir 6n bilgi yoksa, ﬁ(k,bo) tahmin edicisi, b, =0’a daraltilabilir. Buradan da

alisilmig ridge tahmin edicisi olan ﬁ(k) elde edilir. Izlenen bu prosediir, en kiiciik

kareler tahmininden daha kiigiikk uzunluga sahip bir tahmin ortaya cikarir. Yani;

Hﬁ(k)” < ||b|| olur. Ayrica bu, b|| cok uzun oldugunda, ¢oklu i¢ iliski i¢in bir ¢dziim

gibi de diisiliniilebilir.
RP =r kisitlarinin dogrulugu kabul ediliyorsa, ﬁ(k,bo) ’yi sifir vektoriine

daraltmak uygun degildir. Bunun yerine kisitlamalar1 saglayan ve en kiigiik

uzunlukta olan B, ’a daraltilabilir. (RB, =r ve |||30|| en kiiciiktir.)

B, = R'(RR')_] r almirsa;
B(k,Bo) = (XX +KI, )_I(Xy+kR'(RR’)_1 r) k>0

olur. Bu tahmin edici de, Rp=r kisitin1 saglamadig1 icin, kisith tahmin edici

degildir. S, = XX +kl,, almirsa; yeni tahmin edici ﬁr (k);

B, (k) =B(k.By)— SR (RS;'R') [ RB(k.By) -], k=0

olur ve bu tahmin edicinin Rf=r kisitin1 sagladigr goriiliir. Ayrica, k=0 igin

ﬁr(O):b(R) oldugu agiktir. Fakat k biiylidiigii zaman, bu tahmin edicinin

B, :R’(RR’)_lr ye yaklasip yaklagsmadigi dogrudan goriilemez. Bu asagidaki

teorem ile aciklanir.

Lemma 2.1

M, =5;'~5;'R'(RS;'R') " Rs]'
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

matrisi, Q; (K -J ) tane sifirdan farkl 6zdegeri olan, O =1, —R’(RR')f1 R matrisi

olmak tlizere,

M, =(05,0) = V((A”‘éf“f) SJV’

formunda yazilabilir. Burada A; QX'XQ matrisinin diagonalinin iizerinde (K -J )

tane sifir olmayan 6zdegerini igeren diagonal matris ve V' ; ortogonal matristir
(Vv'=I).
Ispat.
Birinci 6zdeslik, M, =(0S,0)" Baksalary ve ark. (1990)’ nin 6zel durumudur.
Ikinci 6zdeslik igin,

05,0 = 0XX0+kQ
matrisi goz 6niinde bulundurulmalidir. QX’XQ ve Q matrisleri, ayn1 kolon uzayina

sahip simetrik degismeli ve (K -J ) rankli matrisler oldugundan ayni ortogonal

matrisler tarafindan asagidaki gibi diagonallestirilebilirler;
oxXxXo=v A0 V'
Lo o

1 0
— V K-J V!

A matrisinin diagonal elemanlar;; QXXQ matrisinin (K -J ) tane pozitif

0zdegeridir. Buradan ikinci 6zdeslik de saglanir.

Teorem 2.1

ﬁr (k) , lineer regresyon modeli i¢in bir tahmin edici olsun. B, = R'(RR')f1 r olmak

iizere; lim B, (k) =B, d.
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Ispat.
B, (k) tahmin edicisi,

ﬁr(k):MkXy'*‘Bo_MleXBo

formunda yazilabilir. Lim M, =0 oldugunda, Lim B. (k) =B, olur.

Yeni tahmin edici ﬁr(k) ‘nin, Rﬁr(k)=r kisitina uygun oldugu goriildi.
Burada, b(R) RLS tahmin edicisi, k’ya bagl olarak B,’a yaklasir ki bu da kisita

uygun en kisa vektordiir.

Yeni Tahmin Edicinin MSE Matrisi:

B icin ﬁ(y) tahmin edicisinin MSE matrisi;

MSE|[B.B(y)] =E{(l~3(y)—ﬁ)(ﬁ()’)_ﬁ)’}

dir.
Teorem 2.2

RP =r kisitlamast dogru oldugunda, lineer regresyon modelinde B ’nin tahmin

edicisi f, (k) olsun.
MSE| BB, (k) |= 0" M XXM, +* M BB'M,
dir. Burada, M, =S’ —S,;lR'(RLS‘,:lR')_1 RS, dir.

Ispat

Teorem 2.1°den,

ﬁr (k):MkXy+B0—MkXXB0
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dir.  Cov(B, (k))=o"M XXM, ve E(B,(k))-B=(MXX~1,)(B-B,) d.

Burada, XX =S, -kl dir. M.S (B-B,)=(B—B,) oldugundan, RBp=r ve

M,B, =0 ise;
E(B, (k))-B=—kM,p
dir. Buradan;
MSE (B,B, (k)) = 0° M, XXM, + "M, Bp'M,

olur.
Rp=r kisiti i¢in, b(R) nin (Teorem 2.2’den) bilinen MSE matrisi, k£ =0

oldugunda, S = X'X olmak tizere,

MSE(B,b(R)) =Cov(b(R))=0"M, XXM,

=S ~o’S"'R(RS'R') RS
olur. Yeni tahmin edici P, (k) nmm MSE matrisinin, b(R) nin MSE matrisinden
hangi kosulda daha kii¢lik oldugunu bulmak i¢in,

A=MSE(B,b(R))- MSE(,B, (k))

farki incelenmelidir:

Teorem 2.3

RP =r kisit1 altinda, ﬁr (k) tahmin edicisi verilsin. £ >0 ise MSE matrisleri farki

A’nm n.n.d. (A=0) olmasi icin gerek ve yeter kosul; Q =1, —R'(RR’)_1 R olmak

uzere,
B’[%QHQX’XQY} p<o’
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Ozlem BOGA KOZAN

olmasidir. Ayrica k>0 ve K >J +1 ise A sifir olmayan matristir.

Ispat.

Teorem 2.2°’den, A = MSE(p.b (R)) — MSE(B, ﬁr (k)) matris farki,

A=c’D—k’M BB'M,

seklinde yazilabilir. Burada, Rp =r dogru kabul edildiginde,

D=M,XXM,~M, XXM,

dir. Lemma 2.1'in uygulanmast ve (QXXQ) =(QXXQ) 0=0(0XX0)"

esitliginin kullanilmastyla, M XXM = M, yazilabilir. XX =S, —kI, oldugundan,

M, XXM, =M, —kM}
yazilabilir. Dolayisiyla D matrisi;
D=M,-M, +kM;

olarak yazilabilir. Lemma 2.1’in tekrar uygulanmasyla,

r o
D=V V'

olur. Burada, ['=A"—(A+kl, ) +k(A+kl, )" “dir.

elemanlar1 y, olmak iizere;

22k +k*

b4 (A k)

I’ matrisinin diagonal

dir. i=12,.,K—-J olmak lizere, 4>0, A matrisinin diagonal elemanlaridir.

Dolayisiyla; k>0 i¢in D matrisi, n.n.d.’dir ve rank(D) =K —J ’dir.
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k(A+K, )" 0
d=kM,p=V 4
por[Ot Oh

alinirsa, farklar matrisi A ;
A=0c’D-dd

olur. Burada, D, simetrik n.n.d. matris ve 8, D ’nin kolon uzayindadir. Teorem

1.23’in sonucu uygulanirsa, A’nin n.n.d. olmast i¢in gerek ve yeter kosulun

8'D8 < o* olmasi gerektigi bulunur.

-1

K (A+ ) T A+ ) =((2/k) I, +A™)

oldugundan,

D' = |5'V("2 (A, )IOF‘1 (A+kl ;)" g] 4

olur. Bu sebeple,

=|3’EQ+(QX’XQ)*} B

olur. Bu teoremin ilk kismini ispat eder. Ek olarak, °D =88 oldugunda A=0
olabilir. >D matrisinin ranki K —J, 88’ matrisinin ranki en fazla 1’dir. K> J+1
olmasi durumunda bu esitlik, hi¢gbir zaman ger¢eklesmez.

Eger hicbir kisit yoksa, O matrisi i¢in dogal se¢im; Q =/, olur. Bu durumda

Teorem 2.3’den gerek ve yeter kosul,
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-1

p’E]K +(X’X)_]} p<o’

sekline indirgenir. Bu da MSE(B,b)—- MSE (ﬁ,ﬁ(k)) ‘nin n.n.d olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul olur. Asagidaki teorem, A ’nin n.n.d. olmasi i¢in yeterli kosulu verir.

Teorem 2.4

RP =r kisit1 altinda, ﬁr (k) tahmin edicisi verilsin ve B # B, olsun.

20°

p'OB

0<k<

ise MSE matrisleri farki A n.n.d.’dir. Ayrica,

2

O<k< 2,0- ve K >J+1 ise,

tr| MSE (., (k)) | <o MSE(B.b(R))]
dir.
Ispat.

Teorem 2.3’den,

A= MSE(B,b(R))- MSE(,B, (k))

fark matrisinin n.n.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul, k>0 i¢in, pPH'p<o’

olmasidir. 7 =(2/k)Q+(QXXQ)" simetrik ve n.n.d.’dir. Ayrica, O ile ayni kolon

uzayina sahiptir. Dolayisiyla;

BOH OB<o’
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yazilabilir, burada, OB, H matrisinin kolon uzayindadir. Bu esitsizlik ancak ve

ancak, o’H —QPp'Q n.n.d. oldugunda saglanir. Bu matrisin n.n.d. olmamasi igin

yeterli sart,
o’ (2/k)0-OBB'O

matrisinin n.n.d. olmasidir. Burada, B'(k/2)OB<o’ esitsizligi, k<20”/p'Op
esitsizligine dontstiiriilebilir. Ek olarak, p'Of matrisinin sifir olmayan matris olmasi
icin gerek ve yeter kosul, Op # 0 olmasidir. Burada, p #B,, Rp =r kisitin saglar.
Yanhhk Parametresi 4 >nin Sec¢imi:

O=1I, —R'(RR')f1 R olmak iizere, O'_ZCOV([')(R)) =0’ (0XXQ)" oldugu
biliniyor. Burada, QXXQ =Q ’dur (Lemma 2.1). Bu kabul ile asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.5

B # B, olmak iizere, B, (k), Rp =r kisttint saglasin. QXXQ =0 olmak iizere,

_(K-J)o?

kmin '
p'Op

dir.
Ispat.
OXXQ=Q ise, Lemma 2.1’den, M, = (lJrk)f1 0O ve M X'XM, = (lJrk)f2 0
oldugu bilinmektedir. Dolayistyla Teorem 2.1°den,
2 k2

tr |:MSE(B’I§r (k))} - (1 fk)z () + (1+ k)2

p'op

olur, burada, #(Q)=K —J ve p# B, oldugunda, p'Op # 0 dur.

K-J)o?
Bu fonksiyon da, minimum degerini &, = Q noktasinda alir.

) B'OB
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k. ’deki bilinmeyenler yerine, uygun tahmin ediciler kullanilirsa, & ’nin

tahmini;

G o GG

olur. Eger parametreler lizerinde hicbir kisit yoksa, Hoerl ve ark. (1975) tarafindan,

é° , 1

k=" 60 = (y-ab) (y-b)

tahmin edicileri onerilmistir.

Bu béliimde yeni kisith ridge tahmin edicisi . (k) ile, bilinen RLS tahmin

edicisi b(R) karsilastirilmistir. Bunun i¢in, kisitlarin dogru oldugu kabul edilmis ve

iki tahmin edici de kisitlayicilarin alt uzayi ile sinirlandirilmigtir. Kisitlamalarin her

zaman gecerli olmadigr durumlarda b(R) kullanilmistir. Teorem 2.2 ve Teorem

2.3’lin ispatlarindan,

Cov(b (R)) - Cov(ﬁr (k))

matrisinin Rf=r dogru olsa da olmasa da, daima n.n.d. oldugu gorilmiis,
dolayisiyla ﬁr(k) tahmin edicisi, b(R) igin dikkate deger bir alternatif olarak

gorilmiistiir.
2.3. Tam Lineer Kisitlayicilarin Kademeli Olarak Eklenmesi

Bu bdliimde iki lineer bagimli veya lineer bagimsiz, kisith en kiigiik kareler
tahmin edicisi arasindaki iligki incelenecektir.

RP =r lineer kisitlamas1 J < K tane lineer kisita sahiptir.

r,=Rp j=12,...,J
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r, =R, r,=Rp lineer bagimsiz kisitlar olsun.

e

rank(R,)=J,, rank(R,)=J, ve rank(R)=J +J,=J dir. b(R), b(R,), b(R);

R)e_n
r |P=RP

2
kisit matrisleri R, R, ve R olan kisith en kiiciik kareler tahmin ediciler ise,

VIb(R)<V(b(R))<V(b) i=12

dir. V(b)—-V(b (Ri )) >0 ve V(b)-V(b (R )) >0 oldugu bilindiginden,

V(b(R)-V(b(R))=0

esitsizligi kontrol edilecektir.

-1 pr Apr\7!
~Rb
b(R)=b+S'(R] R;)(Rls R RS RZ) (rl : }

RS'R RS'R,) \r,-Rb

E=RS'R, F=RS'R, G=RS'R, H=G-FE'F

kisaltmalar1 kullanilirsa,

e | EF
A=RS R =
F' G

E'+E'FH'FE"' -E'FH"\(R
o V(b(R))=S"-S"(R R)) R 1 LS
' ~-H'FE H R,

!

Cov(b(R,),b(R))=E[(b(R)-B)(b(R)-B)]
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

olur.

b(R)-B=S"(I-RE'RS" )X

—B= Sl(l ‘]51])('8
2
(LLE'F)4" =(E",0)
R(I,E'F)A™ ( lj RE'R
2

kullanilirsa;

Cov(b(R).b(R)) = (b(R))

elde edilir. (b(R )—b(R))(b(R )b (R))' >0 oldugu bilindiginden (Teorem 1.4),

S
Q
<
—~
o
—~~
=
~—
=3
—~~
=
~—
~—

olur ve asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.6

r, = R B, rank(R)=J, olarak tanimlanmis tam lineer kisitlarin bir kiimesi olsun.
Eger baska bir bagimsiz kisit  kiimesi; 1, =R,B, rank(R,)=J, ve

rank(R)=J = J, +J, ise kisith en kiigiik kareler tahmin edicileri b(R,) ve b(R)

yansizdir ve

/ (b(R))-V (b(R)) 20
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

dir. Dolayistyla bagimsiz kisitlayicilarin sonuglarina ek olarak, tam kisitlayicilari
kademeli olarak eklemenin, varyansi kademeli olarak azalttig1 soylenebilir.

Not: R, ve R asagidaki lineer doniisiime sahip ise;

R =PR,  P=(1,0)

A=RS™'R’ matrisi kullamlarak asagidaki gibi farkli bir kovaryans matrisi

yazilabilir:

o[ V(b(R )~V (b(R))|=S"R'(RS™ R,)_l RS -SR/(RS" R{)_l RS

=§7R'(4” - P/(PAP')" P)RS”

rank(R) =J kabul edildiginden, bu farkin n.n.d. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

A - P’(PAP’)_1 P >0 veya Teorem 1.18’den,

R(PPA")cR(4)

olmasidir.

b(R,) ile b(R,)’ nin karsilastirilimas;

r=RB,  rank(R)=J, j=12 2.4)
b(R,)=b+S'R/(RS"R)) (r,~Rb)

_ -1 pr
4;=R,S"R;

-1pr 4-1 -1
G, =S"RA'RS

kisaltmalar1 kullanilarak;
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

V(b(Rj))=0'2(S‘1—GA)

J

elde edilir.

C=V(b(R))-V (b(R.))
=o’(G,-G))
=0’S™ (RyA4,'R, —RI4R))S™ 20
ise veya RA,'R,—R/A"'R >0 ise kisith en kiigiik kareler tahmin edicisi b(R,),

b (R] ) tahmin edicisinden daha iyi bir tahmin edicidir.

Teorem 2.7 (Trenkler, 1987)

(2.4) kabulii altinda,

R,A;'R,—RIA™'R, 20 (2.5)

olmast i¢in gerek ve yeter kosul,
R =PR,

olacak sekilde J, xJ, tipinde bir P matrisi olmasidir.
Ispat.
Teorem 1.9 ve M = R,A4,"*, N = R'4""* tanimlamalari kullanilarak;
i. (2.5) ve Teorem 1.9’dan dolayr N = MH olacak sekilde bir H matrisi vardir.
Dolayisiyla R/A7"* = R;4,"*H veya denk olarak R, = A/°H'A4,"’R, = PR,
elde edilir. Burada P = A"*H'A,"*, J,xJ, tipinde bir matristir.

ii. R, =PR, olsun.
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

F = 4,°P'(PA,P")"' P4)” (2.6)

olarak tanimlanan, simetrik ve idempotent F matrisi kullanilarak (2.5) asagidaki

sekilde yazilabilir;
R A" (I-F)4,"°R, (2.7)

Burada F simetrik ve idempotent matris oldugundan (I -F ) de simetrik ve

idempotent matristir. B = RZ'A; "2(I = F) kisaltmasi kullamilarak (2.7) farki BB'>0
olur (Teorem 1.4).

Teorem 2.7 i¢in asagidaki sonuglar verilebilir;

Sonug 1.

R, = PR, ve rank(R))=J, ise,bu J, <J, ve rank(P)=J, olmasim gerektirir.
Ayrica r, = Pr, olur.

Ispat.

Teorem 1.3 (iv)’den rank(AB) < min(rank(A),rank(B)) oldugu bilinmektedir. Bu,

probleme uygulanirsa,

rank(PR,) < min (rank(P), rank(R,))
= min(rank(P),J,)
J, =rank(P)

bulunur.
Burada; rank(R,) =rank(PR,)=J,=J, < J,’dir. r, =Rp ve R = PR,

kullanilirsa,
r, = PR = Pr,

bulunur.
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

Not: J, =J, durumunda, r, =Rp ve r, =R,p kisitlar1 ile bu kisitlara ait tahmin
ediciler birbirine esit olacagindan sadece J, <J, durumu incelenebilir. Bu asagidaki
sekilde gosterilebilir:

rank(P)=J, =J, igin R, = PR, oldugundan P~ vardir, dolayistyla R, = P"'R, ve
r, = P'r, saglanir. Bu sebeple r, = R,B kisit1 P~'(r,—RB) =0 olur. R = PR,

(P:J,xJ, ve rank(P)=J, = J,) i¢in, tahmin edicilerin esitligi kontrol edilirse;

b(R,)=b+S"'RP"(P'RS'RP") (P'r,~P'RD)
- b(Rl)

oldugu goriiliir.

J, <J, Durumu;

C:J,xJ, tipinde tekil olmayan matris olmak iizere, r,=R,p ve Cr,=CR,p
kosullar1 birbirine esittir. rank(P)=J, olmak lizere J, x.J, tipinde bir P matrisi i¢in
R =PR, olsun. rank(C')=J, olmak iizere C'=(Q,P') olacak sekilde,
(J2 —Jl)xJ2 tipinde ve rank(Q)=J, —J, olan bir Q matrisi segilsin. Bu O matrisi

P matrisini tamamlayan matris olarak adlandirilir. QOr, =r, ve OR, = R, olsun,

r r R R
Cr, = on (" ve CR, = O, _[ &
Pr, r, PR, R,
olur. r, =Rp ve r, = R,p kisitlar1 R, = PR, lineer doniisiimii ile baglanirsa, r, = R
kisitinin r, = R, kisitini igerdigi kabul edilebilir. Genelligi bozmaksizin P = (I ,0)
secilebilir.

Sonuc 2.
r,=RP r,=RB, R =PR,, v, = Pr,, rank(P)=J, <J, kisit kiimesi, r, = Or,,
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2. TAM VE STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

r R
R, = OR, olmak iizere r, =R, 1, :( IJ: (Rl j[} =R,p ve O matrisinin P’yi

r3 3
tamamlayan matris olmasi kosullar1 birbirine denktir.
Teorem 2.7°den, iki tam lineer kisitlayicinin, uygun iki kisith tahmin edicilerinin

karsilastirilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul R =PR, ve rank(P)=J,<J,

R r
olmasidir. P =(1,0) 6zel durumu R, :( 1}, r, :[ 1] kisitlarini tanimlar.
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3. YANLI LINEER KISITLAMALAR VE MSE KRITERINE GORE LSE ILE
KARSILASTIRMALAR Ozlem BOGA KOZAN

3. YANLI LINEER KISITLAMALAR VE MSE KRITERINE GORE LSE iLE
KARSILASTIRMALAR

r = RP lineer kisitlamasinin modele eklenmesi durumunda, bu kisitlamanin
H,:RPp =r hipotezi ve F-testi yardimi ile kontrol edilmesi gerekir. Bu hipotezin

reddi, ya
r =Rp+9, 00 (3.1)
yada
r=Rp+3+®, ®0(0,0V)

olmasindan kaynaklanabilir. Burada &, stokastik olmayan yanlilik ve ® stokastik

etkidir.

Eger kisitlamada 6 =0 yanlilik vektorii varsa, b(R) yanli olur. Ayrica,

b(R)’nin kovaryans matrisi & dan etkilenmez ve her durumda b(R), b’den daha

kiigiik varyansa sahip olmaya devam eder ((2.3)). Bu nedenle, MSE kullanilarak

0’nin b (R) tizerindeki etkisinin arastirilmasi gerekir. (3.1) kabulii altinda,

-1

E(b(R))=B+S"'R(RS'R') &
olur.

A=RS'R' = 4" 4"
H=S'RA4" (3.2)

kisaltmalari kullanilirsa,

E(b(R))=p+Hd

bias(b(R),B)= Hd (3.3)
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3. YANLI LINEER KISITLAMALAR VE MSE KRITERINE GORE LSE ILE
KARSILASTIRMALAR Ozlem BOGA KOZAN

=
=

=
I

V(b)-o’HAH'

elde edilir.

3.1. bve b(R)’nin MSE Karsilastirmasi

MSE karsilagtirmalar1 asagidaki kriterlere gore yapilir:
Tamm 3.1 ( MSE-I Kriteri )

A(b.b(R)) =V (b)~V (b(R))~(bias (b(R)).B) (bias (b(K)). B)
=0’H(A-0"88')H' 20
olmast igin gerek ve yeter kosul, rank (R)=J oldugundan,

A-0788'>0 (3.4)

olmasidir. Bu durumda b(R) tahmin edicisinin, MSE-I kriterine gore yansiz tahmin

edici b ’den daha 1iyi oldugu sdylenir. Teorem 1.8 ve Teorem 1.21°in kullanilmasiyla

(3.4)’iin,
A=0784"8=07%(RSR) 8<1 (3.5)

kosuluna denk oldugu goriliir.

Tamm 3.2 ( MSE-II Kriteri )

ﬁl ve ﬁz iki tahmin edici olsun.

£[(-9)
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3. YANLI LINEER KISITLAMALAR VE MSE KRITERINE GORE LSE ILE
KARSILASTIRMALAR Ozlem BOGA KOZAN

ise |§2 tahmin edicisi MSE-II kriterine gére |§1 ’den daha iyidir denir. Eger ﬁz , MSE-I
kriterine gore ﬁl’den daha iyi ise MSE-II kriterine gore de ﬁl’den daha iyidir.
Cinkii A>0 olmasi, tr{A} >0 olmasmi gerektirir. Fakat tersi dogru degildir.

Dolayistyla MSE-II kriteri MSE-I"den daha zayif bir kriterdir.

3.2.bveb (R) ’nin Karsilastirilmasi icin MSE-II Kriterinin Uygulanmasi

MSE-II kriterini kullanarak, b(R) ve b karsilastirilsin. Buradan,

tr {A(b,b (R))} =o’tr{HAH'} —8'H'H8 > 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun,
'H'HS < o’tr {HAH '} =t {V (b) =V (b(R))| (3.6)

oldugu elde edilir.
XX =S kisaltmasi ile, H'SH = A" olur, dolayistyla (3.5)’deki A ile,

OH'SH6 =8'A"'6=0"1
elde edilir.Teorem 1.7’ nin kullanilmasiyla ve ¢ # 0 varsayimu ile

0'H'SHS
K S oom =4,
0'H'Hb

elde edilir. Burada, d,>d,>...d, >0, S$>0’m oOzdegerleridir. Bu durumda

(3.6)’nin sol tarafi i¢in,
SHH<d A '8=d o’

ist sinir1 elde edilir. Dolayisiyla (3.6) formiiliiniin saglanmasi icin yeterli kosul;
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3. YANLI LINEER KISITLAMALAR VE MSE KRITERINE GORE LSE ILE
KARSILASTIRMALAR Ozlem BOGA KOZAN

A <dr{HAH')
=d,1r {S‘IR’(RS‘IR')_I RS‘I}

dir.
Tamm 3.3 ( MSE-III Kriteri )

S (B, —B)} (37
=zr{SA(|§1,|§2)}zo

ise B,, MSE-III kriterine gore f,den daha iyidir denir. MSE-III kriteri b ve b(R)

icin uygulandiginda, b(R) ‘nin b ’den daha i1yi oldugu asagidaki gibi gosterilebilir;

r{(SA(bb(R))} = {Ss R (RSTRY) RS | -84

A<J ise b(R), b’ye tercih edilir. J>2 ise MSE-III kriteri, MSE-I"den daha

zayiftir. J =1 ise iki kriter birbirine esittir.
Teorem 3.1
r—RB=3% bir yanh lineer kisitlama olsun. Bu durumda yanli RLSE b(R) nin,
yansiz olan b’den MSE kriterlerine gore daha iyi olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosullar asagidaki gibi verilebilir:

i. MSE-I kriterine gore daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 4 <1 olmasidir.

ii. MSE-II kriterine gore daha iyi olmas:i icin gerek ve yeter kosul, A</,

olmasidir.
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KARSILASTIRMALAR Ozlem BOGA KOZAN

iii. MSE-III kriterine gore daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
A=0(r —RB), (RS"IR')f1 (r—RB) i¢in A<J olmasidur.
A<1, A< A, veya A <J kosullarin test etmek icin, €[] N (0,0‘21 ) kabul edilir ve
test istatistigi olarak;

1 ' -l
F=—=(r=Rb) (RS™'R’) (r-Rb)

kullanilir. Burada ' merkezi olmayan F, ,_, (1) dagilimindan gelmektedir.

H,:A<1 (veya A< A4, veya A<J)

H :A>1 (veya A> 4, veya A >J)

hipotezleri  test edildiginde; F<F,, . (1), F<F,, . .(4) veya

F<F

J,T-K,l-a

(J) ise H, kabul edilir. Aksi halde H, reddedilir.
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4. IKi YANLI KISITLI TAHMIN EDICININ MSE KARSILASTIRMASI
Ozlem BOGA KOZAN

4. TKi YANLI KISITLI TAHMIN EDiCiNiN MSE KARSILASTIRMASI
B tizerindeki iki kisitlama;
r,=RB+d, =12

olsun. Burada R, J,xK tipinde J, tam satir rankl1 bir matristir. Bu kisita en uygun

lineer RLSE;
b(R)=b+S 'R(RS'R) (r,~Rb)

seklinde verilir. S, §”' matrisinin p.d. kokii ve rank (R )=J, oldugu varsayilirsa,

R.S™"? matrisinin J,xK tipinde ve rank(Rl.S v 2) =J, oldugu goriliir. Bu matrisin

1

Moore-Penrose ters matrisi; (Teorem 1.12)
(RiS_]/z )+ _ S—l/zRiy(RiS—lR;)" i=1,2
dir. i =1,2 igin,

B =(RS™) RS (4.1)

matrisinin J, < K rankli idempotent matris ve SR(S - 2Rl.') kolon uzay1 iizerinde

ortogonal projektor (izdiisiim) oldugu g6z oniine alinirsa, (3.3)’den

d, =bias(b(R).B)=S"R(RS'R) ",
_ g2 (R_S—I/Z )* 5.

V(b(R-)):O-ZS_]/Z ([_B)S_]/z

elde edilir. Burada, &, =Rp-r, i=12"dir. P, =P —F gosterimi kullanilirsa

dagilim matrisleri farkz;
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Ozlem BOGA KOZAN

D= V(b(Rl))_V(b(Rz))
— O_ZS—l/ZPZIS—l/Z

olarak yazilabilir. Dolayisiyla D >0« P, >0 dur.

Not: ¢, =S"°d, = (Ri571/2)+ 5, olmak iizere:
A(b(Rl),b(Rz)) — g2 (0-2]321 +c,C| —CZC;)S*W >0

ise veya denk olarak P, +e¢,c;—c,c, >0 ise b(R,)’nin MSE-I kriterine gore
b(R)’den daha iyi oldugu soylenebilir ~ Teorem 126’ya  gore,
P,=S""R] (RQS_]R; )_l R,S™"? matrisi J, <K rankli oldugundan, K xK tipindeki

simetrik P, matrisi p.d. olamaz ve bdylece P, matrisi tekil (singiiler) olur.
Dolayisiyla (1.3) kosulu saglanmaz.
Teorem 4.1
(4.1) formiili ile verilen B ve P, i¢in P, =P, —F olsun. Asagidaki durumlar
birbirine denktir.

I. P,=20;

L R(STR)<R(SR));
III. R, =FR, olacak sekilde bir /' matrisi vardir;

IV. PR=R;

V. BR=P;

VI. P, ortogonal izdiistimdiir.
Teorem 4.2

r,=RB ve r,=R,B+8, verilsinve D=V (b(R,))-V(b(R,))=0 olsun. Yanl
b(R,) tahmin edicisinin MSE kriterine gore yansiz b(R,) tahmin edicisinden daha

iyi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul;
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o8, (R,S'R,) 8, <1 (4.2)

olmasidir.

Teorem 4.3

8, =r,—RP#0 olsun. O zaman A(b(Rl),b(Rz))Z 0 olmasi icin gerek ve yeter
kosul; bias (b(R1 ) , |3) = bias (b(R2 ), B) olmasidir.
Ozet olarak, r,=RB+8, i=1,2 lincer kisitlamalar1 ve b(R) ve b(R,)

uygun RLS tahmin edicilerini gostersin. Bu tahmin edicilerin varyans-kovaryans
matrisleri farkinin n.n.d. oldugu kabul edilirse,

i. 8,=0 veya

ii. bias(b(R,),B)=bias(b(R,),B)
ise bu lineer kisitlamalar MSE-I kriterine gore karsilastirilabilir. (ii) kosulu

saglaniyorsa bu tahmin edicilerin MSE matrislerinin farki,
A(b(R,),b(R,))=V(b(R))-V(b(R,)) varyans-kovaryans matrislerinin farkina

indirgenir.
4.1. Kademeli Yanh Kisitlamalar (Ozel Durum)

iki RLS tahmin edicinin &nceki karsilagtirilmalari 7 (b(R,))-V (b(R,))
farkinin n.n.d. olmasi gerekliligini gostermistir. Bu kosul R, = PR, olmasina denktir.
Teorem 2.7’nin ikinci sonucuna gore genelligi bozmadan P = (I ,O) kabul

edilsin. Dolayisiyla V (b (R, )) -V (b (R, )) >0 kabulii altinda asagidaki lineer

kisitlamalar verilebilir;

olmak tlizere
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Ozlem BOGA KOZAN
r,=Rp rank( Rl ) =J,
JixK
r,=Rp+8, rank( R, ) = J, (4.3)
JyxK
r, = RB+38, rank( R, ) = J,
J3xK

diir. Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’den, r, —Rp =98, =0 oldugu bilinmektedir. Burada

R
amag b( 1]:b(Rz) ile b(R,)’in MSE kriterlerine gore karsilastirilmasidir ve
3

ozellikle,

b=S"XYy (yansiz tahmin edici),
b(R)=b+S"'R (RIS*IRI')f1 (r, —Rb) (yansiz tahmin edici),
_ -1 pr -1 pr -1 . . ..
b(R,)=b+S"'R; (R3S R3) (ry,—R;b) (8, #0 ise yanl tahmin edici),

R] ~1 R] -1 B rl Rl : ]
b =b+S™ (RR}) ST (RRy) -~ b | (8, #0 ise yanl tahmin
R R, r,) \R

3

edici),
tahmin edicilerinin karsilastirilmasi ile ilgilenilecektir.

A4 =RS'R, 4>0 i=1,23 ve H,=S"'R/4" i=1,2,3 notasyonlar: kullanilirsa,

biasb(R,,B)=H5, i=1,2,3

yazilabilir.

a. b(Rl) ve b ’nin Karsilastirilmasi:

Karsilastirilan iki tahmin edici de yansizdir ve b(Rl), MSE kriterlerine gore

daima b ’den daha iyidir. Bunun sebebi;
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Ozlem BOGA KOZAN

A(b’b(Rl)) - V(b)_V(b(Rl))
=o"H AH|
=o’ST'RIA'RS >0
olmasidir.
b. b(R3) ve b ’nin Karsilastirilmasi:
A(b,b(R3 )) — g2 [O'zS*mR;A;IRSSfl/Z _ Sf1/2R3rA;1838;A;1R3S71/2]Sfl/z :
Sil/zR;A;163 _ O_2S71/2R3rA;1R3S71/2 [0_2 (R3S71/2 )*}83 ’

O_2S71/2R3!A371R3S71/2 > 0
oldugu bilinmektedir. Teorem 1.23’ilin uygulanmasi ile asagidaki sonuca ulasilir:

A=078,478,<1 <  A(bb(R))=0 (4.4)

R, .
c. b ve b(Rl) ’in Karsilastirilmast:

3
R 0
R =PR,, P=(1,0), R, = 2 | 5, = 5 | Ve Teorem 1.2 kullanilarak, (4.2)
3 3

formiilii asagidaki sekilde elde edilir;

- RS'R RS'R,
o7, (RSTR) 8, =0 (0,85) 0
RS™R RS R, (4.5)

= o7%, (A ~RSTRA'RS" 1R' <1

(4.4) ve (4.5) kosullarinin karsilastirilmasiyla Teorem 1.21°den,

078,48, <078, (4 ~RS'RA'RS'R,) 8,
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Ozlem BOGA KOZAN

elde edilir.
Teorem 4.4 (Toutenburg, 1989)

(4.3) formiiliindeki kisitlamalar saglaniyorsa asagidaki sonuglar elde edilir;

R
a. Yanli lineer kisitli tahmin edici b( !
3

j’ﬁn MSE kriterlerine gore RLSE

R
b(R, )’den daha iyi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, b( 1] tahmin

3
edicisinin MSE kriterlerine gore b ’den daha iyi olmasi yani (4.5) formiiliiniin

saglanmasidir.

3

R, _
b. Al b 2 ,b(R) |20 ise A(b(R,),b)=0 olmak zorundadir.

4.2. Sonuc¢

y = Xp+¢& modeline r, = Rp tam kisitinin eklenmesi her durumda modelin
etkinliginin artmasini saglar. Bir baska kisit olan r, —R,p =9, kisitinin kademeli

olarak eklenmesinin, MSE kriterlerine gére modelin etkinliginin artmasin1 saglamasi

icin, (4.5)’in saglanmas1 gerekir. Bu durumda yanli tahmin edici b(R3), MSE

kriterlerine gore b’den daha iyidir, bu gerekli kosuldur fakat yeterli kosul degildir.

R
b(R) ve b(Rl

] tahmin edicilerinin varyans-kovaryans matrisleri farki n.n.d.’dir.
3

P =(1,0) kullanilarak (2.6)’daki F matrisi;

F ZAZ”Z((IJ[(I O)Az(gjj_l(l 0) 4.

A1 0
:A;/ZK (l) 0]14;/2

seklinde yazilabilir ve asagidaki sonuca ulaslir;
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R
V(b(R))- V(b(Rl n =o’S' R4, (I-F)4,"°R,S™

3

=0’S"'R4,'R,S" —0’S'RA'RS™

o3 ] -trm-rom)

3

Teorem 1.2, pargali matris 4, ’ye uygulanarak,

U=R,-RS'RA'R,
— R3S71/2 (]K _ S71/2R]!A]71R1S71/2)S1/2

notasyonu kullanilsn. S™"?R'47'RS™"? matrisi idempotenttir ve ranki J, dir.
Teorem 1.11 (iv)’den I, —S"’R'A'RS™"* matrisi de idempotenttir ve ranki
K —J, dir. rank(U)=J, oldugunu gdstermek i¢in, J, <K —J, yani J +J,<K

oldugunu gostermek gereklidir.
Z, =4 —RSRA'RS™R,

kisaltmas1 kullanilsin. 4, matrisinin alt matrisleri asagidaki gibi degistirilir ve yeni

matris 1:12 seklinde adlandirilarak Teorem 1.14 2[2 ’ya uygulanirsa,

i RSTR, RSTR) [ 4, RSR
* \RST'R, RS'R) \RS'R, 4 )

A4,>0’m Z >0 ’adenk oldugu goriiliir. ((Teorem 1.14 b(i1))

3

. Rl _ —ly 171
biasb B =-SUZ 5,
R3
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bulunur ve asagida goriildiigii gibi MSE matrisleri farki n.n.d. olur.

R
A(b (Rl )) _ V(b (R1 j) _ S71Ur271/2 [O_zl _ Z71/2638;Z'71/2 } ZHQUS*I >0.

3
Burada rank (U) =J, olmast igin gerek ve yeter kosul,
A=0%.2"5, <1 (4.6)

olmasidir. (Teorem 1.21). Boylece (4.2) igin gerekli ve yeterli bir sonu¢ bulunmus

olur. (4.5) kosulu F istatistigi kullanilarak test edilebilir.

(r,—Rb) Z"(r,~Rb)

F=
J,s?

0F, ()

Burada A4 (4.6)’da tanimlanan parametredir. Hipotez testinin sonucuna asagidaki

sekilde karar verilir.

Hy:A<1, F<F, ; (1) ise kabul edilir.

H :A<1, F>F, . (1) ise reddedilir.

Not: Bu karar kuralina gore, pretest tahmin edici olarak adlandirilan,

tahmin edici tanimlanabilir. Bu tahmin edicinin MSE matrisi basit bir yapida

degildir. Judge ve Bock (1978) bu tahmin ediciyi detayli bir sekilde incelemislerdir.
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5. STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR

5.1. Mixed Tahmin Edici

Pratik uygulamalarda, (y,X ) matrisinin drneklem bilgilerine ek olarak ¢ogu

zaman,
r=Rp+g9, ¢U(0,07) (5.1)

tipinde ifade edilen bir lineer stokastik kisit bilgisi de bulunur. Burada r:Jx1 ve
R:JxK tipinde matrisler, rank(R)=J dir. Ayrica R ve V ’nin bilindigi kabul
edilmektedir. ¥ >0 olsun. r vektori E(r)=Rp beklenen degeri ile bir rasgele

degisken olarak yorumlanabilir. Boylece (5.1) kisitlamast bu anlamda tam olarak

saglanmaz. r’nin bilindigi kabul edilirse biitiin beklenen degerler r’ye bagh

E (ﬁ\r) gibi kosullu beklenen degerler olur. Durbin (1953) 6rneklem bilgilerini ve

yardimc1 (ek) bilgiyi aymi anda kullanarak, parametrelerin stepwise (asamali,
kademeli) tahmin edicisini tanimlayan ilk kisidir. Theil ve Goldberger (1961) ve
Theil (1963) 6rneklem bilgilerini ve 6n bilgiyi,

(M

ortak modelinde birlestirerek mixed tahmin teknigini ortaya koymuslardir. Burada

hatalar arasinda korelasyon olmadigi kabul edilmelidir. Yani;
E(g9')=0 (5.3)

dir. Daha 6nceki varsayimlarin aksine burada genel regresyon modeli kabul edilir ve

E(gg')= oW olur. (5.3) kullanilarak varyans-kovaryans matrisi;
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eeor (5 2

seklinde yazilabilir. Mixed model,

y=Xp+&, &0 (0,0‘21/17) (5.4)

olarak yazilir. Burada,

RO N

dir. rank(f( ) = rank(X ) =K oldugunda (5.4) modeli, genellestirilmis lineer model

gibi goriiniir. S =XW'X olmak {izere Teorem 1.17’nin uygulanmasiyla asagidaki
teorem elde edilir.
Teorem 5.1

(5.2) mixed modelinde P i¢in en iyi lineer yansiz tahmin edici;

B(R)=(S+RV'R) (XW'y+RVr)

=p+S"R (V+RS"R) " (r—Rp)
dir ve B(R) nin varyans-kovaryans matrisi;
v(B(R))=0(s+RV'R)" (5.5)
dir. B(R) tahmin edicisi B ’nin mixed tahmin edicisi olarak adlandrilir.

Ispat.
Teorem 1.17, (5.4) modeline dogrudan uygulanirsa, p i¢in GLSE;
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b= (%) Xy
= (XWX +RV'R) (XW 'y +RVr)
olur. Teorem 1.1 (iii) uygulanirsa,

(S+RV'R) =5 ~S'R(V+RS'R) RS (5.6)

elde edilir. Bu sonug ﬁ(R) ’de kullanilarak ispat tamamlanir.

ﬁ(R) ile GLSE’ nin Karsilastirilmasi:

Mixed tahmin edicisi yansizdir ve GLSE den daha kiigiikk bir varyans-

kovaryans matrisine sahiptir, yani
v(B)-v(B(R)=c’S"R(V+RS"R') RS20

dir. Mixed tahmin edicisinin daha kiiclik varyansa sahip olmasi £ (r)=R|3

denkleminin saglanip saglanmamasindan bagimsizdir.

5.2. Varyans-Kovaryans Matrisi Uzerine Varsayimlar

(5.1) modelinde, E(¢@')=0c"V kabul edilmistir. Pratikte bu gdsterim yeterli
olmayabilir. Dolayisiyla, bazen E ((p(p’) =V gosterimi daha gergekei olabilir. Bunun

bir sonucu olarak bilinmeyen o ’yi iceren mixed tahmin edici,

B(R.0*)=(0S+RV'R) (o XW y+RV'r)

seklinde ifade edilebilir. Bu problemin giderilmesi i¢in ¢esitli metotlar 6nerilmistir.
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i ﬁ(R,Jz)’deki o’’yi Tahmin Etmek i¢in, Orneklem Varyansi s’’nin

Kullanilmasi;
s*’nin ¢”’yi tahmin etmek icin kullanilmasi Theil (1963) tarafindan

onerilmigstir. Genelde ﬁ(R,Sz) tahmin edicisi yansiz degildir. Belirli kosullar

saglanirsa ﬁ(R,sz) asimptotik olarak yansiz ve asimptotik olarak ﬁ(R,sz) ile ayni

varyans-kovaryans matrisine sahiptir. Bu tahmin edicinin 6zelliklerini inceleyenler
arasinda, Giles ve Srivastava (1991), Kakwani (1968, 1974), Mehta ve Swamy
(1970), Nagar ve Kakwani (1964), Srivastava ve Chandra (1985), Srivastava ve
Upadhyaya (1975), Swamy ve Mehta (1969) gosterilebilir.

ii. Bir Sabit Kullanilmasi;

Theil (1963), Terésvirta ve Toutenburg (1980) ve Toutenburg (1982) B(R,c)

tahmin edicisini incelemislerdir. Burada c, yansiz tahmin edici ﬁ(R,c) GLSE

tahmin edicisinden daha kiiclik varyans-kovaryans matrisine sahip olacak sekilde

secilebilen stokastik olmayan bir sabittir.

M, =cS+R'V'R notasyonu ile,

B(R.c)=M"(cXW'y+RV 'r)

V(B(R’C)) =M (02625 + R’V‘lR)Mc—l
elde edilir.

B(c,0?) =257 +(2¢c0? ~1)(RV'R)
matrisi tanimlanirsa, varyans-kovaryans matrislerinin farki olan,

A(e)=V(B)-7 (B(R.c))

(5.7)
=M. (RV'R)B(c,0”)(RV'R) M
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matrisi n.n.d. olur. Yani A(c)>0 olmasi igin gerek ve yeter kosul M ' >0 ve
(R'V’IR) >0 iken B(c, 02) >0 olmasidir.

Burada incelenmesi gereken iki durum ortaya ¢ikmaktadir;

a. B(O, 0'2) =o’S" —(R'V“R)_1 <0 (nd), B(o"2 /2, 0'2) =o’S" (pd) ve

a'B(c, o’ )a (a#0 sabit K -vektor) ¢ ’nin siirekli bir fonksiyonu iken,

a'B(co (a),o*z)a =0, O<c, (a) <%a‘2 icin

a'B(c, O'z)a >0, c¢>c,(a)igin

olacak sekilde ¢, (a) kritik noktas: vardir. a'B (co (a),o’ )a =0 denklemi ¢, (a) igin

coziiliirse, kritik deger,

a'S'a

24'(RV7R) a

C (a) = (202 )71 -

(5.8)

olarak bulunur. Acik¢a bu &’ nin bilinmeyen bir fonksiyonudur. o hakkinda 6n
bilginin kullanilmasi bu zorlugun ortadan kalkmasina yardimci olur.

Teorem 5.2
o’ icin alt ve iist sinirlarin;
i. 0<o’ <o’ <0 <o ve
ii. B(0,07)<0
seklinde verildigi varsayilsin. Bu durumda ﬁ(R,c) tahmin ediciler ailesi

c

F :{ﬁ(R,c): c>o; 2} seklinde o6zellestirilmis GLSE’den daha kiiciik varyans-

kovaryans matrisine sahiptir.

Ispat.

B(O, aj) <0 oldugundan B(O, 02) <0 bulunur. o;” > %0'2 dir ve boylece
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0,> >¢,(a) oldugundan c¢>o,? i¢in A(c)>0 olur.

b. B(O, 0'2) n.n.d.’dir. Bu durumda B(c, 0'2) >0 ve dolayisiyla her ¢ >0 igin
A(c)=0’dur.

B (O, 02) >0 kosulunu incelemek igin, B(O, 012) >0 ile 0<o <o’ alt sirinin

oldugu  varsayilir.  Dolayisiyla  tahmin  ediciler i¢in  uygun  aile
F. = {ﬁ(R,c) > 0} dir.
Ozetle, o” igin o <o’ <o, seklindeki on bilgi, ﬁ(R,c) tahmin edicisi,

B ’dan daha kiiciik bir varyansa (A(C)ZO) sahip olacak sekilde bir ¢ sabitinin

bulunmasinin miimkiin olacagini ifade eder.

5.3.Yanh Stokastik Kisitlamalar

Boliim 3’dekine benzer sekilde E(r)—RBp=8,8+0 oldugu varsayilsin. Bu

durumda (5.1) stokastik kisitlamasi,
r=RB+3+¢, ¢0(0,67V)
olur ve bu varsayimin saglandigi durumda mixed tahmin edicisi yanli olur.
E(B(R))=p+S"R(V+RS"R) 5.
5.3.1. MSE-I Kriterine Gorep(R) nin § Uzerine Ustiinliigii

D ; varyans-kovaryans matrislerinin farki olmak {izere,

(B)-v(B(r))=D

B (5.9)
- azS’lR’(V n RS’IR') RS>0

elde edilir. Ayrica,
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5. STOKASTIK LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

bias(B(R),B)=S"R (V +RS"'R') &
- Dd

(5.10)

dir. Burada, R*:R'(RR’)f1 olmak iizere, d=SR'dc >’ dir. Bu nedenle,

bias (ﬁ(R),B) e V(D) dir ve Teorem 1.23 uygulanabilir.

Teorem 5.3
Yanli tahmin edici’nin MSE-I kriterine gére GLSE ﬁ ’dan daha {istiin olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul;
2Qr “1pr\7!
A=0c7d(V+RS'R) <1 (5.11)

olmasidir. € ve @ bagimsiz olarak normal dagilima sahiplerse 4,

1 ' il
F=—5(r=Rb) (V+RS'R') (r-Rb) (5.12)

istatistiginin merkezi olmama parametresidir. Burada merkezi olmayan F, . . (/1)
dagilimi H: A <1 hipotezi altinda bulunur.
Not: (5.11) ve (3.5) kosullar1 karsilastirildiginda, mixed tahmin edici ﬁ(R) ve RLSE

b(R)’nin MSE-I kriterine gore LSE b ’ye olan iistiinliig,

(RS™R) ~(V +RSR) " 20.
ile goriliir ki (5.11) kosulu, (3.5) kosulundan daha zayiftir. Dolayisiyla, r =R
kisitina stokastik ¢ teriminin eklenmesi, parametre bdlgesinin genislemesine neden

olarak yardimci bilgiye dayali tahmin edicinin, LSE b’den daha iyi olmasini

kesinlestirir.
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5.3.2. MSE-I Kriterine Gore B *nin f(R) Uzerine Ustiinliigii

MSE matrisleri farkinin n.n.d. yani,

A(B(R).B)=0 (B(R).)-V (B)
=—o>S'R(V +RS'R') RS™

!

+bias(B(R),B)bias(B(R).B) >0
olmast i¢in gerek ve yeter kosul,
-1/2 -1/2
~1,+(V+RS'R') 88 (V+RS'R) 20 (5.13)

(Teorem 1.6) olmasidir. Teorem 1.10’a gore; J >2 ig¢in bu matris hi¢bir zaman

n.n.d. olamaz. J =1 i¢in kisit,

olur. Buradan (5.13) matrisinde —1+ 6~ (U +R'S _IR)_l >0 olmas1 icin gerek ve yeter

kosul,

4 (v+R'S7'R) -

olmasidir. Asagidaki teorem bu bulgulari 6zetler.

Teorem 5.4

Yanli tahmin edici ﬁ(R) ’nin MSE-I kriterine gdre, p tahmin edicisinden iistiin

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

A=c7%(V+RSTR) 8<1
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olmasidir. Tersine,
i. J=lsoi>1,
iil. J >2 i¢in hi¢bir durumda.
kosullari i¢in B tahmin edicisi MSE-I’e gére ﬁ(R) ’den daha iyidir.
J =1 kabul edilsin. 2 parametrelerinin bdlgesi, {4 <1} ve {1>1} ayrik alt

bolgelerine ayrilir, bu bolgeler sirasiyla ﬁ(R) ve ﬁ tahmin edicilerinin birbirlerine

istiinliik sagladiklar alt bolgelerdir.

A =1 igin, her iki tahmin edici birbirine denk olur.

J =2 i¢in, ﬁ(R) ‘nin ﬁ tahmin edicisinden daha istiin oldugu bir bolge

(A<1) vardir fakat B nin ﬁ(R) "den daha iyi oldugu bir parametre bolgesi yoktur.

5.3.3. MSE-II Kriterine Gore B(R) nin § Uzerine Ustiinliigii

Tanim 3.2’ye gére, mixed tahmin edici ﬁ(R) ,

!

zr{A(B,fs(R))} :tr{V(ﬁ)—V(ﬁ(R))}—bias(ﬁ(R),B) bias(B(R).B)=0(5.14)

ise MSE-II kriterine gére GLSE ﬁ’dan daha 1yidir. (5.9) ile (5.10) formiillerinin

uygulanmasi ve 4=V +RS™'R’ notasyonunun kullanilmasiyla (5.14),
0(8)=0"0'4"RS'S'RA8<tr(S'RA'RS™) (5.15)

seklinde yazilabilir. Bu kosul, O(6) merkezi olmama parametreli bir istatistik yoksa
test edilemez. Bu esitligin saglanmast i¢in yeter kosul, Wallace’in (1972)

diisiincesine dayali olarak aranur.

0 A'RST'GS'RA'89=0784"0=1
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olacak sekilde K xK tipinde bir G simetrik matrisi oldugu kabul edilsin.
R+:R'(RR’)71 (Teorem 1.12 (vi)) igin, G=S+SR'VR"S’dir. Buradan da

RS'GS™'R' = 4 olur. Teorem 1.5°den;

o 'A'RS'GS'R'ATS A

Z’min G S
() 0(8) 0(3)
veya denk olarak,
p)
d)<
Q( ) 2’min (G)
dir. Boylece,
<A (G)tr(SlR’(V +RSR) Rsl) — 2 (5.16)

kosulunun, (5.15) formiiliinlin saglanmasi i¢in yeterli kosul oldugu soOylenebilir.

Ayrica kosul (5.16) test edilebilir. ' ((5.12)) istatistigi, H: A <A, hipotezi altinda
F,;  (4,) dagilimma sahiptir.

Not: Tam lineer kisitlayicilar i¢in, V' =0 ve dolayisiyla G=S"’dir. W =1 i¢in
(5.16) kosulu, b(R) 'nin MSE-II kriterine gore b ’den daha iyi olma kosuluna denk

olur.

5.3.4. ﬁ(R ) ve B icin MSE-III Karsilastirmasi
MSE-III kriteri tanimia gére, 4=V +RS™'R’ olmak iizere,
zr{SA(fs,ﬁ(R))} = o%tr{A"'RS'R'} ~8' A" RS RA 820 (5.17)

ise veya denk olarak A4, >4, >...> 4, >0 olmak lizere,
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020’ A'RS'R'ATS< T - tr(A’lV)

J—Zjl(lmj)” (5.18)

=1

~

ise ﬁ(R) tahmin edicisi MSE-III kriterine gore ﬁ’dan daha iyidir. Burada A ’ler

V2RSSR’V matrisinin 6zdegerleridir. Bu asagidaki gibi gosterilebilir;

(A= (V2 a ) = (v 2ar )
-1

- tr{(]+V”2RS1R'V”2)1} =ur{(1+A) "} = Zjl(lmj) .

J=1

(5.18) denkleminin sol yani, (5.11)’de tanimlanan A ile asagidaki sekilde sinirlanir;

o254 (RS”R’ +V - V)A’lﬁ
=046 -02%'4"VA'S

<oA8=A.
7 -1

A<Y A (1+4) =4 (5.19)
Jj=1

kosulu, 6rnegin (5.17) formiiliiniin saglanmasi i¢in yeterlidir. H:A <A, hipotezi
altinda F istatistiginin dagilmu F, . . (4,) oldugu i¢in (5.19) kosulu, (5.12)’deki F

istatistigi kullanilarak test edilebilir.

Not: 4, >4, >...2 4, >0 oldugundan,
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olur. 4, >(J —1)71 ve J =2 olsun, buradan A, >1 ve MSE-III kriterinin MSE-I’e

gore daha zayif bir kriter oldugu sonuglarina varilir. J =1 i¢in 4, =4,/ (1+/11)<1
elde edilir.

Yanl iki mixed tahmin edicinin MSE-I karsilagtirmalar1 ve yanli stokastik
kisitlamalarin  uyarlanmasi igin stepwise (kademeli) ekleme prosediirlerinin

uygulanmast  problemleri ~ Freund ve  Trenkler  (1986),  Terésvirta

(1979a,1981,1982,1986) ve Toutenburg (1989a, b) tarafindan incelenmistir.
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6. ZAYIFLATILMIS LINEER KISITLAMALAR

6.1. Zayif (R,r)-Yansizhk

Bir lineer iliskinin modellenmesinde ve test edilmesinde bazi yardimci bilgiler
mevcut olabilir; drnegin, 6n tahminler, parametreler iizerindeki dogal kisitlamalar

(B, <0 vb.) ya da uzman tahminleri.

Yaygin bir kullanim sekli, bu yardimci bilgileri asagidaki sekilde lineer

stokastik kisitlayici formunda birlestirmektir. r:J x1 ve R:Jx K olmak lizere,
r=Rp+¢ ol (0,V)

dir. Ancak bu bilgiler agirlikli olarak ¢ ’nin varyans-kovaryans matrisi olan V
matrisi hakkinda sahip olunan bilgilere baghdir. Istatistiksel uygulamalarda V
matrisi genellikle bilinmediginden ﬁ(R)’ler hesaplanamaz. Yine de r=Rp+¢@
kisitindaki uygulanabilir bilgiler kullanilmalidir. Bu kisitdaki yardimci bilgilerin
kullanilmas1 diigiincesi ile E(r)zRB olur ve P ’nin, ﬁ tahminlerini olustururken,

r = RP + ¢ kisitindaki bilgileri dikkate almak i¢in
E (Rﬁ / r) =r

denklemine ihtiya¢ duyulur.

Tanim 6.1

E(Rﬁ/r) =r ise r=RP+¢@ stokastik lineer kisitina gore ﬁ tahminlerine P nin

zayif (R,r) -yansiz tahmin edicisi denir. Bu tanim ilk defa Toutenburg, Trenkler ve

Liski (1992) tarafindan verilmistir.
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6.2. Optimal Zayif (R,r)-Yansiz Tahmin Ediciler

e Heterojen tahmin edici;

Oncelikle tahmin edici i¢in lineer heterojen bir form yani,
ﬁ =Cy+d

secilir. Bu durumda, zayif (R,r)-yansizlig1 gereksinimi,

E(Rﬁ):RCX|3+Rd=r

ifadesine denk olur. R, (ﬁ, B, A) = E{(ﬁ — B)! A(ﬁ — ﬁ)} ,(4>0) kuadratik risk

fonksiyonu kullanilirsa asagidaki optimizasyon problemi ele alinmalidir:

min{ R, (B,B, 4)-2)'(RCXB+ Rd—r)| = ming(C,d, 1) ©6.1)

Cd

Burada A, Lagrange c¢arpanlarinin bir J-vektoriidiir. En uygun sonug¢ igin

g (C ,d, )») fonksiyonunun C, d ve A ’ya gore tiirevlerinin alinmasi ile (Teorem 1.15

ve Teorem 1.16), asagidaki birinci dereceden denklemler elde edilir:

1og

= Ad+ A(CX ~T)p—-RL=0 6.2
> 2 ( )B (6.2)
198 _ 4oxppx— AppX’ + AdPX’
20C (6.3)
+0” ACW —R'M'X' =0
1 og
—% _RCXBp+Rd-r=0. 6.4
N XPp (6.4)

Ad 1¢in (6.2) denklemi ¢oziiliirse,

Ad=—-A(CX ~1)B+R2
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elde edilir ve bu sonug (6.3) denkleminde kullanilirsa,
o> ACW =0

olur. 4 ve W pozitif tanimhi oldugundan C=0’dir. (6.2) denklemi tekrar

kullanilarak,
d=p+A"R\ (6.5)
bulunur. (6.5) denklemi R ile ¢arpilirsa,
Rd=r=Rp+(RA'R)A

olur, buradani = (RA"'R")'(r—=RB) ve d=B+A'R'(RA'R) ' (r—RP) elde edilir.
Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.1

y = XP +¢ regresyon modelinde, B i¢in heterojen R, -optimal zayif (R,r) - yansiz

tahmin edicisi;
B,(B,4)=p+A'R(RA'R)"(r—Rp)
ile verilebilir ve r ’ye bagli risk fonksiyonu,
R, B,(B.4).B,4 | = (r—RB)(RA'R") " (r - RP)

dir.
Not:

i. ﬁl (B,A); R, optimal heterojen tahmin edici |§1 =P ’larin toplamidir ve zayif

(R,r)-yansizhgim gidermek igin diizeltme terimi;

E[Rp, (. 4)| = RB+(R4™R)(RA'R')" (r—R)=r
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dir.
ii. ﬁl(B,A) bilinmeyen parametre vektorii P’ya baghdir ve bu dogrudan
kullanilamaz. Ancak eger P yerine B’min yansiz tahmin edicisi P

kullanilirsa elde edilen ﬁ(f},A) uygulanabilir tahmin edicisi zayif (R,r)-

yansiz hale gelir.
E[Rﬁ1 (E,A)] = RE(B)+(RA'R)(RAR) (v —RE(ﬁ)) —r

ﬁl(B,A) bilinmeyen B ’y1 igermesine ragmen bu ifade kullanilabilir tahmin
edicinin zayif (R,r) -yansiz olmasinit saglayan yapiy1 belirler ve bu tiir tahmin
edicilerin daha iyi istatistiksel 6zelliklere sahip olabilecegini gosterir.
iii. Rl(ﬁ,B,A), C’nin konveks fonksiyonu oldugu igin, &=ﬁ1(B,A) ¢cOziimii
minimum degerdir.
iv. Minimum risk i¢in verilen R, [[A}I(B,A),B,A}, quadratik risk fonksiyonu

R, (ﬁ,B, A) ve B, (B, 4) *nin basit bir sonucudur.

V. ﬁl (]3, A) ; A agirlik matrisine bagli oldugundan A ’ya bagl bir varyasyon yeni
bir tahmin edici sinifi tanimlar. Bu nedenle 4 matrisi ek parametre olarak
tamimlanabilir. Ornegin, b=(XX )71 Xy LSE tahmin edicisi p yerine
kullanilsin. Bu durumda 4= XX =S segerek b(R) RLSE

B, (b.S)=b+5"'R'(RS'R')" (r—Rb)
elde edilir.

e Homojen Tahmin Edici;

B =Cy ise zayif (R,r) yansizligi igin,
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RCXB=r

olmalidir. (6.1) denkleminde d=0 alinip, C ve A’ya gore tiirevler incelenirse
(heterojen tahmin edicilerde C =0 almmust1), B = Xpp'X'+ oW ile tanimh olmak

lizere,

1 og

——==ACB—-ABP'X'-RAB'X'=0 6.6

> 3C PP p (6.6)
1 og
——==RCXp-r=0 6.7
Y XB (6.7)

denklemleri elde edilir. B pozitif tanimlidir ve tersi,

371 — 0_72 W71 _ W_IXBﬁ’X’W_I
o’ +pXW ' XB

dir (Teorem 1.1 (iv)). (6.6) denklemi C igin ¢oziiliirse,
C=BpXB'+A'RAPXB (6.8)
bulunur. Bu ifade (6.7) denkleminde kullanilarak,
RCXB=r=| Rp+(RA 'R\ |(B)
elde edilir ve buradan,

__PB'SB
«(B)= o’ +PB'SB

ile tammlanan & (B) igin optimal A,

(k) (a(rm - ]

64



6. ZAYIFLATILMIS LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

olarak bulunur. i (6.8) denkleminde kullanilirsa, C i¢in asagidaki ¢oziim elde

edilir;
C=ppXB '+ 4 'R(RA'R) ([a(ﬂ)]" r— RB)B'X’B’I.
Sonug olarak, C, = B[S'X'(XBB’X'+0'2W)71 ve

O_—4W—1XBI3IXIW—1

!X!+ 2W -1 — 72W71 _
(XBB o ) 7 1+o B XW ' XB

BIXIB—I — B'XrWily

> olmak iizere R, -optimal
o +p'Sp

ifadelerinin kisaltilmig formu o (y)=

homojen zayif (R,r)-yansiz tahmin edicisi,

0 -1 pr 1 pry- r
b ()= (y) 4 R b a(y)
a(B)
olarak ifade edilir. ﬁz = Ba(y) ‘nin B i¢in R, -optimal homojen tahmin edici oldugu
gercegi goz oniinde bulundurulmalidir. Burada,
B o 'BSBRX Wy

B,=B| o BXWy 1+ G_ZB'Sﬁ }

gl 2o BSD

T 1+o PSP
B B_B'X'W’ly
ot PSP

}B’X Wy

dir. E(a(y)) = a(B) oldugundan P, (B, 4) zayif (R,r)-yansizdir. Yani;

A r
E| RB, (B, 4) | = Rbar(B)+ ()= Rba) =r
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dir. Bu  tahmin edici, B’ya  gore yanlidir. Yanlilik ise,

r

z= A‘IR’(RA"IR')f1 [ —Rﬁ] olmak tizere,

a(B)

bias| B, (B, 4).B | = B((B)~1) + za(B)
dir. Ayrica varyans-kovaryans matrisi;

V(ﬁz(B’A)) = V(ﬁ2)+zz'%[%+21’ﬁ;2f—ég)ﬁ

olur ki burada

B'SB

V(ﬁz)=0' BB,W

dir. Buradan ﬁz (B, 4) 'nin MSE matrisi;

M (B (B, 4),B) =M (B,.B)+2z'«(B)
dir. Burada,

O_ZBBI

M (B, 8)- o +B'SB

dir. Dolayisiyla,
A(B, (B, 4).B,) =22/ (B) 2 0

oldugu goriiliir.
Teorem 6.2

B igin R -optimal homojen zayif (R,r)-yansiz tahmin edicisi B, (B, A4) olarak

verilir. Bu tahmin edici i¢in R, -riski;
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R, (Bz (B,A),B,A) =R, (BZ,B,A)

) R [

dir. Burada R, (ﬁz,B,A) = tr(AM(ﬁz,ﬁ)) B, nmn, R,-riskidir.
6.3. Uygulanabilir Tahmin Ediciler-, (B,4) Tahmin Edicisinde p’mmn En
Uygun Secimi

B nin herhangi bir yansiz tahmin edicisi p *nin kullanilmasi ﬁl (B,A) 'y1 zayif
(R,r) -yansiz yapar (Boliim 6.2). Kuadratik riske gore, ﬁl (fi,A) ‘nin uygulanabilir

ve en uygun formunu olusturan [~$ tahmin edicisi belirlenirken, bu tahmin edicilerin

iyl tanimli kiimeleri ile simirlama yapilir. Bu, lineer homojen tahmin edicilerin

{fi = C’y CX =1 } sinifi i¢in gosterilebilir;
A=A"R(RA'R)
notasyonunun kullanilmast ile,
B, (C‘y, A) =Cy+ ;l(r - C‘y)
elde edilir. Bu ifade B i¢in yansizdir, yani;
E(B,(Cy, 4))=Cxp+ 4(r - RCXB) =B
ve varyans-kovaryans matrisi,

V(ﬁl (éy,A)) - (J—ZR)C”WC”’(J—AR)'

67



6. ZAYIFLATILMIS LINEER KISITLAMALAR Ozlem BOGA KOZAN

1 1
olur. Ayrica, Q=1-4 2R'(RA”R')ARA 2 matrisi, K—J rankli, idempotent bir

matristir ve

1 1

(1-RA')A(1-A4R)= 4204°
oldugu kolayca goriiliir. Lagrange ¢arpanlar1 olan A, vektorlerinin K x K matrisi,

A=(A,.... A4 ) olsun. ﬁ(ﬁ,A) tahmin edicisinin yansiz R,-optimal p=Cy ifadesi

asagidaki optimizasyon probleminin ¢éziimiidiir;

nCnAn {tr [A V([Ai1 (éy, A))} - 2121:, A (CX _1)([)}

1 1
- min{aztr AZQAzéWC’} - 2f: M (Cx —1)(_)}

i=1

C ve A “ya gore tlirev alinirsa minimumluk i¢in gerek kosullar;

lM:A;QA;éW—AX'Zo
2 oC

lM:@X_IZO

2 OA

olarak elde edilir. C’ya gore tirev, W'X ile carpilarak, A’ya gore tiirev

formiiliinde kullanilirsa,

1 1

A=A4204%S"
olur ve sonug olarak C ’ya gére tiirev formiiliinden,

A%QA% [C-s"xw™]=0
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elde edilir ve bu ifadenin ¢oziimii, B ’ya karsilik gelen ﬁ GLSE ve
B, (Cy.A)=p+4"R(RA'R) (r—rB)
ile
C.=S'xw
olarak verilir.

6.4. Mixed Tahmin Edici Yerine RLS Tahmin Edicisinin Kullanilmasi

V' varyans-kovaryans matrisi biliniyorsa, r=Rp+¢, ¢[1(0,/) on bilgisi

kullanilabilir.

V' matrisinin bilinmedigi durumlarda, 5.2 boliimiinde anlatilan 7 ’yi tahmin

etme yontemi kullanilir. Alternatif ¢ziim ise RLSE b(R) ‘nin kullanilmasidir. Bu

durum V' yerine hatali olarak, V,, =0 varyans-kovaryans matrisi kullanilarak elde

edilen eksik belirlenmis mixed tahmin edici olarak tanimlanabilir. Bunu daha fazla
acgiklamak icin,
-1

b(R)=b(R.V, )=b+S'R'(RS"R'+V,/) (r—Rb)

notasyonu kullanilir. r=RB+¢, @[] (O,V) stokastik kisitlamasimin dogru olarak

tanimlanmasi ile b (R, VM) , P icin yansiz tahmin edici olur yani,
E(b(R.V,))=B

dir. Fakat V(b(R)) RLSE’nin kovaryans matrisi olmak iizere, b(R,VM)’nin

kovaryans matrisi;

v (b(R.V,))=V(b(R))+o’S"R(RS'R) V(RS"'R)) RS
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dir. Karsilastirilan b(R,V,,) ve B(R) tahmin edicilerinin yansizligindan dolay:

MSE karsilagtirmalar yerine varyans-kovaryans matrisleri karsilastirilabilir.
A=S5"R(RS'R) V"
olmak iizere varyans-kovaryans matrislerinin farki;

A(b(R.V,).B(R))= 02/{1—(“ V' (RSR) V”Z)I}A’

olarak elde edilir. Mixed tahmin edici ﬁ(R) ‘nin optimal olmasma baglh olarak

b(R,V, ) tahmin edicisi daha az etkin olmalidir. Yani her durumda,

A(b(R.V,).B(R))20

esitsizligi saglanir. V' bilinmedigi i¢in etkinlikteki bu kaybin biiyiikliigii tahmin

edilemez. b(R,VM) ve GLSE ﬁ karsilastirilirsa,
A(Bb(RYV,))=0"4[V " °RS"RYV 1420

ise veya denk olarak,

Jin (VPRSTRYV )20

A

ise hatali olarak tanimlanan b(R,VM) tahmin edicisi, MSE kriterine gore P ’dan

daha iistlindiir denir. Fakat bu kosul V' bilinmediginden kullanilabilir degildir.
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