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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimis bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte asagida
sunulmustur.

Simgeler Aciklama

Eta

Hessian Matrisi
Lagrange Carpani
Lamda

Omega

oo > F I 5

Sonsuz

H;

Toplam
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1. GIRiS

Giris kismi tezin birinci bélimU olarak alinmigtir. Bu tezde Lineer olmayan
ylzey (zerinde cesitli kisitlamalara sahip fonksiyonlarin minimumlastirma
problemleri incelenmistir. Bunun igin gerek ve yeter sartlar verilmis ve
bunlarin disinda Lagrange carpanlari ve Hessian matrisine bagli olarak
problemlerin ¢6zUm0 incelenmistir.  Kisitlamalara sahip minimumlastirma
problemleri ile ilgili olarak egrisel ylzey, kisitlamalar, teget dizlem, birinci
mertebeden kosullar ve ikinci mertebeden kosullar Uzerinde durulmustur.
Kisitlamalara sahip minimumlastirma problemleri  c¢esitli  6rneklerle
anlatiimistir.

CGalismanin ikinci bdliminde minimumlastirma problemleri incelenirken
kullanilan kisitlamalar hakkinda genel bilgiler verilmigtir. Burada kullanilan
teget dizlem hakkinda bilgi verilip birinci ve ikinci mertebeden kosullar

incelenmistir.

Calismanin tglncl béliminde alt teget diizlemde 6z (eigen) degerler icin

kisitlanmis Hessian testi Gzerinde durulmustur.

Calismanin dérdinct béliminde ise esitlik kisitlayicilar Gzerinde durulmus

ve bunun igin birinci ve ikinci mertebeden sartlardan bahsedilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Kisitlamalar Hakkinda Genel Bilgi

Bu tezde;

f(x), fonksiyonunu

h1(X) =0 g1(X)S 0

ha(x) =0 92(x) <0 (2.1)
he(X)=0 gl <O ,

XxQU®"

kisitlamalarina bagh olarak minimumlastiriniz.

biciminde verilen lineer olmayan programlama problemleri incelenecektir.

Burada ;

f, hhveg, i=1,2,...m j=12...p

fonksiyonlari  ikinci mertebeden surekli tlrevlenebilen fonksiyonlar

sinifindandir.

Basit olarak ifade edersek, vektdr degerli fonksiyonlari ;



h(x)=(h,h,,....h.)
, XxQog"
g(x)=(99z--,9;)

biciminde tanimlayacagiz ve Es. 2.1 deki problemi asagidaki bicimde ifade
edecegiz.

f(x) fonksiyonunu,

h(x)=0 g (x) ;0 (2.2)
X0

kisitlamalar altinda minimumlastiriniz.

seklinde ifade edecegiz.

Buradaki & (x) = 0 ve g (x) ;L0 kisitlayicilari fonksiyonel kisitlayici, xe Q
kisitlayicisi ise belirli kisitlayicisi olarak adlandirilir. Cogu durumda Q, ya
butiin E" uzayidir ya da Es. 2.2 nin ¢ozUmUnin © nin iginde oldugu kabul
edilen bir bdlgedir. Butin fonksiyonel kisitlamalar saglayan xe Q noktasina

uygulanabilirdir denir.

2.2. Aktif Kisitlayici

Aktif kisitlayici incelenecek problem igin temel bir kavramdir. Bu kavram
gerekli teorik anlatimlar basitlestirdigi kadar, problemin iyi anlagiimasinda da

blylk kolayliklar saglamaktadir.

Esitsizlik kisitlayicisi olan gi(x) ;U O kisitlamasi, uygulanabilir x noktasinda
gi(x) = 0 olmas! kosulunda aktif, gi(x)< 0 olmasi durumunda aktif degildir.

Genel olarak herhangi bir esitlik kisitlayicisi olan hj(x)=0 herhangi bir



uygulanabilir noktada aktiftir. Aktif olmayan kisitlayicilarin herhangi bir x,
komsulugunda etkileri yoktur.

Yerel minimum noktanin 6zellikleri incelenirken Sekil 2.1 de gosterildigi gibi
aktif kisitlayicilara dikkat edilmesi gerekir. X ¢éziimiinde elde edilen genel

Ozellikler, g2 ve g3 aktif olmayan kisitlayicilarina bagh degildir.

g20x) <0

g1(X) <0

Sekil 2.1. Uygulanabilir bélge

Eger hangi kisitlayicinin ¢éziim Es. 2.1 de aktif oldugu 6nceden bilinirse
¢6zim, problemin yerel minimum noktasinda olur. Bu durumda problem, aktif
olmayan kisitlayicilarin ihmal edilmesinden ve aktif kisitlayicilarin esitlik
kisitlayicilar olarak iglev gérmesiyle tanimlanabilir. Sonugta yerel ¢6zime
gbére problem sadece esitlik kisitlayicilar gbéz 6ndne alinarak ¢ozilebilir.
Es.2.1 de uygulanabilir teori ve anlayis sadece esitlik kisitlayicilar géz éniine
alinarak cikariimistir. Sonraki eklemeler aktif kisitlayicilarin se¢imini anlasilir
kilmaktadir.

Gosterimin ekonomik olmasi ve kisitlama problemlerinin daha kolay ortaya
konmas! nedeniyle, bu bdélimde sadece esitlik kisitlayicilarina sahip
problemler Uzerinde durulacak, ardindan bu sonuglar daha genel durumlara
uyarlanacakiir.



2.3. Teget Dluzlem

E" (izerinde tanimli

hi(x) =0
ha (x) = 0

(2.3)
hm () = 0

esitlik kisitlayicilarin kiimesi, E" nin bir alt kiimesini tanimlar. Bu alt kime
hiperylzey olarak isimlendirilebilir. Eger, b0tin kisitlayicilar asagidaki

anlamda reguler ise bu hiperylzeyin boyutu n - m olacaktir.

Eger bu bélimde kabul edilen ;

fonksiyonlari birinci mertebeden tiireve sahipse bu ylzey regiler ylzey

olarak adlandirilir.

Teget dizlem reguler ylzey Uzerindeki bir nokta yardimiyla belirlenir. Bu
nokta teget diizlemin ylzeye teget oldugu noktadir. Teget dizlem iki veya U¢
boyutta verildiginde daha agik sekilde goérulebilir. Bir S ylzeyi tGzerindeki bir t
egrisi a <t < b icin sUrekli olarak parametrize edilen x(t) € S noktalarinin bir
ailesidir. Burada S ylizeyi Gzerindeki bir egri, t parametresinin strekli bir

fonksiyonudur.

Eger ;



ise bu durumda t egrisine diferensiyellenebilir egri denir. Eger # ifadesi varsa
t egrisine iki defa diferensiyellenebilir egri denir. Herhangi bir t sayisi icin
a<t*< b ve x'=x(t') oluyorsa x(t) egrisi x* noktasindan gecer. Egrinin x* tiirevi

&(t') olarak tanimlanir. Bu ayni zamanda E" de bir vektdrdiir.

S ylizeyi tizerindeki X noktasindan gecen tiim diferensiyellenebilir egriler icin
bu egrilerin x daki tirevleri, x daki teget diizlem olarak tanimlanir. Teget
duzlem E" nin alt uzayidir. Es. 2.3 ifadesindeki gibi esitlik kisitlayicilarinin
tanimladigi yiizeyler icin teget diizlemi belirleme temel bir problemdir. ideal
olarak teget diizlem, ylizeyi tanimlayan h; fonksiyonlarinin tirevleri bigciminde

gOsterilebilir. M alt uzayi ;
M= {y; Vh(x') y=0}
seklinde tanimlansin.

Simdi M nin hangi kosullarda x* noktasindaki teget dizleme esit olmasi
incelenecektir. Burada reguler nokta anahtar kavramdir.



Vh(x)"

Teget h(x) =0
diizlem

(c)

Sekil 2.2. x* noktasina Otelenen teget dlzlem Ornekleri (a) Egrinin x*
noktasina Gtelenen teget duzlemi (b) Ylzeyin x noktasina Gtelenen
teget dizlemi (c) Kesisen yilzey egrisinin x noktasina 6telenen

teget dizlemi



2.1. Tanim

UB(xT), DB, (x),

h(x*)=0 kisitlamasini saglayan x noktasina regtiler nokta denir.

,[B, (x") gradiyent vektorleri lineer bagimsiz ise

Regller noktalarda teget dizlemi, kisitlayici fonksiyonlarin gradiyentleri

cinsinden karakterize etmek mimkindar.

dh, | dh, ]
dx; dx,
dh, dh,
B, (x7) =] dx, B, (x) =| dx,
M M
dh, dh,
dh, dh, dh,
dx, dx, dx,
dh, dh, dh,
Ah(x*) =| dx, dx, dx,
M M M
dh, dh, dh,
dx, dx, dx, | -

2.2. Tanim

a8, +a, 8, +A +a,[1§,=0

esitligi ancak ve ancak

ar=az=--=a=0

dh_ |

dx,
dh
ax,

dh
dx

m




iken saglaniyorsa (18, vektorlerine lineer bagimsizdir denir.

2.1. Teorem

h(x)=0 kisitlamasi ile tanimlanan S ylizeyindeki x regiiler noktasindan

gecgen teget dizlem;
M= {y : [1Sh(x*)y 0}
dir.

Ispat

T, x* noktasindaki teget diizlem olsun. x* noktasindan gegen x(t) egrisi igin,

t=t* noktasindaki tlirev x (t*) olsun.

Boylece

DR(X)x(t) 10,

ifadesi S ylzeyi lzerinde gecerli olmayacaktir. Buradan acik¢a gortliyor ki

x* dizenli reguler nokta olsa da olmasa da T (1™ olacaktir.

M 1% oldugunu géstermek icin 6ncelikle y (/M kosuluyla x* noktasindan

gecen ve S ylzeyi Uzerinde bulunan y tlrevine sahip egrinin gdsterilmesi

gerekir.

Bdyle bir egriyi géstermemiz icin su esitlik ele alinmalidir.
h(x * +ty + 0Sh(x*u(t)) =0 (2.4)
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Burada sabit t i¢in u(t) ' E" bilinmeyendir. Bu, m denklem ve m bilinmeyenli

surekli t parametreli dogrusal olmayan bir sistemdir.

t =0 olmasi durumunda u(o) = 0 ¢b6zimu vardir. Sistemin t = 0 da U ya gére
Jakobiyen matrisi mxm boyutludur.

HBOC)IB)T

ifadesi singliler degildir. Ciinkii x* regiiler nokta ise Vh(x*) bir tam dizidir. u(t)

bazi kisimlarda - a <t <b aralhdindadir.

Bu ylzden x(t) = x* - ty + u(t) edrisi, S ylzeyinde bir egridir. Es. 2.4 ifadesi,
t=0 ifadesine bagh olarak

biciminde gosterilebilir.

Buradan regdulerlik, kisitlamali ytzeyin kendisi Ustiinde bir durum olmaktan
ziyade h ifadesinin bir temsilidir. Teget dizlem temsilden bagimsiz olarak
tanimlanirken, M tanimlanamaz.

2.4. Birinci Mertebeden Genel Kosullar

Burada; verilen bir noktanin, esitlik kisitlamalar altinda bir yerel minimum

noktasi icin birinci mertebeden gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

2.1. Lemma

x* noktasi h(x) = 0 kisitlayicilarina bagl bir reguler nokta ve f nin yerel
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ekstremum noktasi ise (1l [/ E" icin;

U$(x%)y =0
ve

US(x*)y =0
olmalidir.
Ispat

y ; teget duzleminde bulunan x* noktasindaki herhangi bir vektoér x(t), x*
noktasindan gegen ve x* da y tlrevine sahip olan kisitlayici yuzey Uzerinde
bulunan bir dizgln egri olsun. Yani;

x(0)=x*x(0)=y ve a>0 olmak Uzere a;U;la igin
h(x(1) = 0

*

elde edilir. x* noktasi reguler nokta oldugundan, teget dizlem

Vh(x*)y = 0 esitligini saglayan y lerin kimesine esittir.

Bu durumda x*, fnin kisittanmig bir yerel ekstremum noktasi oldugu igin

%f(x(t))L_0 =0--veya [USf(x230 DEISH(x*)y¥0

esitligi gecerlidir.
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Lemma, Vi(x*)in tedet dizleme dik oldugunu gosterir. Vf(x*)In teget

*

dizleme dik olmasi, [fx*)in hk kisitlamasinin  x* noktasindaki

gradiyentlerin lineer birlesimi oldugunu gdésterir. Bu ayni zamanda Lagrange
carpanlarina giris yapmak anlaminada gelir.

2.2. Teorem

x*, h(x) =0 esitlik kisitlamalarina gore f nin bir yerel ekstremum noktasi ve bu

kisitlamalarin regaler noktasi olsun. Bu durumda;

DY)+ ATUR(X*) = 0

olacak bicimde bir A[JE™ vardir.

Ispat

Lemmadan yola c¢ikarak lineer programin degerinin sifir oldugunu
sOylenebilir. Yani;

" ORx*)y =0

ifadesinin

HB(x*)y =0

kisitlamalar altinda maksimumunu bulunuz. “

ifadesinden lineer programinin degeri sifirdir.

Ozellikle;
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Vi(x*)+ATVh(x*) =0 olacak sekilde Ae E™ vardir.
Suna dikkat edilmelidir ki 1. mertebeden gerekli olan
ISHx3 AT Sh(x*+0 kosulu

h(x*) =0

kisitlamalari ile birlikte x* 1n, A’y1 kapsayan n+m degiskenli n+m tane

denklem verir.

Bdylece bu sartlar yeterlidir. Clnkd bunlar kisitlamakla bir tek ¢ézim, hic
olmazsa yerel olarak elde edilir

Simdi;

OSAX,A) =0
ISMx,A) =0

kisitlamalari altinda
Ax,A) = f(x)+ATh(x)

seklinde Lagrangiani tamimlamak uygun olur. ikinci kisitlama birincinin
yeniden dizenlenmis seklidir.

2.5. Ornekler

Burada bazi kisitlamali optimizasyon problemlerine g6z atilip kisaca Uzerinde
durulacak ve genis bir uygulama alanini tartismaya acacak olan ¢ basit



ornek sunulacaktir.

2.1. Ornek

f(X*) = X4Xo + X5X3 ++X4X5 fonksiyonunu

h(x*) =Xy + X5 +X3-3=0
kisitlamasi altinda minimumlastiriniz.

“ Ofx*)+ANh(x*) =0 olacak sekilde A" [JE™ vardir. ” teoremi kullanilarak;

X, + Xg 1
Vix) =|x,+x,; [,VhXx) =|1|ve Ae E
1 3
X, + X, 1

Vi(x)+Ah(x) =0

X, + X 1 X, + X5 +A
X;+ X5 |[+NT1[=0=| X, +X;+A |=0
X, + X4 1 X, +X;+A

X, +X;+A=0
X;+X;+A=0 Ve X;+X,+X;-3=0 ifadesinden
X, +X,+A=0

X;=X,=X3=1 ve A=-2

elde edilir. Buradan ;

14
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*

1
x*=[1] bigiminde denklemin ¢6zimu{ bulunur.
1

2.2. Ornek (Maksimum Hacim)

Ylzey alani sabit olan mukavva kartondan maksimum hacimli bir kutu
yapmaya c¢aligilacaktir.

Kutunun boyutlari x,y ve z olsun. Problem su sekilde ifade edilebilir.

“f(x,y,z) =xyz  fonksiyonunu
c
h(x,y,z) = xy+yz+xz—§:0
kisitlamasi altinda maksimumlastiriniz. “

¢ mukavvanin alani ve ¢> 0 dir.

Hacim, xyz

Ylzey alani 2xy+2yz+2xz=C

U . elde edilir.

Lagrange ¢arpani tanimlanirsa, kisitlayici ile beraber |. mertebeden kosullar

yz+Ny+2)=0
XZ+ANXx+2)=0
=0

Xy + A(X +Y) (2.5)
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seklinde elde edilir.

VA+AVh=0

yz y+z yz+Ay+2)

XZ |[+N X+2z|=0=|xz+A(x+2)|=0
Xy y+X Xy +A(y + X

yz+ANy+2z) =0
= Xxz+Ax+2) =0
Xy+Ay+x)=0

Es. 2.5 denklem sisteminden A #0ve X,y,z uzunluk oldugundan sifirdan

blydktar.

Simdi Es. 2.5 denklem sisteminde 1. denklem x, 2. denklem vy ile ¢arpilir ve

birbirinden ¢ikartilirsa

elde edilir.

Es. 2.5 denklem sisteminde 2. denklem y ve 3. denklem z ile ¢arpilir ve

birbirinden ¢ikartilirsa

Xyz+Ay(x+2z)=0
Xyz+Az(z+y)=0




elde edilir.

Es. 2.6 ve Es. 2.7 denklem sistemlerinde

Az(x-y)=0
MX(y-2)=0
AOD xO0Q yp z00

oldugundan dolayi

X-y=00k=y
y-z=0§ =2

olur.

Buradan ;

X=y=2

elde edilir.

x=y=z, h(x,y,z) de yerine yazilirsa

Xy+yz+xz —=0

X2 +x%+x% =

Do DO

o halde x=y=z= \/g elde edilir.
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2.3. Ornek (Entropy)

Optimizasyon problemleri bazen dogal olaylari tanimlamaya c¢alisir.
Bunlardan biri de maksimum yararlilik (entropy) dagihm 6rnegidir.

Ozel bir 6rnek olarak farkli olma olasiliindaki yodunluklari incelenecektir.
Farkh olma olasiligindaki yogunluklar élgtlmis bir degeri de kapsamaktadir.
Bu x4, Xz, ..., X, degerlerinden birisi olabilir. x; ile ilgili olasilik P; olsun.

Pii0 ve I7P =1 ifadelerini P,

saglamaktadir.

Bdyle bir yogunlugun entropysi ;

"—g-=-1’P log(P) ile verilen ¢ dir”

Yogunlugun ortalama degeri ise Y. x; p, dir.

Eder fiziksel durumlarda ortalama degeri m olarak alirsak yogunlugun

maksimum entropysi agagidaki problemin ¢6ziminde ortaya ¢ikar.

" :E’Pi log(P))

toplamini

:}:’Pi =1, :{:”xipi =m |, P ;i0 i=12,....n
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kisitlamalarina bagh olarak minimumlastiriniz.”

Bu problemin ¢cézimulne, negatif olmayan kisitlamalarin aktif olmadigi

disindldiginden, negatif kisitlamalar ihmal edilerek baslanacakiir.

Lagrange ¢arpani A, n olarak tanimlanirsa

A=1"{- PlogP +AP+nxp}- A—- nmolur.

Gerekli kosullar muhtemelen séyle olur :

- logP, -1+A+nx, =0, i=1,2,...,n

Buradan

P=exp{A - 1)+nx} i=1,2,...,n (2.8)
dir.

Pi> 0 olduguna dikkat edilirse, negatif olmayan kisitlamalar aktif degildir.
Sonu¢ Es. 2.8 deki Ustel yogunluk olarak bilinir. Langrange ¢arpanlari

A ve n parametreleridir. Bunlar 0&yle secilmelidir ki her iki esitlik

kisitlamasini saglamahdir.

2.4. Ornek (Asil Zincir)

Yatay bir dizlem Gzerinde, 16 feet mesafe araliginda, bir zincir iki ucundan
tutturulmustur. Zincir 20 adet celik halkadan olugsmaktadir. Her bir halka bir
feet uzunlugundadir. (icten olchlmuUstir) Burada zincirin denge seklini

hesaplama problemi formullestiriimeye caligilacaktir.
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(a) (b)
Sekil 2.3. Zincirin denge sekli (a) 20 halkadan olusan zincir (b) Halka

Zincirin potansiyel enerijisini minimumlastirmayla ¢éziim bulunabilir. Oncelikle
zincir 1 den 20 ye kadar numaralandirilir. Sonra x; uzunlugu x, y; uzunlugu y

olarak alinir.

xi2+yi2:1 Bir halkanin potansiyel enerjisi kendi agirhdginin herhangi bir
baslangic noktasindaki dikey uzunlugu ile carpimina esittir. Zincirin
potansiyel enerjisi ise halkanin potansiyel enerjisinin toplamina esittir. Zincirin
ast sinir gizgisini baglangi¢ olarak alabiliriz. Her bir halkanin agirliginin kendi
merkezlerinde toplandigini kabil edecegiz. Ayrica agirliklarinin 1 birim

oldugunu kabul ediyoruz. Potansiyel enerijisi syle olur.

1 1 1
§y1+(y1+§y2)+(y1+y2+§y3)+ ...... +(Y + Yo+ Ya _1+§yn)

olur. Burada n =20 dir.

Zincir iki kisitlayiclya baglhidir. Toplam y yer degistirme 0 ve toplam x yer

degistirme ise 16 dir. Boylece denge sekli asagidaki ifadenin ¢ézimudur.
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n” . 1 . . .
ln-i 50, ifadesini
£y,=0

TV1-y2 =16

kisitlamalarina bagh olarak minimumlastiriniz.

Birinci mertebeden gerek kosullar

dir.

Buradan

1
n-i+§+)\

Yi=- 1
r]‘2+(n-i+5+)\)2

elde edilir.
Ornek 2.2 de oldugu gibi ¢ézimler lagrange carpanlarinin bilinmesiyle
hesaplanmistir. Bu c¢arpanlar 0yle secilmelidir ki iki kisitlayiclyr da

saglamalidir.

Bu tipteki problemler lokal minimum noktalarina sahip olabilirler.
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2.6. Biiyiik Olcekli Uygulamalar

Bu kisimda tanitilan yéntemler, temel bir yogunlasma isteyen problemler igin
yukaridaki 6rneklerde verilen problemlerden bazi ydénlerden farkhdir.
Kapsamli, ¢cok karisik, lineer olmayan programlama problemleri ¢ok sayidaki

disiplin ile analizin modern uygulamalarinda ortaya gikar.

Kapsamli, lineer olmayan problemler, koprulerin optimal
bicimlendiriimelerinde makasli ¢elik yapilarda v.b. mekanik yapilarda ortaya
cikar. Gegcmiste bazi mekanik problemler diferensiyel denklemler araciligi ile
¢bzulurken simdi ise sik sik optimizasyon problemlerinin ¢ézimu ile
bulunmaktadirlar. iki ugtan asil zincir problemine benzeyen 6rnege bakilirsa,
bu 6érnek iki noktaya baglanmig ve bir yik bindirilmis esnek bir kablonun
seklinin hesaplanmasidir.

Genelde biyik Olgekli optimizasyon problemleri, kismi diferensiyel
denklemlerin ¢6zUmu igin, varolan metotlara benzer bir yolla ¢6zlir. Strekli
degiskenlerin iki veya G¢ boyutta tanimlandigi durumlarda sdrekli bélge bir
1zgara ile degistirilmigtir.

Burada i1zgara birkag¢ bin noktayi icermektedir. Kismi diferensiyel denklemlere
uygun farkl yaklasim esdeger optimizasyon problemini formulize ederek
dolaysiz ¢dzmektedir. Bu yaklasim isi denklemlerinde, akiskan mekaniginde,
atom fiziginde ve bunun yani sira hemen hemen bdtin fizik bilimlerinde de

kullaniimaktadir.

Optimal kontrol problemleri buyuk 6lgekli lineer olmayan programlama
problemlerine yol acmaktadir. Bu problemlerde dinamik sistem (genelde
siradan diferensiyel denklemlerle belirtiimektedir) sistemin yéringe (yol)
kontrol degigkenleri ile ilgilidir. Bu diferensiyel denklem (veya bunun farkli
degerdeki esdegeri ) bir grup kisitlayici tanimlar. Yani problem kontrol
degiskenlerini segme problemdir. SOyle ki ; sonugtaki yol denklemi bazi ilave

kisitlayicilan saglamali ve bazi kriterleri minimumlastirmalidir. NOmerik
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¢6zime sahip bir érnek olarak Ay’a giden bir roketin minimum yakit tiketimi
ile yol denkleminin hesaplanmasi verilebilir.

Endustriyel uygulamalarda ve is alanindaki karar agamalarinda ¢ok sayida
lineer olmayan programlama problemleri vardir. Lineer olmama, Uretim
fonksiyonlarinda, maliyet hesaplama egrilerinde ve hemen hemen butin

formullestirme problemlerinde kargimiza ¢ikar.

Model yapilandirma ve analizlerinin bir ¢ok alaninda optimizasyon
formullestirmeleri, sistem denklemlerinin direkt formdllestirmelerinin yerini
almaya baglamistir. Kararlilik problemleri yararlihdinin maksimumlastiriimasi
ile formullestirilir. Lineer olmayan programlama ¢éztim ydéntemleri gelismekte
ve bu gelisim devam etmektedir.

2.7. ikinci Mertebeden Kosullar

Burada kisitlanmig problemler igin ikinci mertebeden uygun kosullar
olusturulacak ve bundan sonra f, h € C? olan fonksiyonlar kullanilacaktir.

h(x)=0 kisitlamasi altinda x*, f in bir yerel minimumu ve bu kisitlamalarin bir

regller noktasi olsun. O zaman

Vi(x*) + NTVh(x*) = 0

olacak sekilde bir A € E™vardir. Teget dizlem;

M={y: Vh(x)y =0}

oldugundan;

L(x*) = F(x*) + ATH(x*)

matrisi M Gzerinde pozitif yar tanimhdir.
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Yani; [0 y€M igin

y .L(x*)y=0

Ispat

x* boyunca kisitlayici S ytizeyi Uzerinde iki defa tirevlenebilir egri icin

d? f(x(t)) =0 (2.9)
dtz =0

ifadesi elde edilir.

Tanimdan dolayi

d? f(x(t) = x(0)TF(x*)x(0) +1fx*)x(0) (2.10)

dt? =0
dir.

Ayrica;
AT.h(x(t)) =0

ifadesinin iki defa tlrevi alinirsa

x (0)TATH(x*) x (0) + AT Vh(x*) x (0) (2.11)
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ifadesi elde edilir.

Es. 2.11 ifadesi Es. 2.10 ifadesine eklenir ve Es. 2.9 ifadesi de dikkate

alinirsa;

elde edilir.

x (0), M de keyfi oldugundan dolay:

L=F+A"H

ifadesine sahip olunur.

2.8. ikinci Mertebeden Yeter Kosullar

x*, h(x*) = 0 kisitlamasini saglayan nokta ve A € E™ olsun. Bu durumda
Vi(x*) + ATVh(x*) = 0 (2.12)
dir.

Ayni zamanda;

L (x*)=F (x*) + ATVh (x*)

matrisinin,
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M={y:Vh(x*)y=0}

Uzerinde pozitif tanimli olsun.

y'.L(x*)y>0

dir.

x*, f fonksiyonunun h(x) = 0 kisitlamasina bagli kesin yerel minimumudur.

Ispat

Eger, x* kesin yerel minimum nokta degilse, [ Kk igin

fy) = f(x*)

olacak sekilde x* a yakinsayan uygun {y, } noktalar dizisi vardir.

7y, iciny, =x"+98,s,, S,EE"

biciminde yazalim.

Jkigin |s |=1ve 8,>0

dir.

Burada; &, — 0 ve |s|=1oldugundan dolayr {s,} dizisisinirldir. Bu

nedenle { s, } dizisi bir s* a yakinsar.

Ayni zamanda
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h(y,)—h(x*)=0

dir.

Bu ifade &, ile bolindr ve k— <« alinirsa

Vh(x*)s* = 0

olur.

Taylor teoreminden [ ] igin;

0 =h;(y,) =h;(x*) + 5, LSHX")s, +6_E S:hj(nj)sk (2.13)
2
ve
0 ii f(y, ) - f(x*) = J, I Sf(x*)st+ 65 S:f(no )Sk (2.14)
2

n;, X* ve y, yi birbirine baglayan dogru pargasi Gzerinde bir noktadir. Es.2.13
ifadesini A; ile carpilir ve Es. 2.14 ifadesine eklenir ve Es. 2.12 ifadesi de

dikkate alinirsa

01157 T { “%i(n,)+ £An M)} s, 2.15)
vl i=1

elde edilir.

Es. 2.15 ifadesinin pozitif tanimh olmasi i¢in sag tarafinin sifirdan blyUk

olmasi gerekir. Bu k— <« iken celigkidir. Boylece ispat tamamlanir.



2.5. Ornek

f(X) = XX, + XoX5 + XX,

fonksiyonunu

h(X) =X, +X, +X; =3

kisitlamasi altinda minimumlastiriniz.

L(x) = F(x) + AH(x)

matrisinden ;
0o 1 1 0 0 1 1
L=(1 0 1|+ |0(=|1 0 1
110 0 110
elde edilir.

M={y: Vh(x)y=0}

ifadesi dikkate alinirsa

vhx)y=[ 1 1 | y,[=0

=Y +Y,+Y; =0

M={y:y,+y, +y; =0}

28



elde edilir. Pozitif yari tanimlilik ifadesinden ;

YLy = by, vo vl

—_ - O
_ O -
QO =
<
(&)

=[Y2+Y3 YitYs Y1+Y2] Yo

=Y (Yo +Ys)+Ya (Y1 +Y3)+Ya(Yi+Ys,)

=-(y: +y5+Y3)

elde edilir.

29
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3. ALT TEGET DUZLEMDE OZ DEGERLER

Onceki bdlimde, kisitlayici ylizeye teg§et olan M alt uzayinda sinirli L
matrisinin, ikinci mertebeden sartlarda ve Kkisitlanmis haldeki Hessian

matrisinde benzer bir rol oynadidi goralda.

Burada M ye kisitlanmis L nin eigen degerlerinin neyi temsil ettigini anlamak
onemlidir. Burada L nin M ye kisittanmasi L,, olarak adlandirilacak ve L,,

operatdérinin eigen degerleri tanimlanarak bunlarin nasil hesaplanacagi

gbsterilmeye calisilacaktir.

y M dizleminde, Ly ise E"de bir vektdr olsun. Ly vektéri M nin iginde
olmak zorunda degildir. Sekil 3.1 de gorildagu gibi Ly nin M Gzerindeki

izdUsUmu alinirsa Bu bize L nin M ye kisitlanmig oldugu goruldr.

Ly

M

Sekil 3.1. L, nin tanimi
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Bu yolla M den M ye bir lineer déntsim elde edilebilir. Kesin bir matris
ifadesine sahip olmamasina ragmen bu dbénlsim kapali olarak
hesaplanabilir. y € M vektérd, L,, nin eigen vektéridar. L,, nin eigen

degerine karsilik gelen

Lyy =Ay

olacak bicimde uygun bir A sayisi varsa, bu standart tanimla bagdasir. Ly
ifadesi Ay nin toplami seklinde yaziliyorsa ve bir vektér M ye dikse, y nin;

L,, nin eigen vektdrd oldugu Sekil 3.2 deki gibi goralar. L,, den bir matris

ifadesi elde etmek i¢in, M alt uzayinda;

€,€5,0 €, 1

biciminde ortonormal bir baz vermek uygun olur.

E matrisi, sttunlari e; vektorlerinden olusan nx(n-m) tipinde bir matris olarak

tanimlansin. O zaman, M deki herhangi bir vektor

y=Ez, z€E""

biciminde yazilabilir. Burada Ez ifadesi L nin vektérler Gzerindeki hareketini
gosterir. Bu sonucu M iginde yazmak ve sonucu {e,e,,....e,,} baz
cinsinden ifade etmek icin sadece E' ile carpilir. Bu ylzden E'LE.z bir
vektordir. Bu vektodr, bilesen goésterimi bazin terimleri cinsinden olan ve

karsilik olarak ETLE (n-m)x(n-m) tipinden matris olmak @izere L nin M de

sinirlandiriimis matris goésterimidir.
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M ye kisith L nin eigen degerleri, ETLE nin 6z degerlerinin hesaplanmasi ile

bulunabilir. Bu 6z deg@erler ortonormal E bazindan bagimsizdir.

LV
:' > y
M Ay

Sekil 3.2. L,,nin eigen vektorl

3.1. Ornek

2. bolim, Omek 2.5te M={y:y, +y, +y, =0} a kisitlanan

0 1 1]
L=| 1 0o 1
1 1 0

ifadesi incelenmisti.

M ifadesi lizerinde tanimli bir matris temsili elde etmek icin ortonormal bir baz

tanimlansin :
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e =1(10,-1)
2

e = 1(-2,1)
2 J6

Bu bize

T e -1 0

E ' LE = 0 -1

acthmini verir. Bu nedenle M ye kisitlanmis L birim matrisin negatifi gibi

hareket eder.

3.2. Ornek

2
X; + X, + X,X5 + 2X5

fonksiyonunu

1
E(xf+x§+x§)=1

kisitlamasina gére ekstremumlastiriniz.
Birinci mertebeden gerekli kosullar

1T + A.x, =0

2. X, + X3 + A X,=0

X, + 4% +A X3 =0
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Bu sistemin bir ¢6ziUmadnun

X1=15 X2=0, X3=0, ve )\='1

oldugu kolayca géralir. Bu ¢6zim noktasinda ikinci mertebeden kosullara
bakildiginda, Lagrange matrisi

- a o
W= o

ve kargilik gelen M alt uzayi

M={y: y,=0}

ile verilir.

Bu durumda M, E® uzayi icinde iki baz vektdri olan

0

tarafindan gerilen bir alt uzaydir. Dolayisiyla L nin M ye kisitlanmasi, L nin

karsilik gelen alt matrisinin alinmasi ile bulunabilir.

Bu durumda

ETLE =
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Bu matrisin karakteristik polinomu
1- A 1

det=| (1- A) (3-A)
1 3-A

=N-4\+2

bicimindedir ve L,, nin eigen degerleri;

A=2 +42

seklindedir. Burada L,, pozitif tanimhdir.

L matrisinin pozitif taniml olmasindan dolay! bulunan nokta yerel minimum

noktadir.

Bu 6érnek genel olarak ; L nin M ye kisitlanmisinin, L nin bir alt matrisi olarak
disUnulebilecegini gosterir.

3.1. Kisitlanmis Hessian

M dizlemine dik izdigim0O alinmig olan L nin eigen degerlerinin
hesaplanmasi icin kullanilan yaklagsim olduk¢a basitti. Ancak baska bir
yaklagim daha vardir. Bu yaklagim faydali ve basit uygulamalarda uygunluk
gbstermektedir. Bu yaklasim n-m den ziyade n+m mertebeden
determinantlar ve matrislerin olusturulmasi temeline dayanmaktadir.

Dolayisiyla, boyut artiriimistir.

Oncelikle biitiin vektdrler M diizlemine dik olacak sekilde tanimlansin. M

dizlemi, Vhx = 0 esitligini saglayan x noktalarinin ciimlesidir. M dizlemindeki
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x noktalari igin, z"x = 0 ifadesi varsa z vektorii M ye diktir. Bir w € E™ igin

z=Vh'™w ise z nin M ye dik oldugu basit olarak

z'x=w'Vhx=0

biciminde gosterilebilir.

Simdi tam olarak L, nin eigen vektorleri karakterize edilebilir. Eger x

vektdrl su iki kosulu sagliyorsa x vektdri bir eigen vektdrdr.

1) X, M nin bir elemanidir ve

2) z, M ye dik olmak Uzere Lx = A.x + z

z nin karakterize edilmesi acisindan bu kosullar

1) Vhx = 0
2)Lx =Ax+Vh'w

ifadelerine esdegerdir.

Bu denklemlere w ve x bilinmeyenli n-m dogrusal denklemli homogen bir
sistem olarak bakilabilir. Sistemin sifirdan farkh bir ¢6zOmUinin olmasi igin
gerek ve yeter sart katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasidir. Bu

determinant P(A) ile gbsterilirse

0 s

Sl LT

=P(\) =0

sartl elde edilir. Burada P(A) fonksiyonu A ya gére (n-m). dereceden bir

polinomdur. Bu, L, nin karakteristik polinomudur.
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3.3. Ornek

Ornek 3.2 ye bu yolla yaklasarak

1 -(14A) 0 0
0 0 (1-A) 1
0 o 1 (3-A)

P(A) = det

Ifadesi elde edilir.

Laplace ac¢ihmi kullanilarak birinci sOtuna gére determinanti acilirsa
P(N) = (1- A)(3-A) -1

bulunur. Bu énceden bulunan sonucla aynidir.

Burada cikis islemleri belirtiimeden 6nce klasik kriter sunulacaktir. Bu,

sinirlanmis Hessian matris cinsinden

0 [R
seklinde ifade edilir.

Burada Vh' nin éniinde bulunan — isareti simetriklik igin silinmistir. Dolayisi
ile B simetrik bir duruma gelmektedir. Bu da sadece sonugta isaret
degisikligini gerektirmektedir.
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3.2. Kisitlanmig Hessian Testi

L matrisinin

M={x:Vhx=0}

alt uzayinda pozitif tanimli olmasi ancak ve ancak B matrisinin son n-m temel

mindrindn (-1)" isaretine sahip olmasiyla mimkinddir.

Yukaridaki érnek i¢in su dizenleme yapilabilir.

0100
1100
B=det) v 5 1 4
00 13

Son iki temel mindr ve determinanta bakildiginda temel minérler -1 ve -2 dir.
Her ikisi de (-1) isaretine sahiptir. Dolayisi ile kriter saglanmis olur.

3.3. Duyarhlik (Sensitivity)

Kisitlamali minimumlastirma problemleri ile ilgili Lagrange carpanlari, lineer
programlamadaki kisitlayicilarla benzerlik gosterir. Lineer olmayan durumda
carpanlar 0zel ¢6zim noktasi ile ilgilidir. Ayrica carpanlar artirrmh veya

marjinal degerlere yani kisitlayici gerektirmelerindeki kiicik degisimlerle ilgili

degerlere uygunluk gbésterirler.

f(x), fonksiyonunu

h(x) = 0
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kisitlamasina bagl olarak minimumlastiriniz. *

problemi gbzdndne alinsin

Bu problemin x* noktasinda ¢6zUmu vardir. Burada x* kisitlamalarin reguler

noktasidir. A uygun bir Lagrange carpani olsun. Problemin batanine

bakildiginda

f(x), fonksiyonunu

h(x) = ¢

kisitlamasina bagli olarak minimumlastiriniz. “

elde edilir.

Burada c€E™ dir. Sifir vektérine yakin ve yeterince kigUk bir ¢ igin,
problemin x(0) = x* ifadesine yakin x(c) ¢d6zUm noktasi alinacaktir. Bu
¢6zamlerin her biri igin uygun bir f(x(c)) degeri vardir. Bu degere c ye bagh bir
fonksiyon olarak bakilabilir. Bu fonksiyonun gradiyent bilesenleri, kisitlayici
gerektirmelerindeki degisim artirrm oraninin birimsel degisme orani olarak
yorumlanabilir. Dolayisi ile bunlar nesnenin biriminde Olgllen kisitlayici

gerektirmelerinin artirnmsal degerleridir.

Asagida c = 0 a sahip problemlerin Lagrange carpanlari ile bunlar arasinda
nasil bir iligki oldugu gdsterilecektir.

3.4. Duyarlhilik Teoremi

f, h € C2 olmak Ulizere
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f(x) , fonksiyonunu

kisitlamasina bagl problemler ailesini inceleyelim.

¢ = 0 i¢in yerel bir x* ¢6zimU oldugu kabul edilir. Burada x* reguler nokta,
ayrica Lagrange vektdr carpani A ile beraber kesin yerel minimum igin ikinci

dereceden yeterli kosullari saglar. ¢ € E™ icin sifin  kapsayan bir bdlgede

x(c) ¢6zUm{ vardir. x(c), ¢ nin bitlin degerlerinde surekli ve ¢ ye baglidir.
Yani
x(0) = x* ile x(c), Es. 3.1 kisitlamali probleminin yerel minimumudur.

Ustelik

S, =N

dir.

Ispat

Vi(x) + \"Vh(x) = 0 (3.2)
h(x) =c (3.3)

denklem sistemi g6z 6énline alinsin.

¢ = 0 oldugunda x* in, A ¢dzimuU vardir. Bu ¢6zimde sistemin Jakobiyen

matrisi
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L(x)  TB(x*)
OR(xY) 0

bicimindedir.

M Uzerinde x* In regller nokta ve L(x*) in pozitif tanimli oldugu kabul

edildiginden bu matris singuler degildir

Dolayisi ile Kapali Fonksiyon Teoremi uyarinca sistemin x(c) ve A(c)

¢6zimleri vardir ve bu ¢6zim strekli ve tirevlenebilirdir.

Zincir kuralina gére

OStx(e) |, = UST(x*)$x(0)
ve

sh(x(e))|_, = Csh(x*) $x(0)
dir.

Es. 3.3 ifadesine gbre h(x) = c ifadesi gbz énlne alinirsa, ikinci esitligin E
Uzerinde birim matrise esit oldugu goéraltr. Es. 3.2 ifadesi gbz 6nlne alinirsa
birinci esitlik :

Oshx@)| = -AT

biciminde olur.
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4. ESITSIZLIK KISITLAYICILARI
Simdi;
f(x), fonksiyonunu
h(x) =0
(4.1)
g(x) 10

kisitlamalarina bagl olarak minimumlagtirma problemi incelenecektir.

Burada daha 6nce kabul edildidi gibi fonksiyon f, esitlik kisitlayicisi h, g, p
boyutlu bir fonksiyon ve baslangicta f,g,h € C' oldugu kabul edilecektir.

4.1. Birinci Mertebeden Gerek Sartlar

Onceki tanimlamalarla beraber esitlik kisitlayicilar icin gerek kosullari

belirlemek mimkUn olmaktadir.

4.1. Tanim

(4.2)

kisitlamalarini saglayan nokta x* olsun. J, g(x*) = 0 icin j indislerinin cimlesi

olsun. Eger :
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gradiyent vektorleri lineer bagimsiz ise x* a Es. 4.2 ifadesine kisitlamalarin
bir regller noktasidir denir.

Suna dikkat edilmesi gerekir. Tezin ikinci bdliminde  verilen aktif
kisitlayicilarin gradiyentleri lineer olarak bagimsiz ise x* noktasi reguler
noktadir veya esdeger olarak aktif kisitlayicilara uygulanan esitlik
kisitlayicilar igin yapilan 6nceki tanimlamalara gére x* in reguler nokta
olmasi kosulu altinda, x* kisitlayicilari i¢in regulerdir.

4.2. Kuhn — Tucker Sartlar

x*, noktasi

f(x), fonksiyonu

(4.3)

problemi icin herhangi bir yerel minimum nokta ve kabul edelim ki x*,

kisitlayicilar igin bir regUler nokta olsun. Bu takdirde,

A€ E™ ven€ EP,n 20, vektorleriicin

Vi(x*) + ATVh(x*) +nTVg(x*) =0 (4.4)
T

n g(x)=0 (4.5)

ifadeleri gecerlidir.
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Ispat

Oncelikle n = 0 ve g(x*) < 0 oldugundan dolay! Es. 4.5 denklemi, karsilik
gelen sartin aktif olmasi kosuluyla, n nin bir bileseninin sifirdan farkli olmasi

durumuna egittir.

x*, kisitlayici cimle Uzerinde bir yerel minimum nokta oldugundan dolaysi,
ayni zamanda aktif kisitlayiciy sifira esitlemekle tanimlanan bir alt cimle
Uzerinde herhangi bir minimum noktadir. Dolayisi ile x* komsulugunda

tanimlanan esitlik kisitlamali problemler igin Lagrange ¢arpanlari vardir.
Dolayisi ile su sdylenebilir ;
Eger,

g; (x*) 0 ile beraber n;= 0 ise Es. 4.4 gegerlidir. Dolayisiyla, Es. 4.5 ifadesi
de gecerlidir.

n = 0 g6sterimin de bazi k € J lericin n, < 0 ayrica S ve M sirasiyla ylzey ve
teget dizlemleri olsun. Bunlar aktif kisitlayicilarin x* daki tanimlanmasi ile
olusturulmuslardir. Regulerlik kabulli geregince y € M ve Vg, (x*)y < 0

olacak bicimde bir y degeri vardir. x(t), S Gzerinde bir egri olsun. S, x*

noktasindan gegcmekte x(0) = y olmaktadir. Kiicilk t = 0 degerleri igin x(t)
uygundur ve Es. 4.4 geregince

dx(t)] =0$x")y<0
dt o
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Bu ise x* in minimalligi ile gelisir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
4.1. Ornek

2X,+2X, X ,+X,-10X,-10x,,

ifadesini

x2 +x2 (6

3%, +X, B

kisitlamasina bagli minimumlastirma problemi ele alinsin. Kisitlayicilara ek

olarak birinci dereceden gerekli kosullar asagidaki gibidir :

4x,+2x,-10+2n,x,+3n, =0

2X, +2%X,-10+2n,x, +n, =0
n, ii0, n, ii0
n,(x2 +x3-5)=0
N,(3X; +X,-6)=0

Bu problemin ¢6zOUmini bulmak igin aktif kisitlayicilarin  degisik
kombinasyonlarini tanimlanacak, ayrica Lagrange carpanlarinin isaretleri
kontrol edilecektir. Bu problemde bir veya iki aktif kisitlayici kurmaya
calisilabilir. Birinci kisitlayici aktif, ikinci kisitlayici aktif olmayan olarak kabul

edilir. Dolayisi ile asagidaki denklemler elde edilir.
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4x, +2Xx, -10+2n,x, =0
2X; +2X,-10+2n,x, =0
x§+x5=5

Bu denklemlerin ¢dzumleri

X, =1 X, =2 n, =1

dir. Buradan

3X; +X, =5

elde edilir.

Dolayist ile ikinci kisitlayict saglanmig olur. Buradan ile n,> 0 ve bu ¢6zimun

birinci dereceden gerekli kosullari sagladigi sonucu sdylenebilir.

4.3. ikinci Mertebeden Sartlar

Esitsizlik kisitlayicilari ile ilgili problemler igin ikinci mertebeden gerek ve
yeter kosullar, aktif kisitlayicilar tarafindan ifade edilen kisitlamali esitlik
problemlerin g6z 6ninde tutulmasi ile elde edilir. Bu problemler igin uygun
teget dizlemi aktif kisitlayicilara teget olan dizlemdir.

f, g, h € C2 ve x* In Es. 4.1 kisitlayicilarin regller noktasi oldugu kabul

edilsin. Eger x* esitlik kisitlayicilari igin bir yerel minimum noktasi ise, o
zaman Es. 4. 4, Es. 4.5 ve Kuhn-Tucker sartlarindan dolayi

L(x*) = F(x*) + ATH(x*) + n" G(x*) (4.6)
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ifadesi, x* daki aktif kisitlayicilarin bir tedet alt uzayi Gzerinde pozitif yar
tanimli olacak sekilde

AE E™, n€EP, n=20

vardir.

Ispat

Eger x* , h(x) = 0 ve g(x) <0 kisitlayicilar Gzerinde bir yerel minimum nokta
ise ayni zamanda x* esitlik kisitlayicilari olarak alinan aktif kisitlayicilarla
birlikteki problemler icin de bir yerel minimum noktadir. Buradan ikinci
mertebeden yeterli kosullar teoremi elde edilir. Su hipotez sdylenebilir; L(x*),
M teget dizlemi Gzerinde pozitif belirlidir. Bu birgok yeterlilik saglar. Ancak,
esitsizlik aktif kisitlayicilarinin sifir olmasi durumu Lagrange c¢arpanlari ile
iliskilendirildiginde L(x*) in, M alt uzayinda blyuk bir alt uzay tzerinde pozitif
belirli olmasi gerekmektedir.

4.4. ikinci Mertebeden Yeter Sartlar

f, g, h € C2 olsun. Es. 4.3 ifadesini saglayan x* noktasinin Es. 4.4

probleminin bir kesin yerel minimum noktasi olabilmesi igin yeter sartlar

A€ E™ ,n€ EP olmak lzere

nz0

Vi(x*) + N Vh(x*) + 0 Vg(x*) = 0
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ve
L(x*) = F(x*) + ATH(x*) + n" G(x*)
Hessian matrisi
M={y: Vh(x)y=0, Vg;(x)y=0 herj€Jigin}
alt uzay Gzerinde pozitif tanimli olmak Gzere A [JE™, nEP olmasidir.
Burada ,
J={J:g(x)=0,n;>0}
ile verilmigtir.
Ispat
Burada da Es. 4.4 ifadesindeki esitlik kisitlayicilari igin verilen teoremdeki gibi
x* In bir kesin yerel minimum nokta olmadigi kabul edilsin. x* a yaklasan
uygun noktalarin bir dizisi { y, } olsun. Oyleki
f(y,) < f(x*) ve herbir y,, |s,|=1 8,> 0 olmak Uzere
Ye =X"+0,8,
formunda yazilir.

Ayrica 5, — 0 ves, — s* kabul edilir. 0;I[1§x*)s* ve herbir i=1,2,...,m

icin
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Vh. (x*)s* =0

sonucu gegerlidir.

Ayni zamanda her bir aktif g; kisitlayicisi igin

gj(Yk)_ gj(X*) <0

ifadesi ve dolayisi ile

(x*)s* <0

sonucu vardir.

Eger, her birj € Jigin

Vg;(x*)s* = 0 ise ispat Es. 4.4 ifadesindeki gibi devam eder.

Eger, enazbirj€ Jigin

Vg;(x*)s* <0

ise, 0 zaman

0= Vf(x*)s* = - AT Vh(x*)s* - n" Vg(x*)s* >0

olur.

Bu ise bir ¢eligkidir. Bdylece gereken ispat yapilmis olur.
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Ozellikle suna dikkat edilmelidir; eger biitin aktif esitsizlik kisitlayicilar kesin
pozitif Lagrange carpanlarina sahipse, J cuUmlesi butin aktif esitsizlikleri
icerir. Bu durumda, Lagrange’in M (zerinde pozitif tanimli olmasi icin yeter

sart M nin aktif kisitlayicilarinin teget diizlem olmasidir.

4.5. Esitsizlik Kapsayan Problemler icin Duyarlilik (Sensitivity)

Esitsizlik problemleri igin duyarliik sonucu esitlikler i¢in sonucun basit olarak
yeniden ifade edilmesidir. Bu durumda, dejenere olmayan bir kabul etme
tanimlanir. Kisitlayicilari degistirildigi zaman Lagrange c¢arpanlarinda olusan

kicUk degisiklikler, pozitif gerektirmelere zarar vermeyecektir.

f, g, h € C2olsun.

f(x) , fonksiyonunun
h(x) =c (4.7)
g(x)=d

kisitlamasina bagl minimumlastirma problem grubu ele alinsin.

c=0 ve d=0 icin reguler nokta olan ve A, n = 0 birlestiriimis Lagrange
carpanlariyla birlikte kesin yerel minimum igin Il. mertebeden yeterli sartlar
saglayan yerel ¢dézim x* olsun. Ayrica hicbir aktif esitsizlik kisitlayicisi
dejenere olmasin. O halde her (c,d) € E™ i¢in (0,0) 1 kapsayan bir bélgede
surekli olarak (c,d) tGzerinde olan, dyle ki x(0,0) = x* ve x(c,d) ; Es. 4.4 Un bir

yerel minimum noktasi olmak tzere x(c,d) ¢ézimu vardir.

Bunun disinda
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5. SONUC

Bitln fonksiyonlarin reguler oldugu bir durumda esitlik kisitlayicilarina bagh
verilen bir minimumlastirma probleminde minimum bir noktay! saglayan
gerek kosul hedef fonksiyonun gradiyentinin kisitlayici ylzeyin teget
dizlemine dik olmasidir. Eger minimum nokta reguler ise, teget duzlem
kisitlayici  fonksiyonlarin gradiyentlerinin basit bir temsilidir. Bu kosullar
Lagrange carpanlari biciminde ifade edilebilir.

Eger fonksiyonlar sUrekli ikinci tlreve sahip ve Lagrange carpanlarn
bulunuyorsa ardindan teget dizleme dogru kisitlanmis Lagrange in Hessian
matrisi ikinci dereceden kosullar icin de bir role sahiptir. Ozellikle kisitlanmis
Hessian, yerel minimum noktada pozitif yari taniml olmalidir. Karsit olarak
eger birinci mertebeden kosullari saglayan noktada pozitif tanimh ise bu

nokta tam yerel minimum noktadir.

Esitsizlikler, aktif esitsizliklerin bir ¢6ziimde hesaplanmasi ile islenmistir.
Lagrange carpanlari ile iliskilenen aktif esitsizlikler hicbir zaman negatif
olmazlar. Carpanlarin duyarhliginin yorumlanmasi bu durumun bir nedenidir.

Aktif esitsizlikler bu 6zellikleri disinda bir esitlik gibidir.
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