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1. G�R�� 

 

Giri� kısmı tezin birinci bölümü olarak alınmı�tır. Bu tezde Lineer olmayan 

yüzey üzerinde çe�itli kısıtlamalara sahip fonksiyonların minimumla�tırma 

problemleri incelenmi�tir. Bunun için gerek ve yeter �artlar verilmi� ve 

bunların dı�ında Lagrange çarpanları ve Hessian matrisine ba�lı olarak 

problemlerin çözümü incelenmi�tir.  Kısıtlamalara sahip minimumla�tırma 

problemleri ile ilgili olarak e�risel yüzey, kısıtlamalar, te�et düzlem, birinci 

mertebeden ko�ullar ve ikinci mertebeden ko�ullar üzerinde durulmu�tur. 

Kısıtlamalara sahip minimumla�tırma problemleri çe�itli örneklerle 

anlatılmı�tır. 

 

Çalı�manın ikinci bölümünde minimumla�tırma problemleri incelenirken 

kullanılan kısıtlamalar hakkında genel bilgiler verilmi�tir. Burada kullanılan 

te�et düzlem hakkında bilgi verilip birinci ve ikinci mertebeden ko�ullar 

incelenmi�tir. 

 

Çalı�manın üçüncü bölümünde alt te�et düzlemde öz (eigen) de�erler için 

kısıtlanmı� Hessian testi üzerinde durulmu�tur. 

 

Çalı�manın dördüncü bölümünde ise e�itlik kısıtlayıcıları üzerinde durulmu� 

ve bunun için birinci ve ikinci mertebeden �artlardan bahsedilmi�tir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

2.1. Kısıtlamalar Hakkında Genel Bilgi 

   

Bu tezde; 

 

“      f(x),  fonksiyonunu 

h1(x) = 0  g1(x)≤ 0 

h2(x) =0  g2(x) ≤ 0                (2.1) 

  

    

hm(x)=0   gp(x) ≤ 0  ,         

 

nE�¼��¸x  

 

kısıtlamalarına ba�lı olarak minimumla�tırınız.  “ 

 

biçiminde verilen lineer olmayan programlama problemleri incelenecektir.  

 

Burada ; 

 

m≤n      ve       

 

f,  hi ve gj    i = 1, 2, … m       j = 1,2 ... p 

 

fonksiyonları ikinci mertebeden sürekli türevlenebilen fonksiyonlar 

sınıfındandır. 

 

Basit olarak ifade edersek, vektör de�erli fonksiyonları ; 
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)g , ... ,g ,(g  

)h, ... ,h ,(h

p21

m21

=

=

(x)g 

  (x) h

       , nE�x �¼�¸   

 

biçiminde tanımlayaca�ız ve E�. 2.1 deki problemi a�a�ıdaki biçimde ifade 

edece�iz. 

 

“     f(x) fonksiyonunu, 

 

h (x) = 0        g (x) ¡Ü0                                                                                 (2.2) 

�x�¸  

 

kısıtlamaları altında minimumla�tırınız.   “ 

 

�eklinde ifade edece�iz. 

 

Buradaki h (x) = 0 ve g (x) ¡Ü0  kısıtlayıcıları fonksiyonel kısıtlayıcı, x∈Ω 

kısıtlayıcısı ise belirli kısıtlayıcısı olarak adlandırılır. Ço�u durumda Ω, ya 

bütün En uzayıdır ya da E�. 2.2 nin çözümünün Ω nın içinde oldu�u kabul 

edilen bir bölgedir. Bütün fonksiyonel kısıtlamaları sa�layan x∈Ω noktasına 

uygulanabilirdir denir. 

 

2.2. Aktif Kısıtlayıcı 

 

Aktif kısıtlayıcı incelenecek problem için temel bir kavramdır.  Bu kavram 

gerekli teorik anlatımları basitle�tirdi�i kadar, problemin iyi anla�ılmasında da 

büyük kolaylıklar sa�lamaktadır.  

 

E�itsizlik kısıtlayıcısı olan gi(x) ¡Ü 0 kısıtlaması, uygulanabilir x noktasında 

gi(x) = 0 olması ko�ulunda aktif, gi(x)< 0 olması durumunda aktif de�ildir. 

Genel olarak herhangi bir e�itlik kısıtlayıcısı olan hi(x)=0 herhangi bir 
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uygulanabilir noktada aktiftir. Aktif olmayan kısıtlayıcıların herhangi bir x, 

kom�ulu�unda etkileri yoktur.  

 

Yerel minimum noktanın özellikleri incelenirken �ekil 2.1 de gösterildi�i gibi 

aktif kısıtlayıcılara dikkat edilmesi gerekir. x* çözümünde elde edilen genel 

özellikler, g2 ve g3 aktif olmayan kısıtlayıcılarına ba�lı de�ildir. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�ekil 2.1. Uygulanabilir bölge 

 

E�er hangi kısıtlayıcının çözüm E�. 2.1 de aktif oldu�u önceden bilinirse 

çözüm, problemin yerel minimum noktasında olur. Bu durumda problem, aktif 

olmayan kısıtlayıcıların ihmal edilmesinden ve aktif kısıtlayıcıların e�itlik 

kısıtlayıcılar olarak i�lev görmesiyle tanımlanabilir. Sonuçta yerel çözüme 

göre problem sadece e�itlik kısıtlayıcıları göz önüne alınarak çözülebilir. 

E�.2.1 de uygulanabilir teori ve anlayı� sadece e�itlik kısıtlayıcıları göz önüne 

alınarak çıkarılmı�tır. Sonraki eklemeler aktif kısıtlayıcıların seçimini anla�ılır 

kılmaktadır. 

 

Gösterimin ekonomik olması ve kısıtlama problemlerinin daha kolay ortaya 

konması nedeniyle, bu bölümde sadece e�itlik kısıtlayıcılarına sahip 

problemler üzerinde durulacak, ardından bu sonuçlar daha genel durumlara 

uyarlanacaktır. 

x* 

uygun 
bölge 

g1(x) < 0 
g2(x) < 0 

g3(x) < 0 
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2.3. Te�et Düzlem 

 
En üzerinde tanımlı 

 
h1 (x) = 0 

h2 (x) = 0          

.                                              (2.3) 

. 

. 
 

hm (x) = 0 

 

e�itlik kısıtlayıcıların kümesi, En nin bir alt kümesini tanımlar. Bu alt küme 

hiperyüzey olarak isimlendirilebilir. E�er, bütün kısıtlayıcılar a�a�ıdaki 

anlamda regüler ise bu hiperyüzeyin boyutu n - m olacaktır.  

 

E�er bu bölümde kabul edilen ; 

 

hi (i = 1, 2, ……, m)  

 

fonksiyonları birinci mertebeden türeve sahipse bu yüzey regüler yüzey 

olarak adlandırılır. 

 

Te�et düzlem regüler yüzey üzerindeki bir nokta yardımıyla belirlenir. Bu 

nokta te�et düzlemin yüzeye te�et oldu�u noktadır. Te�et düzlem iki veya üç 

boyutta verildi�inde daha açık �ekilde görülebilir. Bir S yüzeyi üzerindeki bir t 

e�risi a ≤ t ≤ b için sürekli olarak parametrize edilen x(t) ∈ S noktalarının bir 

ailesidir. Burada S yüzeyi üzerindeki bir e�ri, t parametresinin sürekli bir 

fonksiyonudur.  

 

E�er ; 

 

)t(x
dt

d
=x&   
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ise bu durumda t e�risine diferensiyellenebilir e�ri denir. E�er x&& ifadesi varsa 

t e�risine iki defa diferensiyellenebilir e�ri denir. Herhangi bir t* sayısı için 

a≤t*≤ b ve x*=x(t*) oluyorsa x(t) e�risi x* noktasından geçer. E�rinin x* türevi 

x&(t*) olarak tanımlanır. Bu aynı zamanda En de bir vektördür. 

 

S yüzeyi üzerindeki x* noktasından geçen tüm diferensiyellenebilir e�riler için 

bu e�rilerin x* daki türevleri, x* daki te�et düzlem olarak tanımlanır. Te�et 

düzlem En nin alt uzayıdır. E�. 2.3 ifadesindeki gibi e�itlik kısıtlayıcılarının 

tanımladı�ı yüzeyler için te�et düzlemi belirleme temel bir problemdir. �deal 

olarak te�et düzlem, yüzeyi tanımlayan hi fonksiyonlarının türevleri biçiminde 

gösterilebilir. M alt uzayı ; 

 

M= {y; ∇∇∇∇h(x*) y=0} 

 

�eklinde tanımlansın.  

 

�imdi M nin hangi ko�ullarda x* noktasındaki te�et düzleme e�it olması 

incelenecektir. Burada regüler nokta anahtar kavramdır.  
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    ( a )                                                                  ( b ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             
                ( c ) 
 

�ekil 2.2. x*  noktasına   ötelenen   te�et   düzlem   örnekleri    (a)  E�rinin  x*  
noktasına ötelenen te�et düzlemi (b) Yüzeyin x* noktasına ötelenen       
te�et  düzlemi  (c) Kesi�en  yüzey  e�risinin  x*  noktasına  ötelenen  
te�et düzlemi 

 

 

 

x
*
 

S 

Te�et 
düzlem 

h(x) =0 

∇∇∇∇h(x
*
)
T
 

T* )x(h∇

h (x)=0 

Te
�e

t d
üz

lem

 

Te
�e

t d
üz

le
m

T*
2 )x(h∇  

h2(x)=0 

∇∇∇∇h1(x
*
)
T
 

h1(x)=0 

x
*
 

S 
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2.1. Tanım  

 

)(xh ,   ...  ),(xh   ),(xh *
m

*
2

*
1 ������  gradiyent vektörleri lineer ba�ımsız ise 

h(x*)=0 kısıtlamasını sa�layan x* noktasına regüler nokta denir.  

 

Regüler noktalarda te�et düzlemi, kısıtlayıcı fonksiyonların gradiyentleri 

cinsinden karakterize etmek mümkündür.  

 

       *)x(h1��  = 

*x=xn

1

2

1

1

1

dx

dh

  

dx

dh

dx

dh

Μ

        *)x(h2��  = 

*x=xn

2

2

2

1

2

dx

dh

  

dx

dh

dx

dh

Μ

     *)x(hm��  =   

*x=xn

m

2

m

1

m

dx

dh

  

dx

dh

dx

dh

Μ

 

           

  

 

         (x*)�h  =  

nxmn

m

n

2

n

1

2

m

2

2

2

1

1

m

1

2

1

1

dx

dh

dx

dh
     

dx

dh

                       

dx

dh

dx

dh
     

dx

dh

dx

dh
 

dx

dh
     

dx

dh

Λ

ΜΜΜ

Λ

Λ

 

  

 

2.2. Tanım 

 

0= ha ++ha + ha mn2 211 ������ Λ   

 

e�itli�i ancak ve ancak 

 

a1 = a2 = --- = an = 0  
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iken sa�lanıyorsa ih��  vektörlerine lineer ba�ımsızdır denir.  

 

2.1. Teorem 

 

0=h(x)  kısıtlaması ile tanımlanan S yüzeyindeki x* regüler noktasından 

geçen te�et düzlem; 

 

{ }0��h(x*)y:y� ==   

 

dir.  

 

�spat 

 

T, x* noktasındaki te�et düzlem olsun. x* noktasından geçen x(t) e�risi için, 

t=t* noktasındaki türev 
.

x (t*) olsun. 

 

Böylece  

 

0)t(x)x(h **
�‚��

.

 ,  

 

ifadesi S yüzeyi üzerinde geçerli olmayacaktır. Buradan açıkça görülüyor ki 

x* düzenli regüler nokta olsa da olmasa da ��¼	  olacaktır.  

 

	�¼� oldu�unu göstermek için öncelikle ��¸y  ko�uluyla x* noktasından 

geçen ve S yüzeyi üzerinde bulunan y türevine sahip e�rinin gösterilmesi 

gerekir. 

  

Böyle bir e�riyi göstermemiz için �u e�itlik ele alınmalıdır.  

0=u(t))��h(x*)  +ty +*h(x T
                (2.4) 
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Burada sabit t için n
�¸u(t)  bilinmeyendir. Bu, m denklem ve m bilinmeyenli 

sürekli t parametreli do�rusal olmayan bir sistemdir.  

 

t  = 0  olması durumunda u(o) = 0 çözümü vardır. Sistemin t = 0 da U ya göre 

Jakobiyen matrisi mxm boyutludur.  

 

Th(x*)h(x*)����  

 

�fadesi singüler de�ildir. Çünkü  x* regüler nokta ise *)x(h∇ bir tam dizidir. u(t) 

bazı kısımlarda  - a ≤ t ≤ b aralı�ındadır.  

 

Bu yüzden x(t) = x* - ty + u(t) e�risi, S yüzeyinde bir e�ridir. E�. 2.4 ifadesi, 

t=0 ifadesine ba�lı olarak  

  

] (0)u(x*) +(x*)y =h(x(t)) 
dt

d
 = 0

.
  T

=0t

T
h h ����  

 

biçiminde gösterilebilir. 

 

Buradan regülerlik, kısıtlamalı yüzeyin kendisi üstünde bir durum olmaktan 

ziyade h ifadesinin bir temsilidir. Te�et düzlem temsilden ba�ımsız olarak 

tanımlanırken, M tanımlanamaz. 

 

2.4. Birinci Mertebeden Genel Ko�ullar  

 

Burada; verilen bir noktanın, e�itlik kısıtlamaları altında bir yerel minimum 

noktası için birinci mertebeden gerek ve yeter �artlar elde edilecektir. 

 

2.1. Lemma 

 

x* noktası h(x) = 0 kısıtlayıcılarına ba�lı bir regüler nokta ve f nin yerel  
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ekstremum noktası ise  n
�¸ y�Í  için; 

 

0=f(x*)y 

ve

 0=y*)x(h

��

��

 

 

olmalıdır.  

 

�spat 

 

y ; te�et düzleminde bulunan x* noktasındaki herhangi bir vektör x(t), x* 

noktasından geçen ve x* da y türevine sahip olan kısıtlayıcı yüzey üzerinde 

bulunan bir düzgün e�ri olsun. Yani;  

 

için ataüzereolmak    0>a   vey   =x(0)x*,=x(0) ¡Ü¡Ü
 

h(x(t)) = 0  

 

elde edilir. x* noktası regüler nokta oldu�undan, te�et düzlem 

0y*)x(h =∇ e�itli�ini sa�layan y lerin kümesine e�ittir.  

 

Bu durumda x*, f’nin kısıtlanmı� bir yerel ekstremum noktası oldu�u için                      

0��f(x*)y  �Ë  0��f(x*)   veya 0(t))f(x
dt
d

0t
==−−=

=

   

 

e�itli�i geçerlidir. 
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Lemma, *)x(f∇ ın te�et düzleme dik oldu�unu gösterir. *)x(f∇ ın te�et 

düzleme dik olması, h     ın *)x(f��  kısıtlamasının x* noktasındaki 

gradiyentlerin lineer birle�imi oldu�unu gösterir. Bu aynı zamanda Lagrange 

çarpanlarına giri� yapmak anlamınada gelir.  

 

2.2. Teorem 

 

x*, h(x) =0 e�itlik kısıtlamalarına göre f nin bir yerel ekstremum noktası ve bu 

kısıtlamaların regüler noktası olsun. Bu durumda;  

 

 0=*)x(h�+*)x(f T
����   

 

olacak biçimde bir m
� �¸  vardır. 

 

�spat 

 

Lemmadan yola çıkarak lineer programın de�erinin sıfır oldu�unu 

söylenebilir. Yani;  

 

 

 0=y*)x(f��   "
  

ifadesinin  

 

0=h(x*)y��  

 

kısıtlamaları altında maksimumunu bulunuz. “ 

 

ifadesinden lineer programının de�eri sıfırdır.  

 

Özellikle;  
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0h(x*)�f(x*) T
=∇+∇  olacak �ekilde m
�∈  vardır.  

 

�una dikkat edilmelidir ki  I. mertebeden gerekli olan 

 

  0=��h(x*)T�+��f(x*) ko�ulu 

 

 0=(x*)h  

 

kısıtlamaları ile birlikte x* ın, λ ’yı kapsayan n+m de�i�kenli n+m tane 

denklem verir.  

 

Böylece bu �artlar yeterlidir. Çünkü bunları kısıtlamakla bir tek çözüm, hiç 

olmazsa yerel olarak elde edilir 

 

�imdi;  

 

0=�)(x,���

0=�)(x,x��

λ

λ

 

 

kısıtlamaları altında 

 

h(x)�f(x)�)(x, T
+=λ  

 

�eklinde Lagrangianı tanımlamak uygun olur. �kinci kısıtlama birincinin 

yeniden düzenlenmi� �eklidir.  

 

2.5. Örnekler 

 

Burada bazı kısıtlamalı optimizasyon problemlerine göz atılıp kısaca üzerinde  

durulacak  ve  geni�  bir  uygulama  alanını  tartı�maya  açacak  olan üç basit  
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örnek sunulacaktır. 

 

2.1. Örnek 

 

nufonksiyonuxxxxxx*)x(f 313221  +++=  

03xxx*)x(h 321 =−++=  

 

kısıtlaması altında minimumla�tırınız.  

 

“  0=*)x(h�+*)x(f T
��  olacak �ekilde mT 
� �¸  vardır. ” teoremi kullanılarak; 

 


ve �

1

1

1

h(x),

xx

xx

xx

f(x)

12

31

32

∈

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=∇

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+

+

+

=∇  

 

0�h(x)f(x) =+∇  

 

0=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

++

++

++

�=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+

+

+

�xx

�xx

�xx

0

1

1

1

�

xx

xx

xx

12

31

32

12

31

32

 

 

 0 �xx

0 �xx

0�xx

12

31

32

=++

=++

=++

     

       

   

          ve   0=3 -x+x+x 321 ifadesinden  

 

-2=�       ve      1=x=x=x 321   

 

elde edilir. Buradan ; 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=

1

1

1

*x     biçiminde denklemin çözümü bulunur.  

 

2.2. Örnek (Maksimum Hacim) 

 

Yüzey alanı sabit olan mukavva kartondan maksimum hacimli bir kutu 

yapmaya çalı�ılacaktır.  

 

Kutunun boyutları x,y ve z olsun. Problem �u �ekilde ifade edilebilir.  

 

“ nufonksiyonu      xyz=z)y,f(x,  

 

0
2
c

xzyzxy)z,y,x(h =−++=  

 

kısıtlaması altında maksimumla�tırınız. “  

 

c mukavvanın alanı ve c> 0 dır.  

 

“ 

    Hacim, xyz  

    Yüzey alanı 2xy+2yz+2xz=C 

    elde edilir.      

         “ 

 

Lagrange çarpanı tanımlanırsa, kısıtlayıcı ile beraber I. mertebeden ko�ullar  

 

 0=)y+x(�+xy

0=)z+x(�+xz

0=)z+y(�+yz

                (2.5) 

z 

y 

x 
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�eklinde elde edilir. 

 

0h� =∇+∇λ  

 

0

x�(yxy

z)�(xxz

z)�(yyz

0

xy

zx

zy

�

xy

xz

yz

=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

++

++

++

�=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+

+

+

+

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

 

 

0x)�(y     xy

0  z)�(x xz

0  z)�(y     yz

=++

=++�

=++

 

 

E�. 2.5 denklem sisteminden 0≠λ ve x,y,z uzunluk oldu�undan sıfırdan 

büyüktür.  

 

�imdi E�. 2.5 denklem sisteminde 1. denklem x, 2. denklem y ile çarpılır ve 

birbirinden çıkartılırsa 

 

 
0z)�y(xxyz

0z)�x(yxyz

=++

=++
 

 

  0=z)yx(� -                        (2.6) 

 

elde edilir. 

 

E�. 2.5 denklem sisteminde 2. denklem y ve 3. denklem z ile çarpılır ve 

birbirinden çıkartılırsa 

 

 
0y)�z(zxyz

0z)�y(xxyz

=++

=++
 

 

      0=x)z-y(�                  (2.7) 
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elde edilir. 

 

E�. 2.6 ve E�. 2.7 denklem sistemlerinde 

 

 0z  0  y0  x0�

0=z)-�x(y 

0=y)-�z(x 

�‚�‚�‚�‚

 

 

oldu�undan dolayı 

 

z=y0=z-y

y=x0=y-x

�Ë

�Ë
 

 

olur.  

 

Buradan ; 

 

x = y = z 

 

elde edilir. 

 

x=y=z,    h(x,y,z) de yerine yazılırsa 

 

edilir. elde 
6

c
zyxhaldeo

6

c
x�Ë

2.3

c
x

2
c

3x

2

c
xxx

0
2
c

xzyzxy

2

2

222

===

==

=

=++

=++
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2.3. Örnek (Entropy) 

 

Optimizasyon problemleri bazen do�al olayları tanımlamaya çalı�ır. 

Bunlardan biri de maksimum yararlılık (entropy) da�ılım örne�idir.  

 

Özel bir örnek olarak farklı olma olasılı�ındaki yo�unlukları incelenecektir. 

Farklı olma olasılı�ındaki yo�unluklar ölçülmü� bir de�eri de kapsamaktadır. 

Bu x1, x2, …, xn de�erlerinden birisi olabilir. xi ile ilgili olasılık Pi olsun.  

 

ii

n

ı=i
i P    iifadelerin 1=P        ve        0P ¡� ‡”                                         

 

sa�lamaktadır.  

 

Böyle bir yo�unlu�un entropysi ; 

 

 )(P log  P- �" i

n

ıi
i‡”

=

=−−  ile verilen   �    dır ” 

Yo�unlu�un ortalama de�eri ise dir. p x ii

n

ıi
�

=

 

 

E�er fiziksel durumlarda ortalama de�eri m olarak alırsak yo�unlu�un 

maksimum entropysi a�a�ıdaki problemin çözümünde ortaya çıkar.  

 

‡”
n

ı=i
ii     )log(P P"

 

toplamını  

 

n,.....2,1=i          0P       , m=px         ,1=P
n

ı=i

n

ı=i
i i ii‡” ‡” ¡�  
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kısıtlamalarına ba�lı olarak minimumla�tırınız.” 

 

Bu problemin çözümüne, negatif olmayan kısıtlamaların aktif olmadı�ı 

dü�ünüldü�ünden, negatif kısıtlamalar ihmal edilerek ba�lanacaktır.  

 

Lagrange çarpanı 
,�  olarak tanımlanırsa 

 

{ } olur. 
m-�- p x
�PP log P- =
n

ıi
iiiii −++

=

‡”λ  

 

Gerekli ko�ullar muhtemelen �öyle olur : 

 

n, ... 1,2,i                 0, x
�1- P log   - ii ==++   

 

Buradan 

 

{ }  n, ... 1,2, i              , x
1)  -(�expP ii =+=                        (2.8) 

 

dir. 

 

Pi> 0 oldu�una dikkat edilirse, negatif olmayan kısıtlamalar aktif de�ildir. 

Sonuç E�. 2.8 deki üstel yo�unluk olarak bilinir. Langrange çarpanları 


     ve    �  parametreleridir. Bunlar öyle seçilmelidir ki her iki e�itlik 

kısıtlamasını sa�lamalıdır.  

 

2.4. Örnek (Asılı Zincir) 

 

Yatay bir düzlem üzerinde, 16 feet mesafe aralı�ında, bir zincir iki ucundan 

tutturulmu�tur. Zincir 20 adet çelik halkadan olu�maktadır. Her bir halka bir 

feet uzunlu�undadır. (içten ölçülmü�tür) Burada zincirin denge �eklini 

hesaplama problemi formülle�tirilmeye çalı�ılacaktır.  
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(a) (b) 

�ekil 2.3. Zincirin denge �ekli (a) 20 halkadan olu�an zincir (b) Halka  

 

Zincirin potansiyel enerjisini minimumla�tırmayla çözüm bulunabilir. Öncelikle 

zincir 1 den 20 ye kadar numaralandırılır. Sonra xi uzunlu�u x, yi uzunlu�u y 

olarak alınır. 

 

1yx 2
i

2
i =+  Bir halkanın potansiyel enerjisi kendi a�ırlı�ının herhangi bir 

ba�langıç noktasındaki dikey uzunlu�u ile çarpımına e�ittir. Zincirin 

potansiyel enerjisi ise halkanın potansiyel enerjisinin toplamına e�ittir. Zincirin 

üst sınır çizgisini ba�langıç olarak alabiliriz. Her bir halkanın a�ırlı�ının kendi 

merkezlerinde toplandı�ını kabil edece�iz. Ayrıca a�ırlıklarının 1 birim 

oldu�unu kabul ediyoruz. Potansiyel enerjisi �öyle olur.  

 

‡”
n

ı=i
i

n1-n21321211

y)
2
1

+i-n(=

)y
2
1

+y......+y+y(+......+)y
2
1

+y+y(+)y
2
1

+y(+y
2
1

 

  

olur. Burada    n = 20 dir.  

 

Zincir iki kısıtlayıcıya ba�lıdır. Toplam y yer de�i�tirme 0 ve toplam x yer 

de�i�tirme ise 16 dır. Böylece denge �ekli a�a�ıdaki ifadenin çözümüdür.  

 

   16 ft 

1 ft 
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‡”

‡”

‡”

n

ı=i

2
i

n

ı=i
i

n

ı=i
i

16 =  y- 1

0=y

ifadesini            y)
2
1

+i- n(

  

 

kısıtlamalarına ba�lı olarak minimumla�tırınız.  

 

Birinci mertebeden gerek ko�ullar 

  

  
n,1,2,...... =i                    0=

y-  1

y

  -  �+)

2
1

+i- n(
2

i

i

   

dir. 

  

Buradan 

 

 
)�+

2
1

+i- n(+


�+  
2
1

  +  in
  -  =y

22
i

 -

 

 

elde edilir. 

 

Örnek 2.2 de oldu�u gibi çözümler lagrange çarpanlarının bilinmesiyle 

hesaplanmı�tır. Bu çarpanlar öyle seçilmelidir ki iki kısıtlayıcıyı da 

sa�lamalıdır.  

 

Bu tipteki problemler lokal minimum noktalarına sahip olabilirler.  
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2.6. Büyük Ölçekli Uygulamalar 

 

Bu kısımda tanıtılan yöntemler, temel bir yo�unla�ma isteyen problemler için 

yukarıdaki örneklerde verilen problemlerden bazı yönlerden farklıdır. 

Kapsamlı, çok karı�ık, lineer olmayan programlama problemleri çok sayıdaki 

disiplin ile analizin modern uygulamalarında ortaya çıkar. 

  

Kapsamlı, lineer olmayan problemler, köprülerin optimal 

biçimlendirilmelerinde makaslı çelik yapılarda v.b. mekanik yapılarda ortaya 

çıkar. Geçmi�te bazı mekanik problemler diferensiyel denklemler aracılı�ı ile 

çözülürken �imdi ise sık sık optimizasyon problemlerinin çözümü ile 

bulunmaktadırlar. �ki uçtan asılı zincir problemine benzeyen örne�e bakılırsa, 

bu örnek iki noktaya ba�lanmı� ve bir yük bindirilmi� esnek bir kablonun 

�eklinin hesaplanmasıdır. 

 

Genelde büyük ölçekli optimizasyon problemleri, kısmi diferensiyel 

denklemlerin çözümü için, varolan metotlara benzer bir yolla çözülür. Sürekli 

de�i�kenlerin iki veya üç boyutta tanımlandı�ı durumlarda sürekli bölge bir 

ızgara ile de�i�tirilmi�tir. 

Burada ızgara birkaç bin noktayı içermektedir. Kısmi diferensiyel denklemlere 

uygun farklı yakla�ım e�de�er optimizasyon problemini formülize ederek 

dolaysız çözmektedir. Bu yakla�ım ısı denklemlerinde, akı�kan mekani�inde, 

atom fizi�inde ve bunun yanı sıra hemen hemen bütün fizik bilimlerinde de 

kullanılmaktadır. 

 

Optimal kontrol problemleri büyük ölçekli lineer olmayan programlama 

problemlerine yol açmaktadır. Bu problemlerde dinamik sistem (genelde 

sıradan diferensiyel denklemlerle belirtilmektedir) sistemin yörünge (yol) 

kontrol de�i�kenleri ile ilgilidir. Bu diferensiyel denklem (veya bunun farklı 

de�erdeki e�de�eri ) bir grup kısıtlayıcı tanımlar. Yani problem kontrol 

de�i�kenlerini seçme problemdir. �öyle ki ; sonuçtaki yol denklemi bazı ilave 

kısıtlayıcıları sa�lamalı ve bazı kriterleri minimumla�tırmalıdır. Nümerik 
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çözüme sahip bir örnek olarak Ay’a giden bir roketin minimum yakıt tüketimi 

ile yol denkleminin hesaplanması verilebilir. 

 

Endüstriyel uygulamalarda ve i� alanındaki karar a�amalarında çok sayıda 

lineer olmayan programlama problemleri vardır. Lineer olmama, üretim 

fonksiyonlarında, maliyet hesaplama e�rilerinde ve hemen hemen bütün 

formülle�tirme problemlerinde kar�ımıza çıkar. 

 

Model yapılandırma ve analizlerinin bir çok alanında optimizasyon 

formülle�tirmeleri, sistem denklemlerinin direkt formülle�tirmelerinin yerini 

almaya ba�lamı�tır. Kararlılık problemleri yararlılı�ının maksimumla�tırılması 

ile formülle�tirilir. Lineer olmayan programlama çözüm yöntemleri geli�mekte 

ve bu geli�im devam etmektedir. 

 

2.7. �kinci Mertebeden Ko�ullar 

 

Burada kısıtlanmı� problemler için ikinci mertebeden uygun ko�ullar 

olu�turulacak ve bundan sonra  f, h � C² olan fonksiyonlar kullanılacaktır. 

h(x)=0 kısıtlaması altında x*, f in bir yerel minimumu ve bu kısıtlamaların bir 

regüler noktası olsun. O zaman  

 

 ∇f(x*) + � T
∇h(x*) = 0 

 

olacak �ekilde bir � � mE vardır. Te�et düzlem;  

 

M = { y :  ∇h(x*)y = 0 } 

 

oldu�undan; 

 

L(x*) = F(x*) + � T H(x*) 

matrisi M üzerinde pozitif yarı tanımlıdır.  
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Yani ;  �  y � M   için 

 

y T .L(x*)y � 0 

 

dır. 

 

�spat 

  

x* boyunca kısıtlayıcı S yüzeyi üzerinde iki defa türevlenebilir e�ri için  

 

0=t
2

2 ))t(x(f
dt
d � 0                  (2.9) 

 

ifadesi elde edilir.   

 

Tanımdan dolayı 

 

)0(xf(x*)+(0)xF(x*)(0)x=f(x(t))
dt
d

...
T

.

0=t
2

2
��                (2.10) 

 

dır.  

 

Ayrıca;  

 

� T .h(x(t)) = 0 

 

ifadesinin iki defa türevi alınırsa   

 

.

x  (0) T � T H(x*)
.

x (0) + � T
∇h(x*)

..

x (0)            (2.11) 
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ifadesi elde edilir. 

 

E�. 2.11 ifadesi E�. 2.10 ifadesine eklenir ve E�. 2.9 ifadesi de dikkate 

alınırsa;  

 

0*)x(x*)x(L)0(x=))t(x(f
dt
d

.
T

.

0=t
2

2
¡�  

 

elde edilir.  

 

.

x (0), M de keyfi oldu�undan dolayı  

 

L = F + � T  H 

 

�fadesine sahip olunur.  

 

 

2.8.  �kinci Mertebeden Yeter Ko�ullar 

 

x*, h(x*) = 0 kısıtlamasını sa�layan nokta ve � � mE olsun. Bu durumda  

 

∇f(x*) + � T
∇h(x*) = 0               (2.12) 

 

dır.  

 

Aynı zamanda; 

 

L ( x*) = F (x*) + � T
∇h (x*) 

 

matrisinin, 
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M = { y : ∇h(x*)y = 0 } 

 

üzerinde pozitif tanımlı olsun. 

 

y T . L (x*) y > 0  

 

dır.  

 

x*, f  fonksiyonunun  h(x) = 0 kısıtlamasına ba�lı kesin yerel minimumudur. 

 

�spat 

 

E�er, x* kesin yerel minimum nokta de�ilse, � k için 

 

f(y) � f(x*)  

 

olacak �ekilde x* a yakınsayan uygun  { y k } noktalar dizisi vardır.  

 

�  y k   için     y k  = x* + � k s k  ,      s k � nE  

 

biçiminde yazalım. 

 

� k için  | s k | = 1 ve   � k > 0   

 

dır.  

 

Burada;   � k  � 0   ve     | s | = 1 oldu�undan dolayı   { s k } dizisi sınırlıdır. Bu 

nedenle { s k } dizisi bir s* a yakınsar.   

 

Aynı zamanda    
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h(y k ) – h (x*) = 0  

 

dır. 

 

Bu ifade � k  ile bölünür ve  k� �  alınırsa 

 

∇h(x*)s* = 0 

 

olur. 

 

Taylor teoreminden  � j için; 

 

kjj

T

k

2

kkjkjkj )s(
hs 

2

�+ (x*)s��h � + (x*)h = )(yh = 0            (2.13) 

ve 

 

k0

T

k

2

kkkk )sf(
s

2

���f(x*)s�  f(x*) -)f(y¡�0 +=                    (2.14) 

 


 j , x* ve y k  yı birbirine ba�layan do�ru parçası üzerinde bir noktadır. E�.2.13 

ifadesini � j  ile çarpılır ve E�. 2.14 ifadesine eklenir ve E�. 2.12 ifadesi de 

dikkate alınırsa 

 

kii

m

1i

i0

2T

k

2

k
s } )(
h� )f(
 ��  { s 

2

�¡� 0 ‡”
=

+                            (2.15) 

 

elde edilir. 

 

E�. 2.15 ifadesinin pozitif tanımlı olması için sa� tarafının sıfırdan büyük 

olması gerekir. Bu k� � iken çeli�kidir. Böylece ispat tamamlanır.  
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2.5. Örnek 

 

313221 xx+xx+xx=)x(f  

 

fonksiyonunu 

 

3=x+x+x=h(x) 321  

 

kısıtlaması altında minimumla�tırınız. 

 

L(x) = F(x) + �H(x)  

 

matrisinden ; 

 

011

101

110

    =   

0

0

0

     +    

011

101

110

   =L  

 

elde edilir. 

 

M = { y :  ∇h(x*)y = 0 } 

 

�fadesi dikkate alınırsa 

 

∇h(x*)y = [ ]
3

2

1

y

y

y

       111  = 0 

 

321 y+y+y=  = 0 

  

M = { y : y 1 + y 2  + y 3  = 0 } 
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elde edilir. Pozitif yarı tanımlılık ifadesinden ; 

 

[ ]

3

3

2

321

T

y

y

y

      

011

101

110

     yyy    =   Lyy  

 

         [ ]

3

2

1

213132

y

y

y

     y+yy+yy+y=  

           )y+y(y+)y+y(y+)y+y(y= 213312321                  

 

)y+y+-(y= 2

3

2

2

2

1  

 

elde edilir. 
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3. ALT TE�ET DÜZLEMDE ÖZ DE�ERLER  

 

Önceki bölümde, kısıtlayıcı yüzeye te�et olan M alt uzayında sınırlı L 

matrisinin, ikinci mertebeden �artlarda ve kısıtlanmı� haldeki Hessian 

matrisinde benzer bir rol oynadı�ı görüldü. 

 

Burada M ye kısıtlanmı� L nin eigen de�erlerinin neyi temsil etti�ini anlamak 

önemlidir. Burada L nin M ye kısıtlanması ML  olarak adlandırılacak ve ML  

operatörünün eigen de�erleri tanımlanarak bunların nasıl hesaplanaca�ı 

gösterilmeye çalı�ılacaktır. 

 

y M düzleminde,  L y  ise nE de bir vektör olsun. L y vektörü M nin içinde 

olmak zorunda de�ildir. �ekil 3.1 de görüldü�ü gibi L y nin M üzerindeki 

izdü�ümü alınırsa  Bu bize L nin M ye kısıtlanmı� oldu�u görülür.  

 

�ekil 3.1. ML  nin tanımı 

 

 

 

 

yL

yLM

y 
M 
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Bu yolla M den M ye bir lineer dönü�üm elde edilebilir. Kesin bir matris 

ifadesine sahip olmamasına ra�men bu dönü�üm kapalı olarak 

hesaplanabilir. y � M vektörü, ML  nin eigen vektörüdür. ML  nin eigen 

de�erine kar�ılık gelen  

 

�=yLM y 

 

olacak biçimde uygun bir � sayısı varsa, bu standart tanımla ba�da�ır. Ly 

ifadesi y�  nin toplamı �eklinde yazılıyorsa ve bir vektör M ye dikse, y nin;  

ML  nin eigen vektörü oldu�u �ekil 3.2 deki gibi görülür. ML  den bir matris 

ifadesi elde etmek için, M alt uzayında;  

 

m-n21 e,...,e,e   

 

biçiminde ortonormal bir baz vermek uygun olur.   

 

E matrisi, sütunları ie  vektörlerinden olu�an nx(n-m) tipinde bir matris olarak 

tanımlansın. O zaman, M deki herhangi bir vektör    

 

y=Ez,    z � m-nE    

 

biçiminde yazılabilir. Burada Ez ifadesi L nin vektörler üzerindeki hareketini 

gösterir. Bu sonucu M içinde yazmak ve sonucu { m-n21 e,...,e,e } bazı 

cinsinden ifade etmek için sadece TE  ile çarpılır. Bu yüzden TE LE.z bir 

vektördür. Bu vektör, bile�en gösterimi bazın terimleri cinsinden olan ve 

kar�ılık olarak TE LE (n-m)x(n-m) tipinden matris olmak üzere L nin M de 

sınırlandırılmı� matris gösterimidir. 
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M ye kısıtlı L nin eigen de�erleri, TE LE nin öz de�erlerinin hesaplanması ile 

bulunabilir. Bu öz de�erler ortonormal E bazından ba�ımsızdır. 

 

�ekil 3.2. ML nin eigen vektörü 

 

3.1. Örnek 

 

2. bölüm, Örnek 2.5 te   M = { y : y 1 + y 2  + y 3  = 0 }   a  kısıtlanan 

 

 

         0       1      1      

    

L =        1       0      1 

  

   1       1      0 

 

 

ifadesi incelenmi�ti.  

 

M ifadesi üzerinde tanımlı bir matris temsili elde etmek için ortonormal bir baz 

tanımlansın : 

    

yL

y 

M y�  
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-2,1),1(
6
1=e

-1),0,1(
2
1=e

2

1

 

 

Bu bize 

 

LETE  =    

1-0

01-
  

 

 

açılımını verir. Bu nedenle M ye kısıtlanmı� L birim matrisin negatifi gibi 

hareket eder. 

 

3.2. Örnek 

 

2
33221 x2+xx+x+x  

 

fonksiyonunu  

 

1=)x+x+x(
2

1 2
3

2
2

2
1  

 

kısıtlamasına göre ekstremumla�tırınız. 

 

Birinci mertebeden gerekli ko�ullar  

  

 1   +   � . 1x   = 0  

2. 2x  +  3x   +   �. 2x = 0 

 2x  +  4 3x   + �. 3x    = 0 
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Bu sistemin bir çözümünün   

1x  = 1,     2x  = 0,    3x  = 0,    ve      � = -1 

 

oldu�u kolayca görülür. Bu çözüm noktasında ikinci mertebeden ko�ullara 

bakıldı�ında,  Lagrange matrisi  

 

         -1    0    0 

L =     0    1    1 
          0    1    3 
 

 

ve kar�ılık gelen M alt uzayı  

 

M = { y :  1y =0  } 

 

ile verilir. 

 

Bu durumda M, 3E  uzayı içinde iki baz vektörü olan  

 

          0                   0 

 

1
e =  1        ,

2
e =    0         

          0            1 
 
 
tarafından gerilen bir alt uzaydır. Dolayısıyla L nin M ye kısıtlanması, L nin 

kar�ılık gelen alt matrisinin alınması ile bulunabilir.  

 

Bu durumda   

 

      1       1 

TE LE =      
                1     3                            
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Bu matrisin karakteristik polinomu 

 

  1- �        1 

det =   (1- � )   (3 - � ) 

  1     3 - �  

 

       = 2�  - 4�+ 2 

 

biçimindedir ve L M  nin eigen de�erleri; 

 

� = 2 ± 2       

 

�eklindedir. Burada L M   pozitif tanımlıdır. 

 

L matrisinin pozitif tanımlı olmasından dolayı bulunan nokta yerel minimum 

noktadır.  

 

Bu örnek genel olarak ; L nin M ye kısıtlanmısının, L nin bir alt matrisi olarak 

dü�ünülebilece�ini gösterir. 

 

3.1. Kısıtlanmı� Hessian  

 

M düzlemine dik izdü�ümü alınmı� olan L nin eigen de�erlerinin 

hesaplanması için kullanılan yakla�ım oldukça basittir. Ancak ba�ka bir 

yakla�ım daha vardır. Bu yakla�ım faydalı ve basit uygulamalarda uygunluk 

göstermektedir. Bu yakla�ım n-m den ziyade n+m mertebeden 

determinantlar ve matrislerin olu�turulması temeline dayanmaktadır. 

Dolayısıyla, boyut artırılmı�tır.  

 

Öncelikle bütün vektörler M düzlemine dik olacak �ekilde tanımlansın. M 

düzlemi, ∇hx = 0 e�itli�ini sa�layan x noktalarının cümlesidir. M düzlemindeki 



 36 

x noktaları için, z T x = 0 ifadesi varsa z vektörü M ye diktir. Bir w � E m  için  

z=∇h T w  ise z nin M ye dik oldu�u basit olarak  

 

z T x = w T
∇hx = 0  

 

biçiminde gösterilebilir. 

 

�imdi tam olarak   L M  nin eigen vektörleri karakterize edilebilir. E�er x 

vektörü �u iki ko�ulu sa�lıyorsa x vektörü bir eigen vektördür. 

 

1) x, M nin bir elemanıdır ve 

2) z, M ye dik olmak üzere Lx = �.x + z    

 

z nin karakterize edilmesi açısından bu ko�ullar 

 

1) ∇hx = 0 

2) L x  = � x + ∇h T w    

 

ifadelerine e�de�erdir. 

 

Bu denklemlere w ve x bilinmeyenli n-m do�rusal denklemli homogen bir 

sistem olarak bakılabilir. Sistemin sıfırdan farklı bir çözümünün olması için 

gerek ve yeter �art katsayılar matrisinin determinantının sıfır olmasıdır. Bu 

determinant P(�) ile gösterilirse   

 

det     
�- Lh-

h0
T

��

��
       = P(�) = 0  

 

 

�artı elde edilir. Burada P(�) fonksiyonu � ya göre (n-m). dereceden bir 

polinomdur. Bu, L M  nin karakteristik polinomudur. 
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3.3. Örnek 

   

Örnek 3.2 ye bu yolla yakla�arak  

 

P(�) = det   

)�-(3100

1)�-(100

00)�+(1-1-

0010

 

  

 

�fadesi elde edilir. 

 

Laplace   açılımı   kullanılarak   birinci   sütuna   göre    determinantı   açılırsa               

 

P(�) = (1- �)(3- �) – 1 

 

bulunur. Bu önceden bulunan sonuçla aynıdır. 

 

Burada çıkı� i�lemleri belirtilmeden önce klasik kriter sunulacaktır. Bu, 

sınırlanmı� Hessian matris cinsinden 

 

B =   
1h

h0
T

��

��
 

 

�eklinde ifade edilir.  

 

Burada ∇h T  nin önünde bulunan – i�areti simetriklik için silinmi�tir. Dolayısı 

ile B simetrik bir duruma gelmektedir. Bu da sadece sonuçta i�aret 

de�i�ikli�ini gerektirmektedir. 
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3.2. Kısıtlanmı� Hessian Testi 

 

L matrisinin  

 

M = { x : ∇hx = 0 } 

 

alt uzayında pozitif tanımlı olması ancak ve ancak B matrisinin son n-m temel 

minörünün m)1-(  i�aretine sahip olmasıyla mümkündür. 

 

Yukarıdaki örnek için �u düzenleme yapılabilir. 

 

B = det   

3100

1100

001-1

0010

 

 

Son iki temel minör ve determinanta bakıldı�ında temel minörler -1 ve -2 dir. 

Her ikisi de (-1) i�aretine sahiptir. Dolayısı ile kriter sa�lanmı� olur.  

   

3.3. Duyarlılık (Sensitivity) 

 

Kısıtlamalı minimumla�tırma problemleri ile ilgili Lagrange çarpanları, lineer 

programlamadaki kısıtlayıcılarla benzerlik gösterir. Lineer olmayan durumda 

çarpanlar özel çözüm noktası ile ilgilidir. Ayrıca çarpanlar artırımlı veya 

marjinal de�erlere yani kısıtlayıcı gerektirmelerindeki küçük de�i�imlerle ilgili 

de�erlere uygunluk gösterirler. 

 

“ 

    f(x) ,     fonksiyonunu 

   

    h(x) = 0  
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kısıtlamasına ba�lı olarak minimumla�tırınız. “ 

 

problemi gözönüne alınsın 

  

Bu problemin x* noktasında çözümü vardır. Burada x* kısıtlamaların regüler 

noktasıdır. � uygun bir Lagrange çarpanı olsun. Problemin bütününe 

bakıldı�ında  

 

“ 

   f(x),   fonksiyonunu  

 

   h(x) = c  

 

kısıtlamasına ba�lı olarak minimumla�tırınız. “ 

 

elde edilir. 

 

Burada c� mE  dir. Sıfır vektörüne yakın ve yeterince küçük bir c için, 

problemin x(0) = x* ifadesine yakın x(c) çözüm noktası alınacaktır. Bu 

çözümlerin her biri için uygun bir f(x(c)) de�eri vardır. Bu de�ere c ye ba�lı bir 

fonksiyon olarak bakılabilir. Bu fonksiyonun gradiyent bile�enleri, kısıtlayıcı 

gerektirmelerindeki de�i�im artırım oranının birimsel de�i�me oranı olarak 

yorumlanabilir. Dolayısı ile bunlar nesnenin biriminde ölçülen kısıtlayıcı 

gerektirmelerinin artırımsal de�erleridir. 

 

A�a�ıda c = 0  a sahip problemlerin Lagrange çarpanları ile bunlar arasında 

nasıl bir ili�ki oldu�u gösterilecektir. 

 

3.4. Duyarlılık Teoremi  

 

f, h � C² olmak üzere 
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f(x) ,  fonksiyonunu 

                   (3.1) 

h(x) = c 

 

kısıtlamasına ba�lı problemler ailesini inceleyelim. 

 

c = 0 için yerel bir x* çözümü oldu�u kabul edilir. Burada x* regüler nokta, 

ayrıca Lagrange vektör çarpanı � ile beraber kesin yerel minimum için ikinci 

dereceden yeterli ko�ulları sa�lar. c � mE  için sıfırı  kapsayan bir bölgede 

x(c) çözümü vardır. x(c), c nin bütün de�erlerinde sürekli ve c ye ba�lıdır.  

 

Yani 

 

x(0) = x* ile x(c),  E�. 3.1 kısıtlamalı probleminin yerel minimumudur.  

 

Üstelik 

 

T

0=cc -�=f(x(c))��  

 

dır. 

 

�spat  

  

∇f(x) + �m
∇h(x) = 0                 (3.2) 

        

h(x) = c                   (3.3) 

 

denklem sistemi göz önüne alınsın. 

 

c = 0 oldu�unda x* ın,  � çözümü vardır. Bu çözümde sistemin Jakobiyen 

matrisi 
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0*)x(h

*)x(h)x(L T

��

��
 

 

biçimindedir. 

 

M üzerinde x* ın regüler nokta ve L(x*) ın pozitif tanımlı oldu�u kabul 

edildi�inden bu matris singüler de�ildir  

 

Dolayısı ile Kapalı Fonksiyon Teoremi uyarınca sistemin x(c) ve �(c) 

çözümleri vardır ve bu çözüm sürekli ve türevlenebilirdir. 

 

Zincir kuralına göre 

 

x(0) f(x*)   = f(x(c)) c x0=cc ������  

 

ve  

 

     x(0) h(x*)   =h(x(c)) cx=0cc ������  

 

dir. 

 

E�. 3.3 ifadesine göre h(x) = c ifadesi göz önüne alınırsa, ikinci e�itli�in E 

üzerinde birim matrise e�it oldu�u görülür. E�. 3.2 ifadesi göz önüne alınırsa 

birinci e�itlik : 

 

 � -  = (x(c)) h T

0=cc��  

 

biçiminde olur. 
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4. E��TS�ZL�K KISITLAYICILARI 

 

�imdi; 

 

f(x),       fonksiyonunu 

 

h(x) = 0 

                   (4.1) 

g(x) ¡Ü0  

 

kısıtlamalarına ba�lı olarak minimumla�tırma problemi incelenecektir. 

 

Burada daha önce kabul edildi�i gibi fonksiyon f, e�itlik kısıtlayıcısı h, g, p 

boyutlu bir fonksiyon ve ba�langıçta f,g,h � C¹ oldu�u kabul edilecektir.  

 

4.1. Birinci Mertebeden Gerek �artlar   

 

Önceki tanımlamalarla beraber e�itlik kısıtlayıcılar için gerek ko�ulları 

belirlemek mümkün olmaktadır. 

 

4.1. Tanım  

 

h(x*) = 0  

                  (4.2) 

g(x*) � 0  

 

kısıtlamalarını sa�layan nokta x* olsun. J, g(x*) = 0 için j indislerinin cümlesi 

olsun. E�er : 

 

∇h i  (x*) ,    ∇g j  (x*)            1 � i � m  ,      j � J  
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gradiyent vektörleri lineer ba�ımsız ise x* a E�. 4.2 ifadesine kısıtlamaların 

bir regüler noktasıdır denir. 

 

�una dikkat edilmesi gerekir. Tezin ikinci bölümünde  verilen aktif 

kısıtlayıcıların gradiyentleri lineer olarak ba�ımsız ise x* noktası regüler 

noktadır veya e�de�er olarak aktif kısıtlayıcılara uygulanan e�itlik 

kısıtlayıcıları için yapılan önceki tanımlamalara göre x* ın regüler nokta 

olması ko�ulu altında, x* kısıtlayıcıları için regülerdir. 

 

4.2. Kuhn – Tucker �artları 

 

x*, noktası 

 

f(x), fonksiyonu  

 

h(x) = 0 

                   (4.3) 

g(x) � 0  

 

problemi için herhangi bir yerel minimum nokta  ve kabul edelim ki x*, 

kısıtlayıcılar için bir regüler nokta olsun. Bu takdirde, 

 

� �  mE  ve 
 � pE , 
  � 0,  vektörleri için 

 

∇f(x*) + � T
∇h(x*)  + 
 T

∇g(x*) = 0               (4.4) 

        

       
 T g(x*) = 0              (4.5) 

 

ifadeleri geçerlidir. 
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�spat  

 

Öncelikle 
 � 0 ve g(x*) � 0 oldu�undan  dolayı E�. 4.5  denklemi, kar�ılık 

gelen �artın aktif olması ko�uluyla, 
 nın bir bile�eninin sıfırdan farklı olması 

durumuna e�ittir. 

  

x*, kısıtlayıcı cümle üzerinde bir yerel minimum nokta oldu�undan dolayı, 

aynı zamanda aktif kısıtlayıcıyı sıfıra e�itlemekle tanımlanan bir alt cümle 

üzerinde herhangi bir minimum noktadır. Dolayısı ile x* kom�ulu�unda 

tanımlanan e�itlik kısıtlamalı problemler için Lagrange çarpanları vardır. 

 

Dolayısı ile �u söylenebilir ; 

 

E�er,  

 

0 (x*) g j �‚  ile beraber 
 j = 0 ise E�. 4.4 geçerlidir. Dolayısıyla, E�. 4.5 ifadesi 

de geçerlidir. 


 � 0 gösterimin de bazı k � J ler için  
 k < 0 ayrıca S ve M sırasıyla yüzey ve 

te�et düzlemleri olsun. Bunlar aktif kısıtlayıcıların x* daki tanımlanması ile 

olu�turulmu�lardır. Regülerlik kabulü gere�ince y � M   ve ∇g k (x*)y < 0 

olacak biçimde bir y de�eri vardır. x(t), S üzerinde bir e�ri olsun. S, x* 

noktasından geçmekte 
.

x (0) = y olmaktadır. Küçük t � 0 de�erleri için x(t) 

uygundur ve E�. 4.4 gere�ince  

f(x*)y   =  x(t)
dt
d

=0t

��  < 0  

olur.  
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Bu ise x* ın minimalli�i ile çeli�ir. Böylece ispat tamamlanmı� olur. 

4.1. Örnek 

212211 -10x-10x+xx+2x2x  

ifadesini  

5x+x 2
2

2
1 ¡Ü  

6x+x3 21 ¡Ü  

kısıtlamasına ba�lı minimumla�tırma problemi ele alınsın. Kısıtlayıcılara ek 

olarak birinci dereceden gerekli ko�ullar a�a�ıdaki gibidir : 

 

0=3
+x2
+10-2x+4x 21121  

0=
+x2
+10-2x+2x 22121  

  0
1 ¡� ,   0
2 ¡�  

  0=5)-x+(x
 2
2

2
11  

          0=6)-x+(3x
 212  

Bu problemin çözümünü bulmak için aktif kısıtlayıcıların de�i�ik 

kombinasyonlarını tanımlanacak, ayrıca Lagrange çarpanlarının i�aretleri 

kontrol edilecektir. Bu problemde bir veya iki aktif kısıtlayıcı kurmaya 

çalı�ılabilir. Birinci kısıtlayıcı aktif, ikinci kısıtlayıcı aktif olmayan olarak kabul 

edilir. Dolayısı ile a�a�ıdaki denklemler elde edilir. 
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0=x2
+10-2x+4x 1121  

0=x2
+10-2x+2x 2221  

        5=x+x 2
2

2
1  

Bu denklemlerin çözümleri 

 

1=
          2 =x          1 =x 121  

 

dir. Buradan  

 

5 =x+3x 21  

 

elde edilir.  

 

Dolayısı ile ikinci kısıtlayıcı sa�lanmı� olur. Buradan ile 
 1> 0 ve bu çözümün 

birinci dereceden gerekli ko�ulları sa�ladı�ı sonucu söylenebilir. 

 

4.3. �kinci Mertebeden �artlar 

 

E�itsizlik kısıtlayıcıları ile ilgili problemler için ikinci mertebeden gerek ve 

yeter ko�ullar, aktif kısıtlayıcılar tarafından ifade edilen kısıtlamalı e�itlik 

problemlerin göz önünde tutulması ile elde edilir. Bu problemler için uygun 

te�et düzlemi aktif kısıtlayıcılara te�et olan düzlemdir. 

 

f, g, h � C² ve x* ın E�. 4.1 kısıtlayıcıların regüler noktası oldu�u kabul 

edilsin. E�er x* e�itlik kısıtlayıcıları için bir yerel minimum noktası ise, o 

zaman E�. 4. 4, E�. 4.5 ve  Kuhn-Tucker �artlarından dolayı 

 

L(x*) = F(x*) + T� H(x*) + T
 G(x*)                (4.6) 
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ifadesi, x* daki aktif kısıtlayıcıların bir te�et alt uzayı üzerinde pozitif yarı 

tanımlı olacak �ekilde  

 

� �  mE ,   
 � pE ,  
 � 0    

 

vardır.  

 

�spat  

 

E�er x* , h(x) = 0 ve g(x) �0  kısıtlayıcıları üzerinde bir yerel minimum nokta 

ise aynı zamanda x* e�itlik kısıtlayıcıları olarak alınan aktif kısıtlayıcılarla 

birlikteki problemler için de bir yerel minimum noktadır. Buradan ikinci 

mertebeden yeterli ko�ullar teoremi elde edilir. �u hipotez söylenebilir;  L(x*), 

M te�et düzlemi üzerinde pozitif belirlidir. Bu birçok yeterlilik sa�lar. Ancak, 

e�itsizlik aktif kısıtlayıcılarının sıfır olması durumu Lagrange çarpanları ile 

ili�kilendirildi�inde L(x*) ın, M alt uzayında büyük bir alt uzay üzerinde pozitif 

belirli olması gerekmektedir. 

 

4.4. �kinci Mertebeden Yeter �artlar 

 

f, g, h � C² olsun. E�. 4.3 ifadesini sa�layan x* noktasının E�. 4.4 

probleminin bir kesin yerel minimum noktası olabilmesi için yeter �artlar 

 

� �  mE  , 
 � pE  olmak üzere 

 


 � 0 

 

T
 g(x*) = 0 

   

∇f(x*) + T� ∇h(x*) + T
 ∇g(x*) = 0 
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ve  

 

L(x*) = F(x*) + T� H(x*) + T
 G(x*)  

 

Hessian matrisi  

 

M = { y :   ∇h(x*)y = 0,     ∇ jg (x*)y = 0    her j � J için }  

 

alt uzayı üzerinde pozitif tanımlı olmak üzere mE��¸ ,  pE
�¸  olmasıdır. 

 

Burada , 

 

J =  { J : jg (x*) = 0 , j
 > 0 } 

 

ile verilmi�tir. 

 

�spat 

 

Burada da E�. 4.4 ifadesindeki e�itlik kısıtlayıcıları için verilen teoremdeki gibi 

x* ın bir kesin yerel minimum nokta olmadı�ı kabul edilsin. x* a yakla�an 

uygun noktaların bir dizisi { ky } olsun. Öyleki 

 

f( ky ) � f(x*) ve her bir ky ,  |s k | = 1   � k > 0 olmak üzere 

 

ky  = x* + � k s k    

 

formunda yazılır.  

 

Ayrıca  � k  � 0  ve s k  � s* kabul edilir.  *s*)x(f0 ��¡�  ve her bir  i = 1,2,…, m  

için 



 49 

∇ ih (x*)s* = 0 

 

sonucu geçerlidir. 

 

Aynı zamanda her bir aktif jg  kısıtlayıcısı için  

 

jg (y k ) – jg (x*) � 0 

 

ifadesi ve dolayısı ile  

 

∇ jg (x*)s* � 0  

 

sonucu vardır. 

 

E�er,  her bir j � J için 

 

∇ jg (x*)s* = 0  ise ispat E�. 4.4 ifadesindeki gibi devam eder.   

 

E�er ,  en az bir j � J için 

 

∇ jg (x*)s* < 0       

 

ise, o zaman 

 

0 �  ∇f(x*)s* = - � T
∇h(x*)s* - 
 T

∇g(x*)s*  > 0  

 

olur.  

 

Bu ise bir çeli�kidir. Böylece gereken ispat yapılmı� olur. 
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Özellikle �una dikkat edilmelidir; e�er bütün aktif e�itsizlik kısıtlayıcıları kesin 

pozitif Lagrange çarpanlarına sahipse, J cümlesi bütün aktif e�itsizlikleri 

içerir. Bu durumda, Lagrange’ın M üzerinde pozitif tanımlı olması için yeter 

�art M nin aktif kısıtlayıcılarının te�et düzlem olmasıdır. 

 

4.5. E�itsizlik Kapsayan Problemler için Duyarlılık (Sensitivity)  

 

E�itsizlik problemleri için duyarlılık sonucu e�itlikler için sonucun basit olarak 

yeniden ifade edilmesidir.  Bu durumda, dejenere olmayan bir kabul etme 

tanımlanır. Kısıtlayıcıları de�i�tirildi�i zaman Lagrange çarpanlarında olu�an 

küçük de�i�iklikler, pozitif gerektirmelere zarar vermeyecektir. 

 

f, g, h � C² olsun. 

 

f(x)   ,     fonksiyonunun 

 

h(x) = c                  (4.7) 

 

g(x) � d  

 

kısıtlamasına ba�lı minimumla�tırma problem grubu ele alınsın. 

 

c=0 ve d=0 için regüler nokta olan ve �, 
 � 0 birle�tirilmi� Lagrange 

çarpanlarıyla birlikte kesin yerel minimum için II. mertebeden yeterli �artları 

sa�layan yerel çözüm x* olsun. Ayrıca hiçbir aktif e�itsizlik kısıtlayıcısı 

dejenere olmasın. O halde her (c,d) � p+mE    için (0,0) ı kapsayan bir bölgede 

sürekli olarak (c,d) üzerinde olan, öyle ki x(0,0) = x* ve x(c,d) ; E�. 4.4 ün bir 

yerel minimum noktası olmak üzere x(c,d) çözümü vardır. 

 

Bunun dı�ında  
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∇ c f( x (c,d) 
(0,0)

 ) = - � T    

     

∇ d f( x (c,d) 
(0,0)

 )  = - 
 T  

 

dir. 
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5. SONUÇ 

 

Bütün fonksiyonların regüler oldu�u bir durumda e�itlik kısıtlayıcılarına ba�lı 

verilen bir minimumla�tırma probleminde minimum bir noktayı sa�layan 

gerek ko�ul hedef fonksiyonun gradiyentinin kısıtlayıcı yüzeyin te�et 

düzlemine dik olmasıdır. E�er minimum nokta regüler ise, te�et düzlem 

kısıtlayıcı fonksiyonların gradiyentlerinin basit bir temsilidir. Bu ko�ullar 

Lagrange çarpanları biçiminde ifade edilebilir. 

 

E�er fonksiyonlar sürekli ikinci türeve sahip ve Lagrange çarpanları 

bulunuyorsa ardından te�et düzleme do�ru kısıtlanmı� Lagrange ın Hessian 

matrisi ikinci dereceden ko�ullar için de bir role sahiptir. Özellikle kısıtlanmı� 

Hessian, yerel minimum noktada pozitif yarı tanımlı olmalıdır. Kar�ıt olarak 

e�er birinci mertebeden ko�ulları sa�layan noktada pozitif tanımlı ise  bu 

nokta tam yerel minimum noktadır. 

 

E�itsizlikler, aktif e�itsizliklerin bir çözümde hesaplanması ile i�lenmi�tir. 

Lagrange çarpanları ile ili�kilenen aktif e�itsizlikler hiçbir zaman negatif 

olmazlar. Çarpanların duyarlılı�ının yorumlanması bu durumun bir nedenidir. 

Aktif e�itsizlikler bu özellikleri dı�ında bir e�itlik gibidir. 
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