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Danisman: Prof. Dr. H. Bayram KARADAG

Kuaterniyonik NURBS Egriler ve Tensor Carpimi Yiizey Yamalari isimli bu tez
caligmasinin ilk boliimiinde Hermit, Bezier, B-Spline, NURBS egrileri ve kuaterniyon
geometrisi ile ilgili literatiir 6zeti verilmistir. Ayrica uygulama alanlarindan bahsedilmistir.

Ikinci bolimde tezde kullanilan Hermit, Bezier, B-Spline ve NURBS egrileri ve
yiizeylerinin 0zelliklerine iligkin temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica kuaterniyon
geometrisi ile beraber donel yiizeyler ve tensor carpimi yiizey yamalarina iligkin baz1 6nemli
ozelliklerden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde ise kiibik Hermit ve kiibik Bezier egrileri ile donel yiizeyler olusturulmus
ve bazi karakterizasyonlardan bahsedilmistir. Buna ek olarak genel tipte trigonometrik baz
fonksiyonlarinin belirli mertebelerdeki Bezier, B-Spline, NURBS egrileri ile tensor carpimi
ylizey tasarimlar1 ve yliksek mertebeden egriler tarafindan olusturulan yiizeyler arasinda
kargilastirma yapilmasgtir.

Dordiincii ve son boliimde kuaterniyonik yapida genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlari
kullanilarak kuaterniyonik Bezier, B-Spline, NURBS egriler ve yiizey yamalar1 elde edilmistir.
Ayrica bu yiizeylerle alakali gerekli sartlar arastirllmig ve 6rneklemeler yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermit egrileri, Trigonometrik baz fonksiyonlari, B-Spline egriler,
NURBS egriler, Kuaterniyon geometrisi, Donel yiizeyler, Tensor
carpimi yiizey yamasi
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In the first chapter of this study titled as Quaternionic NURBS Curves and Tensor Product
Surface Patches, a summary of the literature on Hermite, Bezier, B-Spline and NURBS curves
and quaternion geometry is given. In addition, application areas are mentioned.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems related to the properties of
Hermite, Bezier, B-Spline, NURBS curves and surfaces used in the thesis are given. In addition,
some important properties of quaternion geometry, rotational surfaces and tensor product
surface patches are mentioned.

In the third chapter, rotational surfaces are generated with cubic Hermite and cubic Bezier
curves and some characterizations are mentioned. In addition, tensor product surface designs
of general type trigonometric basis functions with Bezier, B-Spline, NURBS curves of certain
orders are created. Afterwards, a comparison is made between the surfaces formed by the higher
order curves.

In the fourth and last chapter, quaternionic Bezier, B-Spline, NURBS curves and surface
patches are obtained by using general type trigonometric basis functions in quaternionic
structure. In addition, the necessary conditions related to these surfaces are investigated and
samples are made.

Keywords: Hermite curves, Trigonometric basis functions, B-Spline curves, NURBS curves,
Quaternion geometry, Rotational surfaces, Tensor product surface patch
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1. GIRIS

Ozellikle matematigin yeni bir uygulamasi ve miihendislik biliminin 6nemli bir konusu olan
bilgisayar destekli geometrik tasarimlar tasarimci icin 6nemli avantajlari olmasiyla beraber
uygulamalarda sikinti olusturan bazi konularda kolaylik saglamaktadir. [1] Bu bilgisayar
destekli geometrik tasarimda yapilan en dnemli ¢calismalardan bazilar1 Citroen sirketinde ¢aligan
Casteljau ve aym1 donemde Renault sirketinde ¢alisan Pierre Bezier tarafindan saglanmigtir ve
bu kisinin adim alan Bezier egrileri olusturulmustur. Bu egriler parametrik egriler olup egriyi
olusturan kontrol noktalar1 sayis1 bu egrinin derecesini vermektedir. [2] Bu egrilerde derece
sayis1 egrileri olusturmak i¢in kullanacagimiz kontrol nokta sayisinin bir eksigi kadardir. Bu giin
ozellikle Bezier egri ve yiizeyleri denilen bu kavramlar Renault sirketinin kullandigt UNISURF
icin temel olusturmustur. Bezier egrileri ile ilgili farkli calismalar yapilmis ve geometrik

anlamda biiyiik katki saglamistir. [3,4]

Bezier egrileri ile ilgili analizler zenginlestirilmis, olusturulan baz fonksiyonlar1 trigono-
metrik, eksponansiyel v.b. formlarda farkl sekil parametreleriyle olusturularak ¢alismalar farkli

boyutlar kazanmistir. [5-7]

Bu egrilerin yan1 sira B-Spline ve diizgiin yapida olmayan rasyonel B-Spline egrileri
(NURBS egrileri) de olusturulmustur. [8] Bir B-Spline egri Bezier egrisinin genellestirmesidir
ve spline baz fonksiyonlar: tarafindan olugturulur. Egrinin tamami bu spline baz fonksiyonlari
icin verilen tekrarli bagintilarin uygulanmasindan iiretilir. 1946 yilinda B-Spline kavramini
bulan I.J. Schoenberg spline yaklasimlarinin baslamasina onciiliikk etmistir. Solomon da bu

egrilerle alakali ¢calismalar yapmisg ve literatiire katkida bulunmustur. [9]

NURBS egrileri ise B-Spline egrilerin 6zel bir formu olarak ortaya ¢ikmisti. NURBS
sadece otomobil sirketlerinin tescilli CAD paketlerinde kullaniliyordu. Daha sonra standart
bilgisayar grafik paketlerinin bir parcast oldular. NURBS egrilerinin ve ylizeylerinin gergcek
zamanl, etkilesimli olarak olusturulmasi ilk olarak 1989°da Silicon Graphics is istasyonlarinda
ticari olarak saglandi. 1993 yilinda, NURBS adi verilen PC’ler icin ilk etkilesimli NURBS
modelleyicisi, Berlin Teknik Universitesi ile igbirligi yapan kiiciik bir baglangic sirketi olan CAS

Berlin tarafindan gelistirildi.

Egriler ile yapilan yiizey tasarimlarinda bir ¢ok teknik kullanilmaktadir. Bu yiizey olusturma
metotlar1 arasinda en popiiler olani tensér ¢arpimi yiizeyi olmustur. Bu metod ilk olarak C.

de Noor tarafindan bi-kiibik Spline interpolasyonu i¢in tanimlanmistir. Ayni zaman diliminde
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ise Casteljau donel yiizey ve licgensel ylizey yamalar1 olusturarak bilgisayar destekli geometrik
tasarimlara katkida bulunmustur. 1974 yilinda General Motors sirketinden Gordon ve Riesenfeld

ylizey ve egrilerin dizayni i¢in B-Spline’1 kullanmislardir.

Bu tezin asil konusu olan kuaterniyon geometrisinin tarihsel siirecine bakarsak Sir William
Rowan Hamilton kompleks sayilar1 diizlem iizerinde noktalar olarak yorumladi. [10] Daha
sonra 1843 yilinda dort boyutlu olan kuaterniyonlar1 kompleks sayilara gore yorumladi ve
biitiin hayatin1 kuaterniyonlar iizerinde ¢alisarak gecirdi. 20. yiizyilin sonlarindan beri hareket
geometrisi biiyiik bir ragbet géormektedir. Shoemake 1985°te kuaterniyonlar: kullanarak donme
matrislerinden daha pratik olan bir donme sistemi tanimladi. [11] Kuaterniyonlar o6zellikle
herhangi bir eksen etrafinda donme yaptirdiklari i¢in daha stabil ve kullanighdirlar. Bu yiizden
kuaterniyonlar bir¢ok alanda daha fazla tercih edilmektedir. Donme matrislerinden daha hizl,
kullaniglt ve pratik olan kuaterniyonlar ii¢ boyutlu bilgisayar grafikleri, robotlar, kontrol teorisi,
fizik, uzay araglariin kontrolii, bilgisayar simiilasyonlari, uygulamali matematik ve teorik
matematik gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Dort boyutlu olan kuaterniyonlar 6zellikle ii¢
boyutlu uzayda modellenen ve oyuncunun digaridan dordiincii boyut olarak etki ettigi bilgisayar
oyunlarinda 6ne ¢ikmaktadir. Bir kuaterniyonun vektorel kismu ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
bir vektor oldugu igin iic boyutlu Oklid uzay1 kuaterniyonlarin yapisal kistmlarindan birini
olusturmaktadir. Kuaterniyonlarla alakali literatiirde az ama 6zgiin ¢alismalar bulunmaktadir.

[12-16]

Yukarida verilen egri ve ylizey tasarim tekniklerinin 6nemi, e8ri veya yiizeyi tamamen
degistirmeden sadece yerel degisiklikler yaparak istenilen egri veya yiizeyi elde etmemizi
olanakli hale getirmesidir, burada baz fonksiyonlar1 egriyi olusturmada etkin bir rol oynar. Sekil
parametreli baz fonksiyonlarinda sekil parametrelerinin sayisal olarak degisimleri, sekillerin
yiizey tasarimlar iizerinde etkendir. Dolayisiyla en uygun sayisal verilerle elde edilen yiizey
tasarimlart miihendislik alanlarinda biiyiik 6nem tagir. Buna ek olarak B-Spline egrileri ile
olusturulan yiizey yamalarinda secilen diigiim noktalari, NURBS egrilerinde secilen agirlik
vektorleri de olusan yiizeylerin karakterizasyonunda onemli rol oynar, dolayisiyla bu tez
calismasinda bircok yonden inceleme yapilmistir. Ek olarak, bu tez calismasinda, egri ve
yiizeyler kuaterniyonlar ile ifade edildikten sonra parametresel degisimler gbz Oniine alinarak

incelemeler yapilmis, matematik ve miithendislik bilimi adina 6nemli bir ¢calisma olmugtur.

Dort bolimden olusan bu tezin ikinci boliimiinde tezde kullanilan Hermit, Bezier,

B-Spline, NURBS egrileri ve yiizeylerinin 6zelliklerine iligkin temel tanim ve teoremlerden
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bahsedilecektir. Ayrica kuaterniyon geometrisi ile beraber donel ylizeyler ve tensor ¢arpimi
yiizey yamalarina iliskin bazi 6nemli 6zelliklerden bahsedilecektir. Uciincii boliimde ise kiibik
Hermit ve kiibik Bezier egrileri ile donel yiizeyler olusturulup bazi karakterizasyonlardan
bahsedilecek ve buna ek olarak genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlarinin belirli
mertebelerdeki Bezier, B-Spline, NURBS egrileri ile tensor carpimi yiizey tasarimlari ve yiiksek
mertebeden egriler tarafindan olusturulan yiizeyler arasinda karsilastirma yapilacaktir. Dérdiincii
ve son boliimde kuaterniyonik yapida genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlar1 kullanilarak
kuaterniyonik Bezier, B-Spline ve NURBS egrileri elde edilecek, kuaterniyonik Bezier, B-Spline
ve NURBS yiizey yamalar1 olusturulup bu yiizeylerle alakali gerekli sartlar arastirilacak ve

orneklemeler yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim ii¢ altboliimden olugmaktadir. Birinci altboliimde en bilinen ve tezimizde Onem
arz eden Hermit, Bezier, B-Spline, NURBS egrileri ve yiizeyleri kisaca hatirlatilmaktadir.
Ikinci altboliimde yiizey tasariminda onemli rol oynayan donel yiizeyler ve tensdr carpimi
yilizey yamalarindan bahsedilmekte, son altboliimde ise kuaterniyon geometrisi, 6zel yapidaki

kuaterniyon egriler ve baz1 6nemli kavramlar1 tanitilmaktadar.

2.1 Hermit, Bezier, B-Spline ve NURBS egrileri ve yiizeyleri
2.1.1 Hermit egrileri

Hermit egrileri baglangi¢ ve bitis noktalari ile beraber, iki teget noktasindan olugsmaktadir.
Ug noktalart P;(x;,yi,zi) (u = 0), Pr1(Xit1,Yi+1,2i+1) (u = 1), teget noktalar1 T;(p;,qi,ri),
Tiv1(Pit1,9it1,7i+1) Ve Ciy iy sabit sayilar olmak iizere T; = ¢;t; ve Tiy1 = cit1ti+1 seklinde
yazilabilir.

x(u) = agy + a1+ ari® + asgu’ 2.1.1)
denkleminde x(0) = x;, x(1) = x;;1 ve ayn1 zamanda dfl—(uo) =x'(0) = p; ve dfl—(ul) =x(1) = pi+1

dir.
Xi = aox
Xit1 = aox +aix+axx +azy

pi = arx(aix +2uay, + 3u2a3x)

Pi+1 = aix+2az+3az,
denklem sisteminin ¢dziimiinden,

aopx = Xj,
aix = pi,
ary = 3Ax; —3p; — Ap;,

azx = Ap; — 2Ax; +2p;

elde edilir. Burada Ax; = x; 1 —x;, Ap; = piy+1 — p; dir.



(2.1.1) denklemi,

x(u) =xi+ piu+ (3Ax; — 3p;i — Ap,~)u2 + (Ap; —2Ax; + 2p,~)u3

(1= 3u? + 20 ) + (3u® — 20 xisy + (u— 20 4+ 162 pi + (—u® + 1) pisy
= H ()i + H} ()i 1+ H3 (u) pi+ H3 () pi

Hl-3 (u),i=0,1,2,3, u parametreli fonksiyonlardir ve Hermit polinomlar1 olarak ifade edilir. Sekil

olusumunda bu fonksiyonlar baz fonksiyonlar1 olarak ele alinir. Yukaridaki denklem, matris

formunda
2 =2 1 1 Xi
-3 3 -2 -1 Xit1
xw)y=[u w? u 1] O 0 1 0 I;;

-0 0 0 Pit1

seklinde gosterilir. Benzer uygulama y(u) ve z(u) igin de yapildiginda,

r(u) = [x(u),y(u),z(u)] egrisi,

2 =2 1 1 X; Vi Zi
-3 3 -2 -1 Xitl Yirl Zitl
) = )y @l = [ @ w 1] 75 T || e e
1 0O 0 O Pi+1 qi+1 Titl
veya,
2 2 1 1 Di
-3 3 -2 -1 ;
- 3 9 Pi+1 -
ru)=[uw u* u 1] 0 0o 1L o0 T =UMG
1 0 0 0 Tiit

olarak gosterilir. Burada U = [ wour ou 1 } satir matrisi, M, 4 x 4 lilkk Hermit kare matrisi
ve G, 4 x 1 lik geometrik matristir. U ve M standart yapida matrislerdir, fakat G matrisi kontrol
ve teget noktalarina baglidir ve degiskenlik gosterir, dahasi egrinin seklini belirler. [17]

2.1.2 Bezier egrileri

Tamm 2.1.1. (Bernstein polinomlar) B! (u) = C?'(1 —u)""'u' seklinde ifade edilen polinomlara

Bernstein polinomlar denir. Bezier egrilerinde Bernstein polinomlarinn rolii biiyiiktiir. Oyle ki,
n
Y B!pi=pp
i=0

seklinde ifade edilen Bezier egrilerinin tanimlanmasinda kullanilir. Burada p; kontrol noktasidtr.

[17]

Teorem 2.1.1. Bernstein polinomlarinin ozelligi asagidaki gibidir:
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1. Nonnegatiflik : 0 < u < 1 olmak iizere, B} ler non-negatiftir. 0 < u < 1 oldugu igin 0 <

1 —u <1 dir, buradan

n P2 VR TN S A o\n—i i
Bl (u) =C(1—u) M_—i!(n—i)!(l w)"'u' >0

dir.
2. Birimin parcalanmast : u nun degerlerine bakilmaksizin, Bernstein polinomlarin toplami
1 dir. Yani,
n
ZB?(M) =1
i=0
Binom ag¢ilimindan,

|

(1 —u)+u] = (1 —u)" +n(1 —u)"Tut..+ (1—w)""u" + ... +u"

ri(n—r)!
1=Cl1—u)"u® +CH1— )" lu+ 3 —u)" 2w + ... +C (1 —u)'u"

elde edilir. Biliyoruz ki, B! (u) = C"(1 —u)""'u’ dolayistyla,
1= Bj(u)+ B () + ...+ By(u) = }_Bi (u)
dir.
3. Simetri: B! (u) =B _.(1 —u)
4. Yineleme : Polinomlar yineleme iliskisi ile hesaplanabilir.
B!'(u) = (1—u)B! " (u) +uB'" ] (u)
Bernstein polinomunun a¢ilimindan,

(U= w)BY™ () +uBY ) () = oy (=) b e L (1wl

i'(n—1-1)! (i— 1) (n—1i)!
n—1)! -
- (l—l()!(ni)l—l)'(l u)nlul(:—'—nl—i)
_ (l’l— 1)‘ —u I’l—lui n
_(z—l)!(n—l—l)'(1 ) (i(n—l))
n!

elde edilir.

5. Tiirev : Bernstein polinomunun u ya gore tiirevi alinirsa,

B (W) =B} () =0

6



olmak iizere,

dBc;LEM) = n[B!! (u) — B~ (u)]

dur.
n! My
Bi(u) = - —= (1 —u)"'u

il(n—i)!

polinomunun u ya gore tiirevini aldigimizda,

dB} (u) _ n! . n—1—i i | : n—i i—
) _i!(n—i)![_(n_l)<1_u) S i(1— )
_ n! (1— M)n—l—iui + n! (1— u)n—iui—l
iNn—1—i)! (i—1)!(n—i)
:n[ (n_l)! : '(l_u)n—iui—l_ (I’l—l)! !(1_u)n—l—iui]

(i— 1) (n—1i)! i'(n—1-1i)

— I’l[n_lcl;l(l i u)n—iui—l _n—1 Cl'(l . M)n—l—iui]

=n[B~} (u) — B}~ (u)]

elde edilmektedir. Bezier egrisi Bernstein polinomlarin agirlikli lineer kombinasyonu olarak

tamimlamr. [17]

Tamm 2.1.2. (Bezier egrisi) (n+ 1) tane p; veri noktast i¢in, (i =0,1,2,...,n)

n
r(u) =Y Bl (u)pi, 0<u<1 (2.12)
i=0
dir. Ornegin; kiibik Bezier egrisinin cebirsel formu (2.1.2) denkleminden Py, P, P>, Ps kontrol

noktalar icin,

r(u) = (1 —u)>Py+3u(l — u)?Py +3u? (1 —u) Py + u> P3
= (1= 3u+3u? — )Py + Bu— 61> +3u°) P, + (3u? — 3u® )P, + 1’ Ps

= u(—Py+ 3P — 3P+ P3) 4+ u?(3Ry — 6P, +3P)) + u(—3Py+3P)) + Py

olmaktadir. Bezier egrisi matris formunda,

-1 3 -3 1 Py
3 -6 3 0 P,
r(u):[u3 ur u 1] 33 0 o0 P;
1 0O 0 O P

=UMpG

G matrisi kullanict tarafindan tamimlaniy, U ve Mp matrisleri tiim Bezier egrileri icin aynidir.
Egri Py baslangi¢c noktasi, P3 bitis noktasi1 olmak iizere Py ve P» noktalarindan asla ge¢mez.

Egrinin yapisun degistirmek icin kontrol noktalart yeniden tanimlanmir. [17]
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Teorem 2.1.2. Bezier egrilerinin ozellikleri :
n inci dereceden Bezier egrileri,

1. U¢ noktalar: Bernstein polinomlarin non-negatiflik ve birim olma ozelliginden tiim diger
polinomlar B! (0) sifir iken u = 0,i =0 i¢in Bj(0) = 0 dir. Dolayisiyla Py baslangi¢ ug noktasidur.
Benzer sekilde diger Bernstein polinomlart katsayilar sifir iken u = 1,i = n icin B}}(1) = 1 dir.

P, bitis u¢ noktasidir.

2. Ug tegetler: Ug tegetler sirasiyla Py — Py ve P, — P,_1 seklindedir. Dolayistyla uc
tegetlerden bahsediliyorsa, Bezier egrisinin tiirevi alinarak hangi kosulda teget oldugu

soylenebilir. r(u) Bezier egrisi olmak iizere,
Y(0) =n(P—Py), ¥(1)=n(P,—Py_1)

dir.

3. Geometrik degismezlik: Koordinat eksenine donme ve oteleme uygulandiginda egrinin
sekli degismez, sadece dogrultusu degisir. Fakat kontrol noktalart degistiginde egrinin yapist
degisir.

4. Konveks govde ozelligi: Bezier egrisi asla kontrol noktasimin disina tasmaz, her zaman

icerisinde yer alir.

5. Simetri: Bernstein polinomlarumn simetri ozelliginden,

Bi(u) = B,_;(1—u)

1

olmaktadir. Kontrol noktalarimin sirast tersine ¢evrilirse (P,_, = P;), egrinin simetri ozelligi

korunur soyle ki,
n

n
Y PB}(u)=Y P B}(1—u)
r=0 r=0

dir.

6. Tiirev: Bernstein polinomunun tiirevinden,

dr(u) .

n—1
B Y u)(Pyy — P
du lZ() i (I/t)( i+1 l)

dir. Yani Bezier egrisinin tiirevinin derecesi n — 1 ve kontrol noktalart da n(Py — Py),n(Py —
P),...n(P, — B,—1) dir. Bu tiirev genellikle orijinal Bezier egrisinin hodografi olarak

anmilmaktadir. n(P; — P,_1) ler artik konum vektorleri dedil, serbest vektirlerdir.
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7. Yiiksek mertebeden tiirevier:

d*r(u) ko
esitliginde,
D{:D{III_D{_17 J=1..m i=0,...,l’l—j
D)=P,
dir. [18]

2.1.3 B-Spline egrileri ve yiizeyleri
Tanm 2.1.3. #; < t;4 olmak iizere her i icin T = {ty,...,t,y} vektoriine diigiim vektorii ve t;
(i=0,1,...,m) degerlerine de diigiim denir.

Diigiim vektorleri, B-Spline egrisini olusturan Bezier egrilerinin parametre araliklarini
belirlemek icin kullanilir. Vi icin ti 1| —t; = sabit ise diigiim vektorleri egit aralikli yani uniform

yvapidadir. p+ 1 dereceli bir egrinin,

T = a,a,...,a,tp+1,tp+2,...,tm,p,l,b,b,...,b
p+1 p+1

diigiim vektorii icin t; 1| — t; # sabit ise diigiim vektorii diizgiin olmayan yapidadir. [19]

Tamim 2.1.4. p dereceli bir B-Spline baz fonksiyonu i = 0,1, ..., p olmak iizere

I, <1<t

Biolr) = { 0, diger durumlarda (2.1.3)
t—t; tivpi1—t
Bi,(t) = —lBi,p—l(f) + LBiﬂ,pq(l) (2.1.4)
livp —1i livp+1 —Tlit1

genel denklemi ile tamimlanir. [19]

Teorem 2.1.3. B-Spline baz fonksiyonunun ozellikleri:
1. Egert ¢ [ti,ti+p+1) ise B ,(t) = 0 dir.

2. B-Spline baz fonksiyonlar: tiim i, p ve t degerleri i¢in B; p(t) > 0 kosulunu saglarlar.

n

3. Y Bipt)=1, 1€ [ty_1.tns1].
i=0



Tamm 2.1.5. p dereceli bir B-Spline egrisi,
o(t) =Y PBip(t), a<t<b (2.1.5)
i=0

seklinde tamimlanir. Bu denklemde P; ler kontrol noktalaridir. Kontrol noktalarimin sayist
n+1dir T = {a,a, sty 1342, ey tn—p—1,b,b, ...,b} = {to,t1,...,tm} biciminde ise T diigiim

vektorii diizgiin olmayan yapidadir, diigiim noktalarumin sayist ise m+ 1 dir.

a=0,b=1ve0<t; <1 olmak iizere diigiim vektorii,
T ={0,0,...,0,tp1 1,0p42, s tm—p—1,1,1,..., 1}

olarak ifade edilirse 0 ve 1 diigiimlerinin mertebe kadar tekrar etmesi, egrinin baslangic ve bitis

noktalarinin ilk ve son kontrol noktalarina karsilik gelmesini saglar. [19]

Tanmim 2.1.6. B-spline egrisinde p derece, n kontrol noktalari ve m de diigiim noktalarimin sayisi
olmak iizere,

m=n+p+1
iliskisi vardir. Burada eger n = p ve T ={0,0,...,0,1,1,...,1} ise o(t) egrisi bir Bezier egrisi

olur. B-Spline egrisinin matris gosterimi,

a(t) = [1] Mg spiine [P

seklindedir. Burada [t] B-Spline egrilerinin baz fonksiyonlarindan olusan matris formu,

[M] g spiine » 0(2) egrisinin katsayilar matrisi, [P;] kontrol noktalaridir. [19]

Sekil 2.1 : B-spline egrilerinin farkli diigiim vektorlerine gore gosterimi

B-Spline egrilerinin ozellikleri su sekildedir :

1. B-Spline egrilerine donme, dteleme, olcekleme ve benzeri islemler uygulandiginda egrinin
yapisinda herhangi bir degisiklik olmaz.
10



2. Egrinin u¢ noktalart a(0) = Py ve a(1) = P, dir.

3. B-Spline egrilerinde yerel kontroliin farklilasmasi, herhangi bir P; degeri degistiginde
sadece o araliktaki egri parcasinin etkilenmesi seklinde gerceklesir. Bu ozellik Bezier egrileri
icin mevcut degildir. Diigiim vektorleri ile B-Spline egrisi Bezier parcalarina ayrilir. Her
bir diigiim vektorii aralig1 parcalardan olusur, bu araliklardaki parcalarda yer alan egrilerin
birlesimi ile B-Spline egrisi olusur. Her bir parcaya etki eden kontrol noktalarimin sayisi p+ 1

dir.

Ornegin, derecesi 2 olan bir B-Spline egrisi icin her bir parcaya etki eden kontrol noktalar

birinci parga icin Py, Py, Py; ikinci parca icin Py, P>, Ps; ... seklindedir.

Tanmm 2.1.7. (2.1.5) denkleminde tanimlanan p dereceli bir B-Spline egrisinin tiirevi,

n—1

OC/(I)ZPZM l+l,p 1 ZQ: i+1,p— l (216)
=0 li+p+1 —lit1
olup, burada
Pi+1 — Pi
livp+1 —lit1

0=

dir. p dereceli bir B-Spline egrisinin tiirevi, p — 1 dereceli bir B-Spline egrisidir. (2.1.6)
denkleminden,
N s / o p
t=0ise o'(0)=Qp=—(P—P)
Ip+1

t: 1 ise Otl(l) = Q}’l—] — p

re— (Po—Pp)
dir. Burada o(t) egrisinin diigim vektorii T = {0,0,...0,tp11,....tm—p—1,1,1,...,1} =
{to,....,tm} olmak iizere diigiim noktalari sayisi m + 1 tane, o(t) egrisinin ise T' =
{0,0,...,0,2,,1, ..
ise m — 1 tanedir. [19]

Y AEPYS FS Fp A}y =An,n,....,tu_1} olmak iizere diigiim noktalar sayst

Tanim 2.1.8. (B-Spline Yiizeyleri) B-Spline yiizeyler S ile gosterilirse

s) = i il’uBnp(t )Bjq(5)

i=0j=0
dir. Burada

T = {0,0,...,0,tp+],l‘p_,_z_‘...,l‘w_p_h1, 1,..., 1}
S= {0,0,...,O,Sq+1,sq+2,...,Sv_q_l,1, 1,..., l}
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diigiim vektorleridir. T diigiim vektorii icin diigiim sayist w+ 1 iken, S diigiim vektorii icin diigiim
sayist v+ 1 dir. Burada w =n+p+1 ve v=m+ p+ 1 egitlikleri vardwr. Bir S(t,s) B-Spline
yiizeyi,

n=p, m=q ve diigiim vektorleri T = {0,0,...,0,1,1,...1}, S = {0,0,...,0,1,1,...,1}

biciminde ise bir Bezier yiizeyi olur. Bir S(t,s) yiizeyi matris formunda

S(Z,S) = [t] [M]B-Spline [P’J] [M]E—Spline [S]

seklinde ifade edilir. S(t,s) yiizeyin kose noktalari, S(0,0) = Py, S(1,0) = P, 0, S(0,1) = Py m,
S(1,1) = Py dir. S(t,s) yiizeyinde t =0, t =1, s =0, s = 1 parametrelerine karsilik gelen

egriler yiizeyin sinir egrileri olarak adlandirilir. [19]

2.1.4 NURBS egrisi ve yiizeyleri

Tamm 2.1.9. p-dereceli bir o(t) egrisinin,

n
) PwiBip(1) "
a(t) = = Y PRi,(1)
Y wiBip(t) =0
i=0

seklinde yazilmasiyla NURBS egrisi elde edilir. Burada w; agwrlik vektorii, R;,(t) =
W,’Bhp(t)

n
Z Wij,'p (l‘)
=0
sahip oldugu tiim ozelliklere sahiptir. Eger tiim agirlik vektorleri icin w; = 1 ise R; ,(t) = B; p(t)
dir. [19]

,0 <t <1 NURBS egrisi icin bir baz fonksiyonudur ve B-Spline baz fonksiyonunun

Tamm 2.1.10. (NURBS yiizeyleri) NURBS yiizeyler S ile gosterilmek iizere,

n m
Y. Y wi P Bip(1)Bj4(s)

i=0,=0

S(t,s) = ——
Y Y wijBip(1)Bjg(s)

i=0j=0
seklinde tanimlanan, s ve t parametrelerine bagli NURBS egrileri tarafindan olusmusg bir tensor

carpumi yiizey yamasiudir. Burada w; j € R agirlik vektorleridir. [19]
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Sekil 2.2 : NURBS yiizeyi

2.2 Donel yiizeyler ve Tensor Carpimi yiizey yamalari

Tamm 2.2.1. (Donel yiizeyler) Dondiirme, bir nesnenin donme ekseni etrafinda belli bir aci ile
hareket ettirilerek noktasal koordinatlarimin yeni konumuna gelmesidir. E koordinat sisteminin

lic doniis ekseni vardir. Once donme ekseninin z-ekseni oldugunu varsayalim.
A, 3 x 3 diizenli matris ve & € E 3 (& # 0) vektordiir. Eger A matrisi,
i)AS =¢,
ii) AIA" =1,
iii) detA = 1, 1 3 x 3 birim matris
ozellikleri sagliyorsa, pozitif yonde bir donme gerceklesmistir.

Z donme ekseni olmak iizere donme matrisi asagidaki sekilde tanimlanan 3 x 3 matrisler

kiimesidir :
cosv —sinv O
A(v)=| sinv cosv O |,veR.
0 0 1

o(u) = (a(u),n(u),o3(u)) egrisi z—ekseni etrafinda dondiiriildiigiinde olusan yiizey

parametrik olarak

Y (u,v) = (o (u)cosv— ap(u)sinv, oty (u) sinv—+ o (u) cosv, az(u)).
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seklinde ifade edilebilir. Benzer sekilde x ve y eksenleri etrafinda gerceklesen donmelerin

sonucunda donel yiizeyler yazilabilir. [20]

Tammm 2.2.2. (Tensor Carpum yiizey yamalari) Sonlu sayida yiizey parcalart u ve v

parametrelerine bagli olarak bir yiizey yamast olusturabilir. Bir f(u,v) yiizeyi,

Fluv) = [x(a,) +3() +2w)], we0,1], ve 0,1
seklinde ifade edilir. Ayrica bu ifade kapali formda ¢(x,y,z) = 0 olarak da yazilabilir. Boylece
bir yiizey yamasi f(u,0), f(u,1), f(0,v) ve f(1,v) egrileri ile stmirlidr.

PveW,uecUvev eV olmak iizere,

¢ ={pi)ily ve ¥={y;(v)}jo

seklinde tanimli iki kiime olsun. Bu durumda
n m
r(u,v) =YY Cijoi(u)w;(v)
j=0i=0
seklinde tanimli yiizeye tensor ¢arpim yiizeyi denir. Eger yiizey m = n = 2 ise bi-kuadratik, m =
n = 3 ise bi-kiibik olarak tanimlanmir. Tensor ¢carpim yiizeyi genel formda,

D Duioty - Duo
D] = D1y Di—1)(n-1) - Dm-1)0

Don Doty -+ Doo
olmak iizere,

n m
r(u,v) = ZZDijuivj: [w" w' .. 1][Dj] Y
j=0i=0

seklinde ifade edilir. [21]

2.3 Kuaterniyon geometrisi

Bu altboliimde kuaterniyonlar ve dzelliklerinden kisaca bahsedecegiz. Sonrasinda standart
yapidaki egrilerin kuaterniyon egrilere nasil doniistiigli ve mantif1 hakkinda kisa bilgiler

verecegiz.

Tamm 2.3.1. Matematikte, dordeyler (ya da kvaterniyon, kuaterniyon, dordiibir), karmasik

sayillart bir gercel, ii¢c sanal boyuta genisleten say: sistemidir. Ilk defa Irlandali matematikgi
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Sir William Rowan Hamilton tarafindan 1843 yiuinda tamimlanmis ve 3 boyutlu uzaydaki
matematige uygulanmuslardir. H = {q = apl t+aje] +ares +azes | ap,ay,a;,a3 € R} kiimesine

gore, {1,e1,en,e3} birimlerinin ¢carpimlart asagidaki gibidir:

1| e | & | &
L[ 1] e | & | &
el |ef| -1 | & | —e
e |es | —ef| -1 | e
|| e | —e| -1

H nin her bir elemanina reel kuaterniyon denir. e_f, e_2>, e_3> birimleri 3—boyutlu reel vektor

uzaymn bir dik koordinat sistemi olarak alinabilir. Dolay:siyla,
qg=apl tayel +ares +azes
kuaterniyonunun skaler kismi S, ve vektorel kisni 7q olmak iizere iki kisma ayrilir.
qg=3584+ 7q
olmak iizere S, = ag ve 7q =2 ale_l> —lee—z> +a3e_3> dir. [22]
Tamm 2.3.2.

g=apl +aief +are3 +aze3

p=bol+bie| +byes +byes
reel kuaterniyonlarimin toplami
q+p=(Sq+Sp)+ (vq+vp)
seklinde tanimlamir. A € R olmak iizere skalerle yapilan ¢carpma iglemi ise
Ag = (Ago)1+ (z‘m)e_l) + ()qu)e_2> + ()~q3)€_3>
esitligi ile tammlidir. [22]
Tanim 2.3.3. Reel kuaterniyonlarin ¢arpuni;

X:HxH—H

(¢.p) > gxp=gqp
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biciminde bir islem olup
qp = S48p— < 74,71) > +Sq7p +Sp7q+ 7q/\7p

olarak tamimlamr. Burada R? teki ic carpimu ifade etmek icin” <, > " ve R? teki vektorel carpumi

ifade etmek icin > N\ sembolleri kullanilir. [22]

Tamm 2.3.4. Bir kuaterniyonun eslenigi q ile gosterilir ve

():H—H

g=S,4V,5q=5,-V,
olmak iizere q reel kuaterniyonunun eglenigi,

G=aol —ajei —ares —aze3
esitligi ile tammlanir. [22]

Tamim 2.3.5. Bir reel kuaterniyonun normu

|-]]: H—RYUO
q— llall = vaa=vaq
olmak iizere ||q|| = \/a}+at+a3+a3 dir. Norm 1 e esitse reel kuaterniyona birim reel

kuaterniyon denir. [23]

Tanmim 2.3.6. Bir reel kuaterniyonun tersi g~ ile gosterilir.

1_ 9
g—q ==
4l
, apl —ajel —azes —aze3
Ja@+a+3+a

dir. [23]

Tanmm 2.3.7. (Kuaterniyon interpolasyonu) Baslangi¢c ve bitis noktalarint kullanarak ara
degerlerin tahmini hesaplanmasi olarak kuaterniyon interpolasyon kavrami sayisal analiz
yontemlerinden biridir. Tasarim geometrisinde uzaydaki donme ve oteleme hareketlerini
daha sistematik olarak iiretebilmek icin bazi interpolasyon cesitlerine ihtiyac duyulmaktadir.

Kuaterniyon interpolasyonunda iki 6nemli interpolasyondan biri lineer interpolasyon (LERP),
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digeri ise kiiresel interpolasyon (SLERP) dir. t € |0, 1] interpolasyon parametresi olmak iizere

li¢c boyutlu Oklid uzayinda a ve b baslangi¢ ve bitis noktalar: arasinda
LERP(t,a,b) = (1 —t)a+1tb

olusan baginti lineer interpolasyon (LERP) olur.

Dogrusal interpolasyondan farkli olarak SLERP ler iki birim kuaterniyon arasindaki
acinin sabit olacag sekilde kiiresel bir interpolasyon saglarlar. SLERP interpolasyonunda
olusan kuaterniyonlar her zaman birim kuaterniyonlari verecegi icin SLERP interpolasyonunun
normalize edilmesi gerekmemektedir. Iki birim vektoriin kiiresel lineer interpolasyonu N boyutlu

uzayda,

sin((1—1)0) n sin(tG)b

SLERP(t,a,b) = sin O sin 6

olarak ifade edilir. Burada 6 = cos™'(ab) dir.

Sekil 2.3 : g; nin parcali kiiresel lineer interpolasyonu

Bezier, B-Spline ve NURBS egrileri ile kuaterniyonlarin iliskilendirme noktasinda LERP ve
SLERP interpolasyonlarn etkisi biiyiiktiir. [16]

2.3.1 Kuaterniyonik Hermit, Bezier, B-Spline ve NURBS egrileri

Bu boliimde oncelikle kuaterniyon yapida Hermit, Bezier, B-Spline ve NURBS egrilerinin
normal yapidaki Hermit, Bezier, B-Spline ve NURBS egrilere sagladigi avantajlardan

bahsedecegiz.

Ornegin, kuaterniyon uzayda bir Bezier egrisini ele alirsak, sagladig1 avantajlar su sekilde

ozetleyebiliriz:
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1. LERP yerine SLERP kullanarak 4D hiper kiiresi (alan1 4 boyutlu kiire) lizerinde Bezier
egrileri olusturabiliriz, bu bize kapali bir egri olusturmakla beraber ayn1 zamanda konveks govde

Ozelligine sahip bir egri olusumu da saglar.

2. Kuaterniyon yapidaki egrilerde hesaplamalar kontrol noktalari eksponansiyel yapida
oldugundan bize islem kolaylig1 saglar ve daha yiiksek mertebeden egrilerin olusumunda 6nemli

bir katkiya sahiptir.

3. Daha karmasik yapiya sahip egrilerin olusumunda farkli algoritmalarin uygulanabilmesi-

nin yani sira egrinin agisal hiz, agisal ivme, smooth yapisinin da kontrol edilebilirligini saglar.

4. Kuaterniyonlar ii¢ boyutlu uzayda dort boyutlu vektorlerden olustugundan hesaplamalarda

kuaterniyon carpimi matris carpimindan daha hizli bir sonug verir.

Kuaterniyon egrilerin Bezier, B-Spline ve benzeri 0zel egrilerle iligkilendirilebilmesini
saglayan LERP ve SLERP interpolasyonlarin yaraticist Ken Shoemake 1985 yilinda bu fikri
ortaya koymustur, buna ek olarak Kuipers 1987 yilinda da bu fikri gelistirmis ve avantajlarim1 da

diisiinerek interpolasyonlari ilk Bezier egrisi ile iligkilendirmistir.

Tamm 2.3.8. (Kiimiilatif form) po, p1, ..., pn € R? noktalar dizisi verilsin. C°—siirekli bir p(t) €

R3 egrisi her bir p; noktast icin t = i olmak iizere asagidaki sekilde interpole edilir:

p(t) = po+ai(t)Ap1 + o (t)Apr + ... + o, () Apy

n
= po+ Y 0i(t)Ap;,
i=0
burada Ap; = p; — pi—1 dir.
0, r<i
oi(t) =< t—1i, i<t<i+1
1, t>i+1

Benzer sekilde, qo,q1,...,qn € S° ve q(t) € S® olsun. Her bir g; kuaterniyonu t = i de,
q(1) = qoexp(wi i (1)) exp(w206(1))... exp(wn 0 (1))
n

= qof | exp(wici(r))

i=1

seklinde ifade edilir, burada w; = log(qi__llqi) dir.

Donel uzayda SLERP, w birim ag¢isal hizt ile donmeyi ifade eder. Bu noktada, verilen kontrol
noktalar dizisi yardimiyla olusturulan kiimiilatif forma sahip C*—siirekli kuaterniyon egriler

parcali lineer fonksiyonlar yardimiyla genellestirilebilir.

18



{04} baz fonksiyonlart olmak iizere q(t) nin kiimiilatif formu

n
q0] | exp(wics)
i=1

seklindedir. q(t) kiimiilatif forma sahip kuaterniyon egrilerin avantajlari su sekildedir:

1. Egri noktalarinin hesaplanmasinda ve niimerik hatalarin minimize edilmesinde onemli rol

oynayan kapali forma sahip bir denklemdir.
2. Daha yiiksek mertebeden tiirevlerin hesaplanmasinda kolaylik saglar.
3. Ck—siirekli baz fonksiyonlari kullamlarak, C*—siirekli kuaterniyon egriler olusturulabilir.

4. Iyi secilen baz fonksiyonlart ile lokal olarak kontrol edilebilir kuaterniyon egriler

olusturulur.

Tamm 2.3.9. (Kiimiilatif baz) R oklidyen uzayinda iyi bilinen Bezier, B-Spline ve benzeri
egriler katsaylar olarak verilen kontrol noktalari ile baz fonksiyonlarinin toplami olarak ifade

edilir. {B;} baz fonksiyonlari ve {p;} kontrol noktalart olmak iizere p(t) egrisinin temel formu

plt) = Y piBi(0)
=0
= poBo(t) + p1B1(t) + p2B2(t) + ... + puBa(t)
= po(Bo(t) + ...+ By(1)) + (p1 — po) (B1(t) + ... + By(2) )+

(P2 = p1)(Ba(t) + ...+ Bn(t)) + ... 4 puBu(7)
-~ n
dir. [24] Burada Ap; = p; — pi—1 ve Bj(t) = ZBJ'(I) oldugundan, temel form, kuaterniyon
j=i
egrinin kiimiilatif formuna

~

p(t) = poBo(t) + iAPiBi(l)
i=

seklinde doniigtiiriiliir. p(t) kuaterniyon egrisinde q(t) = eP") doniisiimii yapildiginda,

POBNO(t)+ZAPiEi(l)
g(t) =’ =¢ i=1

~

_ oPOBo(O)+(P1—=p0)B1 (1) +(p2=p1)Ba()+ -+ (Pa—pa1)Ba (1)

— oP0 Bo0) y(p1=p0)B1 (1) +(p2—p1)Bat) o (pa—pn1)Ba(0)
—~—
q0

wi = log(q;l1 qi), ePiTPi-l = g; — q;_1 ve vektir toplami kuaterniyon ¢arpinuna doniigstiiriilerek

Bo(t) T2 ~
q(t) = 45" 'T [ exp(wiBi(t))
i=1
elde edilir. [24]
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") (1 —1)""'t" Bernstein bazlar ile n—inci

Tamm 2.3.10. (Kuaterniyon Bezier egrisi) Bi,(t) = (

dereceden bir Bezier egrisi

=Y piBin(t) (2.3.1)
i=0

seklinde gosterilir. [24] Bezier egrisinden, bir onceki tammda oldugu gibi kiimiilatif formda

kuaterniyon Bezier egrisi elde ederiz. Oncelikle (2.3.1) denklemini tekrar formiile edersek,

t) = épiﬁi,n(t)
= pOﬁO,n(t) +P1ﬁ1,n(t) +P2ﬁ2,n(t) + ... +pnﬁn,n(t)
= pO(ﬁO,n(I) + +ﬁn,n(t)j) + (pl _pO)(FLn(I) +.o.t ﬁn,n(t))_i_

Bon(t) Bin(t)
(PZ — D1 )(BZ,n(t) + ...+ ﬁn,n(t)) + ... "‘pnﬁn,n(t)
Ban(?)

— poBon(t) + (1 — p0)BLa(t) + (P2 — P1)Ban(t) + -+ PaBunlt)
Apy Ap

ﬁz n Zﬁz (1) kiimiilatif baz fonksiyonlart ile p(t) egrisi

p(t) = pOﬁ;n(t) + iAPiﬁ:n(t) (2.3.2)

seklinde gosterilir. (2.3.2) denklemindeki p(t) Bezier egrisine q(t) = eP\") doniigsiimii
yapildiginda,
PoPon(t)+ Y Apifin(t)
gt) =’ =¢ i=1
— oP0Bon()+(pr—p0)Ba(0)+ (P2 p1)Ban(t) 4o (pu—pu-1)Brn(t)

o0 Bonl®) (p1=p0)Bin(0)+(p2—p1)Ban(t) (o 1) B (1)
~~
q0

kiimiilatif form doniisiimii uygulandiginda ise n—inci dereceden kuaterniyon Bezier egrisi,

q(t —qg"” HeXP (wiBin(t)) (2.3.3)

seklinde elde edilir.
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Tamm 2.3.11. (Kuaterniyon Hermit egrisi) Bir kiibik Hermit egrisi p, ve pj u¢ noktalari, v, ve

vy u¢ hizlart ile tanmimlanir. Alternatif olarak, Hermit egrisi bir kiibik Bezier egrisi tarafindan

pO:Paa
V,
plzpa‘i‘?a:
— 0, b
P2 = Db 37

P3 = Db

noktalary ile B;(t) = Bi3(t) (i=0,1,2,3) olmak iizere

3
pt) = Z(,)Piﬁi(f)

seklinde gosterilir. [24] Benzer sekilde, bir kiibik Bezier egrisi q,,q) uc kuaterniyonlar ve wg,wy,
ug agisal hizlar olmak iizere (2.3.3) denkleminden Bi(t) = Bi3(t) (i=0,1,2,3) ile

a(t) = PO [exp(wiBi(z)) (2.3.4)
i=1

seklindedir. po,p1,p2 ve p3 kontrol noktalarina kuaterniyon doniisiimii uygulanirsa asagidaki

noktalar elde edilir:

40 = 4a;

q1 ZQanp(%)v
7 Z%CXP(%)_17
q3 = 4p

Bu yeni dort kontrol noktast yardimiyla w; katsayilar

B _ w w
wi =log(qq 'q1) = log(g, 'quexp(57)) = 5,
_ Wag._1 _ Wp _
wy = log(q, 1qz) = log(exp(?a) I‘Ia ICIbeXP(?) l),
_ Wy, _ Wp
w3 =log(q; 'g3) = log(exp(3")ay, ' av) = 5

hesaplanarak (2.3.4) denklemindeki kiibik Bezier kuaterniyon egrisi elde edilir. Bu agisal hizlar

kullanilarak (2.3.4) denkleminden bir kiibik Hermit kuaterniyon egrisi olusturulur.
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qa,qp ile wg,wy, kiibik Hermit kuaterniyon egrisinde sirasiyla u¢ noktalar ve acisal hizlar

olmak iizere,

q(0) = goexp(0) exp(0) exp(0)
= 40 = qa;

q(1) = goexp(w1)exp(w2) exp(w3)
= q0(qo '91)(q; '92)(43 ' 43)

=qg3=¢qp

oldugunu gérmek kolaydir. ¢(t) nin birinci tiirevi

~

Bi(t) =1—(1—1), Bo(t) =32~ 263, Bs(t) =1,

Bi(t) =3(1—1)% By(r) =6t(1—1), Bs(r) =31
olmak iizere,

g (1) = qoexp(wi B (1)) (w1 (1)) exp(waBa 1)) exp(ws Bs (1))

~

+ goexp(wi By (1)) exp(waBa (1)) (w2 Ba (1)) exp(ws Bs (1))

~

+ goexp(wi B (1)) exp(waBa (1)) exp(wsBs (1)) (w3 (1))

seklindedir. Boylece,

q/(O) =Y4aWa,

q' (1) = qpwy

olarak elde edilir. q(t) kuaterniyon egrisi, egrinin u¢ noktalarinda

wa=d5'q'(0) = (0)"'¢ (0),

wp =g, 'q'(1) =q(1)"'q (1)

acisal hizlarina sahiptir.
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Sekil 2.4 : Hermit kuaterniyon egrileri

Tammm 2.3.12. (Kuaterniyon B-Spline egrisi) Siireklilik, tiirevlenebilirlik ve lokal kontrol
edilebilirlik durumlarinda daha avantajli olmasi sebebiyle B-Spline egriler bilgisayar grafikleri
ve dizaym alaminda ¢ok popiiler bir yere sahiptir. Kontrol noktasinin herhangi bir noktaya

tasinmasiyla B-Spline egrisi geometrik siirekliligini kaybetmeden modifiye edilebilir.

B-Spline egrisi B; k(t) baz fonksiyonlarimn agirlikli toplami olarak tanumlamr. {p;} kontrol

noktalar kiimesi olmak iizere p(t) B-Spline egrisi
n
p(t) = ZPiBi,k(f)
i=0

olarak ifade edilir.
‘ . 1, <t <ty
Bia(r) = { 0,  diger durumlarda

olmak sartiyla B; (t) baz fonksiyonlart,

Liyp—1t
Bij_1(t)+—

— ———— B 1x-1()
livk—1 —1i livk —tit1 '

esitligine sahiptir. B-Spline egrisi kiimiilatif form yardimiyla,

~ n ~y
p(t) = poBok(t) + Y ApiBix(1)
i=1

seklinde tekrardan formiile edilebilir. Burada Ap; = p; — pi—1 ve

itk
N i ZBLk(t)’ <1<t
Bix(t) =) Bjx(t)=4 /=
=i 1 t 2> tivk—1
0, t<t

dir.
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Gerekli kuaterniyonik doniisiimler yapildiginda egri
Box (1)1~ o~
a(t) = g0 T Texp((wi)Bia(r))
i=1

formuna doniisiir. Bu esitlik bize {q;} kontrol noktalari ve {w;} agisal hizlari ile siirekli ve lokal

olarak kontrol edilebilen B-Spline kuaterniyon egrisini verir. [24]

Sekil 2.5 : B-Spline kuaterniyon egrisi

Tanim 2.3.13. (Kuaterniyon NURBS egrisi) k—nct dereceden bir B-Spline baz fonksiyonu (2.11)
denklemi ile tanimlanir. Denklem ile verilen k dereceli bir B-Spline egrisinden; w; agirlik vektorii

olmak iizere,

ipiWiBi,k(t )
p(t) =

Y wiBix(1)
i=0
n
NURBS egrisi elde edilir. p(t) = Z PiNi(t) egrisinde, 0 <t <1 olmak iizere
i=0

W,‘Bl’7k(l‘)

Y wiBj(t)
j=0

dir. NURBS egrisi reformiile edildiginde,
n ~
Y ApiwiBix(1)

=1

p(t) = po+— "
ZWiBi,k(t)
i=1
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seklinde tanimlamir. Vektor toplami kuaterniyon ¢arpuma doniistiiriilerek

 TTexp((wBiseym)
q<t) qBO,k(l) i=1

=4 n ~
HCXP((Wi>Bi,k(t))

elde edilir. Bu egri kuaterniyon NURBS egrisi adini alir. [24]

Tezin ileriki safhalarinda bu ozel yapidaki egrileri kullanarak tensor carpumi yiizeyleri

yardimiyla yeni yiizeyler elde edecegiz.
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3. EGRILERIN DONEL YUZEYLERI VE TENSOR CARPIMI YUZEY YAMALARI

Bu boliimde oncelikle egrilerin standart baz fonksiyonlari ile olusturulan donel yiizeylerinden ve
karakterizasyonlarindan bahsedecegiz, daha sonra da genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlari
tarafindan olusturulan Bezier, B-Spline ve NURBS egrilerinin tensor ¢carpimi yiizey yamalarin

olusturacagiz.

3.1 Kiibik Hermit ve kiibik Bezier egrileri tarafindan olusturulan donel yiizeyler

Donme yiizeylerinin sekillerini ayarlama ve kontrol etmede geometrik tasarimla basa cikmak
icin, Oncelikle iki yerel sekil parametresiyle kiibik Hermit ve kiibik Bezier egrileri kullanarak
donel yiizeyleri yaptigimiz akademik calismada olusturduk. Sonrasinda olusan yeni donel
yiizeylerin sekil parametrelerini degistirerek yerel sekillerini ayarlama konusunda ne kadar iyi
bir performans sundugunu gordiik. Kiibik Hermit ve kiibik Bezier egrileri tarafindan iiretilen
donel yiizeyleri farkli yiizeylerin tasarimi i¢in degerli bir yol sagladigina taniklik ederek, son
olarak ta bu donel yiizeyleri i¢in ortalama ve Gauss egrilerini kullanarak karakterizasyonlari

inceledik. [20] Tezin bu altbdliimiinde ise bu ¢alismamizdan bahsedecegiz.

3.1.1 Kiibik Hermit egriler tarafindan donel yiizeylerin insasi

Bu boliimde, bir tiip deformasyonunun yapisini kullanarak kiibik Hermit egrisi tarafindan

olusturulan dénme ylizeyini olusturacagiz.

r € [a,b] olmak tizere r yarigaph bir tiip verildigini varsayalim, yani tiipiin minimum
yaricapt a ve maksimum yarigapr b’dir. Ayrica tiipiin yiiksekligini /4 olarak tanimlayalim,
burada & € [c,d], yani tiipiin minimum yiiksekligi ¢ iken maksimum yiiksekligi ¢’dir. Araliktaki
r ve h degerlerinin se¢imi, geometrik tasarimin gekil bilesenlerinin boyut farkliliklarinm

amaclamaktadir. [25]

Oncelikle, tiipiin taban dairesinde bir merkez noktas1 belirliyoruz (x1,y1,z1) = (0,0,0). Bu

merkez noktasi icin ¢ember denklemi kullanilarak P(0) noktasi
P(0) = (x; +ricosv,y; +risinv,z;) = (r1,0,0). (3.1.1)

seklinde verilir. Buna ek olarak, tiipiin ¢at1 dairesinde merkez noktasi (x1,y1,z1) = (0,0,4) olsun.
v = 0 i¢in, gember denklemini kullanarak tiip cat1 dairesi olugturabilir ve P(1) noktasini
P(1) = (x; +rpcosv,y; +rpsinv,zy) = (r2,0,h) (3.1.2)
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seklinde elde edebiliriz. Ardindan, Hermit egrisinin egriliklerini kontrol etmek i¢in kontrol

noktalarini belirleyebiliriz. P'(0) ve P'(1) asagidaki gibidir:
P'(0) = (x,0,0) (3.1.3)

ve

P'(1) = (x,0,z), (3.1.4)

dir. [20] Burada —2r <x,z<2hve x,z € R.

= P(1)=(r,0,h)

P'(1)=(x,0,z)

+ X

r,0,0) P'(0)=(x,0,0)

Sekil 3.1 : Hermit egrisi i¢in tiip deformasyonu gosterimi

3.1.1.1 Kiibik Hermit egrileri ile olusturulan donel yiizeylerin bazi karakterizasyonlari

(3.1.1)-(3.1.4) den P(u) = P(0)H;(u) + P(1)Ha(u) + P'(0)H3(u) + P'(1)Hy(u) ve Hermit

egrisi
P(u) = (riHy(u) + roHp (u) + xH3 (u) + xHy (1),0,hHy (1) + zHa (1)),0 <u < 1 (3.1.5)

dir. (3.1.5) ve baz fonksiyonlar1

Hy(u) =1—3u®+2°,
Hy(u) = 3u® — 213,
Hs(u) = u—2u® +u°,
Hy(u) = —i® +
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seklindedir. Hermit egrisinin z—ekseni etrafinda donmesiyle,
P(u,v) = ([r1 (1 = 3u® 4+ 2u°) + ra(3u* — 2u°) + x(u — 3u® 4 2u>)] cosv,
[ri (1 = 3u® + 2u®) + ry (Bu? — 2u%) 4 x(u — 3u® + 2u) | sinv,
h(3u? — 2u3) + z(—u® + u?)). (3.1.6)

donel yiizeyi olusur. Asagidaki grafiklerde (3.1.6) yiizeyinin farkli r| ve r, degerleri icin x = 100,

h =15, z =150 oldugu durumlarda sekillerini goriiyoruz:

(a)r; =20,rp, =10 (b) 1 =10,r, =20

©ri=rn=20 dri=rn=10

Sekil 3.2 : Farkli yarigcaplar icin donel yiizeyler
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(3.1.6) denkleminde r; = r, = r olmak iizere Hermit baz fonksiyonlar tarafindan olusturulan

donel yiizeyi

P(u,v) = ([r+x(u—3u? +2u)] cosv, [r +x(u — 3u 4+ 2u>)] sinv, h(3u® — 2u?) + z(—u® + ).
(3.1.7)
seklinde elde edilir.

Asagida, (3.1.7) denkleminde r = 10, x = 300, & = 15, z = 400 degerleri icin olusturulan

Hermit egrisi ve donel yiizey grafiklerini goriiyoruz:

0 -20

(a) Hermit egrisi (b) Donel yiizey

Sekil 3.3 : Hermit egrisi ve donel yiizeyin gosterimi

(3.1.7) donel ylizeyinin birinci ve ikinci temel formlarinin katsayilari sirasiyla

E = x*(1 — 6u+ 6u*)? + [6hu(1 — u) + zu(—2 + 3u)]?,
F=0,

G = [r+x(u—3u*+2u°))?,
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veE

%[%(1 —ou) —2(1 = 3u+ 3],

0,

L
M
N %[r+x<u—3u2+2u3>][6hu<1—u>+zu<—2+3u>l7

dir. Burada, D = [6hu(1 — u) 4+ zu(—2 + 3u)]? + x*(1 — 6u + 6u*)? dir.

Teorem 3.1.1. (3.1.7) donel yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirastyla,

2x[r 4 x(u — 3u? + 2u))[Bh(1 — 2u) — (1 — 3u + 3u?)]
+{x?(1 — 6u+ 6u?)? + [6hu(1 — u) + zu(—2 + 3u) >} [6hu(1 — u) + zu(—2 + 3u)]

= 212 (1 — 6+ 6u2)2 + [6hu(1 — u) + zu(—2 + 3u)]2]2 [r + x(u — 3u2 + 2u3))]
o 2x[3h(1 —2u) — z(1 — 3u+ 3u?)|[6hu(1 — u) 4 zu(—2 + 3u)]
21— 6u+6u2)2 + [6hu(1 — u) + zu(—2 + 3u)|2]2[r + x(u — 3u? +2u3)]
dir. [20]

Asagidaki grafikler, (3.1.7) donel yiizeylerinin r = 10, x = 300, h = 15, z = 400 degerleri
icin sirasiyla Gauss ve ortalama egrilik grafikleri ile beraber donel yiizey iizerinde Gauss ve

ortalama egriliklerin degisimlerini gostermektedir:
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(a) Gauss egriliginin fonksiyon grafigi (b) Ortalama egriligin fonksiyon grafigi
Gaussian Curvature Mean Curvature

40

Sekil 3.4 : Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin yiizey iizerindeki grafikleri ve
varyasyonu
(3.1.7) denkleminde z = 2/ i¢in
P(u,v) = ([r+x(u—3u®+2u?)] cos v, [r + x(u — 3u® + 2u°) | sinv, hu?). (3.1.8)

elde edilir. Asagidaki grafiklerde, (3.1.8) denklemi i¢in Hermit egrisi ve r = 1, x =20, h =5,

z =10 degerleri i¢in donel yiizeyleri:
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)

0.0

31‘0 0.5

(a) Hermit egrisi (b) Donel ytizey

Sekil 3.5 : Hermit egrisi ve donel yiizey

seklindedir.

(3.1.8) denklemi i¢in,

E=x*(1—6u+6u*)?+4h*u® F =0, G =[r+x(u—3u*+2u°))?,

B 2hx 2hu
VD VD

seklindedir. Burada, D = [6hu(1 — u) + zu(—2 4 3u)]? +x*(1 — 6u + 6u?)? dir.

L (1—6u*), M=0, N = [r 4 x(u—3u® 4+ 2u)],

Teorem 3.1.2. (3.1.8) donel yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirastyla

 h{x(1 = 6u?)[r+x(u — 3u® + 2u)] + u[x* (1 — 6u+ 6u*)* + 4h*u?]

" ; (3.1.9)
[X2(1 — 6u+ 6u?)2 +4h?u?)2 [r+x(u — 3u? +2u3)]
ve
K— 4h*xu(1 — 6u?) (3.1.10)
(1 — 6u+6u2)? + 4h2u2)2 [r 4 x(u — 3u + 2u3)]’ o
dir. [20]
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Asagidaki grafikler r = 1, x = 20, h = 5, z = 10 i¢in swrasiyla Gauss ve ortalama

egrilik grafikleri ile beraber donel yiizey iizerinde Gauss ve ortalama egriliklerin degisimlerini

gostermektedir:

(a) Gauss egriliginin fonksiyon grafigi (b) Ortalama egriligin fonksiyon grafigi

Gaussian Curvature

Mean Curvature

Sekil 3.6 : Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin yiizey iizerindeki grafikleri ve
varyasyonu

Simdi (3.1.9) ve (3.1.10) dan asagidaki karakterizasyonlar1 verebiliriz:

Sonuc¢ 3.1.1. Kiibik Hermit egrisi tarafindan olusturulan donme yiizeyi (3.1.8) olsun. Yiizeyin

ortalama egriligi,
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1. Hermit egrisinin baglangi¢c noktasinda yok olamaz.

2. Ancak ve ancak Shrx = x> + 4h? denklemi gecerliyse, Hermit egrisinin bitis noktasinda

kaybolur.

3. Hermit egrisinin bitis noktasinda kayboluyorsa, P'(1) in kontrol noktast z— ekseni

lizerinde olamaz veya P'(0) in kontrol noktas: orijinde olamaz.

Sonuc¢ 3.1.2. Kiibik Hermit egrisi tarafindan olusturulan donme yiizeyi (3.1.8) olsun. Yiizeyin
Gauss egriligi,

1. Hermit egrisinin baglangic noktasinda kaybolur.

2.(3.1.8) nin P(\/Lg,v) parametrik egrisi iizerinde yok olur.

3. P'(1) in kontrol noktasi z— ekseni iizerindeyse veya P'(0) wn kontrol noktas orijindeyse

yok olur.
3.1.2 Kiibik Bezier egriler tarafindan donel yiizeylerin insas1

Bu boliimde, tiip deformasyon yapisimi kullanarak kiibik Bezier egrisi tarafindan elde edilen
donme yiizeyini olusturacagiz.

r1 ve rp yarigaph bir tiipiin verildigini varsayalim, burada ry,r; € [a,b] dir. Ayrica tiipiin
yiiksekligini £ olarak tanimlayalim, burada & € [¢,d] dir. Araliktaki r,r, ve h degerlerinin se¢imi

ile, geometrik tasarimin sekil boyutlarinin degisimi amaclanmaktadir.

Ik olarak tiipiin taban c¢emberi (x1,y1,z1) = (0,0,0) iizerinde bir merkez (baslangic)
noktasi belirliyoruz. Daha sonra bu merkez (baslangi¢) noktast ve v = 0 i¢in ¢ember denklemi

kullanilarak tiipiin taban dairesi olusturulur ve Py noktasi
Py = (x1 +ricosv,y; +rysinv,zy) = (r1,0,0). (3.1.11)

seklindedir. Ayrica tiipiin ¢ati cemberinin merkez (bitig) noktast (x1,y1,z1) = (0,0,4) olsun.

Daha sonra, v = 0 i¢in, cember denklemini kullanarak tiip ¢ati cemberi olusturabilir ve P3 noktasi
Py = (x1 +rpcosv,y; +rpsinv,z) = (r2,0,h) (3.1.12)

olarak elde edilir. Kiibik Bezier egrisinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 disindaki diger iki kontrol
noktas1 P; ve P, sirasiyla
Py = (x1,0,z1) (3.1.13)
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veE

P = (x2,0,22). (3.1.14)
seklindedir.
z
Pz =(rz,0,h)
R —
Pz = (x2,0,22)
Pi= (X1.0.Z1}
X
Po = (r1,0,0)
y

Sekil 3.7 : Bezier egrisi i¢in tiip deformasyonunun gosterimi

3.1.2.1 Kiibik Bezier egrileri ile olusturulan donel yiizeylerin baz1 karakterizasyonlari

Bu alt boliimde Oncelikle kiibik Bezier egrisinin parametrik ifadesi elde edilerek olusturulan
donme yiizeyi i¢in baz1 ornekler verecegiz. Ayrica, ortalama ve Gauss egrilikleri yardimiyla bazi

karakterizasyonlar verecegiz.
P(u) = fo(u)Po+ f1(u)P; + f2(u) P> + f3(u) Pz Bezier egrisi
P(u) = (rifo(u) +x1f1(u) +x2f2(u) +r2f3(u),0,21f1 () + 222 () +hf3 (), 0 <u <1

(3.1.15)
seklindedir. [25] Burada,

fo(u) =1 —3u+3u®> —u?,
fi(u) = 3u—6u® +3u,
fru) = 3u* =33,

f3(u) =u’.

baz fonksiyonlaridir. Bu alt boliimde
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(3.1.15) Bezier egrisinin z—ekseni etrafinda donmesiyle iki parametreli
P(u,v) = ([r1(1=3u+3u? —u®) +x; Bu — 61* + 3u>) + x(3u® — 3u®) + rpu’] cos v,
[r1(1 = 3u+3u® — 1) +x1 (Bu— 61> 4+ 3u°) +x2(3u® — 3u’) + rou’)] sinv,
21 (3u — 6u? +3u’) + 22 (3u* — 3u®) +u’h). (3.1.16)
denklemini elde ederiz.

Asagidaki sekillerde, farkli ry,r2,x1,%2,21,22 ve h degerleri i¢in (3.1.16) yiizeyinin grafikleri

goriilmektedir:

(a) ri =2,r2:0,x1 =5,)C2= 10,11 = 10,Z2=2,h=0.1 (b) ry = 1,1’222,)61 =20,XQ=5,Z1 =20,Z2=5,h=20

(C) ry = 1,r2 = 2,x1 = SO,XZ = 35,Z1 = 40,Z2 =
25.h =90

Sekil 3.8 : (3.1.16) denkleminde farkli yarigaplar icin donel yiizeyler
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P(u,v) nin u ve v ye gore tiirevleri sirasiyla,

Pu(u,v) = ([r1(=3 +6u—3u?) +x1 (3 — 12u+ 9u?*) +x2(6u — 9u*) + 3u’ra) cos v,
[r1(=3 4+ 61— 3u?) 4+ x1(3 — 12u+ 9u?) + x5 (6u — 9u?) + 3u*ry] sinv,
21(3 = 12u+9u?) 4 25 (6u — 9u?) + 3u*h),

P,(u,v) = (—psinv,p cosv,0)

dir. Burada p = r (1 — 3u+3u? — u®) +x1 (3u — 6u* +3u’) +x2(3u® — 3u?) + rou, 0 <u < 1.

(3.1.16) donel yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

E=pB*+6%
F=0,
G=p?,

ki burada

p =ri(1=3u+3u?> —u®) +x; Bu— 61> +3u’) + x,(3u® — 3u®) + rou®,
B = ri(=3+6u—3u?)+x1(3 — 12u+9u?) +x;(6u — 9u?) + 3u’r,

0 = z1(3 — 12u+9u®) + 22(6u — 9u*) + 3u’h
dir. P(u,v) nin u ve v ye gore ikinci tiirevi

Pyy(u,v) = ([r1(6 — 6u) +x1(—12 4 18u) +x2(6 — 18u) + 6urs] cosv,
[r1(6 —6u) +x1(—12+ 18u) +x2(6 — 18u) + 6ur;|sinv,
21 (= 12+ 18u) +25(6 — 18u) + 6uh)

P,y (u,v) = (—Bsinv, B cosv,0),

Py, (u,v) = (—pcosv,—psiny,0).

olmak tizere, donel yiizeyin ikinci temel formunun katsayilari sirasiyla,

seklindedir. Burada, 6 = r; (6 —6u) 4+x1(— 12+ 18u) +x2(6 — 18u) +6ury, u = z1(—124 18u) +
22(6 — 18u) + 6uh dir.
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Teorem 3.1.3. (3.1.16) denkleminin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla

by 0B +0%) +p(up—0b)

2p(B*+62)*2
ve
k- dWp—o0)
p(B?+6%)
dir. [20]

Asagidaki sekillerde, ri =1, =2,x; =5,x = 10,21 =25,7p = 10,h = 10 i¢in kiibik Bezier

egrisi ve bu kiibik Bezier egrisi tarafindan olusturulan (3.1.16) donel yiizeyi goriilmektedir:

2

0
-10

(a) Bezier egrisi (b) Donel yiizey

Sekil 3.9 : (3.1.16) denkleminin Bezier egrisi ve donel yiizeyi
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Asagidaki sekiller, (3.1.16) donel yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin

grafiklerini ve bu yiizeydeki Gauss ve ortalama egriliklerin varyasyonlarini gostermektedir:

Gaussian Curvature

Sekil 3.10 : (3.1.16) denkleminin Gauss ve ortalama egrilik grafikleri ve yiizey
tizerindeki varyasyonlari

Sonug 3.1.3. Kiibik Bezier egrisi tarafindan olusturulan (3.1.16) donel yiizeyi M olsun.

1. Py kontrol noktast x—ekseni iizerindeyse, yiizeyin ortalama egriligi Bezier egrisinin

baslangi¢ noktasinda sifirlanamaz.
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2. Py kontrol noktast orijindeyse, yiizeyin ortalama egriligi Bezier egrisinin bagslangi¢

noktasinda sifirlanamaz.

3. Py kontrol noktasi x—ekseni iizerindeyse, yiizeyin Gauss egriligi Bezier egrisinin baslangi¢

noktasinda kaybolur.

4. P, kontrol noktast orijindeyse, yiizeyin Gauss egriligi Bezier egrisinin bagslangic

noktasinda sifirlanamaz.

5. Py ve P kontrol noktalari x—ekseni iizerindeyse, yiizeyin ortalama egriligi Bezier egrisinin

bitis noktasinda sifirlanamaz.

6. P, ve P kontrol noktalart x—ekseni iizerindeyse, yiizeyin Gauss egriligi Bezier egrisinin

bitis noktasinda kaybolur.

7. Py kontrol noktasi orijindeyse ve denklem x1h = z1r; ise, yiizeyin Gauss egriligi Bezier
egrisinin bitis noktasinda kaybolur.

Bu caligsmanin endiistriyel tasarim icin faydalar1 sunlardir:

i. Bilgisayar yardimiyla, bazi endiistriyel nesnelerin modellenmesi i¢in bazi yeni prosediirler

elde edilebilir.

ii. Geometrik ylizey tasariminda baz1 nesne modelleri endiistriyel alanda iireticiler icin yeni

fikirler vermektedir.

3.2 Fergiison bi-kiibik yiizey yamalari

Bu alt boliimde Fergiison yiizey yamalarin1 kullanarak Bezier egrilerin Gauss ve ortalama

egrilikleri yardimiyla bazi karakterizasyonlarda bulunacagiz.

Tamm 3.2.1. Bir egrinin u¢ noktalari r(0) ve r(1) ve bu noktalardaki egim vektorleri r,(0),r,(1)

olmak iizere r(u) Fergiison egrisi,
r(u) = Bo3(u)r(0) + By 3(u)r(1) + B2 3(u)r,(0) + B3 3(u)r,(1)

seklinde yazilir. [26]
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3.2.1 Fergiison bi-kiibik Bezier yiizey yamalari

Tensor carpim yiizey yamasi bu yiizey yamalarinda da kullanilir. Yani i =0, 1,2,3 i¢in ®;(u)

ve j=0,1,2,3 icin ®;(v), u ve v iki parametre olmak iizere iki Bezier baz fonksiyonu olsun.

Coo Co1 Coz Cos
Cio Cii Ci2 Ci3
Co G Cn (G
G C31 Cxnp Cs3

(€] =

olmak lizere Bezier ylizey
o(v)
1(v)
32 V)

(
3(v)

olarak yazilir. 16 adet C;; kontrol noktalar1 asagidaki bilgiler 1181nda belirlenebilir:

& ™

r(u,v) = [ Bo(u) Bi(u) Ba(u) Bs(u) |[Cly.q

o)

a) Yiizey yamasiin dort koge noktast (0,0),7(0,1),r(1,0) ve r(1,1) dir.

b) Yiizeyin her kosesindeki u ve v ye gore sekiz tane teget vektorii

ru(010>7rv<070)7ru(07 1)arv(07 1)7ru(130)7rv(1a0)aru(17 l)arv(lv 1) dlr

¢) Yiizeyin koselerindeki dort bitkiim vektorii 7, (0,0),7,,(0,1),7,,(1,0), 7, (1, 1) dir.

r(0,0) = Coo, r(0,1) = Coy, r,(0,0) = Cpa, r,(0,1) = Cp3,
r(1,0) = Cyo, r(1,1) =Cyy, r,(1,0) = Ci2, ry(1,1) = Cy3,
ru(0,0) = Cyo, r,(0,1) = Ca1, 1,1,(0,0) = Cra, ryy(0,1) = Ca3,
ru(1,0) = Cao, r,(1,1) = Csy, rip(1,0) = Csp, 1(1,1) = Cs3

olmak iizere,
By(v)

Fu,v) = [ Bo(u) Bi(u) Ba(u) Bs(u) ][Glyes ?Ev%

B3 (v)

seklinde yazilabilir. [27]
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Fergiison yamasinda, kontrol noktalarini yiizey yamasinin dort kose noktasi, teget vektorleri
ve biikiim vektorleri belirler.
Flu,v) = i ic,'jB,‘g(u)ng(V)
j=0i=0
seklinde taniml1 yiizey tensor carpim yiizeyi olmak iizere,
7(0,0) = 23: iCijBi73(0)Bj73(0)
j=0i=0
denkleminde u ve v yerine sifir yazdigimizda elde ettigimiz baz fonksiyonlarina gore, By 3(0) =
1,B13(0)=0,B3(0) =0,B33(0) =0 oldugundan r(0,0) = COOB&3 (0) = Coo elde edilir. Benzer
sekilde diger 15 kontrol noktas1 da elde edilir. Sonu¢ olarak, tensdr carpim yiizey yamasi

kullanilarak kdse noktalari, teget ve biikiim vektorleri elde edilir.

Ornek 3.2.1. Fergiison yiizey yamalarin kullanarak GT-Bezier yiizeyinin geometrik yapisin

inceleyecegimiz bir ornek yapalim. Bir Fergiison yiizey yamasinin geometrik katsayilar matrisi,

(1,0,0) (1,0,1) (0,0,1) (0,0,1)
(0,1,0) (0,1,1) (0,0,1) (0,0,1)
(0,2,0)  (0,2,0) 0 0
(=2,0,0) (—=2,0,0) 0 0

olsun. Simdi Bezier yiizeyin (u = 0.5,v = 0.5) noktasindaki normal, teget diizlemi, Gauss ve
ortalama egriligini hesaplayalim. Iki sekil parametresi & = 8 = 1 olmak iizere baz fonksiyonlar

ile edilen fergiison Bezier yiizey yamast matris formunda

7(u,v) = BLGB,

sin(Zu)(1 —sin®(Zu))
(1 —sin(Fu))(1 - cosz(gu)) —sin(Fu)
sin(Su)(1 —cos”(5u))
1—sin’(%

2]
p—
=
—
18
<
~—
—
—- .
|
2]
=
N <
—

[Glaxa (1- sin(%v))(l —cosz(

T
dir.
Sonug 3.2.1. Gauss egriligi K ve ortalama egrilik H olmak iizere, 7(u,v) yiizeyi i¢in

1. Konveks govde ozelligini bozmadan secilen kontrol noktalarina gore yiizeyin Gauss
egriligi K, —1 < a, B <0 icin stfirlanabilirdir.

2. Konveks govde ozelligini bozmadan secilen kontrol noktalarina gore yiizeyin ortalama
egriligi H, 0 < o, B < 1 i¢in sifirlanabilirdir.
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Sekil 3.11 de Gauss ve ortalama egrilik grafikleri o« = B = 1 icin verilmektedir. o ve B min

aldigr degerlere gore Gauss ve ortalama egrilik grafikleri degisiklik gostermektedir.

(a) Gauss egriligi (b) Ortalama egrilik

ekil 3.11 : Fergiison yilizey yamasi ile olusturulmus GT-Trigonometrik Bi-Kiibik
g y g
yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi

3.3 Genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlarinin egri ve yiizey iizerine uygulamalari

Bu boliimde iki sekil parametreli kiibik baz fonksiyonlarmmi kullanarak trigonometrik
Bezier, B-Spline ve NURBS egrilerini, tensor carpimi yiizey yamalart yardimiyla da ylizeyleri

olusturacagiz.

3.3.1 Genel tipte trigonometrik baz fonksiyonu

Bu alt boliimde n—inci mertebeden yeni genel tipte baz fonksiyonlarindan bahsedecegiz. Iki

sekil parametreli ikinci dereceden baz fonksiyon kiimesi alinarak tanimlamalari1 yapacagiz.
Tammm 3.3.1. —1 < a,B < 1ve 0 <t <1 olmak iizere baz fonksiyonlari
Bo’z(t) = (1 — sin(

Bia(t) =1— Bt

B (1) = (1 —cos(

|

0)(1 - asin(51),
— By (1),
)(1 -~ Beos(51))

~—

YRS

ikinci dereceden genel tipte baz fonksiyonlar: olarak bilinir. m > 3 olmak iizere,
. T ., T
Bim(t)=(1— sm(zt))B,-’m_l (1) + sm(Et)Bi_l’m_l

m— nci mertebeden genel tipte baz fonksiyonudur. i = —1 veya i > m oldugu durumda B; ,,(t) =0

dir. [28]
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Teorem 3.3.1. Genel tipte trigonometrik baz fonksiyonlarimin ozellikleri asagidaki gibidir:

1. Birimin parcalanmast

Ornegin; m = 2 olmak iizere,

2
ZBLQ(I) = Bojz(l‘) -I-BLQ(I) +Bz72<t)
i=0
= B()72(t) +1 —Bog(t) —Bz’z(l‘) —i—Bz’z(I)

=1

dir.
2. Non-negatiflik
o,pe[-1,1],Biu(t) >0 (i=0,1,...,m) olmak iizere, m = 2 igin

T T T
Boa(t) =1 —asin(=t) — Sin(at) - aSinz(Et)

\S]

=1- sin(gt)(a +1+ Ocsin(gt))

—— >0 ——
>0 B >0

oldugundan, t € [0,1] ve a € [—1,1] i¢in By 2(t) > 0 dur.

3. U¢ nokta ozelligi

Vi=0,1,2,...m (m>2), Bom(0)=1,Bin0)=0 (i=1,2,...m), Bin(1)=0 (i=

0,1,...,m—1) ve By (1) =1 dir m =2 icin dogrulugunu incelersek,

t =0,m=2icin
Boa(t) = (1—sin(20))(1 - asin(1)),
Bop(0) =1
Baa(r) = (1 —cos(51))(1 = Beos(52)),
B»,(0) =0
Bi2(t) =1—Boa(t) —Baa(1),
B12(0)=0
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t=1,m=2icin

dir.
4. Kose noktalarinda tiirev

Baz fonksiyonlarinin tiirevleri

/ (0%/4
BO,Z(O) - T 5 77
B,,(0) =0,
’ T+orw
1200 ="
elde edilir. Dolayistyla,
/ —Jm—-1+a), i=0
Bix(0)=4 Z(m—1+a), i=1
0, diger durumlarda
dir. Genel durumda ise,
) —%(mk + OC), i=0
B,0={ Hm+a), =1
0

diger durumlarda
dir. Burada my =m—k (k=1,2,...,n) olmak iizere m dereceyi ifade eder. Benzer sekilde,

—Zm—-1+B), i=0
Biy(1)=q 5(m—1+p), i=1

0, diger durumlarda

elde edilir.
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3.3.2 Genel tipte Bezier egrisinin insas1

Bu altboliimde iki sekil parametreli kuadratik trigonometrik Bezier egrilerini insa edecegiz,

ardindan trigonometrik Bezier egrilerinin siirekliliklerinden bahsedecegiz.

Tammm 3.3.2. P; kontrol noktast olmak iizere, (P; € R? veya R3) (i = 0,1,...,m) ve sekil

parametreleri o, B iken genel tipte Bezier egrisi
)= Y RBin(r)
i—
elde edilir, ki burada B; ,(t) genel tipte baz fonksiyonlaridir.
m =2 icin,

2
r(t) = ZPiBi,Z(Z)
i=0
= P()Bo’z(l‘) —i-PlBl,z(l) +P23272(l‘)
=Py(1- Sin(gf))(l - asin(gl)) +Pi(1=Bop(t) —Bao(t)) +Po(1 - COS(gt))(l -B cos(gt))

ikinci dereceden genel tipte kuadratik trigonometrik Bezier egrisidir.

Genel tipte trigonometrik Bezier egrisinin geometrik ozellikleri:
1. U¢ nokta ozelligi:
. T . T T T
r(0) = Py(1— sm(E.O))(l — Ozsm(E.O)) +Pi (1 —=Bo2(0) —B22(0)) +P>(1 — COS(EO))(l —B COS(EO))
=P
r( 1) = P2
olmaktadir. r(¢) egrisinin tiirevini alirsak,
(1) = PoBy (1) + PiBy o (1) + PaB) (1)

olur. 7 = 0 i¢in,

ise

7 (0) :po(_g(m— | +a))+P1(§(m_ 1+a))

:g(m—H—a)(H—Po)

/(1) =S m=1+B) (P~ P)
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denklemleri elde edilir.

2. Konveks govde ozelligi: Tiim genel tipte trigonometrik Bezier egri parcalar1 kontrol

poligonunun i¢inde yer alir.

3. Geometrik invaryantlik: Genel tipte trigonometrik Bezier egrisinin sekli secilen koordinata

bagh degildir.

3.3.2.1 Genel tipte trigonometrik Bezier egrisinin siirekliligi

m no~
Lemma 3.3.1. r(r) = ZPiBi,m(f) ve ri(t) = ZPij7n(t) olsun. Py,Py,....,Py,m > 3 ve
i—0 =0

~ o~

Py, Py, ...,[D;,n > 3 kontrol noktalari olmak iizere,
1. Py = By CO—siireklilik icin,
2.Py,= I;O ve ' (1) =, (0) C'—siireklilik igin,
3. P, = I;O, r'(1) =r}(0), r (1) = rlll (0) C?—siireklilik icin gerek ve yeter kosuldur. Burada

Py, r(t) egrisinin bitis noktast, 130 ise r1(t) nin baglangi¢ noktasidir. [28]

m no~
Lemma 3.3.2. r(r) = ZEBi7m(t) ve ri(t) = ZPij,n(t) olsun. Py,Py,....,By,m > 3 ve
i—0 =0

Py, Py, ...,fN’n,n > 3 kontrol noktalari olmak iizere r(t) ve ri(t) egrilerinde,
1. G° siireklilik icin Py = P,
2. G! siireklilik icin P, = 1;0 ve ' (1) = @r(0),
3. G? siireklilik icin

Py 17 0) < 0]
(1) 17 0)]

gerek ve yeter kosuldur. [28]

~ o~

Teorem 3.3.2. Py, P,,....P,,m >3 ve Py, Py, ...,I;n,n > 3 kontrol noktalart olmak iizere,
m
r(t;a,B) =) PiBim(t)
i=0
~ no~
ri(r;o,B) =) PiBjat)
=0

genel tipte Bezier egrileri icin

1. CO—siireklilik, Py = P,,
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2. C' —siireklilik icin,

E):Pnb
~ 1+p)(Py—P,_
Fp BB =Py

nl—i—&
dir. Burada ny =n—k, (k=1,2,3) dir.

3. C?—siireklilik icin,

%:Pm7
~ 14+06)(Bn—P,—
P1:Pm—|—( ﬁ)( _ ml)’
n+ao
~ 1
P=P,+ " — [((X—l)(Pm_l—Pm_z)
n1n2+2n206—}—(1—[3)
1+
~(m-2p) - (S + )

~

(2n1na + (2n2 — 1)20+ (1= B)) (P — Pu_1)]

esitlikleri saglanmahdr. Ikinci dereceden iki genel tipte Bezier egrisi icin C° ve C!
stirekliliklerinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

ﬁ):P27
(1+p)(P— Py

Pr=hP+ ~
I+a

olmasi durumunda parametrik siireklilik vardir. Ikinci dereceden genel tipte Bezier egrilerinin

geometrik siirekliligi icin ise,

I;OZPz,

~ 14 B)(P,—P

P1=P2—|—( ﬁ>(N2 ]), o >0
(1+a)e

kosullarinin saglanmasi gerek ve yeterdir. Kontrol noktalart alinirken bir egrinin bitis noktast

diger egrinin baslangi¢ noktasi olmalidr.

Teorem 3.3.3. Py, P, P> dogrudas olmayan ii¢ nokta olmak iizere, P (i=0,1,2) kontrol noktalari
icin r(t) kuadratik trigonometrik Bezier egrisi ile B ZP 2 ’t € [0,1]

kuadratik Bezier egrisi arasindaki iliski asagidaki gibidir:

7(0) = B(0),
A1) =B()
r(5) A =2(V2- (V- o)(B(3)~F1) (a=p iken)
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. ~ ~ ~ o~ ~2

Ispat: B(t) = (1 —1t)?Py+2(1 —t)tP +t P, oldugundan, B(0) = Py,B(1) = P, dir. Aym
zamanda, kuadratik trigonometrik egrinin u¢ nokta 6zelliginden r(0) = Py ve r(1) = P,
oldugundan r(t) ve B(?) egrilerinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 aynidir. t= % icin,

1 1 1 1
B(—) =-P+=-P+-P

2 4 2 4
1 1
B(E) —P = Z(P() — 2P —l—Pz)

dir. Simdi r(%) yi bulalim. Genel tipte egri formiiliinden

H(5) = PBoa(3) + PiB1a(3) + FsBaa(3)

:Po(l—sing)(l—asm4)+P1(1—Boz(;) 3272(%))+P2(1—COSZ)(1—ﬁcos%)
r(5) =P = 3 (V- D(VI- )R~ (VI- )(VI-0)(VI-B)Pi +5(VI- (V- B)P
dir. & = B oldugu durumda,

r(3) = Pi= 5 (V3-1)(V2—a)(Po~2Pi + )

olmaktadir. Dolayisiyla,
1
r(3)—h = 2(vV2-1)(vV2- @)(B(3)—P1)

sonucuna variriz.

1 \/‘ 1
r(5) =P =2(V2-1)(V2 Hs (3)—P)
esitliginde r(%) = B(é) sonucu elde edilir. Sonug olarak, f— <ao,B <1vea=p oldugu

durumda kuadratik trigonometrik Bezier egrisi, kuadratik Bezier egrisine en yakin durumdadir.

3.3.3 Kiibik trigonometrik Bezier egriler tarafindan donel yiizeylerin insasi

Bu boliimde, tiip deformasyon yapisint kullanarak kiibik trigonometrik Bezier egrisi

(T-Bezier) tarafindan elde edilen donme yiizeyini olusturacagiz.

r1 ve ry yarigapl bir tiipiin verildigini varsayalim, burada r,r, € [a,b] dir. Ayrica tiiptin
yiiksekligini & olarak tanimlayalim, burada & € [c,d] dir. Araliktaki r,r, ve h degerlerinin se¢imi

ile, geometrik tasarimin sekil boyutlarinin degisimi amaglanmaktadir.

Ik olarak tiipiin taban ¢emberi (x1,y1,z1) = (0,0,0) iizerinde bir merkez (baslangic)
noktas1 belirliyoruz. Daha sonra bu merkez (baslangi¢) noktast ve v = 0 i¢in ¢ember denklemi

kullanilarak tiipiin taban dairesi olusturulur ve Py noktasi

Py = (x1 +ricosv,y; +rysinv,zy) = (r1,0,0). (3.3.1)
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seklindedir. Ayrica tiipiin ¢ati cemberinin merkez (bitig) noktast (x1,y1,z1) = (0,0,4) olsun.

Daha sonra, v = 0 i¢in, gember denklemini kullanarak tiip ¢ati cemberi olusturabilir ve P; noktasi
P = (X1 +rpcosv,y1+1 sinv,zl) = (1”2, 0, h) (3.3.2)

olarak elde edilir. Kiibik Bezier egrisinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 disindaki diger iki kontrol
noktas1 P; ve P, sirasiyla

Py = (x1,0,21) (3.3.3)

veE

P, = (x2,0,22). (3.3.4)
seklindedir. Kontrol noktalar ve trigonometrik baz fonksiyonlar1 kullanilarak

r(u) = P()B()73 (u) + P]B|73(u) -+ Psz73(u) = P3B373 (u)

= (r1Bo3(u) +x1B1 3(u) +x2B2 3(u) + B3 3(u),0,21B1 3(u) +z20B23(u) +hB33(u)), 0 <u <1

egrisi elde edilir.
r(u) = (61(u),0,6(u))
seklinde ifade edilen egride,
ci(u) = r(1— sin(gu))z(l - asin(gu)) tx sin(gu)(l - sin(gu))(2+ o asin(gu))+

X cos(gu)(l - cos(gu))@—l—ﬁ —B Cos(gu)) (1 cos(gu))z(l _B cos(gu)),

o) =12 sin(gu)(l - sin(gu))@—l—oc - asin(gu)) +z2cos(gu)(l —cos(gu))@w —ﬁcos(gum
h(1 —cos(gu))z(l —Bcos(gu))

olarak alinir. Asagidaki grafik ry =a=B=1,rn=2,x1=10,x,=5,21 =25, =10, h =10

T-Bezier egrinin grafigini gostermektedir.
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Sekil 3.12 : T-Bezier egrisi

3.3.3.1 Kiibik trigonometrik Bezier egrileri ile olusturulan donel yiizeylerin baz

karakterizasyonlari

Bu alt boliimde trigonometrik Bezier egrisini z-ekseni etrafinda dondiirerek farkli sekil
parametreleriyle donel yiizeyler olusturacagiz.
r(u) egrisini z—ekseni etrafinda dondiirerek R(u,v) donel yiizeyi

T

R(u,v):([r1(1—sin(gu))z(l—asin(gu))—i—xl sin(gu)u—sin(” N+ a— asm(z W)+

2
xgcos(gu)(l —cos(gu))(Z—i—B - Bcos(gu)) + (1 — cos(gu))z(l — B cos( u))] CosV,
[r1(1—sm(gu))zu—asm(gu))ﬂlsm(gu)u—sin(;’ N+ o— asm(2 W)+

)

xzcos(gu)(l —cos(gu))(2+ﬁ - Bcos(gu)) +r(1— cos(g N?(1— ﬁcos( u))]sinv,

;ll\.)l

21 sin(gu)(l —sin(g

h(1 —Cos(gu))z(l - ﬁcos(gu»)
seklinde elde edilir.

Grafikte o ve B sekil parametreleri 1 den —1 e dogru azaltildiginda, o = f3 i¢in sekil yiizeyin
tabanina dogru yaklasir. ry =2, r» =5, x; =20, x, =2, z1 = 10, zp =2 ve h = 0.1 degerleri

i¢in:
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(c)a=p=-05 da=p=-1

Sekil 3.13 : Ayni sekil parametresine gore T-Bezier yiizeyin varyasyonlari

52



Grafikte trigonometrik Bezier yiizeylerin sekil parametreleri sirasiyla o = B = 1 (sol iist),

o =P =0.5(sag uist), « = B = —0.5 (sol alt), & = B = —1 (sag alt) olarak alinmustir.

Sekil 3.14 : Ayn1 sekil parametresine gore farkli perspektiflerden donel yiizeylerin
degisimi
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Grafikte farkl sekil parametreleri i¢in yiizey tasarimlari verilmektedir. Grafikte @ # 8 olmak
tizere sekil parametrelerinin aldig1 degerler azaldiginda olusan sekil yiizeyin taban kismina

dogru yaklasmaktadir.

(@) o=-05p8=—1 (b)a=0.5,8=1

Sekil 3.15 : Farkli parametreler icin T-Bezier yiizeyin varyasyonlari

R(u,v) ylizeyinin u ve v ye gore tiirevini aldigimizda,

Ru(u,v) = ([rBo3(u) +x1B) 3(u) +x2B; 3(u) + r2B3 3(u)] cos v,
[rlBE)ﬁ (u) +xlB/173 (u) +sz/273(u) + rzB,m(u)] sinv,
! / !
218y 3(u) + 228, 3(u) + hBs 5(u)),

R,(u,v) = (—osinv, o cosv,0)

elde ederiz. Burada, o = r1Bo3(u) +x1B; 3(u) + x2B2 3(u) + r2B3 3(u) dir. Gauss ve ortalama
egriligi hesaplamak igin R(u,v) nin birinci ve ikinci temel formlarini hesaplamaliyiz. Oncelikle,
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R(u,v) ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari,

E=9Y+8 F=0,G=0"

seklinde hesaplanir ve

Y =r1B3(u) +x1B) 3(u) +x2B, 3(u) + 1283 3(u)

6 =z1B) 3(u) +22B; 3(u) +hB3 3(u)

olarak alinir. Burada baz fonksiyonlarinin birinci tiirevleri,

—mcos(5u)(sin(Fu) —1)(3orsin(Fu) —a —2)

By 5(u) = 5 :

, meos(Zu)(3arsin?(Zu) + (—4a —4)sin(Zu) + a +2)
By 3(u) = 5 7

, _ —n(3B COSZ(%M) + (=4 —4)cos(Zu) + B +2).sin(Su)
B, 5(u) = 7 :
B'373(u) _ n(cos(Fu)—1)(3B co;(%u) — B —2)sin(Fu)

olarak elde edilir. Buna ek olarak, R(u,v) yiizeyinin birim normali

N(u,v) = ;(—5COSV, —0sinv,y)

VR

seklindedir. R(u,v) ylizeyinin ikinci tiirevleri ise,

Ru(u,v) = ([r1By 3() +x1B) 3(1t) +x2B5 3(1t) + r2B; 3 (u)] cosv,
[r1Bo 3 () +x1B) 3(u) +x2B5 3(u) +r2B5 5 ()] sinv,
21B) 5(u) +22B) 5 () + hB; 5(u)),

R,y (u,v) = (—ysinvy, ycosv,0),

Ry, (u,v) = (—0ocosv,—osinv,0)
olmaktadir.

Ikinci olarak, R(u,v) yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

[ 99+ yy
M =0,
oo

N
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seklindedir. Burada,

¢ = r1By3(u) +x1B) 3(u) +x2B; 3(u) +1r2B3 5(u),

v =218 3(u) + 22B; 3(u) + hB3 3(u),

ve trigonometrik baz fonksiyonlarinin ikinci tiirevleri

2

By 5(u) = I[3ocsin3(gu) 4 (—da—2) sin2<§u)+
(—6a cosz(gu) +a+2) sin(gu) + (4o +2) cosz(gu)],
2

B 5(u) = T[3asin3(§u) F(—do—4) sinZ(guH

(—60 cosz(gu) +a+2) sin(g )+

2
BY 3(1) = Z-1(6B cos(Gu) — 4B —4)sin® (S u) — 3B cos’(Fu)+

+ (4a+4)cos (721: )],

2

2

T T

(4 +4)cos’ (Fu) + (=B~ 2)cos( T,
(

/9

2"

2
B’3'73(u):Tjt[(6ﬁcos(g) 4B —2)sin’ g) 3Bcos3(gu)+

(4[3+2)c052(g) (=B —2) cos(

u)]

olarak bulunur. Bu sonuglardan yola ¢ikarak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.4. 7—ekseni etrafinda dondiiriilen trigonometrik Bezier egri tarafindan olusturulan

R(u,v) donel yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

_o(yy—98)+58(r’+6%)

Y

(/y2+52)3
_ O(yy—99)
- 0(82+72)?

olarak elde edilir. [29]

Sekil 3.16 dar; =1, rn =2, x; =5, x =10, z1 =25, 20 = 10 ve h = 10 degerleri ve
verilen kontrol noktalari ile belirli araliklarda secilen a ve B sekil parametreleri i¢in R(u,v)

donel yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin grafikleri verilmektedir.
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0.5

(@) 0 < a, B < 1igin Gauss egriligi (b) 0 < &, B < 1 i¢in ortalama egrilik

Sekil 3.16 : Farkli parametreler i¢in T-Bezier yiizeyin varyasyonlari

Sonug 3.3.1. z—ekseni etrafinda dondiiriilen T-Bezier egriler tarafindan olusturulan R(u,v)
yiizeyi icin belirli araliklarda secilen sekil parametreleri ve kontrol noktalarinin uyumluluguna

gore Gauss ve ortalama egrilikler icin verilen sonuglar asagidaki gibidir:

1. Eger Py kontrol noktasi x—ekseni iizerinde ve 0 < a,B < 1 ise, R(u,v) donel yiizeyinin

ortalama egriligi r(u) egrisinin baslangi¢ noktasinda sifirlanmaktadir.

2. Eger Py kontrol noktast orijin iizerinde ve —1 < o, 3 < 0 ise, R(u,v) donel yiizeyinin

ortalama egriligi r(u) egrisinin baslangi¢ noktasinda sifirlanmaz.

3. Eger P, ve P3 kontrol noktalari x—ekseni iizerinde ve 0 < a, < 1 ise, R(u,v) donel

yiizeyinin Gauss egriligi r(u) egrisinin baslangi¢ noktasinda sifirlanmaktadur.
4. Eger P, ve Py kontrol noktalart orijin iizerinde ve —1 < a, < 0 ise, R(u,v) dinel
yiizeyinin Gauss egriligi r(u) egrisinin baslangi¢ noktasinda sifirlanmaz. [29]

Teorem 3.3.5. z—ekseni etrafinda dondiiriilen trigonometrik Bezier egrisi tarafindan olusturu-
lan donel yiizey R(u,v) ve fi(u) = sin(Zu), fo(u) = cos(Su), 0 < u < 1 olsun. Yiizey ancak ve

ancak asagidaki kosullar gecerliyse diizlemseldir:

1. 6 =0 ise,
2004+2+Vat+2a+4
fl(u): 30 5
2 24+ +/B%2+2 4
fo(u) = B+ 35 +2B+ , veya
2
fz(u)Z%
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olmaktadir. Burada a ve B, kiibik trigonometrik baz fonksiyonlarinin sekil parametreleridir.

2. 8 #0ise,
L ~472() +2fi () + 413 ()
37 () = 47 () = 6.1 (w) f5 () + f1(u) + 43 (u)”
5 ~4f3 () +20) + 477 @)
6f2(u) f7 (1) — 47 (u) = 35 (u) + 415 () — fa(u)
seklindedir.

3.5#0,}/#0\/6(])#01&652%.[29]

Ispat: (—)K = ff(‘g’m’;ig oldugundan, incelenmesi gereken iki durum vardir:

1.6 =0(y#0)i¢in K =0 dir.
21y 3(u) + 2B, 3 (u) -+ hBj 3 (u) = 0

denkleminden,

3asin2(gu) +(—4a—4) sin(gu) tat+2=0,
3B cosz(gu) +(—4p —4) cos(gu) +B+2=0,
3B cos(gu) —B-2=0
esitlikleri coziliirse f)(u) = 24+2£ V3gz+2“+4, frlu) = 2p 42 V3g 2+2p+4 veya fo(u) = [33%

sirastyla elde edilir.
2.6 #0i¢in yy— ¢4 =0dwr. (6 #0)
1. Eger y =0 1ise ¢ = 0 dir. Boylece,

r1By5(u) +x1B) 3(u) +x2B 5(u) +12B3 5(u) =0,

r1Bg 3(u) +x1B) 3(u) +x2B; 3(u) +r2B3 3(u) = 0,

denklemleri ¢oziilerek, fi(u) = 2942 V3g2+2°‘+4, fo(u) = 2= v352+25 ™ ile
o —4f1 () +2£1 () +4£3 (u)
37 () — 47 (u) — 61 () f5 () + fi (u) + 413 ()’
. —A4f3 (1) +2f2(u) + 417 (u)
6f2(u) f7 (1) — 47 (u) = 35 (u) + 415 () — fa(u)

elde edilir.
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ii. Y # 0 olsun. Eger ¢ ve y sifir ise, K = 0 dir. Bu durumda,

1By 3(u) +x1B) 3(u) +x2B; 3(u) +r2B3 3(u) =0,

218 3(u) +22B, 3(u) +hB3 5(u) = 0,

denklemleri ¢oziilerek

_ —4f2(u) + 2 () +4f3 ()
33 (u) — 472 (u) — 611 () 2 () + fr () + 4F2 ()

5 4 f3 () +2f5(u) + 4 £2(w)
6120) 200) — 4F7 () — 313 () + 472 (w) — fol)

sonuglar1 elde edilir.

iii. Egerq/;émseés:%f (¢ #0)
(«<=)1.0=0ve0<u<Iigin,

nfr(u)(Baf?(u) + (—4a —4) fi(u) + a+2)
21 5 +
—n(3Bf5 () + (—4B —4) for(u) + B +2).f1(u) N
2
h”(fz(u) —1)(3Bfa(u) — B —2) fi(u)
2

22

=0

esitligi vardir. z; # 0, zo # 0 ve h # 0 igin,

Baft(u)+(—do—4)fi(u) + a+2=0,
3Bf5(u)+ (—4B —4) fo(u) + B+2=0,
3Bfo(u)—B—2=0

olmalidir. f; (1) = 2a+2i\/a2‘+2a+  folu) = 2/3+2iw3/gz'+zﬁ+4 ve fo(u) = [33_41;2 degerler icin & —

0 ve dolayisiyla K sifirdir. K sifir oldugundan yiizey diizlemseldir.
2.0#0ve0<u<1igin,

i. Eger sekil parametreleri, f(u) =

2a+2i\/a2+2a+ fo(u) = 2ﬁ+2i\/3gz+2ﬁ+ ile

_ —4f2 () +2f1(u) + 43 (u)
37 () — 4£7 () — 6£1 () 3 () + f1 (1) + 413 ()’
. —413 () +2f>(u) + 47 ()
62(u) f7 (1) — 47 () =313 () + 413 (u) — fo(u)

isey=0ve ¢ =0dir. yy— ¢ = 0 oldugundan, K sifirlanir ve yiizey diizlemseldir.
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—4f7 () +21 (W) +4f3 (1) B = —413 (0)+2f () +4 (1)
3£ () =417 () =61 () f3 )+ fi (w)+4£3 6f2(u) 7 (u)=4f (u) =313 (u)+413 ()~ fo(u)
ise ¥ # 0 durumu i¢in ¢ ve y sifirdir. Bu yiizden, K 51ﬁr oldugundan yiizey diizlemseldir.

ii. Eger o =

_‘I/V

iii. Eger 0 = £ ise yiizey diizlemseldir.

Teorem 3.3.6. z—ekseni etrafinda dondiiriilen trigonometrik Bezier egrisi tarafindan olusturu-
lan dinel yiizey R(u,v) ve fi(u) = sin(Fu), f>(u) = cos(Fu), 0 < u < 1 olsun. Yiizey ancak ve
ancak asagidaki kosullar gecerliyse minimaldir:

1.8 =0ise, fi(u) = 205 () = BEVEIH gy,

_ —4 7 () + 21 () + 413 ()
3£7 (1) — 42 (u) — 6.£1 () f3(u) + fi () +4f3 ()’
. —413 () +2f>(u) + 47 ()
6f2(u) f7 (1) — 47 () = 313 (u) + 413 (u) — fo(u)

olmaktadir.

2.8 #0vey#0ise, 6> =oc¢ dir. [29]

o(yy—98)+8(y*+8%) —o(yy—99)
Y vy =0ved = i dir.

Ispat: (=) Yiizey minimal oldugundan, H =

Incelenmesi gereken iki durum vardir:

1. Eger 6 =0 ise yy— ¢4 = 0 olmaktadir. Burada y = 0 ve ¥ # 0 dir.

218} 5(1) + 2285 5 () + 1B 3(u) = 0,

21By 3(u) +22B; 3(u) +hB3 5(u) =0

202+ Val420+4 2B+24+/B2+2B+4 i
30 7f2( ) ﬁ e

denklemlerinin ¢oziimiinden, f(u) =

_ —4f2 () +2f1(u) + 43 ()
37 () — A3 (u) — 61 () f3 () + f1(u) + 415 (u)
5— —4£3 () +2f2(u) + 417 ()
6.f2(u) f7(u) — 4fF () =335 (u) + 413 (1) — fo(u)

sirastyla elde edilir.
2. Ispat1 aciktir.

(«<=)1.0=0ve0<u<1igin,

nfo(u)(3oufE(u) + (=40 —4) f1(u) + ¢ +2)
21 5 -+

. —n(3B 5 (w) + (—4B —4) fr(u) + B +2).11 () N
2 2

U0 = DEBAW =D _,
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ve
Z]Bl73(u> + Z23273 (l/l) + ]’lB3’3 (I/t) =0

esitlikleri elde edilir. r; # 0, r, # 0, x; # 0, x3 # 0, z1 # 0, 22 # 0 ve h # 0 oldugundan f}(u) =

Zoc—i—Zi\éW7 Fo(u) = 2B+2i\3/g2+213+4 veya fo(u) = [33_;2 e

o —4f3(w) +21(w) + 413 ()
317 () — 4£7 () — 61 () f5 () + fi (u) + 413 ()’
. —4f5 () +2f2(u) +417 (u)
6f2(u) 7 (u) —4£7 () =35 (u) + 413 (u) — f(u)

seklindedir. a ve B sekil parametreleri icin H sifirdir, dolayisiyla yiizey minimaldir.

2. Ispat asikardir.

Ek olarak sunu soyleyebiliriz ki, § # 0 ve ¥ # 0 iken R(u,v) yiizeyi her zaman minimal

olmayabilir.

3.3.3.2 Genel tipte trigonometrik Bezier tensor carpim yiizey yamalari

n—inci mertebeden iki sekil parametreli genel tipte baz fonksiyonlar1 yardimiyla —1 <

o, <1ve0 <t <1 olmak iizere,

Boa(1) = (1— sin(gt))(l - asin(gt)),

ikinci dereceden trigonometrik baz fonksiyonlar elde edilir. C;; kontrol noktalar1 olmak iizere
(i,j = 0,1,2) ve sekil parametreleri o, 3 iken genel tipte Bezier tensor ¢arpimi yiizey yamasi
ikinci mertebeden iki Bezier egrisi i¢in,
2 2
r(u,v) = Z ZCijBig(u)Bj’z(v)
j=0i=0

seklinde olup tensor ¢arpimi yiizeyi,
r(u, V) = C()()B()_/z (M)B()g (v) + C01 B()’z (M)Bl 2 (V) + C()zBoyz (M)Bz’z (V)
+C10B12(u)Bo2(v) + C11B12(u)B12(v) + C12B1 2(1) B2 2(v)
+C20B22(1)Bo2(v) + Co1 B2 (1) B1 2(v) + C22B2,2(u) B2 (v)

olarak elde edilir. Bu esitligin matris formu,

Coo Co1 Cn2 Boa(v)
r(u,v) = [ Boa(u) Bia(u) Baa(u) ]| Cio Cii Cia | | Bia(v)
Gy G Cn B> (v)
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seklindedir.

Ornek 3.3.1. Kontrol noktalart Copy = (0,0,0),Co; = (1,2,0),Cop = (0,2,4),C1o =
(1,2,4),C11:(1,—1,3),C12=(0,1,—1),C20=(0,0,2),C212(0,0,—1),C22=(2,2,4) olsun.

Sekil parametreleri oo = B = o) = B = 1 olmak iizere, 0 < u,v < 1 i¢in

Boo(u)=1— sinz(gu),

Bip(u) =1—Boa(u) —Bya(u),
T

Boo(u)=1— cosz(iu)

ayni sekilde v parametresi icin de ayni baz fonksiyonlart elde edilir.

(0,0,0) (1,2,0) (0,2,4) 1 —sin*(Zv)
rwv)=[1—sin*(Zu) 0 1—cos®(Zu) || (1,2,4) (1,—1,3) (0,1,—1) 0
(0,0,2) (0,0,—1) (2,2,4) 1 —cos?(%v)

kuadratik Bezier egrileri ile olusturulan matris formunda tensor carpimi Bezier yiizey yamasidir.
Sekil 3.17 de u parametresine bagli Bezier egrisinin sekil parametreleri olan o ve B, v
parametresine bagli Bezier edrisinin sekil parametreleri olan i, degerlerine gore yiizey

yamasindaki degisim gosterilmektedir.

b a=p=-lo=p=1

Sekil 3.17 : Farkli sekil parametreleriyle GT-trigonometrik Bezier tensor ¢carpim yiizey
yamalari
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3.3.4 Genel tipte trigonometrik B-Spline egrisi

Bu alt boliimde trigonometrik baz fonksiyonlar: ile trigonometrik B-Spline egrilerini elde

edecegiz. Olusan egriden tensor carpimi yardimiyla yiizey yamalari olusturacagiz.

Tamm 3.3.3. p dereceli bir B-Spline baz fonksiyonu

I, i=0
Bio(t) = { 0, diger durumlarda

olmak iizere,

t—t
—B,‘7p,1 (l) +
livp— 1 litp+1 —liy1

livpr1 —1
LBz#l,p—l(t)

Bip(t) =

seklindedir. Dolayistyla, p dereceli bir B-Spline egrisi,
o(t) =Y PBip(t) (3.3.5)
olarak ifade edilir. [30]

Tamim 3.3.4. Sekil parametreleri o, ve 0 <t < 1 olsun. p =3 icin, —1 < o, < 1 olmak

lizere

t—1 ligq—1

(1) + Biy12(1)

Bi3(t) = i2 —
liy3—ti livd — iyl

denklemi ile elde edilen trigonometrik B-Spline baz fonksiyonlari i = 0 igin,

t—t ta—t
Bo3(t) = 0 0,2(1) ! 12(2)
13— 1 —
t—1t T ty—t
= — 9 (1—sin(Z1))(1 — asin(=t)) + ——(1—Bo(t) — B2 (1))
13— 1o 2 I4—1
i=1icin
r—1n 15—t
) = t t
1,3(7) t4_t1 1,2(7) - 22(1)
t— ts—t T T
= 1-B B>, (t 1-— —1))(1 — —t
PSS N 0.2(t) = B2 ))+t5_t2( cos(51))(1 = Beos(51))
i =2 icin,
t—t te
By3(t) = 2 Bao(t) + B3 2(1)
Is—1 lo — 13—~ —
0,i>m
t—1 Y/ y
= 1— —1))(1— —t
(1= cos(5))(1 - Beos(51))
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i =3 igin, B33(t) =0 olur. Elde edilen yeni baz fonksiyonlart ile (3.3.5) egri denklemi

Mﬂ=§?&ﬂﬂ
= By, (1 =sin(50) (1~ asin(30) + (1= Boa(e) ~ Ba(0)))
P (= Boa(t) = Baa(0) + 2= (1~ cos(F0)) (1~ Beos(51))}
Py (1= cos(3) (1~ eos(51)

seklindedir.

Kontrol noktalar1 Py, Py, P> ve T = {to t1,...,t5} diigim vektorii, —1 < o, < 1ver € [0,1]

olmak iizere bir drnek yapalim.

Ornek 3.3.2. Py =(0,1),P, = (1,2),P, = (2,4) ve T = {0,1,2,3,4,5} diigiim vektorii, o = f =

0.5 olmak iizere genel tipte trigonometrik B-Spline egri denklemini bulunuz.

vt € [0,1] igin

i) = (0,1){(5)(1 —sin(5) (1 - %sin(gt)) + ?(1 (1 -sin(5)(1 —%sin(gt))
T 1 T r—1 . T | Y 4
_(1_COS(Et))(l_ECOS(EI)))}—i_(l’Z){T(I_(1_Sln(it»(l_imn(at»
—(l—cos(gt))(l—%cos(gt)))%—?(l—cos(gt))(l—%cos(gt))}+(2,4)
(520 —cos50) (1~ eos(3n)

kuadratik trigonometrik B-Spline egrisidir.

3.3.4.1 Genel tipte trigonometrik B-Spline tensor ¢carpim yiizey yamalari

Bu alt boliimde trigonometrik B-Spline baz fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilen egriler ile

tensor carpimi yiizey yamalari elde edecegiz.

Tamm 3.3.5. Iki sekil parametreli trigonometrik B-Spline baz fonksiyonlart

Bos(t) = - (1 =sin(50)(1 — asin(F0)) + (1~ Boalt) - Baal0)
Bi3(t) = ;__ltll (1=Bop(t) —B22(t)) + ;55__;2(1 —cos(gt))(l —ﬁCOS(gf))
t—1

Y/ T
(1 —cos(zt))(l - B cos(zt))

By3(1) = PR
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olmak iizere bi-kuadratik B-Spline tensor carpum yiizey yamasi, C;j kontrol noktalar: (i=0,1,2,

J=0,1,2) ve sekil parametreleri o, 3, &y, B1 olmak iizere,
3 3
r(u,v) =Y Y CijBis(u)B;3(v)
j=0i=0
seklinde olup, tensor carpumi yardimiyla
r(u, v) = C()()B()g, (M)B()73 (v) + C()lB()73 (u)B173 (V) + C()QB()73 (u)Bzg, (v)

+ C103173 (u)Bo,3 (V) +C; 13173 (M)Bly3 (V) + ClzBLg (M)Bzg (V)

+Ca0B2,3(u)Bo3(v) +Co1Ba 3 () B1 3(v) + C22B 3(u)Ba 3 ()
yiizey denklemi elde edilir. Burada dikkat edilirse, Cy3,C13,C23,C33,C30,C31,C32  yiizey

denklemine etki etmez, ciinkii Bz 3(u) = B3 3(v) = 0 dir. Dolayistyla yiizey denklemi 9 kontrol

noktasi ile elde edildiginden yiizey bi-kuadratik yapidadir.

(")rnek 3.3.3. Kontrol noktalart C()() = (0,0,0),C()1 = (1,2,0),C()2 = (0,2,4),C1() =
(1,2,4),C11 = (1,—1,3),C12 = (0,1,—1),Ca0 = (0,0,2),Ca1 = (0,0, —1),Cr = (2,2,4) olsun.
oa=0a; = =P =1ve0<u,v <1, diigiim noktalar kiimesi T = {0,1,2,3,4,5} olmak iizere,
B(),z(u) =1- sinz(gu),
Bl’z(u) = 0,

Byo(u) = 1 —Cosz(gu)

baz fonksiyonlari B-Spline genel tipte baz fonksiyonlart olusturmak icin kullanildiginda,

Bo3(u) = g(l . s1n2(gu)),
Bialu) = 51— co(Gu)),

23l = 521 = cos? (Tu)),
B3,3(u) =0

elde edilir. Benzer sekilde v parametresi icin de ayni baz fonksiyonlar elde edilir. Boylece r(u,v)

tensor carpimi yiizey yamast

Coo Coi C2

r(u,v)z[%(l—sinz(%u)) 5%”(1—0082(%1/!)) '43;2(1—0082(%1/!))] Co Ch1 Ci2

Cy G Cp
¥(1—sin?*(%v))
?(l—cosz(gv))
V;—Z(l—cosz(%v))
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olarak elde edilir. Sekil 3.18 de farkli sekil parametreleri icin tensor ¢arpinu yiizey yamalart

verilmektedir.

2 3
W
I | =]

@a=B=a=0=1 b)a=p=04=p =-05

Sekil 3.18 : Farkli sekil parametreleri ile B-Spline tensor carpimi yiizey yamalarinin
davranigi

3.3.5 Genel tipte trigonometrik NURBS egrisi

Bu alt bolimde standart yapidaki trigonometrik baz fonksiyonlarini kullanarak yeni
NURBS trigonometrik baz fonksiyonlari,sonrasinda elde edilen baz fonksiyonlar1 yardimiyla

trigonometrik NURBS egriler elde edecegiz.

Tanim 3.3.6. p—dereceli bir B-Spline baz fonksiyonu

t—1 t; 1—1
Bip(r) = —Bip 1 (t) + L ——Bji1 51 (1)
liyp— 1 litp+1 — iyl
ve w; agirlik vektorii olmak iizere,
n
Y PwiBip(t)
i=0
alr) = 5 = YRR (1)
Y wiBip(t) =0
i=0
bigiminde yazilmasiyla NURBS egrisi elde edilir. Burada R; ,(t) baz fonksiyonudur ve
w;iB; (¢
Riplr) = 2 Zir @ o< <
Y wiBjp(1)
J=0
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olarak ifade edilir. [30]

Tanmm 3.3.7. p=3, i=0,1,2,3, wo,w;,w,w3 agirlik vektorii olsun. i = 0,1,2,3 icin

r—t tivqa—t

B,‘73 (t) =

Bia(t) + Bi12(t)

tip3 —1i lita — iy
denklemi kullanilarak,

W()B()73 t
Ro3(t) = 3—(),

Y w;Bjs(t)
j=0

wiBy3(¢
Ri3(t) = 3—()’

Y wiBj3(1)
=0
waB) 3(t
Ry3(t) = 3—(),
Y w;B;s(t)
=0

W3B373 (l‘)

Y w;Bjs(t)
j=0

trigonometrik baz fonksiyonlarielde edilir. Bu durumda, NURBS baz fonksiyonlari

R373 (l‘) =

Ros(t) = wo[,3 _— ,2@—1—%8172@)],
ngBm(t)
Rl,g(r):W]["‘ ;]Bl (1) + 2Bt )],
Z,WJBJ.S(I)
Ras(r) = 2220
ZWij,z(l)
j=0
R33(t) =0

olarak elde edilir.
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Tamim 3.3.8. (Genel tipte trigonometrik kuadratik NURBS egrisi) w; (i=0,1,2,3),t €[0,1] ve

diigiim vektor noktalar: diizgiin olmayan yapida olmak iizere,

OC(I) = P()R(),3 (l‘) +P1R173 (t) +P2R273 (l‘)

1 t—ty th—t
(B[ Bo () + By 0]
13— 1o 1 —1
Y wiBjs(1)
j=0
t—1 5 —1t t—1
+Piw| Bia(t)+ B ()] + Pawa| By ()]}
s —10 t5 —1 Is—1

genel tipte trigonometrik kuadratik NURBS egrisidir. B-Spline egrisinden farki hem diizgiin
olmayan yapida diigiim noktalarina sahip olmasi, hem de agirlik vektorlerinin devreye

girmesidir.

3.3.5.1 Genel tipte trigonometrik NURBS tensor carpim yiizeyleri

Bu alt boliimde trigonometrik NURBS egrileri yardimiyla tensor carpimi NURBS ylizey

yamalar1 elde edecegiz.

Tamm 3.3.9. C;; kontrol noktalar olmak iizere, (i =0,1,2,3; j=0,1,2,3) icin,

3 3
r(u,v) = Z Zciniﬁ(”)st(V)

=0i=0
dir. Burada R; 3(u) ve R 3(v) NURBS egrileridir. Tensor ¢arpimindan,

r(u,v) = CooRo3(u)Ro3(v) +Co1Ro 3(u)R1 3(v) + CorRo 3 (1) Rz 3(v)
+CioR13(u)Ro 3(v) +C11R1 3(u)R1 3(v) + C12R1 3()R2 3(v)
+CooR23(u)Ro 3(v) + C21R23(u)R1 3(v) + C22R2 3(u)R23(v)

elde edilir. R3 3(u) = R3 3(v) = 0 oldugundan 4 baz fonksiyonu olmasina karsin 9 kontrol noktast
yiizey tasarumi icin yeterlidir.

Ornek 3.34. Cy = (0,0,0),Coi = (1,2,0),Coo = (0,2,4),C19 = (1,2,4),Cy; =
(1,—1,3),C12 = (0,1,—1),Cp0 = (0,0,2),C2; = (0,0,—1),Con = (2,2,4) kontrol noktalari
ile beraber 0 < u,v < 1 alalim. T = {0,1,2,3,4,5}, wo = w; = 1,w, = w3z = 2 ve sekil

parametreleri o, B, &, B1 olmak iizere B-Spline baz fonksiyonlari,

Bos(u) = g(l . sinz(gu)),
Bialu) = 5 (1 - co(Gu)),
By3(u) = =5 ~(1 —cos’(Fu)).
B33(u) =0
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kullanilarak NURBS baz fonksiyonlarini yazalim. NURBS baz fonksiyonlart

u(1 —sin?(Zu
Ro3(u) = u —(1—11 - cos(zz(g)u))’
(5—u)(1—cos*(5u))
u+1—cos?(Zu)
(2u—4)(1—cos?*(3u))
u+1—cos?(5u)

R173(u) =

b

Ry 3(u) =

R33(u)=0

Y

olarak elde edilir. v parametresi icin de ayni baz fonksiyonlari elde edilerek tensor carpimi yiizey

yamast matris formunda

() = | di-sin’(§u) - (S—u(i-co () (u-4)(1cos(Fu)

)
) u+1—cos? (3
)
)

v+1—cos?(5v)
seklinde yazilabilir. Sekil 3.19 da farkli sekil parametreleri icin NURBS tensor ¢carpinu yiizey

yamalari verilmektedir.

@a==05a=p=1 b)oa=F=-050=p=-1

Sekil 3.19 : Trigonometrik bi-kuadratik NURBS tensor ¢arpim yiizey yamalar1
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3.3.6 Genellestirilmis kiibik yapida trigonometrik Bezier, B-Spline, NURBS egrileri ve

yiizeyleri

Bu alt bolimde kiibik yapida temel trigonometrik baz fonksiyonlarini kullanarak
trigonometrik Bezier, B-Spline ve NURBS baz fonksiyonlarii elde edecegiz. Sonrasinda bu baz
fonksiyonlarimi kullanarak kiibik yapida trigonometrik Bezier, B-Spline ve NURBS egrilerini
olusturarak tensor carpimi yardimiyla trigonometrik Bezier, B-Spline ve NURBS yiizeylerini

elde edecegiz.

3.3.6.1 GT-Kiibik Bezier egrileri

Bu alt boliimde kiibik trigonometrik Bezier baz fonksiyonlarindan kiibik trigonometrik

Bezier egrisi elde edecegiz.

Tammm 3.3.10. —1 < o, 3 < 1ve 0 <t < 1 olmak iizere,

Boa(r) = (1= sin(3))Bo2 (1),

Bi(t) = sin(50)Bo.2 (1) + (1 = sin(51)B1 (1),
Baa(r) = (1= sin(50))Ba.a(t) +sin(31)B12(0),
B3a(r) = sin(31)B2a (1)

3. dereceden genellestirilmis tipte trigonometrik baz fonksiyonlaridir. Burada,

Bo’z(t) = (1 — sin(
Bl,Z(t) =1 —Bo}z(l‘

B (1) = (1 —cos(

S|

0)(1 - asin(51),
—B(1),
)(1 - Beos(51))

~—

YRS

2. dereceden trigonometrik baz fonksiyonlaridir. [28] P; kontrol noktalart olmak iizere, (P; € R?2

veya R?) (i=0,1,...,m) ve sekil parametreleri o, 3 iken GT-Bezier egrisi

m

) = Y PBiw (1)

i=0

seklindedir. m = 3 icin GT-Kiibik bezier egrisi,
3
r(t) = ) PBi3(t)
i=0
= PRBo3 (l‘) +PBi3 (Z‘) +PB)3 (t) +P3B33 (l‘)
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olmak iizere 3. dereceden genellestirilmis tipte trigonometrik Bezier egrisi,

T
Et))

+(1—sin(Z )){1—(1—sm(;tt))(l—ocsin(gt))—(l—cos(gt))

r(t) = Po(1 — sin(gt))z(l - asin<§t)) +P1[(sin(gt) —sin(

(1-B cos(gt))}] P — s1n(gt))(1 - cos(gt))(l B cos(gt))
+sm( N1 —(1— sin(gt))(l - asin(gt)) Q1 —cos(gt))
(1- ﬁcos(gz)))] +Byfsin(51) (1~ cos(51))(1 - Beos(51))]

olarak elde edilir.

Tamm 3.3.11. (GT-Bezier egrisinin ozellikleri) Klasik yapida Bezier egrisinin ozelliklerini

incelemistik. Simdi de GT-Bezier egrisinin geometrik ozelliklerini inceleyelim:

Ug¢ nokta ézelligi: r(0) = Py ve r(1) = P; olur.
r'(t) = PyBy5(t) + PiB} 5(t) + P2B) 5(t) + P3B5 5(1)

olmak iizere, t = 0 igin,

72

36’3(0):_7( ‘em—1+a),
2

3/1,3(0)—7(’” —-m—1+a),
72

3/2,3(0)—7(m2—m—1+ﬁ)7
2

By 3(0) = —=—(m*—m—1+p)

dir. Buna ek olarak,

2 2
7(0) = 2o n = m— 1+ @) (P = R) + 2 —m— 1+ B) (P — ),
/ m o,
r(l)= Z(m —m—1+B)(P— P0)+Z(m —m—1+a)(P—P)

tiirevlerinden yola c¢ikarak baglangic noktasinda Py ve Py kontrol noktalari arasindaki
yakinsakligi oo, P, ve Ps noktalarindaki yakinsakligi B parametresi; bitis noktasinda ise Py ve Py

kontrol noktasina yakinsakligr B, P, ve P3 noktalarinda yakinsakligi o parametresi belirler.
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3.3.6.2 GT-Kiibik Bezier yiizeyleri
Bu alt béliimde kiibik trigonometrik Bezier egriler yardimiyla kiibik Bezier ylizeyleri elde

edecegiz.

Tanm 3.3.12. P,; € R? (i =0,1,2,3; j = 0,1,2,3) kontrol noktalar icin 3 x 3 (bi-kiibik)

GT-Bezier yiizeyi a1, 0, PB1, B2 sekil parametreleri ile,

R33(u,v) ZZP,]Blg 3(v), u,ve|0,1]
i=0j=0

seklinde tanimlanmir. Burada B; 3(u) ve Bj 3(v) GT-baz fonksiyonlari olup

R3 3(u,v) = PooBo3(u)Bo3(v) + Po1Bo3(u)B13(v) + PoaBo3(u)B23(v) + Po3Bo 3 (1)B3 3(v)

baslangi¢ noktast Py o, bitis noktasi P 3 tiir.

Ornek 3.3.5. Sekil 3.20 de Py(0.1,0.4), P;(0.15,0.75), P»(0.25,0.9), P5(0.5,0.9) kontrol
noktalari ile farkli sekil parametrelerine bagl egrilerin davranist gosterilmistir. Dikkat edilirse
o = —1,B = —0.5 icin egri P, kontrol noktasina daha yakin bir sonug verir. o = —1,3 = 1 icin
ise en uzak sonucu vermektedir. Benzer sekilde Sekil 3.20 de B = —1 oldugu durumda o degeri

arttikca egri P; kontrol noktasindan uzaklastr.
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Sekil 3.20 : Degisik sekil parametrelerinin GT-kiibik Bezier egrisine etkisi

Sekil 3.21 de ise 16 kontrol noktast ve oy, 0y, By, B, parametresi ile olusturulan iki yiizey

yamasi verilmektedir.

@op=—-1,6,=0 (b) ajp=pip=—1

Sekil 3.21 : GT-kiibik Bezier yiizey yamalar1

Dikkat edilirse o ve B sekil parametreleri hem konveks govde igerisinde yer alan egrilerin

hangi kontrol noktasina yaklasacagini, hem de yiizeyin kontrol noktalari icerisinde kalarak farkli
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tasarimlar elde edilmesini saglar. Burada, —1 < o, 8 < 1 oldugundan konveks govde 6zelligi
saglanmaktadir.
3.3.6.3 GT-Kiibik B-Spline baz fonksiyonlar: ve B-Spline egrisi

Bu alt boliimde trigonometrik kiibik baz fonksiyonlarini kullanarak kiibik yapida B-Spline
baz fonksiyonlarini elde edece8iz. Ardindan trigonometrik kiibik B-Spline egrisini elde

edecegiz.

Tammm 3.3.13. —1 < o, <1 ve 0 <t <1 olmak iizere 3. dereceden yeni B-Spline baz

fonksiyonlart
t—1 ts—t
Boa(t) = Bos(r) + 1,3(1),
14— 1y 5 —t
r—1n e —1t
Bya(t) = 13() + 23(1),
—1 e —t
t—1t t7—t
B t) = t t
24(1) = - . 23(0) + ——-Bs3(1),
r—13
t) = 1),
34(1) A 33(t)
B474(t):0

olup, burada ty,...,t; diigiim noktalari ve B;(t) = “='_-B;5(t) + Ty Bi13(t) (i=

tipqa—t; liys—liy1
0,1,2,3,4) seklindedir.

Bu durumda baz fonksiyonlar: kullanilarak elde edilen B-Spline egrisi asagidaki gibidir:

Tamm 3.3.14. (Kiibik GT-B-Spline egrisi) —1 < o, B < 1 ve 0 <t < 1 olmak iizere,

15 r—n e —1
p(t) = Po[ Bos( )+ 313( )]+P1[ By3(t) + By5(t)]
4—to 15— 1 Is5—1h Ie — 12
17 r—13
+P2[ 323( )+ 33,3( )]+P3[ Bs5(t)]
e —1h I —18 — 13

denklemine kiibik GT-B-Spline egrisi denir. Burada ty,t1,...,t; diigiim noktalari, t; —tg = tg —

ts = ... =t] —tg = sabit; Py, P|, P>, P; kontrol noktalari ve
Bos(r) = (1— sin(gt))Boz(t),
By s(r) = sm(gt)Bo,z( )+ (1 —sin(Z ! 0)Bia (1),
Bys(t) = (1 —Sln(2 ))Ba2(t )+Sln(2 )B12(1),
B3s(1) = 51n(gt)3272(t),
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Boa(t) = (1— sin(gt))(l - asin(gt)),
Bl’z(t) =1 —Bo7z(t) —Bz}z(l),

By (1) = (1 —cos(

dir. Sekil 3.22 da Py = (0.1,0.4), P, = (0.15,0.75), P, = (0.25,0.9), P; = (0.5,0.9)
kontrol noktalari ve a,f sekil parametreleri ile 3. dereceden GT-B-Spline egrisine sekil

parametrelerinin etkilerini goriiyoruz. B = —1,a = 0.5 icin egri P, kontrol noktasina, o =

—1,B = 0.5 igin egri P, noktasina daha yakindur.

Sekil 3.22 : Kiibik GT-B-Spline egrilerine sekil parametrelerinin etkisi

3.3.6.4 Kiibik GT-B-Spline yiizey yamalari

Bu alt bolimde kiibik trigonometrik B-Spline egrileri ve tensor carpimi yardimiyla kiibik

trigonometrik B-Spline yiizeyleri elde edecegiz.

Tamm 3.3.15. —1 < 04, 0,81,52<1,0<s,t<1,P; € R? xR
4 4
S(t,s) =YY PijBia(t)Bja(s)
i=0,=0
denklemi bi-kiibik tensor carpim yiizey yamasidir. Burada

t—1 tips—t

Bi4(t) = Bi3(t) + Bir13(t),
tiva — 1t lits —lit1
§—8; Sit5—S
Bja(s) = ——1=Bj3(s) + —=——Bj11(s)
Sj+4 =S Sj+5 = Sj+1

liciincii dereceden egriler icin GT-B-Spline baz fonksiyonlaridir. S(t,s) yiizeyindet =0,t = 1,5 =
O,S =1ile S(0,0) = P()(), S(l,O) :P30, S(O, 1) = P()3, S(l, 1) = P33 ve P,'j(i,j = 0, 1,2,3) kontrol
noktalaridir.
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Sekil 3.23 de kontrol noktalar1 ile B-Spline yiizey yamasmin sekil parametrelerine gore

degisimi verilmektedir.

0.8
~
0.6
~
0.4
0.2
0 /NN f‘
d
0
1 0.5
(a)a1:ﬁ1:0.5,062:ﬁ2=0 (b)a1:ﬁ1:0.5,a2232:05

Sekil 3.23 : Sekil parametrelerinin GT-B-Spline yiizeylerine etkisi

3.3.6.5 Kiibik GT-Nurbs egrileri

Bu alt boliimde trigonometrik NURBS kiibik baz fonksiyonlarin1 kullanarak trigonometrik
yapida kiibik NURBS egrisi elde edecegiz.

Tamm 3.3.16. —1 < o, 3 < 1ve 0 <t < 1 olmak iizere,
p(l) = P0R074(l‘) +P1R174(l‘) +P2R274(l‘) +P3R374(l‘)

denklemi kiibik trigonometrik NURBS egrisidir. Burada,

1 t—1y 15—t
R t)=— t t
04(1) WO[m—t 03(1) P 1,3(1)];
1 t—n g —1
Ria(t) = —wi| 13(8) + 23(1)],
15 —1 e —t
1 t—1t t7—t
Roa(t) = —wo 23(1) + 3,3(1)],
te— 1 t7 —t
1 r—13
R34(t) = —w3] 3,3(1)],
7 —13
R44(t) =0,
ve
r—1 t t —N e —1t
T=wo| 03(t) + By3(t)] +wi] 13(8) + 23(1)]
ty—t t ts — te—t
t—t t;—t t—13
t
+W2[t6_t 23(1) + —B33( )]+W3[t7_t 33(1)]



dir. a ve B sekil parametreleri egriye etki ederken, wo,wi,wa,ws agirlik fonksiyonlart lokal

olarak kontrol noktalarina etki eder.

3.3.6.6 Kiibik GT-Nurbs yiizey yamalari

Bu alt boliimde trigonometrik kiibik NURBS egrileri yardimiyla trigonometrik kiibik

NURBS yiizeyleri elde edecegiz.

Tanm 3.3.17. —1 < 04, 0,B1,52<1,0<s,t<1,P; € R3 xR?

4 4

S(t,s) = Zg). OBjRiA(f)RjA(S)
i=0j=

denklemi bi-kiibik NURBS tensor ¢carpim yiizey yamasidir. Burada,

1 r—1 15—t
Roa(t) = — Bos(t B s(t
0.4(t) ﬁWO[m—to 0,3()+t5_t1 13(0)];
1 t—1 te—t
Ria(t) = —wi] 13(1) 2,3(1)],
1 5t 6— 12
1 t—1t t;—t
Roa(t) = —wa| 2,3(1) 3,3(1)];
1 te — 1> 7 —t
1 r—13
34(t) = —ws| 33(1)],
1 t7—t
R474(l‘)=0,
1 t—1t ts—t
R074(S) = —wo| 0,3(3) 173(S)],
5 14 — 1 5—1
1 r—n e —t
14(s) = —wi| 13(s) + 2,3(5)],
2 51 6—1
1 t—1t —t
R = — B
2.4(5) — [l6_t 23(8) + ——B33(s)],
1 t—1t3
R S
34(5) 12W3[t7_t 33(5)];
R474(S)_07
t—1 t t—n fe—t
71 = wol 3(1)+ By 3(1)] +wi 1,3(1) + 2,3(1)]
4 — 1o —1 15— te—1t
-t t; —t I—13
+wa By3(1) B3 5(t)] + w3 B33(1)]
6 — I 17—t 7— 13
— [ 15—t r—n e —1t
T = wo 0,3(s)+ By3(s)]+wi| Bis(s)+ 2,3(5)]
41 5 — ts—t g —t
—I t t t—13
+W2[6—r By3(s) + B33 ()| + ws[ —~B33(s)]
olmaktadr.
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4. GENEL TIPTE KUATERNIYONIK TRIGONOMETRIK EGRILER

Bir kat1 cisme yon vermenin ana etkenleri Euler acisi, donme matrisi ve kuaterniyondur.

Yonlendirmeyi tanimlamak i¢in kullanilan kuaterniyon yontemi asagidaki avantajlara sahiptir:
1. Daha yiiksek dereceden hesaplamalarda verimlilik,
2. Smooth interpolasyonu saglamada kolayliktir.

Kuaterniyon déonme uygulamalarinda kullanilir. Kuaterniyon donel uzayina ait ve dort
boyutlu bir vektordiir. Sonug¢ olarak, kartezyen uzaydaki ii¢c boyutlu vektoriin algoritmalari

dogrudan kuaterniyon i¢in uygun degildir.

U¢ boyutlu vektdér uzayindaki interpolasyon teorileri kuaterniyon interpolasyonuna
dogrudan uygulanamaz. Yani, kartezyen uzaydaki yliksek dereceli interpolasyon yontemleri,

kuaterniyonun ¢ok yonlii interpolasyonu i¢in dogrudan kullanilamaz.

Kuaterniyonun en yaygin olarak kullanilan oryantasyon interpolasyonu Shoemake tarafindan
geligtirilen kiiresel dogrusal interpolasyondur (SLERP). SLERP in uygulamasi basit ve
kullaniglidir. SLERP formiilii asagidaki gibidir:

sin|[(1—1¢)0 sin(10
SLERP(Q1,00,1) = Ksine) ]91+ Sir(le)

92, t e [(), 1],

Burada 6 orijinal yon vektorii, 6, u¢ yon vektoriidiir. 8 ise 6, ve 6, 4-boyutlu vektorleri
arasindaki agidir. 8 nin a¢1 degeri, cos 0 = 0;.6; i¢ carpimi ile elde edilebilir. # degiskeni O ile
1 arasinda diizgiin bir sekilde degistiginde, 6, ve 6, arasinda bir dizi diizgiin dortlii yonler elde

edilebilir. [31]

SLERP sadece iki yon arasinda kuaterniyon interpolasyonu i¢in ¢ok uygundur. Bununla
birlikte, ikiden fazla oryantasyon arasindaki interpolasyonlar uygulanmak istendiginde SLERP
sadece CV siirekliligi garanti edebilir, birkag egri parcasinin birbirine baglandig1 noktalar smooth
yapida degildir. Bunun i¢in Shoemake SQUAD’1 (kiiresel dortgen lineer interpolasyon) SLERP

yardimiyla gelistirmistir.

SQUAD’1n uygulamasi ve tiirevi daha komplike olmasina ragmen, SLERPin dezavantajlarini

tasimaz.
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SQUAD(Q;, Qit+1.5i,Si+1,h) = SLERP[SLERP(Q;, Qi+1,h),SLERP(S;,Sit1,h),2h(1 — h)],

In(Q; '« Qi1) +1n(Q; ' * Qi11)
4

Si:Qi*eXp[ ],le,l,,ﬂ—l,hG[O,l]

Yukaridaki formiil iki fonksiyondan olusur. Ik fonksiyon interpolasyon fonksiyonu, ikinci
fonksiyon ise yardimc1 fonksiyon olarak adlandirilir. 8y, 6y, ..., 6, kuaterniyon formunda verilen
bir dizi anahtar yonelimdir, / tek degiskendir, Qi_1 ise Q; nin ters kuaterniyonudur. S; ve
Si+1 ikinci formiil tarafindan elde edilen yardimci fonksiyonlardir. So ve S, de8erlerini elde
etmek istiyorsak Q| ve O, degerlerine ihtiya¢ vardir. Ancak elimizde sadece Qy,Q1,...,Ox
degerleri vardir. Burada So = Qg ve S,, = O, esitlikleri alinir ve bu esitlik interpolasyon egrisi
izerinde ¢ok az etkide bulunur. SLERP formiiliiniin 3 kez uygulanmasi sonucu SQUAD formiilii

olusur. SQUAD formiilii C° ve C! siirekliliklerini saglar. [31]

Kuaterniyon,
Q=qo+qii+q2j+q3k

seklinde tanimlanir, qg,q1,q2,q3 reel sayilar, i, j, k kompleks sayinin imajiner kismidir.

Kuaterniyon Q = [qo, (¢1,92,¢3)] = [w,Vv] vektor formunda da gosterilir. w kuaterniyonun

reel kismi, v ise imajiner kismidir. Q nun normu,

loll = /@ + a2+ B+

dir. Genellikle, donme i¢in uygulanan kuaterniyon birim kuaterniyondur. Dahasi, popiiler olan
gosterimi

0 6 0 0
0= [cos(z),sin(z) x (a,b,c)] = [COS(E)’Sin(§> % 1]
dir. Burada 6 dénme agis1 ve n = (a,b,c) donme ekseninin vektoriidiir. Buna ek olarak n birim

vektordiir. (||n]| = 1)
Yukaridaki esitlik kuaterniyonun 6 donme agisi ile yaptigr donme karakteristigidir.

Bildigimiz iizere, F kompleks sayisi F = A + Bi seklindedir. ||F|| = 1 ise F birim
komplekstir. Birim kompleks eksponansiyel formda F = e?’ seklinde tanimlanir. Aymi sekilde,

bilinen kompleks form yerine birim kuaterniyon eksponansiyel formda,

0= [cos(g),sin(g) xn] =% = GOr(@b.c)

seklinde tanimlanabilir. Her iki tarafin logaritmasi alindiginda,
InQ =06n=20x(a,b,c)=(x,y,z) =P
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dir. Birim kuaterniyon i¢in logaritma alindiginda S deki 4-boyutlu kuaterniyon, R? uzayindaki
ii¢ boyutlu noktalara doniisiir. Bu durumda, yiiksek mertebeden interpolasyon teorileri 6zellikle

B-Spline, NURBS interpolasyonlari i¢in uygun duruma gelmis olur. [32]

Tamm 4.0.1. p(t) = [x(¢),y(t),z(¢)], t € [0,1] interpole edilen noktalar olmak iizere, R
uzayinda c¢esitli interpolasyon metodlarim P; = (x;,yi,zi),i = 0,1,...,n nokta serileri icin
kullaniriz. Interpole edilmis noktalar, R? uzayinda ii¢c boyutlu vektéirlerdir ve S° uzayinda birim
kuaterniyonlara doniistiiriilmesi gerekir. Kuaterniyonlarin donme eksenlerinin birim vektor
olmasint saglamak icin donme ekseni vektorlerinin lineer kombinasyonu alinmalidir. Bu nedenle

interpolasyon denklemi,

seklinde yazilir.

denklemi, Q = [cos(g),sin(%) s = e = 9*(@bC) denklemi ile karsilastirildiginda, dénme

actsi ve interpole edilmis birim kuaterniyon donme ekseni vektorii,

alt) =20
VR0 0+ 20)
=T +yy(?<r> 20
0= Vet Zy(t)< +2%(1)
seklindedir. Sonug olarak, reel ve imajiner kisim asagidaki sekildedir:

aole) = cos( VU 2 KORE0))
()= +Z())vx2<t>+xy(?<t>+z2<r>
) — sin 2<t>+y2< B0} - +yy(§)(t)+zz<,>’
o) s e <o)

Burada [qo(t),q1(t),q2(t),q3(t)] interpole edilmis birim kuaterniyondur. [32]
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4.1 Kuaterniyonik GT-kuadratik Bezier egrileri ve ozellikleri

Bu alt bolimde kuaterniyonik yapidaki kuadratik Bezier egrilerinden ve 6zelliklerinden

bahsedecegiz.

Tamim 4.1.1. Ikinci dereceden bir kuaterniyon Bezier egrisi,

2
P(t) =) _PBis(1)
i=0

olmak iizere,

~ 2 ~
P(t) = PoBoa(t) + Y APB;(t)
i=1

~

olarak ifade edilir. Burada e\") — ¢(t), POB;z(t) — ng’Z(t), AP,-BZQ(I) — e"iBi2() doniigiimleri
yapiuldiginda,

~ 2 -
B wiB
a(t) = go"* T [e"#20
i=1

~

Bo2(t) wiB) 2(t)+waBanl(t
=4, e"1B12(1)+w2Bas (1)

dir. w; = log(qi__llq,') icin (i=1,2)

Bg,z(t) log(q7'q1)B12(1)+Hog(q ' q2)Ba o (t
q(t) = g,"*"e (40" q1)B12(t)+log(q; " q2)B22 (1)
_ qgo=2+3172+3272elog(qaléh)(BlA,2+Bzﬁ2)+10g(61171612)32,2
_ qgo-2+Bl$2+B2«,2632,2(10g(6161Q1ql_]q2)+31,2(10g(qalm))
_ Bop By Bop
=4y 491 9

egrisi elde edilir.

Teorem 4.1.1. Kuaterniyonik kuadratik trigonometrik Bezier egrinin ozellikleri asagidaki
gibidir:
1. Ug¢ nokta ozellikleri :

t=0i¢in By2(0) =1,B12(0) =0,B22(0) =0 oldugundan q(0) = qo dir: t = 1 igin By 2 (1) =
0,B12(1) =0,By5(1) = 1 oldugundan q(1) = q- dir.
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GT-baz fonksiyonlart kullanilarak t = 0 ve t = 1 igin, oo, B sekil parametreleri olmak iizere

;\
=
I
I
3 NS
I
[S—
_|_
2

bazfonksiyonlar mnin lﬂleVlel 1 bl/llbﬂ’lbﬂ.
B B B
(t) 0,2 X 1,2 22,2

B B B
In(q(z)) = ln(QOOlqu 1‘2422‘2)

= Bop2Ingo+ B 2Ing) + B2 Ing;
seklinde ifade edilirse, tiirevi alindiginda
L~ B (o) inao+ B o0 lngs + B3 () s
elde edilir. Buradan, q(0) = qo oldugundan,

¢'(0) = qo( =3 (m—1+ @) Ingo +o(5 (m— 1+ ) Ing,

_ q()(lnq(;%(mflJra) i lnqlg(mflJra))

ﬂ)%(m—l—i—a)

=4qo ln(
q0

dir. Benzer sekilde, t = 1 icin

elde edilir.

2. Simetri: By,B12,B25 ve B2, B 2, B farkli parametrizasyonlarda aym egriyi tanimlar.

Soyleki o, B € [—1,1] vet € [0,1] i¢gin
q(t;0,B,Bo2,B12,B22) =q(1 —t;a,8,B22,B12,B))

dir.t — 1 —t icin,

o)
ul\)
(3]
~~
[—Y
|
-~
N—r
Il
~—~
—
|
o
@]
w
~~
NSRS}
~~
—_
|
-~
SN—
N—r
N—
—
—
|
=
o
o
2]
VS
]
Yy
—
|
-~
N—
N—
N—r
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seklindedir. t = 0 i¢in,
q(0;,B,Bo2,B12,B22) =q(1;0,3,B22,B12,B02)

esitliginin saglamp saglanmadigini gormek icin,

g(1—1) = q(()l—sin(%(l—t)))(l—ocsin(%(1—t)))qifBoAgUft)fszz(lfz)qgl—cos(%(l—t)))(l—Bcos(%(l—t)))

denkleminden faydalaniriz. Boo(1 —1t),B12(1 —1t),B22(1 —t) baz fonksiyonlar: kullamlarak,

t =0 icin,
1—sin(Z))(1—asin(Z)) 1—-Bg,(1—t)—Bs,(1— 1—cos(Z))(1—Bcos(Z
q(l)zq(() (7)) (1—-c (2))q1 0.2(1=1)=Baa( t)qg (3))(1=Bcos(5))
o (1—005(%))2
— "2

elde edilir. U¢ nokta ozelliginden biliyoruz ki (1) = g, dir. Dolayisiyla simetri dzelligi saglanur.
3. Geometrik invaryantlik: Egrinin sekli koordinat seciminden bagimsizdur.
4. Konveks govde ozelligi: Non-negatiflik ve birimin parcalanmast ozelliginden tiim egri,
kontrol noktalari tarafindan konveks govde icerisinde kalir.
Teorem 4.1.2. qo,q1,92 ve qo,q1,q> kontrol noktalart olmak iizere,
Boa(t) Bia(t) Bas(r)

gt ,B)=qy " g, " gy T,

™ Boa(t)~B1 2 (1) ~Baal1)
B)=aqy a1 a

K2

q(t;
ikinci dereceden kuaterniyonik GT-kuadratik Bezier egrileri icin,

q(1) = 4(0),

esitlikleri saglamirsa bu egriler C° ve C! siireklidir.

évl T(m—1+a)

Z)30n1e8) = goin(L)?

g2 In(
q1 q0

esitligi parametrik siireklilik icin saglanmalidir. Aksi durumda

%(mflJrE)

g2 In(L2)3m=14B) — £ gon(LL)

~

q1 q0

denkleminde & € R (& > 0) icin geometrik siireklilik incelenir.
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4.1.1 GT-Kuaterniyonik kiibik Bezier egrileri ve yiizey tasarimlari

Bu alt boliimde kuaterniyonik trigonometrik kiibik Bezier egrilerinden ve tensor ¢arpimi

yiizey tasarimlarindan bahsedecegiz.

Uciincii dereceden bir kuaterniyon Bezier egrisi,

3
p(t) =) piBis(1)
i=0

~

N 3
= poBos(1)+ Y ApiBi3(1)
=1

1=

~

olarak ifade edilir. Burada p(1) — ¢(¢), poB:)Jg(t) — qg°’3(t), Ap,-B:3(t) — ¢"iBi3() doniigiimleri

yapildiginda,

Bos (1) S
q(t) =q ’ Her i,3(t)
i=1

_ Bo3(t)_wiBy 3(t)+w2Ba3(t)+w3B3 (1)

dir. w; = log(g; ', ¢;) igin (i = 1,2,3) olmak iizere,

q(t) = q§5.3 () f ol 01)B13(1)+og(a; " 42)B2.3(1) Hoe(a; 1 43)Bs 5(1)y

_ qgo,z (f)qfl,s (f)qu,s (t)q§3’3 (t)

olmaktadir. Her iki tarafin e tabanindan logaritmasi alinirsa,

B B B B
In(g(t)) = ln(qou,s(t)q1 13(t)q22:3(t)q33ﬁ3(t))

(t) 3(t) 3(1) (t)

zlnqgo’3 +lan1" +lnq§2' —|—lnq§3’3

olur. Burada biliyoruz ki ¢(r) = (") dir. Boylece In(g()) egrisi,

In(q(r)) = e’ = p(r)

oldugundan p(t) egrisine doniigiir. Burada

p(t) = Boj(t)Ingo+ By 3(t)Ing + By 3(t)Ingz + B3 3(t) Ing3

84



kuaterniyonik Bezier egri denklemidir. ¢ € [0,1] olmak iizere, R? de interpole edilmis nokta

vektoriine doniigen kontrol noktalari icin,

p(t) = Bos(r) Infeos( LW +y22 ety
+BmOW$m0A%ﬂ+§OHﬂ%0)VﬂOHﬁZﬂ+?®]
+ By 3(t) Insin( Vx 2 s ())’\/xZ(r) +yy(;)(r)+z2(t)
+B33(1) In[sin( \/x 2 s ())’\/xZ(r) +Zy(2)(t)+z2(t)

seklindedir. Birim kuaterniyon teorisine gore, ¢'® = cos 6 +isin 0 esitligi kullanilarak reel kisim
By 3(t) baz fonksiyonuyla, imajiner kisim diger baz fonksiyonlar ile iligkilidir. Burada p(r) =
[x(¢),y(2),z(2)], t € [0,1] olmak iizere, ¢t degiskenine bagh fonksiyonlar alinir. $imdi genel tipte

kuaterniyonik bi-kiibik Bezier tensor ¢arpimi yiizey yamasi olugturalim:

Tamm 4.1.2. —1 <, < 1ve 0 <t <1 olmak iizere,

Bo(r) = (1= sin(51))Boa(0).

Bia(r) = sin(51)Boa(r) + (1 —sin(31)B1(1),
Baa(t) = (1=sin(51))Baa(t) +sin(51)B12(0),
B3a(r) = sin(31)B2a (1)

iiciincii dereceden genellestirilmiy tipte trigonometrik baz fonksiyonlaridir, ki burada;

mezu—mému—mmgm

ikinci dereceden trigonometrik baz fonksiyonlart olarak bilinir. Tensor carpinu yiizey yamasi

olusturmak i¢in oncelikle Ingq;; = C;; doniisiimii yapalim.

3 3
=YY Ingi;Bi3(u)B;3(v)

j=0i=0
3 3

= Z ZCijBis(”)Bjﬁ(V)

j=0i=0
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bi-kiibik kuaterniyonik Bezier tensor ¢arpimu yiizey yamasidir. Cjj (i = j=0,1,2,3) olmak iizere,

Coo Co1 Conz Cos Bos(v

Cio Ci1 Ci2 Ci3 Bis(v
,v)=| Bo3(u) Bis(u) Baz(u) Bzz(u
r(uv) = [ Bos(u) Buis() Bas() Bss@) ]| o "o of o || B

G G311 C3 C33 B33 (v

~

tensor carpum yiizey yamasidir. o, B, &y, B1 sekil parametreleri olmak iizere, 0 < u,v <1 ve
16 kontrol noktast alalim. Cog,Coy, ...,C32,C33 kontrol noktalar: C;j = qi(u;;) (i, j,k=0,1,2,3)

formuna doniistiiriiliirse kuaterniyonik Bezier tensor carpinu yiizey yamast elde edilmis olur.

Kontrol noktalart,

(\/x(z)o(f) +50(1) +25o (1)

Coo = qo(ugo) = [cos )] I(Xoo,yoo,zoo)’

2. (5) 1 y2 (£) 1+ 2 .
Co1 = q1(uo1) = [Sin(\/ Ol(t) ygl P ZOl(t))' (1) ] ’(x017y01,101)’
V20 +33,(0) +3,(1)
Con = ¢ (1tg2) — [Sin(\/xoz( )+ 5 )+Z(2)2(l))' y02(1) 1 )
2 S 0
X, + +23
Coz = q3(uo3) = [Sin( \/ 03( ) y;3( ) ZO3(I))- ZOS(I) ] |(Xo37)’03,zo3) ’
VA0 +535(0) +2850)

VRo0) +33(0) + (1)

Cio = qo(u10) = [cos( 5 )] |(X1o,y107210)’
Xy (1) + 3 (6) +23, (1) x
Ci = 41(“11) = [Sin(\/ s y;] il ) ll(t) 2 ] ’(xllv)’II,ZII)’
\/xn( 1)+ 7, (t) + 27, (¢)
X + + 2
o i) — s N () y;( )+, yial) o
\/xlz( 1) +y7,(t) + 25, (t)
Xy (1) + 315 (1) + 235 (1)
Ci3 = g3(u13) = [sin( \/ = ;3 = )- 5 2132(t) > ] |(X13,y13,213) ’
V(0 +53(0) +25(1)
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C20 = qo(u20) = [cos )] |(Xzo,Y2o7zzo)’

X + +23 X
G =q (”21) = [Sin(\/ 21( ) yzl( ) el (t)) ZI(I) ] |(X217Y2l722l)’
\/le( )+ 5, (t) +23,(¢)
X + +23
Cxn = C]Z(”ZZ) = [Sin( \/ 22( ) y;2( ) Z22(t) ) )722(f) ] |(x22,y22,122)’
VB0 +9%,0)+3,(0)
X + +23
Co3 = q3(u23) = [sin( \/ 23( ) yf( ) Z23(t))' (1) ] ’(X237y237Z23) )
V(0 +335(0) + 5(0)
x30(1) +¥30(1) +230(1)
C30 = qo(u3p) = [cos( \/ 2 y;O =0 )] |(X3o7)’3o,z30)’
x5, (1) + 33, (0) + 23, (t) X
G =q1(u31) = [Sin( \/ X ;1 & )- > 312(t) 5 ] |(x31,y31,231)’
\/x31(f)+)’31(t)+z31(f)
X5, (1) + 33, (1) + 23, (1)
C32 = q2(u32) = [sin( \/ - yzz - )- 22200 > ] ‘(X327)’32,Z32)’
\/x32( 1) +y3,(1) + 23, (t)
x5 () + +23,(t
C33 =q3 (u33) = [Sin( \/ 33( ) }23( ) Z33( )) Z33(t) ] ‘(X337y337233)

.\/x%3(t)+y%3(f)+Z%3(f)

seklinde modifiye edilir ve olusan yiizey,

7(14, V) = CO()B()73 (M)B()73 (v) + C()lB()’g (u)Bl73 (V) + C()QB()73 (u)32’3 (v)+
Co3Bo 3 (u)B373 (v)+ CioB13 (M)Bog v)+C 1B13 (M)Bl73 (v)+

C12B13(u)B23(v) +C13B1 3(u)B3 3(v) + CoB23(u)B

(
) ()B3 5(

v) +CxBo 3 (1) By 3(v
) (u)B15(
)

+

3V

+

’

) (u)Bo3(v)
)+ C23B23(1)B3 3(v)
C30B33(u)Bo3(v) +C31B3 3(u)B; 3(v) + C32B3 3(1) B2 3(v)

) I I

+

(u)B25(
C21B23(u)B1 5(
(#)Bo3(
(u)B35(

C33B33(u)B3 3(v

bi-kiibik kuaterniyonik Bezier tensor ¢carpim yiizey yamasidir.

Ornek 4.1.1. 0 < u,v < 1 olmak iizere,
Coo = (1,1,1),Co1 = (1,1,2),Co2 = (1,2,1),Co3 = (2,1,3),
ClO = (27_172)7C11 = (27_173)7C12 - (17372)7C13 - (17373)7
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CZO = (27274)7C21 = (27374)7C22 = (37171)7C23 = (372, 1)7
C30 = (37_172)7C31 = (37273)7C32 = (37373)7C33 = (374’1)

kontrol noktalarint aldigimizda, farkli sekil parametreleri ile asagidaki bi-kiibik Bezier tensor

carpumu yiizey yamalari olusur.

©a2=0,B1p=1

Sekil 4.1 : Farkli sekil parametreleriyle kuaterniyonik bi-kiibik Bezier tensor ¢arpimi
yiizey yamalari

4.1.2 GT-Kuaterniyonik kiibik B-Spline egrileri ve yiizey tasarimlari

Bu alt bolimde kuaterniyonik yapida kiibik B-Spline egrilerini olusturacagiz, ardindan

tensor ¢carpimi yardimiyla B-Spline yiizey tasarimlarini elde edece§iz.
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Tanmmm 4.13. —1 < o,B <1 ve 0 <1t < 1 olmak iizere 3. dereceden yeni B-Spline baz

fonksiyonlart
r—1 15—t
B t) = t t
0.4(1) PY— o3()+t5_t 1,3(1),
r—1n te—1t
Ba(t) = 13(2) 2,3(1),
—1 fe — 1
t—1tb t7—t
Boa(t) = 23(1) 33(1),
—t t7—t
r—13
34(1) = 33(1),
B474(t):0

t0,...,t7 diigiim noktalart ve Bi(t) = “='B;3(t) + fiys Bit13(t) (i =0,1,2,3,4)

tita—ti liy5—Ttit1

seklindedir. Bu durumda baz fonksiyonlari kullanilarak elde edilen kuaterniyonik kiibik B-Spline
egrisi asagidaki gibidir:

r—1 ts —t xz +Z2
p(t) =] Bos(t) + - B 3(t)]In[cos( \/ (t ))]
4 —1o —1 2
t—1 t6 — \/x 1) +22(1) x(t)
+ By5(t) + 323 lIl sm .
[’S—H ) te—1 ) 2 ) VX2 (1) + 2 (1) + ()]
t—t t7—t \/x 1)+2%(t) y(t)
+ By3(1) + B3 3(t)] In[sin(
=2 Baalt) + = Baa0) ) e ]
t—13 , xX2() +y2(t) +22(t z(t
+ B373(t)]ln[sm(\/ (1) +52(1) ( )) ( )
t7_l3 2 \/X +Z ()
Burada ty,ty, ...,t7 diigiim noktalari, t; —tg = tg — ts = ... = t| —ty = sabit; qo,q1,492,q3 kontrol

noktalart ve

Boa(t) = (1=sin(51))Boa (1)

Bia(r) = sin(31)Boa (1) + (1 —sin(5 7810
Baa(t) = (1=sin(50))Baar) +sin(50)B12(0),
B33(1) = Sm(gf) 22(1),

Boa(t) = (1 =sin(51)(1 - asin(51))
Bi2(t) =1—Boa(t) —Baa(t),
Baa(t) = (1 —cos(31)(1 = Beos(51)

dir. Birim kuaterniyon teorisine gore, ¢'® = cos@ + isin@ egitliginden reel kisim Bo3(t)

baz fonksiyonuyla, imajiner kisum diger baz fonksiyonlari ile iligkilidir. Burada p(t) =
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[x(2),y(2),z(¢)], t € [0, 1] olmak iizere, t degiskenine bagl fonksiyonlar alinir. Simdi genel tipte

kuaterniyonik bi-kiibik B-Spline tensor ¢carpinu yiizey yamast olusturalim:

o —kuaterniyonik GT-B-Spline yiizey yamast GT-B-Spline baz fonksiyonlart kullanilarak
elde edilir. Coo, Cot, ..., C32,C33 kontrol noktalar: Cij = qi(u;j) (i,j,k =0,1,2,3) olmak iizere,

7 (u,v) = CooBo,4(4)Bo.4(v) + Co1Bo 4 (u)B1 4(v) + Co2Bo 4 (1) Ba,4(v)+

Co3Bo4(u)B34(v) +CioB1.4(1)Bo4

v)+CuiBia(u)Bia(v)+

C12B1 4(1)Ba.a(v) + Cr3Bya(u)Bs.a(v) + CaoBa.a (1) Bo.a (v)
(u)B1a(v) ) +C23B2,4(u)B3,4(v)

Ca0B3.4(1)Bo.4(v) + C31B3.4(u)B1.a(v) + C32Bs.4 (1) Bo.a (v)
(1)B3 4(v)

_|_

Bia

)

u 1%

+

C1B2 4

(
(
4
(

(u)
+C2B) a(u)Bo4(v
(u)

+

) I

C33B3 4(u)B34(v

Sformundadir.

4.1.3 GT-Kuaterniyonik kiibik NURBS egrileri ve yiizey tasarimlari

Bu alt boliimde kuaterniyonik yapida kiibik NURBS egrilerini olusturacagiz, ardindan tensor

carpimi yardimiyla NURBS yiizey tasarimlarini elde edecegiz.

Tammm 4.14. —1 < a,B < 1ve 0 <t <1 olmak iizere,
p(t) = PoRoa(t) + PiR1 4(t) + PaRo 4a(t) + P3R3 4(1)

denklemi kiibik GT-NURBS egrisidir. Burada

1 r—1 15—t
Roa(t) = — Bos(t 1],
04(1) TWO[M—lO 0’3()+ts—t1 1.3(1)]
1 r—1n g —1
Ria(t) = —wi] By5(t) + 23(1)],
Is—1 Ie —I2
1 r—t t7—t
Ro4(t) = —wo| 3(0)+ 33(0)],
fe—t —t
1 t—13
R3a4(r) = —ws] - 33(0)],
Ry4(t) =0,

dir. Ayrica, trigonometrik NURBS egrilerinde oldugu gibi burada da

r—1 15—t r—n g —1
T=wol Bo3 (1) + Bi3(1)]+wil Bi3(1)+ By 5(1)]
14— 1 I5—1 15 —1 e — 12
r—1n 17—t r—13
+wa By(r) + B33(1)] +ws] B3 3(t)]
te— 1 1 —13 1 —13
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olarak alimir. o ve B sekil parametreleri egriye etki ederken, wo,wi, wa,ws agirlik fonksiyonlar

lokal olarak kontrol noktalarina etki eder. Bu durumda bi-kiibik kuaterniyonik NURBS egrisi,

) = bl = 30+ 57 0 mfos ”22 el
iy a0 o) i P +Z())'wc2<r>+xy(?<z>+z2<r>
lWZ[;——tszZﬁ(’”f—t3B33<)““[Si‘“W(t)ﬂzz(t)Hw))'¢x2<r>+yy(?<r>+z2<t>
O C uuEsEE= 0 S N
olarak ifade edilir

Tanmm 4.1.5. Coo,Co1, ..., C32,C33 kontrol noktalar: Cij = qi(u;j) (i, j,k=0,1,2,3) olmak iizere,
kuaterniyonik bi-kiibik NURBS tensor carpimi yiizey yamalart,

7(u,v) = CooRo.4(t)Ro,4(v) + Co1Ro 4(u)R1 4(v) + CozRo 4 (u)Ro.4(v)+
Co3Ro.4(u)R3 4(v) +C10R1 4(u)Ro.4(v) + C11R1 4(u)Ry 4(v)+

1%

+

u)R3 4(v) + CaoR2 4 (u)Ro 4

+

+

(
4(U)R34(v) (u)Roa(v)
+CooR2 4(u)R2 4(v) +Co3Rp 4 (u)R3 4(v)
(M)R1 4(V) —I—C32R3,4(M)R2 4(v)

I I

seklinde ifade edilmektedir. Burada, en onemli nokta ise sekil parametrelerinin yanisira
agirlik fonksiyonunun ve diigiim vektorler kiimesinin de sekle etki etmesidir. Yiizey tasariminda
kuaterniyonik Bezier yiizeyleri ve B-Spline yiizeylerinden farkli olarak NURBS yiizeyleri bize

daha ¢ok secenek sunmaktadir.

Ornek 4.1.2. 0 < u,v < 1 olmak iizere,
Coo = (1,1,1),Co1 = (1,1,2),Cp = (1,2,1),Co3 = (2,1,3),
Cio=(2,—-1,2),C;y =(2,—1,3),C1» = (1,3,2),C13 = (1,3,3),
Cr=(2,2,4),C1 = (2,3,4),C0 = (3,1,1),C3 = (3,2, 1),
Cy=(3,—-1,2),C3; = (3,2,3),C3, = (3,3,3),C33 = (3,4, 1)

kontrol noktalart olsun. Asagidaki grafikler bize sekil parametreleri o = ¢ = —1, = B =1

olmak iizere agirlik vektorlerinin sagladigi degisimi vermektedir.
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@wy=wi=wr=w3=1 b)wy=wi=—1l,wr=w3=1

©@©wy=wi=wr=w3=~—1

Sekil 4.2 : Kuaterniyonik bi-kiibik NURBS tensor carpimi yiizey yamalarina agirlik
fonksiyonlariin etkisi
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