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1. GIRIS

Kuaterniyonlar teorisi kompleks sayilarin genislemesi olan bir say sistemidir. Ilk tanim
Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton (1843) tarafindan yapilmstir.
Kuaterniyonlar bir skaler ve bir vektoriin toplami olarak yazilabilir. Kuaterniyonlar
sirali dort saymin 4 birime eslik etmesiyle tanimlanan, cebirin ilging bir formudur. Bu
elemanlar dogal sayilara benzer bir yol ile tek bir birim olarak toplanabilir veya
carpilabilir. Ayrica, q; Ve q, kuaterniyon iken g,q, sayisinin q,q, sayisina esit olmasi
gerekli degildir. Matematiksel olarak kuaterniyon carpimi degismeli degildir.
Kuaterniyonlar mekanik ve kinematik gibi ¢esitli alanlarda, kuantum mekanigi ve
kimyada grup temsilinde 6nemli bir rol oynarlar. Diger yandan da ortogonal ve birim
simetri gruplarda déonme doniisimii ile baglantilidirlar. Kuaterniyonlar uzayda sonlu

donmeyi temsil etme imkani saglarlar.

E® ve E* de kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet formiilleri Bharathi ve Nagaraj
(1985) tarafindan verilmistir. Daha sonra Coken ve Tuna E; yari-Oklidyen uzayida
kuaterniyonik bir egri i¢in Serret-Frenet formiillerini tanimlamislardir (Coken and Tuna
2004). Ayrica, bu yazarlar kuaterniyonik egriler i¢in kuaterniyonik egimli egriler ve
harmonik egrilikleri de tamimlanuslardir (Coken and Tuna 2004). E* Oklid uzayinda
ise Gok, Okuyucu vd. (2011) kuaterniyonik B, -slant helisini karakterize etmislerdir.

Bundan baska, Okuyucu (2013) tarafindan E* Oklid uzaymmda kuaterniyonik

Mannheim egrilerini ¢alisilmigtir.

Geometride, ozellikle diferensiyel geometride egriler teorisi dnemli bir yere sahiptir.
Egriler Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda da yogun bir sekilde ¢alisilmis ve ¢alisiimaya
devam edilmektedir. Egriler geometrisinin ¢alisilmasinda iki kavram c¢ok onemlidir.
Bunlar egrinin Frenet denklemleri (bu denklemler Serret- Frenet denklemleri olarak da
bilinmektedir) ve egrinin egrilikleridir (Frenet 1852, Serret 1851). Bu kavramlar
yardimiyla egrinin geometrik 6zellikleri incelenmektedir. Ornek olarak, 3-boyutlu Oklid
uzayinda bir egrinin k; egriligi sifir ise egri bir dogrudur, k, =0 , k; =0 bir sabit ise
egri bir gemberdir. Eger k; ve k, sifirdan farkli sabitler ise egri bir dairesel helistir.

n-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin tiim egrilikleri sabit ise egri W-egri olarak



adlandirilir (Klein and Lie 1871). W-egriler Oklid uzaylarinda yogun bir sekilde

calisilmustir (flarslan 2005). R® de diizlemsel W-egri 6rnegi olarak gemberler diizlemsel

olmayan W-egri 6rnegi olarak helisler verilebilir.

Diger taraftan R" de W-egriler sonlu tip egriler icin 6rnek olusturmaktadir. Ornek
olarak, R* de kapali W-egriler kiiresel 2-tipli egrilerdir (Chen and Dillen 1986).
Minkowski 3-uzayinda tim W-egriler Walvare tarafindan ¢alisilmistir (Walvare 1995).
Ornek olarak, Minkowski 3-uzayinda diizlemsel spacelike W-egriler cemberler ve

hiperbollerdir.

Minkowski uzay-zaman R; de spacelike W-egriler Petrovic-Torgasev ve Sucurovic

(2002) tarafindan ¢alisilmistir

Bu bilgiler 15181nda; bu tez calismasinda Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinda kuaterniyonik
W-egriler incelenmistir. Ikinci béliimde tez ¢alismasinda kullanilan bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde Kalkan Boyacioglu (2018) tarafindan yapilan
caligma ayrintili olarak incelenerek, E; ve EF yar1-Oklid uzaylarinda kuaterniyonik bir
egrinin kuaterniyonik W-egrisi olmasi igin sabit katsayili vektor degerli diferensiyel
denklemler insa edilerek c¢ozllmistir. Ayrica, Kkuaterniyonik W-egrilerinin
kuaterniyonik pseudo-kiire, kuaterniyonik pseudo-hiperbolik uzay ve kuaterniyonik 1s1k
konisi iizerinde yatmasi igin gerek ve yeter kosullar incelenmistir (Kalkan Boyacioglu
2018). Dérdiincii boliim tez ¢alismasinin orjinal kismi olup E3 ve E* Oklid uzaylarinda
kuaterniyonik bir egrinin kuaterniyonik W-egrisi olmasi i¢in sabit katsayili vektor
degerli diferensiyel denklemler insa edilerek ¢oziilmistiir. Ayrica, kuaterniyonik W-

egrilerinin kiire {izerinde yatmasi i¢in gerek ve yeter kosullar incelenmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR
2.1 Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu béliimde E™ , n-boyutlu Oklid uzayinda temel tanim ve teoremler verilecektir. R"

Oklid uzay1 standart Oklid uzay1 anlaminda fark edilmesi i¢in E™ ile gdsterilecektir.

Tamm 2.1.1 A bir reel afin uzay ve V , A ile birlesen bir vektor uzay1 olsun. V de bir i¢
garpim,
() VxV >R
(% Y) = (% y) =D %Y,

i=1

{x=(x1,...,xn)
Y=Yy ¥a)

Oklid i¢ carpimu olarak tamimlandiginda A afin uzayma n -boyutlu bir Oklid uzay: denir
(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.2 E™, n -boyutlu bir Oklid uzay1 olsun. ||, ||, V vektdér uzayinda bir norm
olmak iizere,

d:E"xE" >R

(. y) > dxy) =[] =4/zz,(yi X’

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x, y) reel

sayisina da x, y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.3 E™ n-boyutlu bir Oklid uzay1 olsun. ||, ||, V vektdér uzayinda bir norm

olmak tizere,
d:E"xE" >R
(X, y) > d(x y) =[xy

ile tanimlanan d fonksiyonuna E™ de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.4 E™ n-boyutlu bir Oklid uzay: olsun. Vx,y,z € E™ i¢in xy vektorii ile yZ

vektori arasindaki aginin dlgiisii,



(5.7%)

9l

cosf =

ile hesaplanan 6 reel sayisidir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.5 E™ de sirali bir Py, Py, P,, ..., B, nokta n + 1-lisine R™de karsilik gelen

{PyPy, PyP,, ..., PyP,} vektor n-lisi R™ i¢in bir ortonormal baz ise {Py, Py, P>, ..., Py}
sistemine E™ de bir dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.6 E™ deki E, Ej, ..,E, catisma standart Oklid catis1 denir
(Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.7 E™ n -boyutlu Oklid uzay1 ve I € R agik aralik olmak iizere,
a:l —>E"
s — a(s) =(x,(s),....,a,(s))
fonksiyonu diferensiyellenebilir ise a ya E™ n-boyutlu Oklid uzaymda (I, @) koordinat

komsulugu ile verilmis bir egri denir ve M ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.8 E™ de bir M egrisinin (I, a) ve (J, 8) gibi iki koordinat komsulugu verilsin.
h = a~top:] - I diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi denir
(Hacisalihoglu 2000).

Tanmm 2.1.9 E" de M egrisi (I,@) koordinat komsulugu ile verilsin. :1 — E"
fonksiyonunun  Oklidiyen koordinat fonksiyonlari «,c,,...,a, olmak iizere
de,

za'(t):[ dt j

dir. (a(t), a'(t)) tanjant vektoriine, M egrisinin t € I parametre degerine karsilik gelen

a=(a,a,,...,a,) , a)eM igin,
oo

ot

de,
o dt

a(t) noktasindaki hiz vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmm 2.1.10 a: [ - R" egrisi verilsin. Her t € [ igin a'(t) # 0 ise a egrisine diizenli

egri (regiiler egri) denir (Sabuncuoglu 2014).



Tanim 2.1.11 M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs € [ igin
la’(s) |l =1 ise M egrisi (I, @)'ya gbre birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin

s € I parametresine yay-parametresi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tammm 2.1.12 a:] - R™ egrisinin t, , t olmak lizere t, dan t ye yay uzunlugu

fonksiyonu f:t = f(t) olduguna gore,

£© = [ el du

degerine yay uzunlugu denir (Sabuncuoglu 2014).

Tamm 2.1.13 M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
Y ={a',a”,., a"} sistemi lineer bagimsiz ve V a*,k > r icin; a® € Sp{} olmak
tizere, Y den elde edilen V;, V5, ..., V,. ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet
r-ayakli alani ve her bir V;, 1 <i <r vektoriine Serret-Frenet vektorii adi verilir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.14 E3 Oklid uzayinda M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.

s € I yay-parametresi olmak tizere,

T=ca",
_ o’
le”]|
B =TxN

olan {T'(s),N(s), B(s)} sistemine a(s) noktasindaki, M egrisinin Frenet 3-ayaklisidir
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.15 E3 uzayindaki birim hizhi a:1 — E® egrisi i¢in x(s) = |T'(s)l
fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) Sayisina a egrisinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu 2014).

Tamm 2.1.16 Birim hizh a:] — E* egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} olmak
tizere, 7:1 > R, 7(s) = —(B'(s),N(s) ) fonksiyonuna egrisinin burulma fonksiyonu

denir. T(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu 2014).



Teorem 2.1.1 Birim hizli a: I — E> egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T', N, B} ise

T' = kN
N' = —«T + 1B
B' = —1N

dir (Frenet 1852, Serret 1851).

Bu teoremde elde edilen esitliklere, birim hizli a egrisi i¢in Frenet formiilleri denir. Bu
formiilleri Frenet 1847 de bulmus, 1852 de yayinlamistir. Ondan habersiz olarak Serret,

1851 yilinda hesaplamistir. Bundan dolay1 bazen bu formiillere Frenet-Serret formiilleri

de denir.
0 k O

Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi |—x 0 7| matrisi ters simetrik bir
0O -7 0

matristir (Sabuncuoglu 2014).

Teorem 2.1.2 a: I — E> herhangi bir egrinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} ve bu

egrinin egrilik ve burulmasi, x , T olsun. ||a’|| = v olduguna gore,
T' = vkN
N' =v(—«kT + B)
B' = —vIN

dir (Sabuncuoglu 2014).

Tamm 2.1.17 E3 uzayindaki birim hizhh a:/ - E? egrisinin Frenet vektor alanlari
{T, N, B} olsun.Bu takdirde
I. {T(s), N(s)} ciimlesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki oskiilator diizlem,
ii. {T(s),B(s)} ciimlesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki rektifiyan diizlem,
lii. {N(s),B(s)} climlesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki normal diizlem

denir (Sabuncuoglu 2014).

Teorem 2.1.3 a: 1 = R birim hizli bir egri olsun. a egrisinin egriligi sifir ise a (/)
climlesi R3 uzayinda bir dogrunun alt ciimlesidir. Karsit olarak a(l) ciimlesi R3

uzayinda bir dogrunun alt climlesi ise a egrisinin egriligi sifirdir (Sabuncuoglu 2014).



Teorem 2.1.4 a: 1 —» R® egrisi diizlemsel ise T = 0 dir ve egrinin her bir noktasindaki

oskiilator diizlemi, egrinin i¢inde bulundugu E diizlemidir. Karsit olarak =0 ise

a: 1 —» R3 egrisi diizlemseldir (Sabuncuoglu 2014).
Verilen bu temel kavramlar E™ uzayina genisletilirse,

Tanim 2.1.18 M c E™ egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilik
gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V;(s), ..., V,.(s)} olsun. Buna gore,
ki:I - R
s = ki(s) = (V/(s), V{41 (5))
seklinde tanimli k, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin
k.(s) reel sayisma da a(s) noktasindaki M egrisinin I-yinci egriligi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.5 M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak iizere, «(s) noktasindaki i-yinci egriligi Frenet r-ayaklisi
{Vi(s),..., V. (s)} ise,

i V(5) =k (S)V,(9)

ii. VI(s) =—k_,(S)V. ,(s) +k;(s)V,

i+1

(s), 1<i<3
iii. V/(s) =—k, ,(S)V, ,(s)
dir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.19 M c E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin.Vs € I ya karsilik

gelen a(s) € M noktasinda M nin 1. ve 2. egrilikleri k, (s) ve k,(s) ise,

H:l >R

ki (s)

k, (s)

seklinde tanimli H fonksiyonuna, M 'nin s noktasindaki 1 inci harmonik egriligi denir

(Hacisalihoglu 2000).

s—> H(s)=



2.2 Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar
Bu kisimda 3-boyutlu E3 Minkowski uzaymda temel tanim ve kavramlar verilecektir.

Tamm 2.2.1 E} Minkowski 3-uzayinda E; uzayinin bir dik koordinat sistemi

(x1, x5, x3) olarak alinirsa,
g =—dx’ +dx5 +dx?
metrigi ile verilen E7 = (R3,g) metrik uzayma Minkowski uzay1 denir. g metrigi de

Minkowski metrigi olarak adlandirilir (Lopez 2014).

Tamim 2.2.2 E3  Minkowski 3-uzayinda bir vektdriin normu,

V= lgv.v)
olarak tanimlidir (O'Neill 1983).

Tamm 2.2.3 E3 Minkowski 3-uzayinda v,w € E3 — {0} vektérleri icin g(v,w) = 0

ise v ve w vektorleri ortogonal iki vektor olarak tanimlanir (O'Neill 1983).

Tamm 2.2.4 E; Minkowski 3-uzayinda x = (x1,%5,%3), ¥ = (Y1, V2, y3) iki vektor

olmak iizere X ve Yy nin vektorel ¢arpimu,

_el eZ e3
XALY=1 % XK X = (XY, —XoYa Xa Yy — X Yar X Yo — X, Yy )
Yi Yo Y5

olarak tanimlidir (Lopez 2014).

Tamim 2.2.5 v € E; — {0} vektorii igin,
i. g(v,v) > 0iseV spacelike vektor,
ii. g(v,v) <0 isevV timelike vektor,
iii. g(v,v) = 0 v # 0 ise v null (lightlike) vektor
denir. Ayrica v = 0 ise v spacelike vektor olur (O'Neill 1983).



Tamim 2.2.6 E; Minkowski 3-uzayinda a keyfi bir egri olsun. Hiz vektérii a’ sirastyla
spacelike, timelike veya null (lightlike) olursa a egrisi sirasiyla spacelike, timelike veya
null (lightlike) egri olarak isimlendirilir (O'Neill 1983).

Tamm 2.2.7 E3 Minkowski 3-uzayinda a bir egri olsun. a’ hiz vektérii icin,
I. g(a',a’) =1 ise a egrisine birim hizli spacelike egri,
ii. g(a',a") = —1 ise egrisine birim hizli timelike egri,
iii. g(a’, a") = 0 ise egrisine null (lightlike) egri

adi verilir (O'Neill 1983).

Tamm 2.2.8 E} Minkowski 3-uzayinda d € E7 timelike bir vektdr olsun. Eger bu
vektoriin ilk bileseni sirasiyla pozitif ya da negatif ise d € E vektorii sirasiyla future

pointing timelike vektor ya da past pointing timelike vektor olarak adlandirilir

(O'Neill 1983).

Tanim 2.2.9 i) Hiperbolik a¢1: @ ve b,E i Minkowski 3-uzayinda iki timelike future
pointing (ya da past pointing) vektor olsun. O zaman g(a, b) = —||al|||b||cosh6 olacak
sekilde bir tek 6 = 0 reel sayis1 vardir. Bu agiya @’ ve b vektorleri arasindaki hiperbolik
ac1 denir (Ratcliffe 1994).

ii) Merkezi agi: E} Minkowski 3-uzayinda bir timelike alt vektdr uzaymi geren
spacelike vektorler d ve b olsun. O halde g(a, b) = ||al|l|b||cosh6 olacak sekilde bir
tek 6 > 0 reel sayis1 vardir. Bu agiya d ve b vektérleri arasindaki merkezi ac1 denir
(Ratcliffe 1994).

iii) Spacelike aci: EZ Minkowski 3-uzayinda bir spacelike alt vektdr uzayni geren
spacelike vektorler d ve b olsun. O halde g(a, b) = ||a|ll|b||cos® olacak sekilde bir tek
60 = 0 reel sayis1 vardir. Bu aciya a ve b vektorleri arasindaki spacelike ag1 denir
(Ratcliffe 1994).

iv) Lorentzian timelike a¢1: E; Minkowski 3-uzayinda @ spacelike bir vektdr ve b
timelike bir vektor olsun. O zaman ¢(a,b) = ||a||||b||sinh® olacak sekilde bir tek

0 = 0 reel sayis1 vardir. Bu agiya d ve b vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ac1

denir (Ratcliffe 1994).



Tamm 2.2.10 a:] > E3 birim hizli null olmayan (spacelike veya timelike) bir egri
olsun. a egrisinin teget, asli normal ve binormal vektor alanlarindan olusan hareketli
Frenet catis1 {T, N, B} olsun.

I. a bir spacelike egri ise Frenet formiilleri,

T’ 0 x O||T
N'|=|-¢ex 0 7|l N
B’ 0 ¢ Of B

seklindedir. Burada,

9(T,N) =g(N,B) =g(T,B) = 0

9(T,T) =1, g(N,N) =e =F 1, g(B,B) = —¢
olarak verilir. k ve 7, spacelike egrisinin sirasiyla, egrilik ve burulmasidir. Ayrica ¢, a
spacelike egrisinin tiirlinii belirler. € = 1 ise spacelike egrisi, N spacelike asli normal
vektorii ve B timelike binormal vektorii olan bir egridir. Eger € = —1 ise spacelike

egrisi, N timelike asli normal vektérii ve B spacelike binormal vektdrii olan bir egridir
(Lopez 2014).

ii. @ bir timelike egri ise Frenet formiilleri,

T' 0 « Of|T
N'|l=lx 0 z||N
B’ 0  0||B

seklindedir. Burada,
9(T,N) =9(N,B) =9(T,B) = 0
o(T,T) = -1, g(N,N) =g(B,B) = 1

dir.x ve 7, a timelike egrisinin sirastyla, egrilik ve burulmasidir (Lopez 2014).

Tamim 2.2.11 a:] - E7 birim hizli null veya pseudo null bir egri olsun. a egrisinin
teget, asli normal ve binormal vektdr alanlarindan olusan hareketli Frenet catisi
{T,N, B} olsun.

I. a bir null egri ise Frenet formiilleri,

T' 0 ~ O|T
Nl=lr 0 —x|| N
B’ 0O - 0] B
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seklindedir. @ egrisi bir dogru ise birinci egrilik K =0 dir. Bunun disindaki durumlar
icin K =1 dir. Burada,
9(T,T) =9(B,B) =9(T,N) =g(N,B) = 0
g(N,N) =9(T,B) = 1
seklindedir. Dolayisiyla,
TA N=-T, NA, B=-B,BA, T=-N,
esitlikleri elde edilir (Walrave 1995).

ii. a bir pseudo-null egri ise Frenet formiilleri,

T 0 ~ O||T
N'l=lx 0 ¢||N
B’ 0 r 0[|B

seklindedir. a egrisi bir dogru ise birinci egrilik k = 0 dir. Bunun disindaki durumlar

icin k = 1 dir. Burada,

dir. Dolayisiyla,
TAN=N, NA_B=T,BA,T=B8,

esitlikleri elde edilir (Walrave 1995).

2.3 Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.3.1 Reel bir kuaterniyon, sirali dort saymin +1,¢e; , e, , e3, gibi dort birime

eslik etmesiyle tanimlanir. Bu birimler,

. 2 —2 —2

l. e, =6, =¢e3 =-1

e == — = — = —> — = =
1. eiAey =€e3 , e Ae3z =¢e; , €3 A6 = €y
1. 2A€1 = —€3 , e3A€y = —€1 , 1 A3 = —é€;

ozelliklerine sahiptir. Dolayisiyla bir kuaterniyon,

q=d+ae + be;, +ce;
bigiminde ifade edilebilir. Burada, q kuaterniyonunu S ile gosterilen skaler kisim ve Vg
ile gosterilen vektorel kisim olmak tiizere,

Sq=d,V, = ae; + be; + ce;
q=35q+V,

11



seklindedir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.2 Reel kuaterniyonlar climlesi Q iizerinde toplama islemi,
D:QxQ->Q
(91,92) > 41 D G2 = Sq,q, + V‘h@fh
ile

S‘h@(b = S‘h D SQz ) V(h@(h = V‘h D Vflz

olarak tanimlanir. Burada S, ,S,, € R ve +islemi R deki toplama islemidir. I—/;I " I—/;I2

q1°
de birer reel vektdr olup @ islemi reel vektdr uzayindaki Abel grubu (vektorlerde
toplama) isleminin aynisidir. O halde (Q, +) ikilisi bir Abel gruptur. Buradaki etkisiz
eleman sifir kuaterniyon adin1 alir ve (0,0,0,0) sirali dortliisiinden baska birsey degildir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.3
O:RxQ - Q
ALq) >A0q=21S,+ 1V,

seklinde tanimlanan dis islem V 1,4;,4,,€E R ve V q,q9 4, € Q icin

i 10(@,®q) =(10q¢)®10q,)

. (L1+2) 0= 09®1A, O q

. (1122) ©Oq=2,0*.0Qq)

iv. 1O q=gq
dir. O halde { Q, & R, +,...,©O} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisacasi bu uzay1 Q ile
gosterecegiz (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.4
X:QxQ - Q
4,49, ~49,%q,

islemi

12



€1 €1 €z | €
— — — —
e, | e, |-e3 | -1 e,

ile tanimlanir. Buna gore,
q] Xq2 = (dl + ale—l) + ble_z) + Cle—3)) X (d2+a26—1> + bze—z) + C26_3)) y
q,Xq, = did, — (a1a; + b1by + c1¢;) + (dyay + aydy + bic; — c1by)e;

+(dyby + bydy + cray — ayCy)e, + (dicy + ¢ydy + arb, — byay)es
elde edilir ve ifade diizenlendiginde
41 X 2 = Sq,Sq, — Vay Vao) + Sq,Va, +Sq,Vay + Ve, A Vg,

elde edilir. Boylece kuaterniyon carpiminin su Ozelliklere sahip oldugu kolaylikla
goriiliir.

i. Iki kuaterniyon garpimi bir kuaterniyondur.

ii. Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

iii. Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.
Fakat kuaterniyon carpimi degisimli degildir. Bu ozellikleriyle, {Q, & R, +,...,O,X}

sistemi bir birlesimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanimm 2.3.5 Vg,,q, € Q olmak lizere kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi,

—

q1=QZ®SQ1 =Sq2 Ve th =V212

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.6
K:Q - Q

q- K@) = K,
islemi Vg = S, +V, € Q igin K; = S, — V; seklinde tanimlanir ve K, kuaterniyonuna q

nun eslenigi denir. qu = —7(; oldugundan,

qxK;=K;xq=d*+a*+b*+c*eR
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dir (Hacisalihoglu 1983).

Burada K, = q seklinde de gosterilir. Bundan sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

acgisindan bu ifade kullanilacaktir.

Tamm 2.3.7q =d + ae; + be, + ¢ e; olmak iizere
N:Q > R
q > N(@) =[Ng]*=qxg=7qxq
seklinde tanmimlanan N (q) fonksiyonuna qeQ kuaterniyonunun normu denir. Ustelik
[NJ?=qxq=qxq=d*+a?+b?+c?
pozitif bir reel sayisidir (Hacisalihoglu 1983).
Burada N, = ||q|| seklinde de gosterilir. Daha sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

acisindan bu ifade kullanilacaktir.

Tanim 2.3.8
(@7 @-{0} > @-{0}

gqt=rt
ol

seklinde tammlanir. Béylece ¢ X g~ = ¢~ x ¢ = 1 elde edilir. ¢ # 0 olmak iizere
Vq € Q elemaninin bir g~1 inversine sahip olmas1 Q cebirini bir bdliim cebiri yapar.

Boylece Q da bolme islemini tanimlamak miimkiin olur. (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.9 q # 0 olmak tizere bir p kuaterniyonunu bir g kuaterniyonu ile bélmek
i¢in p yi g1 ile garpmak gerekir. Fakat kuaterniyon garpimi degisimli olmadigindan bu
carpim iglemi iki tiirliidiir ve dolayisiyla p yi q ile iki tiirlii bolmek gerekir.

-1
L =pxq
-1
L=q xp
Burada r, kuaterniyonuna p nin q ile sagdan ve r, kuaterniyonuna p nin q ile soldan

boliimii denir. Genel olarak r, ile r, farklidir. Dolayisiyla ap notasyonu kullanilamaz

(Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 2.3.10 Normu bir olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve q, ile gosterilir.
Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir g kuaterniyonunun normlanmusi,
q d +ae, +be, +ce,

q:—_
° lall  d?+a2+b?+c?

olarak ifade edilebilir. Bu q, birim kuaterniyonu gq, =cos@+§osin0 formunda

yazilabilir. Burada,

d
cosd =
Jd?+a? +b? +¢?
2 2 2
sing — »\/a +b°+cC

Jd? +a? +b? +c?
dir ve a® +b? +c? = 0oldugu zaman,

S ae, +be, +ce,
,=——A—2__3
Ja® +b* +¢c?

birim vektdriine q, birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.11 a,b € Q igin genel bir kuaterniyon ifadesinde d =d =0 alimrsa

a=ae +he,+ce, ve b=a,e +be, +c,e, seklinde iki vektor elde edilir. Bu iki

vektoriin kuaterniyon ¢arpimi,

6 € &
é’-XB:_(a@-z"'blbz‘*'clcz)"‘ aQ b1 C,
a, b, ¢

olarak bulunur. Bu ise bir kuaterniyondur. Vektor cebirinde, a,b vektérlerinin ic

¢arpimint <5, 5> ve vektorel garpimini da a A bile gosterdigimize gore,
<a' 6> = (aiaz +b1b2 +C1C2)

e &

1 e2 3
anb=|a, b ¢
a2 b2 C2

dir. Buna gore bu kuaterniyon ¢arpimi,

axB——(ab)+anb

15



formunda yazilabilir. O halde iki vektoriin kuaterniyon ¢arpimi dyle bir kuaterniyondur

ki bu kuaterniyonun skaler kismi1 ve vektorel kismi sirastyla,
S(axﬁ):—<a,5> ve V(axb)=anb
seklindedir. Ayrica iki vektor dik iseler kuaterniyon c¢arpimlart vektorel carpimlarina

esit olur; iki vektor paralel iseler kuaterniyon carpimlart bu iki vektoriin skaler (ic)

carpiminin ters isaretlisine esittir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.12 p, geQ reel kuaterniyonlar1 verilsin.

h:O0xQ >R
(p,q)—>h(p,q)=%(pxa+qxﬁ)

ile tanimlanan h fonksiyonuna kuaterniyon i¢ ¢arpimi denir. h fonksiyonu reel degerli,
simetrik ve bilineerdir. Dolayisiyla i¢ c¢arpim aksiyomlarint saglar. Burada X

kuaterniyon ¢arpimini gostermektedir (Bharathi ve Nagaraj 1985).

O halde bir kuaterniyonun normu bu tanimla beraber karakterize edilebilir.

Tamm 2.3.13 Bir g € Q kuaterniyonunun normu
|o* =h(a,0) =axq

esitligini saglayan ||q|| reel saysi ile ifade edilebilir (Bharathi and Nagaraj 1985).

Tamm 2.3.14 Bir geQ kuaterniyonu,
q+q=0
oluyorsa q kuaterniyonuna bir uzay kuaterniyon denir. Uzay kuaterniyonlarin cimlesi

3-boyutlu vektor uzayr R* e izomorftur. geQ kuaterniyonu igin,
q-q=0
oluyorsa ¢q kuaterniyonuna bir temporal kuaterniyon denir. Genel olarak, geQ

kuaterniyonu
1 -1 -
q —E(q+Q)+§(q—Q)

seklinde ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985).
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Tamm 2.3.15 E3 de ve E* de m merkezli, R > 0 yaricapl kiire sirasiyla
$*(m,R)={peQ:h(p—m, p-m)=R?}

$%(m,R)={peQ:h(p—m, p—m)=R’|

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1983).
2.4 Yar1-Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.4.1 Bir yari-reel kuaterniyon sirali dort saymin +1, e;, e, e3 olan dort birime
eslik etmesiyle tanimlanir. Burada +1 reel birim olup, diger ii¢ birim ise (123)
permiitasyonu (ijk) ve a, b, c,d € R iken,
. e,Xxe =—-¢ce, 1<i<3
ii. e xe =ceeceee,, (E7)
iii. e, x e, = —ee e ey , (E7)
dir. Buna gore bir q yari-reel kuaterniyonu, g nun sirasiyla skaler ve vektor kisimlar
Sq = d, ve Vy = ae;y + be; + ce; olmak iizere,
q= Sq +V,,
q =d+ ae; + be, + ce;
formunda yazilir. Burada,
— | -1, e timelike
e(g) = —
1 e spacelike

dir. Bundan sonra yari-reel kuaterniyonlarin climlesi,

ola=d-+ae +be,+ce;,  abcdeR
Q, =

€.6,& R’ h(e,e)=|e(e)|, 1<i<3

ile gosterilecektir (Tuna 2002).

Tamm 2.4.2 Her p,q € Q, icin iki yari-reel kuaterniyonun carpimi E13 de sirastyla
<,>L ve A _ skaler ve vektorel ¢arpim olmak iizere,
Px G=8.S,+(Ve, V) +SV, +SVo +Vp AV,

olarak tanimlidir (Tuna 2002).
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Tanim 2.4.3 g Q, kuaterniyonun eslenigi aq ile gosterilir ve
o= Sq —Vq =d —aél —béz —Cés

ile tanimlidir ve bu h formunun tanimlanmasina yardim eder (Tuna 2002).

Tanim 2.4.4 p,qe Q, i¢in
h:Q;xQ, >R

1

h(p.0) = [ &8, (Px @) + &8, (@x ap)] o B
_ 1 4

h(p.Q) = 5| ~&s6up (Px @) =208, (@x aP) |, B,

seklinde tanimlanan h fonksiyonuna yari-reel kuaterniyon i¢ ¢arpimi denir. Bu reel

degerli h fonksiyonu anti simetrik ve bilineerlik 6zelligine sahiptir. Burada x,_ yari-reel

kuaterniyon garpimini géstermektedir (Tuna 2002).

Tanim 2.4.5 g Q, yari-reel kuaterniyonun normu,
o =[h(a. 0)| =[za(ax, o)

seklinde tanimli olan ||q|| reel sayisina denir (Tuna 2002).

Tamm 2.4.6 qeQ, yari-reel kuaterniyonu i¢in q + agq = 0ise g ya bir yari-reel

uzaysal kuaterniyon denir (Tuna 2002).

Tanim 2.4.7 p,qeQ, igin,

h(p,q) =0
ise p ve q yari-reel kuaterniyonlarina h -ortogonaldir denir (Tuna 2002).

Tanmm 2.4.8 g Q,, yari-reel kuaterniyonu i¢in

ol =1

ise . q ya bir yari-reel birim kuaterniyon denir (Tuna 2002).

Tamim 2.4.9 Bir yari-reel kuaterniyon |, =0x a0=a0x Q olmak iizere sirasiyla

I, <0, 1,>0, I, =0ise spacelike, timelike veya lightlike yari-reel kuaterniyon olarak
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adlandirilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tamm 2.4.10 El3 Minkowski uzayinda herhangi bir spacelike kuaterniyonun vektor

kismu spacelike olur fakat herhangi bir timelike kuaterniyonun vektor kismi spacelike ya
da timelike olabilir. Yari-reel kuaterniyonlarin kutupsal bicimleri asagidaki

siniflandirmalar ile verilmektedir:

i Efde her spacelike kuaterniyon,

—

sinh@=—-X cosh@ = V0 0 ) ve 2 =& 1% 4.5
! 0
Nq Nq \/—qz2 +q32 +q42

bir spacelike

birim vektor iken,
q=N, (sinh 0+ &, cosh 49)
formunda yazilabilir.

ii. £ de spacelike vektdr kismuyla birlikte her timelike kuaterniyon g X, ;(; =1icin,

_0.2+02+0.2 . P . -
coshg =1 sinhez\/ %% *4 £ = q2e1+;q3e22+ q4e23 bir spacelike birim
N N -0+’ +d,

vektor iken,

q=N, (cosh 0+ &, sinh 49)

formunda yazilabilir.

—_—

iii. E° de timelike vektér kismuyla birlikte her timelike kuaterniyon ;OXL &=-1

i¢in,
2 2 2 . - T
coshO =, sinhg=YE —k "o o BATEE UG b fimelike birim
N, N, 9, -Q; —Q,
vektor iken,

q=N, (cos¢9+g—osin 6?)

formunda yazilabilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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Tamm 2.4.11 Her birim kuaterniyon &,x_&, =—1 denklemini saglayan ¢, birim
vektori igin,

qoz(cose+§05in9)

formunda yazilabilir ve ¢, vektdriine ¢, kuaterniyonunun ekseni denir (Ozdemir ve

Ergin 2006).

Tanim 2.4.12 Ef’ de m merkezli, R > 0 yarigapli hiper-kuadrikler sirasiyla
S’ (mR) ={p eE’:h(p-m,p-m)= RZ}
H, (m,R) :{p eE’:h(p-m, p—m):—RZ}
C,(mR) ={pe E,':h(p-m, p—m):O}

pseudo-kiire, pseudo-hiperbolik uzay ve 1sik konisi olarak tanimlidir (flarslan and
Nesovic 2009).

Tamm 2.4.13 E; de hiper-kuadrikler sirasiyla,
S, (m,R) :{p eE :h(p-m,p-m)= RZ}
HS(mR)={p<cE, :h(p-m p-m)=-R*
C;(m,R):{p eE, " :h(p-m, p—m):O}

pseudo-kiire, pseudo-hiperbolik uzay ve 1sik konisi olarak tanimlidir (flarslan and
Nesovic 2009).
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3. YARI-OKLID UZAYLARINDA KUATERNiIYONIiK W-EGRILER

Bu béliimde,. E7 ve EF yari-Oklid uzaylarinda kuaterniyonik W-egrilerinin parametrik
denklemleri elde edilerek bu egrilerin kuaterniyonik pseudo-kiire, kuaterniyonik
pseudo-hiperbolik uzay ve kuaterniyonik 1sik konisi iizerinde yatmasi igin gerek ve
yeter kosullar verilmis olup Kalkan Boyacioglu (2018) makalesi detayli olarak

incelenmistir.
3.1 E3 Yan-Oklid Uzayinda Uzaysal Kuaterniyonik W-Egriler

Tamm 3.1.1 E} , 3-boyutlu yari-Oklid uzayinda uzaysal kuaterniyonlarin uzayi
{yer :p+yp = O} olsun. I =[0,1] € R olmak iizere,

a:lcR->Q,
s—a(s)= i“i (s)e,
i=1
C* egrisi verilsin. Vs €l i¢in a(s) noktasindaki Frenet ¢ ayaklisi
t(s) = 23:0¢i'(s)ei , N,(S), n,(s) ve egriliklerde k(s),r(s) olmak iizere , @ egrisi boyunca
]

t,n, Ve n, nin tiirevleri ile egrilikler arasindaki iligki,
t'= &, kn, ,
=—¢gkt+eg m,,

’
1
'
2

seklindedir. Burada, h(t,t) = &, h(ny;,ny) = &,,, h(ny, ny) = &,, dir (Tuna 2002).

Tammm 3.1.2 Eger bir egrinin biitiin  egrilikleri sabit ise W-egri denir
(Klein and Lie 1871).

R™ de W-egriler oldukga fazla ¢alisilmistir. Bu egrilerin en basit 6rnekleri diizlemsel

olarak cemberler ve R3 de diizlemsel olmayan helislerdir,

Yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egrilerinin parametrik denklemleri asagidaki

teoremler ile verilmistir.
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Teorem 3.1.1 sel € R, k(s) > 0 ve r(s) # 0 egrilikleri icin E3 de a = a(s) birim
hizli spacelike asli normalli yari-reel uzaysal kuaterniyonik bir W-egrisi olsun.
a) en,7° + g.k? = 0ise @ = a(s) egrisinin konum vektorii;

a(s) = {—g k? ;+glck s +(&c, k+1)s}t(s)+{ k§+cls+c2}nl(s)
(3.1.1)

s s
+[rk€—clr?—czrs} n,(s)

dir.

b) &,,7% + €:k? > 0 ise @ = a(s) egrisinin konum vektorii;

&,,r’s gck
a(s) = ”2 + 12 sm( £ r2+gkzs)
N Pty v N
£CK ( 2 2 )
——Lt___CO0S «f&‘n r‘+eks|t(s)
1/5nzr2+£tk2 ‘ t
+|c cos(ﬂfg r? +gk? s)+c sm(,/g r’ +gk’s ) - K re }nl(s) (3.1.2)
+

rks cr .
+H———- L sm(q,’gnzr2 +gtkzs)
&l +ek 1[gn2r2+gtk2

& r’+ek?

ks ) [n,(s)
\/7(:05(4\/5 r’+e )
dir.

C) &y,7% + £:k* < 0 ise @ = a(s) egrisinin konum vektorii;

2
0{(5) _ gngr S . StClk e*5«¢*5n2r2*51k2 n Stczk es f—snzrz—s‘kz t(S)
2 2
&, I +&k \/—gnzrz—gtkz ,/—gnzrz—gtkz

Cle S\/SHZI’:Q_'_C esxf gnz" -gk? nl(s) (313)
£, r +8k

+ Gr e—sﬂy—snzr —gik? sj—snzrz—qkz 4 2rkS _In, (S)
1/—e;“nzl’z - gk? J—g r’ —gk? &, I +&k

dir.
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Ispat: @ = a(s) egrisi birim hizli spacelike normalli yari-reel uzaysal kuaterniyonik

W-egrisi olsun. Bu takdirde konum vektorii
o($) = M) + (S)Ny () + V()N (5) (3.14)
seklinde yazilabilir. (3.1.4) denkleminin s'ye gore tiirevi aliir ve Frenet formiilleri
kullanilirsa
t=(1"—gk)t+ (g, kA+ /' —&, v)n+(g, ru+vn,
olur. Buradan,
A —gku=1,
e KA+ ' —g, rv=0, (3.1.5)
EnTH+V' =0
elde edilir. Bu li¢ denklemden
' +e, (6,12 +ek?) u+e,k=0 (3.1.6)
bulunur. a = a(s) egrisi spacelike asli normal vektorlii oldugundan e, =1,
(3.1.6) denkleminde yerine yazilirsa
,u"+(gn2r2+gtk2),u+k=0 (3.1.7)
elde edilir.

Durum 1. &, r’+gk®=0 ise (3.1.7) denkleminde x"+k=0 elde edilir. Bu

diferensiyel denklemin ¢oziimii ¢;, ¢, € R olmak tizere

2

1(S) :—k%+cls+c2 (3.1.8)
seklindedir. (3.1.8) denklemi (3.1.5) de verilen esitliklerde kullanilirsa
s s
A(S) =—gtk2€+glclk?+(gtczk +1s (3.1.9)
s s
v(s) = rkg—clrf—czrs (3.1.10)

elde edilir. (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10) esitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazilirsa
(3.1.1) esitligi elde edilir.
Durum 2. g, 7%+ g.k* > 0 ise (3.1.6) diferensiyel denkleminin ¢dziimii ¢;,c, € R

olmak lizere

: k
_ 2 2 2 20|
u(s)—clcos(,jgnzr +gk s)+czsm(,}gnzr + &k s) —gn2r2+gtk2 (3.1.11)
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seklindedir. (3.1.11) denklemi (3.1.5) de verilen esitliklerde kullanilirsa

2
g s £.ck .
A(S) = —= + 1 sin{.,/e. r* +gk’s
2 k2 > 2 n, t
&, + ¢ \/gnzr +&k

. (3.1.12)
&G 2 2 )
— ——=—==—=C05 «f«s‘n r‘+eksj,
£, 1* +&k? ( ‘ t
B rks c,r : > >
U(S)_g P p sm(q/gnzr +&k s)
o m (3.1.13)
C,r o
+ 2 COS ﬂfgn r’+gk’s
5n2r2+5tk2 ( ’ t )

elde edilir. (3.1.11), (3.1.12) ve (3.1.13) esitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazilirsa
(3.1.2) esitligi bulunur.
Durum 3. &,,r? + &k?* <0 ise (3.1.6) diferensiyel denkleminin ¢oziimii ¢;,c, € R

olmak tlzere

k

,U(S) — Cleis\/i'&‘"zr2*""tk2 +C2e5\/76n2r27gtk2 ¥
N e A

(3.1.14)

seklindedir. (3.1.14) denklemi (3.1.5) de verilen esitliklerde kullanilirsa

ﬂv(S) _ &, r & Clk s1¢—gn2r2—g‘k2 s,f £y =K (3115)

&G,k
&l +5k2 ,[—5 r —5k2 ,‘f—g r —gk2

Clr e—s ¢—gn2r2—81k2 _Le%%snzrz_ﬁkz + rkS (3116)

U(S): 2 2 2 2 r? k?
-&. r'—egk —-&. r'—¢gk N +&
n, t n, t 2

elde edilir. (3.1.14), (3.1.15) ve (3.1.16) esitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazilirsa
(3.1.3) esitligi bulunur.

Teorem 3.1.2 sel c R, k(s) >0ver(s) # 0 egrilikleri icin E? de birim hizh
timelike asli normal vektorli a = a(s) yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egrisinin

konum vektoru
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rZS cK —s\r2+k? c,K \r2+k? :|
a(s) = -t +—=2—¢° t(s)
L”kz e +Kk2 r?+k?

2 2 2 2 k
+[cle‘”r " qg,etN —m}h(s) (3.1.17)

—sylr24k?

C,r C,r e rks
{—;e T L > 2}nz(s)
Jr?+k? Jr? +k? re+k

seklinde elde edilir.

Ispat: Birim hizli timelike normal vektorlii yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egrisi

a = a(s) olsun. Bu takdirde
a(8) = A(S)t(s) + u(s)n,(s) +v(s)n,(s)
denkleminin s 'ye gore tiirevi alinip Frenet formiilleri uygulamirsa (g, = —1 ve
&n, = & = 1) oldugundan
t=("—-k)t+ (kA + ' —rv)n+(-ru+vn,

olur. Bu durumda

2 —ku—-1=0,
KA+ ' —r0=0, (3.1.18)
—ru+v'=0

denklemlerini saglar. (3.1.18) de verilen esitliklerden
w+(r*+kHu—-k=0 (3.1.19)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii ¢;,c, € R olmak

luzere

—sylr2+k? syr2+k? k
u(s)=ce " e - T (3.1.20)

seklindedir. (3.1.20) esitligi (3.1.18) de verilen esitliklerde yerine yazilirsa

r’s cK —sr2+k? [ syr+k?
A(S) == o e X +———e X (3.1.21)
r+ JrZ +k Jr?+k

c,r C,r ey rks

S)=——F—t—c¢ +——=2—=t - 3.1.22
V) Jr2 +k? Jr2 +k? r’+k? ( )
elde edilir. (3.1.20), (3.1.21) ve (3.1.22) esitlikleri a = a(s) egrisinin konum

vektoriinde yerine yazilirsa (3.1.17) esitligi elde edilir.
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Teorem 3.1.3 E} |, 3-boyutlu yari-Oklid uzaymnda k(s), r(s) # 0 olmak {izere

spacelike asli normal vektérlii @ = a(s) yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egrisinin S2

kuaterniyonik kiiresi tizerinde yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i. &, r’+5k? =0 ise
2

3
0=—¢k’ %+glcl%+(gtc2k +1)s,

2

& S
-t =-K—+CS+C,,

k 2

s? s?
O=rk—-cr—-—c.rs
6 M3 %

ii. £, r’+&k®>0 ise

2
e rs £.ck ’
0O=—7D——+ L sm(,}gnzr2 +gtkzs)
gnzr +5tk 4}gnzr2+gtk2
£k
—#cos(a/gnzr2 +gtkzs),
,fgnzrz +&,k?

——:—clcos(,fg r’+gk’s ) c sm(afg r’ +ek’s ) o ljrgkz :

rks C,r .
0=—7y = — L sm(,/gnzr2 +gtkzs)
e, ek’ [e, r v ek’
C,r
++cos(,/gnzr2 +gtkzs)
,‘fgnzr2 +&,k?

iii. &, 1’ +5k® <0 ise

&, r s 5 C k —s ¢—gn2r2—g[k2 + gtCZk es,¢5n2r2+5tk2
g, 1 +<9k af—g r —gk2 J—En, 12— ek

51/ £, T2 —ek? +c, es,/ 12—k’ k

g r’+ek’
N,
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(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.28)

(3.1.29)

(3.1.30)



0o GF  sferel  Gf e T g g

2 2
J-&, 1’ -k’ J-E, 17— ek’ &, +&k

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki a egrisi m merkezli a yaricapli S? kuaterniyonik kiiresi

tizerinde yatsin. Bu takdirde Vs € I € R igin

h(c—m,a—m)=a’ (3.1.32)
dir. (3.1.32) denkleminin her iki tarafinin s'ye gore art arda ti¢ defa tiirevi alinirsa
h(t,a)=0,
h(nl,a)z—%, (3.1.33)
h(n,,a)=0

elde edilir. (3.1.33) ifadesinde verilen denklemler (3.1.1) ifadesinde yerine yazilirsa
(3.1.3) esitlikleri elde edilir. Tersine kabul edelim ki Vs € I € R igin (3.1.3) esitlikleri

saglansin. Bu takdirde (3.1.1) esitliginden egrinin konum vektéri a = —%nl
2
seklindedir. Bu durumda h(a,a) = (%) =a? > 0 oldugundan a egrisi S Kkiiresi

izerinde yatar. (ii) ve (iii) ' nin ispat1 (i) ' e benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.1.4 E3 |, 3-boyutlu yar1-Oklid uzaymda k(s), r(s) # 0 olmak iizere timelike
asli normal vektdrli a = a(s) yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egrisinin HZ

kuaterniyonik hiperbolik uzay iizerinde yatmasi igin gerek ve yeter kosul

r’s C1k N Czk s\r2+k?
0= — e +——==—=0t , 3.1.34
r’+k*  Jr2 1k’ Jr2 +k? ( )
1 —sJr2k? syri+k? K
——=Ce +ce — , 3.1.35
k Cl 2 r.2 +k2 ( )

c,r
e —
e +k? r*+k

0 TS (3.1.36)

Cr
=——_1 ¢
Jr? +k?

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat: Teorem 3.1.3 {in ispatina benzer sekilde elde edilir.
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Sonu¢ 3.1.1 E? , 3-boyutlu yar1-Oklid uzaymnda, H3 kuaterniyonik hiperbolik uzay
tizerinde spacelike asli normal vektorlii yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egri

bulunmaz.

Sonu¢ 3.1.2 E} , 3-boyutlu yar-Oklid uzayinda, S? kuaterniyonik kiire {izerinde

timelike asli normal vektorli yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egri bulunmaz.

Sonug 3.1.3 E3 , 3-boyutlu yar1-Oklid uzayinda, 151k konisi iizerinde yari-reel uzaysal

kuaterniyonik W-egri bulunmaz.

Sonu¢ 3.1.4 E3, 3-boyutlu yari-Oklid uzayinda k(s) > 0 ve r(s) # 0 olmak iizere

a = a(s) spacelike asli normal vektorlii yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egri olsun.

oy . . i 1,
Bu egri kuaterniyonik kiiresel egri ise S nin yaricap1 a = £ dir.

Sonu¢ 3.1.5 E3, 3-boyutlu yari-Oklid uzayinda k(s) > 0 ve r(s) # 0 olmak iizere

a = a(s) timelike asli normal vektorli yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egri olsun.

Bu egri kuaterniyonik hiperbolik egri ise Hf nin yarigap1 a = % Y.

Sonuc¢ 3.1.6 s €I c R, k(s) > 0 ver(s) # 0 egrilikleri i¢in E3 de @ = a(s) spacelike
veya timelike asli normal vektorlii yari-reel uzaysal kuaterniyonik W-egri olsun. Bu
egrinin goriintiisiiniin orjin merkezli a € R* yaricaphi S kuaterniyonik pseudo-kiire
veya HZ kuaterniyonik pseudo-hiperbolik uzay iizerinde yatmasi igin gerek ve yeter
kosul egrinin normal egri olmasidir.

3.2 E; Yan-Oklid Uzayinda Kuaterniyonik W-Egriler

Teorem 3.2.1 E5 uzaymnda bir f:1 € R »Q, egrisi

ﬂ(5)=iﬂi(8)€, (1<i<4), e =1

28



4 —_—
seklinde tanimli olsun. s parametresi T = '(s) =Y _ B/(s)e, ile tanimlanan bir biiyiikliik

=
olsun. E; vyari-Oklid uzaymda diferensiyellenebilir egrilerin Frenet vektorleri
{T, Ny, N,, N3} olsun. 8 egrisinin tanjant vektorii T (s) ve K =g ||T’(S)|| N, =, (txT)
N, =5(mxT), Ny=g(n,xT), h(T,T)=&, h(N,N)=¢,, h(N,,N,)=¢¢,,
h(N;, N;) = & ¢, iken Frenet formiilleri

T =g, KN,,

N, =—g.6, KT +¢,kN,,
le’ =—gttkhll\lll+gnl(r1—€nggN1K)N3, (321)

N; =—¢, (r —&é&6y, K)N,

seklindedir (Tuna 2002).

elde edilmistir. Ayrica a ve 8 egrilerinin egrilikleri arasinda iliskiler vardir. Bu iligkiler,
a egrisinin asli egriliginin £ egrisinin torsiyonu olmasiyla agiklanabilir. Ayrica, B
egrisinin asli egriligi K ve a egrisinin torsiyonu r iken, [ egrisinin bitorsiyonu

(r — ecerey, K).dir. Bu iliskiler kuaterniyonik egriler igin tek tiirlii belirlidir.

Teorem 3.2.2 Vs € I c R ve K(s) ,k(s), (r — eceren, K)(s) # 0 egrilikleri i¢in E3
de B = B(s) birim hizli yari-reel kuaterniyonik W-egri olsun. Bu takdirde [S(s)

egrisinin konum vektorii
B(s) =[c, cos(Q;s) +¢, sin(Q;s) + ¢, cosh(Q,s) + ¢, sinh(Q,s) | T (s)
gth i
+ T [—c,Q, sin(Q;s) +¢,Q, cos(Q;s)
+¢,Q, sinh(Q,s) +¢,Q, cosh(Q,s) —1] N, (s)

+ %[( K?-£Q! )(c1 cos(Q;s) +¢, sin(Q;s)) (3.2.2)
+(K?+£,Q] ) (c, cosh(Q,s) + ¢, sinh(Q,s)) | N, (s)

- A[((gnlk2 + KZ)Ql - thf)(—clsin(le) +¢, cos(Q;s))

+((2,k* + K?)Q, +£Q7 ) (c, sinh(Q,8) + ¢, cosh(Q,)) — £, k* | N, (5)

gt gnz gNl

KK[r —é&.&,6, K]

denklemini saglar. Burada A= seklindedir.
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Ispat: B = B(s) egrisi birim hizli yari-reel kuaterniyonik W-egri olsun. Bu takdirde
konum vektorii

B(8) = AS)T () + ()N, (8) + 7 ()N, (5) + 5 (S)N;(s) (32.3)
denklemini saglar. (3.2.3) denkleminin s ye gore tirevi alimir ve (3.2.1) Frenet
formiilleri kullanilirsa
T= (l’ —&éy, K,u)T + (8N1 KA+ y' - gtky) N, + (gnlk,u +y' —¢, [r—&&ey K]O') N,

+(€m[r —&& & K]y + a’) N,
olur. Buradan
A —ee, Ku-1=0,
gNlK/1+,u'—gtk)/ =0,

, (324)
e Kuty' —¢, [r—&é&6,Klo=0,
e, r—e& e, Kly+o'=0
elde edilir. (3.2.4) de verilen ilk ii¢ denklemden
e, (4'-1
N (3.2.5)
K
y =25 (K234 627 (3.2.6)
kK
&ién, 6N " 2 2y 41 2
o= 2L eA"+(e K*+K)A —¢ kK 3.2.7
kK[r—gthgNlK][ t ( n ) n ] ( )
seklinde bulunur. (3.2.7) esitligi (3.2.4) de verilen son esitlikte kullanilirsa
A0~ g, K =& K> +g[r—g66, KT |2 = K?[r — 5616y, K =0 (3.2.8)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii
A(S) =c, cos(Q,s) +¢, sin(Q;s) + ¢, cosh(Q,s) + ¢, sinh(Q,s) (3.2.9)

bulunur. Burada

1 2
Q= E(C +\/5C2 +4K*[r —g.6.5, K] )

1 z
Q%= E(C —\/cz +4K[r - 55,6, K] )

C= 8n2k2 —eK?+g[r —8t8T8N1K]2
seklindedir. (3.2.9) ifadesi (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) esitliklerinde kullanilirsa

“= 5t;N1 [-c.Q;sin(Q;s) +¢,Q, cos(Q,s) +¢,Q, sinh(Q,s) +¢,Q, cosh(Q,s) -1]  (3.2.10)
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7= (K? - Q7 )(c,005(Qs) +C, Sin(Q;9))

kK (3.2.11)
+(K2 + thzz)(cg cosh(Q,s) +c, sinh(st))J
o= A[((gnikz + KZ)Ql - tQf’)(—clsin(le) +C, c0s(Q;s))
(3.2.12)

+((e,k? +K2)Q, +5QF) (¢, sinh(Q,) +¢, cosh(st))—enlkz}

- EE, EN
elde edilir. Burada A= 2 T
kK[I’—gthgNlK]

seklindedir. (3.2.9) , (3.2.10) , (3.2.11) ve

(3.2.12) esitlikleri (3.2.3) de yerine yazilirsa B(s) egrisinin konum vektori (3.2.2)
seklinde elde edilir.

Teorem 3.2.3 E5 , 4-boyutlu yar1 Oklid uzaymda K(s) ,k(s), (r — e.eren, K)(s) # 0
olmak tizere B = B(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisi
0=c, cos(Q,s) +c¢, sin(Q;s) +c, cosh(Q,s) + ¢, sinh(Q,s), (3.2.13)

—&&r8y, =—CQ; SIN(Q;8) +¢,Q, cos(Q;s) +¢,Q, sinh(Q,s) +¢,Q, cosh(Q,s) -1, (3.2.14)

0=(K*-£Q7)(c,cos(Qs) +c,sin(Qs))

(3.2.15)
n ( K2 +&,Q? )(c3 cosh(Q,s) +c, sinh(Q,s)),

0= ((gnlkz +K? )Q1 —thf)(—c1 sin(Q;s) +¢, cos(Qs))

(3.2.16)
+((8,K + K?*)Q, +£Q3 ) (¢, Sinh(Q,5) + ¢, cosh(Q,s))

esitliklerini saglasin.

i. B = B(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisinin S5 kuaterniyonik kiiresi iizerinde

yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul;
2
&) k
el — | > &8,
LK 2 K(r—&&6y,K)

ii. B = p(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisinin H3 kuaterniyonik hiperbolik uzay:

olmasidir.

tizerinde yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul;
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2 2
1 k
e | o | <&é,
K K(r — &6y K)

iii. B = B(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisinin Kuaterniyonik 1sik konisi tizerinde

olmasidir.

yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

2 2
1 k
En | o | Téréy,
K K(r — &6y K)

olmasidir.

ispat: (i) Kabul edelim ki Vs € I c R i¢in (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16)

esitlikleri saglansin. Bu takdirde (3.2.2) esitliginden egrinin konum vektori

Eréy, k
N, —&é&, &réy
P K(r =66y K)

ﬁ:_

3

il 2 k
klindedir. Bu  durumda h(B,B8)=¢&,|— | + =a’
seklindedir (B, ) gNl[KJ ngnz[K(r—gngN K)]

oldugundan g egrisi S kiiresi tizerinde yatar
Tersine kabul edelim ki B egrisi, m merkezli, a yarigapli S kuaterniyonik kiire

lizerinde yatsin. Bu takdirde Vs € I € R i¢in

h(8—m, f—m)=a’ (3.2.17)
dir. (3.2.17) denkleminin her iki tarafinin s 'ye gore art arda dort defa tiirevi alinirsa

h(T.p)=0,

(N, B) ===

h(N,, ) =0, (3.2.18)

. k
mOK(r —&&:6,,K)

h(N, B) =—-¢.¢, &

elde edilir. (3.2.18) ' de verilen esitlikler (3.2.2) denkleminde kullanilirsa (3.2.13),
(3.2.14), (3.2.15), ve (3.2.16) esitlikleri elde edilir. (ii) ve (iii) durumlarinin ispati (i) ' ye
benzer sekilde yapilir.

Sonug 3.2.1 EF , 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda K(s) , k(s), (r — &.erey, K)(s) # 0
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olmak tizere f = [(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisi kuaterniyonik kiiresel bir egri

2
. . . 1Y k
ise bu takdirde, S3 ' nin yarigap1 a = |¢, (—j +&¢&, dur.
LK | K(r-¢gé&¢,K)

Sonug 3.2.2 EF , 4 boyutlu yar1-Oklid uzayinda K(s) , k(s), (r — eeren,K)(s) # 0

olmak iizere f = f(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisi, kuaterniyonik hiperbolik bir

dr.

2
. : . 1y k
egri ise bu takdirde, H; iin yarigap1 a= ||g, (—) +&E,
LK | K(r-ge&6,K)

Sonug 3.2.3 E7 , 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda K(s) , k(s), (r — g.erey, K)(s) # 0
olmak tizere f = B(s) yari-reel kuaterniyonik W-egri olsun. Bu egrinin goriintiisiiniin

kuaterniyonik  kiiresel bir egri ise bu takdirde, S3 ' nin yaricap:

1Y k 2
a=,|e, (—j +& €, dir.
LK  K(r-—ge¢, K)

Sonug 3.2.4 E7 , 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda K(s) , k(s), (r — .erey, K)(s) # 0

olmak iizere f = B(s) yari-reel kuaterniyonik W-egrisi N; ile N5 vektorlerinin gerdigi

diizlemde yatar.
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4. E3 ve E* OKLID UZAYLARINDA KUATERNIYONIK W-EGRILER

4.1 E3 Oklid Uzayinda Uzaysal Kuaterniyonik W-Egriler

Tamim 4.1.1 Reel kuaterniyonlar ciimlesinde se [ = [0,1] igin,

oc:lcR—Q
3
s—>o(s)=) oi(s)e, 1<i<3
i=1

olarak tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharathi and Nagaraj 1985).

Teorem 4.1.1 E3 3-boyutlu Oklid uzayinda, kuaterniyonlarin uzay1, {o€Q, o + & = 0}
seklindedir. R reel dogrusunda I = [0,1] bir aralik olsun ve s € | parametresi, tim S
ler i¢in ||¢(s)|| = 1 birim uzunlugu, &'(S) =t segimi ile;

oc:lcR—>Q a(s):iai(s)ei, 1<i<3

i=1

olur. Burada t'xt+txt' =0 kosulu vardir.

Son denklemde t' , t ye dik ve t'xt bir uzaysal kuaterniyondur. o o ¢ kuaterniyonik
egrisinin g(s) noktasindaki Frenet {ig-ayaklis1 {t(s),n,(s),n, (s)} olsun. Bu takdirde
Frenet denklemleri;
t'(s) = k(s)n,(s),
n,(s) = —k(s)t(s)+r(s)n,(s), (4.1.1)
n; (s) = —r(s)n,(s)
seklindedir. Burada t birim teget, n; birim normal vektor alani, n, birim binormal
vektor alani, ¢ kuaterniyonik egrisinin egriligi k ve burulmasi ise r dir (Bharathi and

Nagaraj 1985).
Uzaysal kuaterniyonik W-egrinin parametrik denklemi asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.1.2 sel C R, k(s) > 0 ve r(s) # 0 egrilikleri i¢in E* de o = o(s) birim

hizl1 uzaysal kuaterniyonik bir W-egrinin konum vektor;
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sin(sy/r? +k?)— ——=2——cos(sy/r? +k? )— Jt()

“(s)‘[“F i

(c cos(svr? +k?) +c, sin(s\/r? +k? ——]n (s) (4.1.2)

sm(sx/r +k?)+ —=2— cos(s\/r +k? + ) (s)

[

seklindedir.

Ispat: E2 de o = o(s) birim hizli uzaysal kuaterniyonik bir W-egri olsun. Bu durumda
o(s) = A(s)t(s) + p(s)ny(s) + 7 (s)n,(s) (4.1.3)
seklinde yazilabilir. (4.1.3) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (4.1.1) de verilen
Frenet formiilleri uygulanirsa;
o' =At+ " +p'n +un +y'n, +yn;,
t=A"t+Akn +p'n + p(-kt+rn,) +yn, +y(-m,),
t =(A' = k)t + (Ak + ' = yr)n + (ur + y')n,
bulunur. Her iki tarafta katsayi esitligine gore,
—uk =1, AK+ 4 —yr =0, ur+y'=0 (4.1.4)
elde edilir. (4.1.4) de verilen denklemlerden
A" =1+ uk, u=yr—2Aak, y'=—ur (4.1.5)
oldugu goriiliir. Ak +z/ —yr =0 ifadesinin s ye tiirevi almir ve (4.1.5) de verilen
esitlikler yerine yazilirsa
AK+u"—y'r=0,
@+ gk)k+ 4" —(—ur)r=0
esitliklerinden
K+ pk? + "+ ur* =0
denklemi bulunur ve bu denklem diizenlendiginde
w1+ pu(k?+r*)+k =0 (4.1.6)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu homojen olmayan diferensiyel denklemin ¢oziimii

c1,C € Rigin
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1(8) = ¢, cos(sv'r? +k?) +c,sin(sy/r? +k? (4.1.7)
seklinde elde edilir. (4.1.7) esitligi A’ =1+ uk ifadesinde yerine yazilarak,
A(3) = s+ ————sin(sVr? + k?) ———=2—cos(s\/r? + k> (4.1.8)

o s

bulunur. (4.1.7) esitligi ' = —ur ifadesinde yerine yazilirsa
7(S)=—J73|n(sdr +k? +\/7COS(S’\/I‘ +k? )+ krs (4.1.9)

bulunur. (4.1.7), (4.1.8) ve (4.1.9) ecsitlikleri (4.1.3) de yerine yazildiginda (4.1.2)

denklemi elde edilir.

Teorem 4.1.3 sel Cc R, k(s) >0 ve r(s) # 0 egrilikleri i¢cin E3de o = a(s) bir
birim hizli kuaterniyonik W-egrinin S? kuaterniyonik kiiresinde yatmasi igin gerek ve

yeter kosul;

—=_sin(svr2+k?)- cos(sx/r +k?) - (4.1.10)

\/r +k? x/
¢, cos(s\r? +k?) +c,sin(sv'r? +k? kz_kHZ:—l, (4.1.11)

k
ﬁsm(sx/r +k?)+—=2—
r<+

cos(sx/r +k? )+ (4.1.12)
esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat: Ik olarak o = o(s) egrisi S2 kuaterniyonik kiiresinde yatsin. Bu takdirde
h(o,0) = a?, a € R esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa;
h(o',0) + h(o,6’') =0
buradan,
h(o,t)=0 (4.1.13)

olur. (4.1.13) ifadesinin tekrar tiirevi alinir ve (4.1.1) Frenet formiilleri uygulanirsa;

h(t',o) + h(t,a') =0,

h(t',o) + h(t,t) =0,

h(kn,,0) +1 =0
oldugundan,
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h(ny,0) = —¢ (4.1.14)
bulunur. (4.1.14) esitliginde tekrar tiirev alinir ve (4.1.1) Frenet formiilleri uygulanirsa;
h(n,',0) + h(ny,6")=0,
h(—kt + rn,,a) + h(ny, t)=0,
—kh(t,0) + rh(n,, 0 )=0
oldugundan,
h(n,,d) =0 (4.1.15)
bulunur. (4.1.13), (4.1.14) ve (4.1.15) esitliklerinden sirasi ile
2=0, p=-s, y=0
oldugu goriliir. Yukaridaki esitlikler sirast ile (4.1.7), (4.1.8) ve (4.1.9) ifadelerinde
yerine yazildiginda (4.1.10), (4.1.11) ve (4.1.12) esitliklerinin saglandig1 goriiliir.
Tersine Vs €l c R igin (4.1.10), (4.1.11) ve (4.1.12) denklemleri saglansin. Bu

takdirde (4.1.2) denkleminden egrinin konum vektori o(s) = —%nl seklindedir.
Dolayisiyla h(a,a)=(%)2=a2, a € R* elde edilir. Bu ise o egrisinin S?

kuaterniyonik kiiresinde yattigini1 gosterir.

Sonu¢c 4.1.1 s €I C R, k(s) > 0 ve r(s) # 0 egrilikleri i¢in E3 de o = o(s) bir birim
hizli uzaysal kuaterniyonik bir W-egri olsun. Egrinin goriintiisiiniin orjin merkezli
a € R yarigaph S? kuaterniyonik kiiresinin iizerinde yatmas1 igin gerek ve yeter kosul

egrinin normal egri olmasidir.

Sonu¢ 4.1.2 s€ I C R, k(s) >0 ve r(s) # 0 egrilikleri igin E3 de o = a(s) birim
hizli uzaysal kuaterniyonik W-egri olsun. o(s) kuaterniyonik kiiresel bir egri ise, S2
kuaterniyonik kiiresinin yarigapt a = % dir.

4.2 E* Oklid Uzayinda Kuaterniyonik W-Egriler

Tamim 4.2.1 Q reel kuaterniyonlar ciimlesinde s € [ = [0,1] i¢in,

B:IcR-Q

s—>,8(s):24:/)’i(s)ei, 1<i<4 (e, =+1)
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fonksiyonu ile tanimlanan kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj 1985).

Teorem 4.2.1 E* 4-boyutlu Oklid uzayinda,
B:ICcR-Q

s— B(s) = ; p(se, e =1
- i
fonksiyonu ile tanmimlanan [ egrisinin S(s) noktasindaki hiz  vektori
' 4 '
T=p(s)= 2 y.(s)e. dir. E* boyutlu 6klid uzayinda, diferensiyellenebilir bir egrinin
- i i
Frenet vektorleri, {T, N;, N,, N3} olsun. Buna gore Frenet formiilleri,
T'(s) = KN,(s),
N,(s) = —KT(s) + kN,(s),
N, (s) = —kN,(s) + (r —k)N,(s),
N3() = ~(r — KN, (s)

(4.2.1)

ile verilir.Burada;

N, =txT,

N,=nxT,
N, =n,xT,
K=[T's)

dir. E* de y egrisi aracilifiyla, bir B egrisi i¢in Frenet formiilleri agiklanmistir. Ayrica 8
ve y egrilerinin egrilikleri arasinda bir iliski vardir. Bu iligki, B egrisinin burulmasinin y
egrisinin asli egriligi oldugu ile agiklanir. Ek olarak, f egrisinin bitorsiyonu (r — K)
dir. Burada, £ egrisinin asli egriligi K ve y egrisinin burulmast r dir. Bu iligkiler

kuaterniyonlar i¢in tek tiirlii belirlidir.

Kuaterniyonik W-egrinin parametrik denklemi agagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.2.2 sel Cc R, k(s) >0 ve r(s) # 0 ve (r(s) — K(s)) # 0, egrilikleri i¢in

B = B(s) birim hizli kuaterniyonik W-egrisinin konum vektorii;
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B(s) =[c, cos(Q,s) +c, sin(Q;s) + ¢, cos(Q,s) + ¢, sin(Q,s) | T (s)

+ %[—le1 sin(Q;s) +¢,Q, c0s(Q,s) - ¢,Q, sin(Q,s) +¢,Q, cos(Q,s) —1] N, (s)

+ [(5 c, —ichj) cos(Q,s) + (5 c, —ic‘lQZZ)sin(st)} N,(s) (4.2.2)
————[(-(K* + K*)e,Q, +¢,Q)sin(Qs) + (k* + K*)e,Q —¢,Q°) cos(Q;s)

kK( —K)
+(=(k* + K*)c,Q, +¢,Q,%)sin(Q,s) + (k* + K*)c,Q, —¢,Q,”) cos(Q,s) - k2] N, (s)

seklindedir.

Ispat: E* de birim hizli kuaterniyonik bir W-egrisi = £(s) olsun. Bu durumda
B(S) = A(S)T(S) + p(S)N,(S) + ()N, (S) + v(S)N, (s) (4.2.3)

seklinde yazilir. (4.2.3) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (4.2.1) Frenet formiilleri
uygulanirsa

LB =AT+AT + px'N,+ uN/+7'N,+yN; +'N, +vN,,

T =AT+AKN, + #'N, + £ (=KT + kN, )+ 7'N, +  (—=kN, + (r — K)N, )+ 0'N,

+o(=(r-K)N,),
0=(A-puK-)T+(AK+u"=ky)N, +(uk + 7" —o(r —K))N, +(7(r —K) +0") N,
bulunur. Her iki tarafta katsay1 esitligine gore,
A'—uK-1=0,

2K+/,l,_7/k=0, (4.2.4)
uk+y'—o(r—-K)=0,
y(r—-K)+0v'=0
elde edilir. (4.2.4) de verilen denklemlerden
A'-1

ILI_T!

y=%(u'+ﬂK) : (4.2.5)

1 !
=(r_K)(7 + 1K),

oldugu goriiliir. (4.2.5) de verilen esitliklerden,

y= 1 (A" +AK?)
Kk (4.2.6)
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=———[2"+(K* +k*)A' -k’
Kk(r—K)[ ( ) ]

elde edilir. (4.2.4) de verilen y(r—K)+o' =0 denkleminde, (4.2.6) da verilen

esitlikler kullanilarak

m[z + (K2 +K 4 (r=K))A"+(r-K)*K?4 =0 (4.2.7)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii;
A(s) =c¢, cos(Q,s) +c¢, sin(Q,s) + ¢, cos(Q,s) + ¢, sin(Q,s) (4.2.8)
seklinde elde edilir. Burada C = k? + K? + (r — K)? olmak iizere

Q= %(—c +/C7 — K3 (r — K)’ ) Q= —%(C +4/C? —4K?(r —K)? )

seklindedir. (4.2.5) ve (4.2.6) da verilen esitliklerde (4.2.8) esitligi kullanilarak

E[_ c,Q,sin(Q;s) +¢,Q, cos(Q;s) — ¢,Q, sin(Q,s) +¢,Q, cos(Q,s) —1] (4.2.9)

K 1
—c, - 1Q1 )cos(le) + ( —c,Q’ )sin(le)
"k kK (4.2.10)

K K 1 2 )l
+(? s i K jcos(st)+(?c4—Rc4sz5|n(st),

1

0= m[(—(kz +K)eQ, +6Q° )sin(Qs) +((k* +K*)c,Q - ¢,Q° ) cos(Q;s)

+(~(K +K)eQ, +¢,Q,°)sin(Q,9) +( (K +K*)e,Q, —¢,Q,")cos(Q,8) —K” | 4.2.11)

bulunur. (4.2.8) , (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) de verilen esitlikler (4.2.3) de yerine
yazilirsa (4.2.2) elde edilir.

Teorem 4.2.3 sel C R, k(s) > 0ver(s) # 0 egrilikleri icin E* de B = B(s) bir birim
hizli kuaterniyonik egrisinin S* kuaterniyonik kiiresinde yatmasi igin gerek ve yeter

kosul

¢, cos(Q;s) + ¢, sin(Q;s) + ¢, cos(Q,s) + ¢, sin(Q,s) =0 (4.2.12)

Q,sin(Q;s) +¢,Q, cos(Q;s) —¢,Q, sin(Q,s) +¢,Q, cos(Q,s) =0 (4.2.13)
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K 1, Ko 1 5.
(? C, __kK c,Q; jcos(le) +( " c, _kK c,Q, jsm(le)
AN Ko 1 o2l _
+(? c,— ™ c.Q; jcos(st) +( ” c, ™ c,Q, )sm(st) 0 (4.2.14)

(—(k* +K*)e,Q +¢,Q°)sin(@s) +((k* +K*)c,Q —¢,Q° ) cos(Q;s)

+(-(k* +K*)e,Q, +6,Q,°)sin(Q,s) +((k* + K?)c,Q, —¢,Q,” )cos(Q,s) =0 (4.2.15)
esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat: f = B(s) egrisi S3 kuaterniyonik kiiresinde yatsin. Bu takdirde h(8, 8) = a?,

a € R* dir. Burada tiirev alinirsa ;

h(B',B) + h(B,B") =0
buradan,
h(T,B) =0 (4.2.16)
olur. (4.2.16) ifadesinin tekrar tiirevi alinir ve (4.2.1) Frenet formiilleri uygulanirsa;
h(T',B) + h(T,B") =0,
h(T',B) + h(T,T) = 0,
h(KNy,B)+1=0
oldugundan,
(N, B) = — ¢ (4.2.17)
bulunur. (4.2.17) esitliginde tekrar tiirev alinir ve (4.2.1) Frenet formiilleri uygulanilirsa;
h(Ny', ) + h(Ny, ) = 0,
h(—=KT + kN,,B) + h(N;,T) =0,
—Kh(T,B) + kh(N,,8) =0
oldugundan,
h(Ny,B) =0 (4.2.18)
bulunur. (4.2.18) esitliginde de tiirev alinir ve (4.2.1) Frenet formiilleri uygulanirsa;
h(N;', B) + h(N2, $")=0,
h(—kN; + (r — K)N3,8) + h(N,,T) =0,
—kh(Ny, B) + (r = K)h(N3, ) =0,
—k(—2) + (r — K)h(N3, f)=0
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oldugundan,

k
h(N3;,f) = — R0 (4.2.19)
olur. (4.2.16), (4.2.17) , (4.2.18) ve (4.2.19) esitliklerinden sirasi ile
A=0 21 =0 = a
-0 K= VED VETRG—K

elde edilir. Yukaridaki esitlikler (4.2.8), (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) ifadelerinde yerine
yazildiginda sirastyla (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14), (4.2.15) esitliklerinin saglandigi
goriiliir.

Tersine (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.15) esitlikleri Vs € I R igin saglansin. Bu

takdirde (4.2.3) esitliginden egrinin konum vektorii

= 1N k N
'B(S)__E CTRe =K

seklindedir. Bu durumda h(B,B) = (%)2 + ( )2 = a?, (a € R") oldugundan B

K(r—K)
egrisi S3 kuaterniyonik kiiresi iizerinde yatar.

Sonu¢ 4.21 sel c R, k(s)>0, r(s) #0 ve (r(s) —K(s)) # 0 egrilikleri igin
Q da f = B(s) bir birim hizli kuaterniyonik bir W-egri olsun. §(s) kuaterniyonik

k2
K(r_K)) olur.

kiiresel bir egriyse, S birim kiiresinin yarigap1 a = J (%)2 + (

Sonug¢ 4.2.2 E* | 4-boyutlu Oklid uzayinda k(s) > 0, r(s) # 0 ve (r(s) —K(s)) # 0
olmak tizere f = [ (s) kuaterniyonik W-egrisi N; ile N3 vektorlerinin gerdigi diizlemde

yatar.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda ilk olarak E7 3-boyutlu yari-Oklid uzay: ve Ej 4-boyutlu yari-
Oklid uzaylarinda kuaterniyonik W-egriler i¢in diferensiyel denklemler elde edilmis ve
bu diferensiyel denklemler c¢oziilerek adi gecen egrilerin parametrik denklemleri
olusturulmustur. Ayrica, bu egrilerin hiper kuadriklerin iizerinde yatmasi i¢in gerek ve
yeter kosullar elde edilerek bazi sonuglar verilmistir. Daha sonra E3 3-boyutlu ve E* 4-
boyutlu Oklid uzaylarinda kuaterniyonik W-egriler i¢in diferensiyel denklemler elde
edilmis ve bu diferensiyel denklemler c¢oziilerek adi gecen egrilerin parametrik
denklemleri olusturulmustur. Bundan basgka, bu egrilerin kuaterniyonik kiire tizerinde
yatmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilerek bazi sonuglar verilmistir. Yapilan bu

tez calismasina paralel olarak baz1 6zel tipli egriler ve ylizeyler iizerinde ¢aligilabilir.
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