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Bu tez çalıĢması dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm giriĢ için ayrılmıĢtır. Ġkinci 

bölümde, Öklid uzayının, Minkowski uzayının ve kuaterniyonlar kümesinin bazı temel 

tanım ve teoremleri verilmiĢtir. Üçüncü bölümde,   
  ve   

  yarı-Öklid uzaylarında 

kuaterniyonik W-eğrilerinin parametrik denklemleri elde edilmiĢtir. Ayrıca 

kuaterniyonik W-eğrilerinin   
  ve   

  de kuaterniyonik pseudo-küre, kuaterniyonik 

pseudo-hiperbolik uzay ve kuaterniyonik ıĢık konisi üzerinde yatması için gerek ve 

yeter koĢullar verilmiĢtir. Dördüncü bölümde,    ve    Öklid uzaylarında W-

eğrilerinin parametrik denklemleri elde edilmiĢtir. Ayrıca kuaterniyonik W-eğrilerinin 

   ve    de kuaterniyonik küre üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢullar 

verilmiĢtir. 
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1. GĠRĠġ 

 

Kuaterniyonlar teorisi kompleks sayıların geniĢlemesi olan bir sayı sistemidir. Ġlk tanım  

Ġrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton (1843) tarafından yapılmıĢtır. 

Kuaterniyonlar bir skaler ve bir vektörün toplamı olarak yazılabilir. Kuaterniyonlar 

sıralı dört sayının 4 birime eĢlik etmesiyle tanımlanan, cebirin ilginç bir formudur. Bu 

elemanlar doğal sayılara benzer bir yol ile tek bir birim olarak toplanabilir veya 

çarpılabilir. Ayrıca,    
ve     kuaterniyon iken      sayısının      sayısına eĢit olması 

gerekli değildir. Matematiksel olarak kuaterniyon çarpımı değiĢmeli değildir. 

Kuaterniyonlar mekanik ve kinematik gibi çeĢitli alanlarda, kuantum mekaniği ve 

kimyada grup temsilinde önemli bir rol oynarlar. Diğer yandan da ortogonal ve birim 

simetri gruplarda dönme dönüĢümü ile bağlantılıdırlar. Kuaterniyonlar uzayda sonlu 

dönmeyi temsil etme imkânı sağlarlar. 

 
3E  ve 4E  de kuaterniyonik eğriler için Serret-Frenet formülleri Bharathi ve Nagaraj 

(1985) tarafından verilmiĢtir. Daha sonra Çöken ve Tuna 4

2E  yarı-Öklidyen uzayında 

kuaterniyonik bir eğri için Serret-Frenet formüllerini tanımlamıĢlardır (Çöken and Tuna 

2004). Ayrıca, bu yazarlar kuaterniyonik eğriler için kuaterniyonik eğimli eğriler ve 

harmonik eğrilikleri de tanımlamıĢlardır (Çöken and Tuna 2004). 4E  Öklid uzayında 

ise Gök, Okuyucu vd. (2011) kuaterniyonik 
2B -slant helisini karakterize etmiĢlerdir. 

Bundan baĢka, Okuyucu (2013)  tarafından 4E  Öklid uzayında kuaterniyonik 

Mannheim eğrilerini çalıĢılmıĢtır.  

 

Geometride, özellikle diferensiyel geometride eğriler teorisi önemli bir yere sahiptir. 

Eğriler Öklid ve Öklid olmayan uzaylarda da yoğun bir Ģekilde çalıĢılmıĢ ve çalıĢılmaya 

devam edilmektedir. Eğriler geometrisinin çalıĢılmasında iki kavram çok önemlidir. 

Bunlar eğrinin Frenet denklemleri (bu denklemler Serret- Frenet denklemleri olarak da 

bilinmektedir) ve eğrinin eğrilikleridir (Frenet 1852, Serret 1851). Bu kavramlar 

yardımıyla eğrinin geometrik özellikleri incelenmektedir. Örnek olarak, 3-boyutlu Öklid 

uzayında bir eğrinin 1k  eğriliği sıfır ise eğri bir doğrudur, 2 0k   , 1 0k   bir sabit ise 

eğri bir çemberdir. Eğer 
1k  ve 

2k  sıfırdan farklı sabitler ise eğri bir dairesel helistir.      

n-boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin tüm eğrilikleri sabit ise eğri W-eğri olarak 



2 

 

adlandırılır (Klein and Lie 1871). W-eğriler Öklid uzaylarında yoğun bir Ģekilde 

çalıĢılmıĢtır (Ġlarslan 2005). 3R  de düzlemsel W-eğri örneği olarak çemberler düzlemsel 

olmayan W-eğri örneği olarak helisler verilebilir.  

 

Diğer taraftan nR  de W-eğriler sonlu tip eğriler için örnek oluĢturmaktadır. Örnek 

olarak, 4R  de kapalı W-eğriler küresel 2-tipli eğrilerdir (Chen and Dillen 1986). 

Minkowski 3-uzayında tüm W-eğriler Walvare tarafından çalıĢılmıĢtır (Walvare 1995). 

Örnek olarak, Minkowski 3-uzayında düzlemsel spacelike W-eğriler çemberler ve 

hiperbollerdir.  

 

Minkowski uzay-zaman 4

1R  de spacelike W-eğriler Petrovic-Torgasev ve Sucurovic 

(2002) tarafından çalıĢılmıĢtır  

 

Bu bilgiler ıĢığında; bu tez çalıĢmasında Öklid ve yarı-Öklid uzaylarında kuaterniyonik 

W-eğriler incelenmiĢtir. Ġkinci bölümde tez çalıĢmasında kullanılan bazı temel tanım ve 

teoremler verilmiĢtir. Üçüncü bölümde Kalkan Boyacıoğlu (2018) tarafından yapılan 

çalıĢma ayrıntılı olarak incelenerek,   
  ve   

  yarı-Öklid uzaylarında kuaterniyonik bir 

eğrinin kuaterniyonik W-eğrisi olması için sabit katsayılı vektör değerli diferensiyel 

denklemler inĢa edilerek çözülmüĢtür. Ayrıca, kuaterniyonik W-eğrilerinin 

kuaterniyonik pseudo-küre, kuaterniyonik pseudo-hiperbolik uzay ve kuaterniyonik ıĢık 

konisi üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢullar incelenmiĢtir (Kalkan Boyacıoğlu 

2018). Dördüncü bölüm tez çalıĢmasının orjinal kısmı olup    ve    Öklid uzaylarında 

kuaterniyonik bir eğrinin kuaterniyonik W-eğrisi olması için sabit katsayılı vektör 

değerli diferensiyel denklemler inĢa edilerek çözülmüĢtür. Ayrıca, kuaterniyonik W-

eğrilerinin küre üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢullar incelenmiĢtir. 
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2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR 

 

2.1 Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

 

Bu bölümde    , n-boyutlu Öklid uzayında temel tanım ve teoremler verilecektir.    

Öklid uzayı standart Öklid uzayı anlamında fark edilmesi için    ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.1.1 A bir reel afin uzay ve V , A ile birleĢen bir vektör uzayı olsun. V de bir iç 

çarpım, 

1

1 1

, :

( ,..., )
( , ) ,

( ,..., )

n
n

i i

i n

V V

x x x
x y x y x y

y y y

 


  




R

 

Öklid iç çarpımı olarak tanımlandığında A afin uzayına n -boyutlu bir Öklid uzayı denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.2   , n -boyutlu bir Öklid uzayı olsun. ‖ ‖ , V vektör uzayında bir norm 

olmak üzere, 

2

1

( , ) ( , ) ( )

:

n

i i

İ

n n

x y d x y xy y x

d E E





   





R
 

olarak tanımlanan   fonksiyonuna   
 Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve        reel 

sayısına da        noktaları arasındaki uzaklık denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.3    n-boyutlu bir Öklid uzayı olsun. ‖ ‖, V vektör uzayında bir norm 

olmak üzere,  

:

( , ) ( , )

n nd E E

x y d x y xy

 

 

R

 

ile tanımlanan   fonksiyonuna    de Öklid metriği denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.4    n-boyutlu bir Öklid uzayı olsun.           için   ⃗⃗⃗⃗  vektörü ile   ⃗⃗⃗⃗  

vektörü arasındaki açının ölçüsü, 
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,
cos

xy yz

xy yz
   

ile hesaplanan   reel sayısıdır (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.5    de sıralı bir                nokta    -lisine   
 de karĢılık gelen         

     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    vektör n-lisi   
 

 için bir ortonormal baz ise                 

sistemine     de bir dik çatı veya Öklid çatısı denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.6    deki            çatısına standart Öklid çatısı denir        

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.7    n -boyutlu Öklid uzayı ve     açık aralık olmak üzere, 

   

1

:

( ) ( ( ),..., ( ))

n

n

I E

s s s s



  



 
 

fonksiyonu diferensiyellenebilir ise   ya    n-boyutlu Öklid uzayında       koordinat 

komĢuluğu ile verilmiĢ bir eğri denir ve   ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.8    de bir   eğrisinin       ve       gibi iki koordinat komĢuluğu verilsin. 

            diferensiyellenebilir fonksiyonuna   nin bir parametre değiĢimi denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.9 nE  de M  eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin. : nEI 

fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonları 
1 2, , , n    olmak üzere 

1 2( , , ), n      , (t) M     için,  

1'( ) ,..., n

t t t

dd
t

t dt dt




 
   

  
 

dır.              tanjant vektörüne,   eğrisinin     parametre değerine karĢılık gelen 

     noktasındaki hız vektörü denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.10       
 eğrisi verilsin. Her     için          ise   eğrisine düzenli 

eğri (regüler eğri) denir (Sabuncuoğlu 2014). 
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Tanım 2.1.11    eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin. Eğer      için 

‖      ‖    ise   eğrisi      'ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda, eğrinin 

    parametresine yay-parametresi denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.12        eğrisinin    ,   olmak üzere    dan   ye yay uzunluğu 

fonksiyonu            olduğuna göre, 

     ∫ ‖     ‖
 

  

   

değerine yay uzunluğu denir (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Tanım 2.1.13       eğrisi        koordinat komĢuluğu ile verilsin. Bu durumda,    

      ,    ,...,      sistemi lineer bağımsız ve     ,      için;           olmak 

üzere,    den elde edilen            ortonormal sistemine   eğrisinin Serret-Frenet     

r-ayaklı alanı ve her bir   ,       vektörüne Serret-Frenet vektörü adı verilir 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.14     Öklid uzayında   eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin. 

    yay-parametresi olmak üzere, 

                                                             

,

,

T

N

B T N














 

  

olan                  sistemine      noktasındaki,   eğrisinin Frenet 3-ayaklısıdır 

denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.15     uzayındaki birim hızlı         eğrisi için      ‖     ‖ 

fonksiyonuna   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.      sayısına   eğrisinin      

noktasındaki eğriliği denir (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Tanım 2.1.16 Birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör alanları         olmak 

üzere,       ,       〈           〉 fonksiyonuna eğrisinin burulma fonksiyonu 

denir.      sayısına eğrinin      noktasındaki burulması denir (Sabuncuoğlu 2014). 
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Teorem 2.1.1 Birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör alanları         ise 

                                                                  

                                                                     

                                                               N 

dir (Frenet 1852, Serret 1851). 

 

Bu teoremde elde edilen eĢitliklere, birim hızlı   eğrisi için Frenet formülleri denir. Bu 

formülleri Frenet 1847 de bulmuĢ, 1852 de yayınlamıĢtır. Ondan habersiz olarak Serret, 

1851 yılında hesaplamıĢtır. Bundan dolayı bazen bu formüllere Frenet-Serret formülleri 

de denir. 

Frenet formüllerindeki katsayılar matrisi [
   
    
    

] matrisi ters simetrik bir 

matristir (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Teorem 2.1.2        herhangi bir eğrinin Frenet vektör alanları         ve bu 

eğrinin eğrilik ve burulması,      olsun. ‖  ‖    olduğuna göre, 

                                                             

                 

                                                              

dır (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Tanım 2.1.17     uzayındaki birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör alanları    

        olsun.Bu takdirde 

i.             cümlesinin gerdiği düzleme,       noktasındaki oskülatör düzlem,  

ii.              cümlesinin gerdiği düzleme,      noktasındaki rektifiyan düzlem, 

iii.              cümlesinin gerdiği düzleme,      noktasındaki normal düzlem  

denir (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Teorem 2.1.3        birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin eğriliği sıfır ise      

cümlesi   
 uzayında bir doğrunun alt cümlesidir. KarĢıt olarak      cümlesi    

uzayında bir doğrunun alt cümlesi ise   eğrisinin eğriliği sıfırdır (Sabuncuoğlu 2014). 
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Teorem 2.1.4       
 eğrisi düzlemsel ise     dır ve eğrinin her bir noktasındaki 

oskülatör düzlemi, eğrinin içinde bulunduğu E düzlemidir. KarĢıt olarak     ise          

      
 eğrisi düzlemseldir (Sabuncuoğlu 2014). 

 

Verilen bu temel kavramlar   
  uzayına geniĢletilirse, 

 

Tanım 2.1.18       eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin.     ya karĢılık 

gelen      noktasındaki Frenet r-ayaklısı                  olsun. Buna göre, 

                                                 

        〈  
         

    〉 

Ģeklinde tanımlı    fonksiyonuna   eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve     için 

      reel sayısına da      noktasındaki   eğrisinin i-yinci eğriliği denir   

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.1.5      eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin.     yay 

parametresi olmak üzere,      noktasındaki i-yinci eğriliği Frenet r-ayaklısı 

                   ise, 

     i.   
1 1 2( ) ( ) ( )V s k s V s   

     ii.  
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iV s k s V s k s V s  

    ,        

     iii. 
1 1( ) ( ) ( )r r rV s k s V s 

        

dır (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.1.19       eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin.     ya karĢılık 

gelen        noktasında   nin 1. ve 2. eğrilikleri       ve       ise,  

1

2

:

( )
( )

( )

H I

k s
s H s

k s



 

R

 

Ģeklinde tanımlı   fonksiyonuna,   'nin   noktasındaki   inci harmonik eğriliği denir 

(Hacısalihoğlu 2000). 
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2.2 Minkowski Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

Bu kısımda 3-boyutlu   
  Minkowski uzayında temel tanım ve kavramlar verilecektir. 

 

Tanım 2.2.1   
  Minkowski 3-uzayında   

  uzayının bir dik koordinat sistemi 

            olarak alınırsa,   

2 2 2

1 2 3g dx dx dx   
 

 metriği ile verilen   
         metrik uzayına Minkowski uzayı denir. g metriği de 

Minkowski metriği olarak adlandırılır (Lopez 2014). 

 

Tanım 2.2.2   
    Minkowski 3-uzayında bir vektörün normu, 

( , )v g v v
 

olarak tanımlıdır (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.2.3   
 

 Minkowski 3-uzayında       
      vektörleri için g         

ise   ve   vektörleri ortogonal iki vektör olarak tanımlanır (O'Neill 1983).  

 

Tanım 2.2.4    
  Minkowski 3-uzayında                            iki vektör 

olmak üzere x ve y nin vektörel çarpımı,   

Lx y 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

e e e

x x x

y y y

 
 
 
  



= (
3 2 2 3 3 1 1 3 1 2 2 1, ,x y x y x y x y x y x y   ) 

olarak tanımlıdır (Lopez 2014). 

 

Tanım 2.2.5     
       vektörü için, 

i. g        ise v spacelike vektör,  

ii. g        ise v timelike vektör, 

iii. g            ise v null (lightlike) vektör  

denir. Ayrıca     ise v spacelike vektör olur (O'Neill 1983). 
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Tanım 2.2.6   
  Minkowski 3-uzayında   keyfi bir eğri olsun. Hız vektörü   

 sırasıyla 

spacelike, timelike veya null (lightlike) olursa   eğrisi sırasıyla spacelike, timelike veya 

null (lightlike) eğri olarak isimlendirilir (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.2.7   
  Minkowski 3-uzayında   bir eğri olsun.    hız vektörü için, 

i. g(         ise   eğrisine birim hızlı spacelike eğri, 

ii. g           ise eğrisine birim hızlı timelike eğri, 

iii. g          ise eğrisine null (lightlike) eğri  

adı verilir (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.2.8   
  Minkowski 3-uzayında      

  timelike bir vektör olsun. Eğer bu 

vektörün ilk bileĢeni sırasıyla pozitif ya da negatif ise      
   vektörü sırasıyla future 

pointing timelike vektör ya da past pointing timelike vektör olarak adlandırılır     

(O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.2.9 i) Hiperbolik açı:     ve  ⃗       
 
  Minkowski 3-uzayında iki timelike future 

pointing (ya da past pointing) vektör olsun. O zaman g       ‖ ‖‖ ‖      olacak 

Ģekilde bir tek     reel sayısı vardır. Bu açıya   ⃗⃗⃗    ve  ⃗   vektörleri arasındaki hiperbolik 

açı denir (Ratcliffe 1994). 

ii) Merkezi açı:   
  Minkowski 3-uzayında bir timelike alt vektör uzayını geren 

spacelike vektörler     ve  ⃗  olsun. O halde g      ‖ ‖‖ ‖      olacak Ģekilde bir 

tek     reel sayısı vardır. Bu açıya     ve  ⃗   vektörleri arasındaki merkezi açı denir 

(Ratcliffe 1994).  

iii) Spacelike açı:   
  Minkowski 3-uzayında bir spacelike alt vektör uzayını geren 

spacelike vektörler     ve  ⃗  olsun. O halde g      ‖ ‖‖ ‖      olacak Ģekilde bir tek 

    reel sayısı vardır. Bu açıya   ve   vektörleri arasındaki spacelike açı denir 

(Ratcliffe 1994). 

iv) Lorentzian timelike açı:   
  Minkowski 3-uzayında  ⃗   spacelike bir vektör ve  ⃗  

timelike bir vektör olsun. O zaman g      ‖ ‖‖ ‖      olacak Ģekilde bir tek 

    reel sayısı vardır. Bu açıya    ve  ⃗  vektörleri arasındaki Lorentzian timelike açı 

denir (Ratcliffe 1994). 
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Tanım 2.2.10       
   birim hızlı null olmayan (spacelike veya timelike) bir eğri 

olsun.   eğrisinin teğet, asli normal ve binormal vektör alanlarından oluĢan hareketli 

Frenet çatısı         olsun. 

      i.    bir spacelike eğri ise Frenet formülleri, 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
       
     
          

 

Ģeklindedir. Burada, 

                              g      g      g        

g       ,  g           ,  g         

olarak verilir.   ve   , spacelike eğrisinin sırasıyla, eğrilik ve burulmasıdır. Ayrıca  ,   

spacelike eğrisinin türünü belirler.     ise spacelike eğrisi,  ⃗⃗  spacelike asli normal 

vektörü ve  ⃗  timelike binormal vektörü olan bir eğridir. Eğer      ise spacelike 

eğrisi,  ⃗⃗  timelike asli normal vektörü ve  ⃗  spacelike binormal vektörü olan bir eğridir 

(Lopez 2014). 

    ii.   bir timelike eğri ise Frenet formülleri, 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
      
     
            

Ģeklindedir. Burada, 

                                     g      g      g        

g        ,  g       g        

dır.  ve  ,    timelike eğrisinin sırasıyla, eğrilik ve burulmasıdır (Lopez 2014). 

 

Tanım 2.2.11        
    birim hızlı null veya pseudo null bir eğri olsun.   eğrisinin 

teğet, asli normal ve binormal vektör alanlarından oluĢan hareketli Frenet çatısı          

        olsun. 

     i.     bir null eğri ise Frenet formülleri, 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
       
     
            
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Ģeklindedir.    eğrisi bir doğru ise birinci eğrilik 0   dır. Bunun dıĢındaki durumlar 

için   1 dır. Burada,  

                                   g      g      g      g         

                                  g      g        

Ģeklindedir. Dolayısıyla, 

,LT N T  
 
N ,L B B   ,LB T N  

 

eĢitlikleri elde edilir (Walrave 1995). 

     ii.   bir pseudo-null eğri ise Frenet formülleri, 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
      
     
            

Ģeklindedir.   eğrisi bir doğru ise birinci eğrilik     dır. Bunun dıĢındaki durumlar 

için     dır. Burada, 

       

   

, , , , 0

,  ,   1

g N N g B B g T N g T B

g T T g N B

   

 

 
dır. Dolayısıyla, 

                              ,LT N N 
 
N ,L B T  ,LB T B   

eĢitlikleri elde edilir (Walrave 1995). 

 

2.3 Reel Kuaterniyonlar 

 

Tanım 2.3.1 Reel bir kuaterniyon, sıralı dört sayının       ⃗⃗  ⃗ ,   ⃗⃗  ⃗ ,   ⃗⃗  ⃗, gibi dört birime 

eĢlik etmesiyle tanımlanır. Bu birimler, 

i.   ⃗⃗  ⃗
 
   ⃗⃗  ⃗

 
   ⃗⃗  ⃗

 
      

ii.   ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗    ,     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗     ,    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗ 

iii.    ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗  ,    ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗   ,     ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗                 

özelliklerine sahiptir. Dolayısıyla bir kuaterniyon, 

        ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗ 

biçiminde ifade edilebilir. Burada, q kuaterniyonunu    ile gösterilen skaler kısım ve    

ile gösterilen vektörel kısım olmak üzere, 

     ,       ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗ 
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Ģeklindedir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.2 Reel kuaterniyonlar cümlesi   üzerinde toplama iĢlemi, 

       

                      ⃗       

ile 

               ,      ⃗
 
       ⃗      ⃗    

olarak tanımlanır. Burada              ve + iĢlemi   deki toplama iĢlemidir.  ⃗     ⃗
 
   

de birer reel vektör olup   iĢlemi reel vektör uzayındaki Abel grubu (vektörlerde 

toplama) iĢleminin aynısıdır. O halde (    ) ikilisi bir Abel gruptur. Buradaki etkisiz 

eleman sıfır kuaterniyon adını alır ve           sıralı dörtlüsünden baĢka birĢey değildir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.3  

                                                       

                 ⃗⃗  ⃗ 

Ģeklinde tanımlanan dıĢ iĢlem               ve      q
 
 q

 
   için  

i.    q
 
           q

 
     q

 
  

ii.                           

iii.                  ) 

iv.       

dır. O halde {              } sistemi bir reel vektör uzayıdır. Kısacası bu uzayı   ile 

göstereceğiz (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.4 

         

                                                                q
 
 q

 
  q

 
 q

 
 

iĢlemi 
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ile tanımlanır. Buna göre, 

            q
 
 q

 
         ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗          ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗  , 

  q
 
 q

 
                                              ⃗⃗  ⃗                                    

                                                  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                         ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     

elde edilir ve ifade düzenlendiğinde 

             〈        〉                         

elde edilir. Böylece kuaterniyon çarpımının Ģu özelliklere sahip olduğu kolaylıkla 

görülür. 

i. Ġki kuaterniyon çarpımı bir kuaterniyondur. 

ii. Kuaterniyon çarpımı birleĢimlidir. 

iii. Kuaterniyon çarpımı dağılımlıdır. 

Fakat kuaterniyon çarpımı değiĢimli değildir. Bu özellikleriyle,                   

sistemi bir birleĢimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.5          olmak üzere kuaterniyonlar için eĢitlik bağıntısı,  

               ve ⃗     ⃗    

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.6  

                                                           

 

          

iĢlemi         ⃗⃗  ⃗    için         ⃗⃗  ⃗ Ģeklinde tanımlanır ve    kuaterniyonuna   

nun eĢleniği denir.  ⃗   
    ⃗⃗  ⃗ olduğundan, 

                        

  X +1   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ 

+1 +1   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ 

  ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ -1   ⃗⃗  ⃗ -  ⃗⃗  ⃗ 

  ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ -  ⃗⃗  ⃗ -1   ⃗⃗  ⃗ 

  ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ -  ⃗⃗  ⃗ -1 
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dır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Burada     ̅ Ģeklinde de gösterilir. Bundan sonraki kısımlarda kolaylık sağlanması 

açısından bu ifade kullanılacaktır. 

 

Tanım 2.3.7         ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗ olmak üzere 

                                         

            
     ̅   ̅    

Ģeklinde tanımlanan      fonksiyonuna      kuaterniyonunun normu denir. Üstelik 

    
     ̅   ̅                

pozitif bir reel sayısıdır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Burada    ‖ ‖ Ģeklinde de gösterilir. Daha sonraki kısımlarda kolaylık sağlanması 

açısından bu ifade kullanılacaktır. 

 

Tanım 2.3.8 

        0     0  

                                                             
1 q

q q
q

 

 
Ģeklinde tanımlanır. Böylece               elde edilir.     olmak üzere 

     elemanının bir     inversine sahip olması   cebirini bir bölüm cebiri yapar. 

Böylece   da bölme iĢlemini tanımlamak mümkün olur. (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.9     olmak üzere bir   kuaterniyonunu bir   kuaterniyonu ile bölmek 

için   yi     ile çarpmak gerekir. Fakat kuaterniyon çarpımı değiĢimli olmadığından bu 

çarpım iĢlemi iki türlüdür ve dolayısıyla   yi   ile iki türlü bölmek gerekir. 

1

1r p q   

1

2r q p 
 

Burada 
1r  kuaterniyonuna   nin   ile sağdan ve 

2r  kuaterniyonuna   nin   ile soldan 

bölümü denir. Genel olarak 
1r  ile 

2r  farklıdır. Dolayısıyla 
p

q
 notasyonu kullanılamaz 

(Hacısalihoğlu 1983). 
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Tanım 2.3.10 Normu bir olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve    ile gösterilir. 

Buna göre vektörlerde olduğu gibi herhangi bir   kuaterniyonunun normlanmıĢı, 

1 2 3
0

2 2 2 2

d ae be ceq
q

q d a b c

  
 

  
 

olarak ifade edilebilir. Bu    birim kuaterniyonu                 formunda 

yazılabilir. Burada,  

2 2 2 2
cos

d

d a b c
 

  
 

2 2 2

2 2 2 2
sin

a b c

d a b c


 


  
 

dır ve 2 2 2 0a b c   olduğu zaman, 

1 2 3
0

2 2 2

ae be ce
S

a b c

 


   

birim vektörüne    birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.11       için genel bir kuaterniyon ifadesinde 
1 2

0d d   alınırsa   

1 1 1 2 1 3a a e b e c e  
 

ve 2 1 2 2 2 3b a e b e c e    Ģeklinde iki vektör elde edilir. Bu iki 

vektörün kuaterniyon çarpımı,  

1 2 3

1 2 1 2 1 2 1 1 1

2 2 2

( )

e e e

a b a a b b c c a b c

a b c

     

 

olarak bulunur. Bu ise bir kuaterniyondur. Vektör cebirinde, ,a b  vektörlerinin iç 

çarpımını ,a b  ve vektörel çarpımını da a b ile gösterdiğimize göre, 

1 2 1 2 1 2, ( )a b a a bb c c  
 

1 2 3

1 1 1

2 2 2

e e e

a b a b c

a b c

   

dır. Buna göre bu kuaterniyon çarpımı, 

,a b a b a b      
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formunda yazılabilir. O halde iki vektörün kuaterniyon çarpımı öyle bir kuaterniyondur 

ki bu kuaterniyonun skaler kısmı ve vektörel kısmı sırasıyla, 

( )S a b  ,a b  ve ( )V a b a b    

Ģeklindedir. Ayrıca iki vektör dik iseler kuaterniyon çarpımları vektörel çarpımlarına 

eĢit olur; iki vektör paralel iseler kuaterniyon çarpımları bu iki vektörün skaler (iç) 

çarpımının ters iĢaretlisine eĢittir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.3.12        reel kuaterniyonları verilsin. 

 

:

1
( , ) ( )

2
,

h

h p q p q q pp q



    

Q Q R

 

ile tanımlanan   fonksiyonuna kuaterniyon iç çarpımı denir.   fonksiyonu reel değerli, 

simetrik ve bilineerdir. Dolayısıyla iç çarpım aksiyomlarını sağlar. Burada   

kuaterniyon çarpımını göstermektedir (Bharathi ve Nagaraj 1985). 

 

O halde bir kuaterniyonun normu bu tanımla beraber karakterize edilebilir. 

 

Tanım 2.3.13 Bir     kuaterniyonunun normu 

2 ( , )q h q q q q  
 

eĢitliğini sağlayan q  reel sayısı ile ifade edilebilir (Bharathi and Nagaraj 1985). 

 

Tanım 2.3.14 Bir     kuaterniyonu,  

0q q   

oluyorsa q kuaterniyonuna bir uzay kuaterniyon denir. Uzay kuaterniyonların cümlesi 

3-boyutlu vektör uzayı 3R  e izomorftur.     kuaterniyonu için, 

0q q   

oluyorsa   kuaterniyonuna bir temporal kuaterniyon denir. Genel olarak,      

kuaterniyonu 

1 1
( ) ( )

2 2
q q q q q     

Ģeklinde ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985). 
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Tanım 2.3.15    de ve    de    merkezli,     yarıçaplı küre sırasıyla 

 2 2( , ) : ( , )S m R p Q h p m p m R      

                                       3 2( , ) : ( , )S m R p Q h p m p m R    
 

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 1983). 

 

2.4 Yarı-Reel Kuaterniyonlar 

 

Tanım 2.4.1 .Bir yarı-reel kuaterniyon sıralı dört sayının      ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗ olan dört birime 

eĢlik etmesiyle tanımlanır. Burada +1 reel birim olup, diğer üç birim ise        

permütasyonu       ve            iken, 

i.   ⃗⃗     ⃗⃗       ⃗⃗               

ii.   ⃗⃗     ⃗⃗      ⃗⃗     ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗           
   

iii.   ⃗⃗     ⃗⃗       ⃗⃗     ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗       
   

dır. Buna göre bir q yarı-reel kuaterniyonu,   nun sırasıyla skaler ve vektör kısımları 

    , ve       ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗  olmak üzere, 

                                                                   

                                                        ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗ 

formunda yazılır. Burada, 

1,
( )

1, spacelike

i

i

i

e timelike
e

e


 
 
  

dır. Bundan sonra yarı-reel kuaterniyonların cümlesi, 

1 2 3

3

1 2 3 1

, , , ,

, , , ( , ) ( ) , 1 3
v

i i i

q q d ae be ce a b c d

e e e h e e e i

     
 

  
    

 

R
Q

R
 

ile gösterilecektir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.2 Her         için iki yarı-reel kuaterniyonun çarpımı 
3

1E  de sırasıyla

,
L

ve 
L   skaler ve vektörel çarpım olmak üzere, 

,L q q P q p q q P P L qL
p q S S V V S V S V V V      

 

olarak tanımlıdır (Tuna 2002). 
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Tanım 2.4.3  
vQ  

 
kuaterniyonun eĢleniği    ile gösterilir ve 

1 2 3q qq S V d ae be ce      
 

ile tanımlıdır ve bu   formunun tanımlanmasına yardım eder (Tuna 2002).
 

 

Tanım 2.4.4    
vQ  için 

3

1

4

2

:

1
( , ) ( ) ( ) ,

2

1
( , ) ( ) ( ) ,

2

v v

p p L q p L

p p L q p L

h

h p q p q q p E

h p q p q q p E

 

 

     

     

 

     

      

Q: Q R

 

Ģeklinde tanımlanan   fonksiyonuna yarı-reel kuaterniyon iç çarpımı denir. Bu reel 

değerli   fonksiyonu anti simetrik ve bilineerlik özelliğine sahiptir. Burada 
L  yarı-reel 

kuaterniyon çarpımını göstermektedir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.5  
vQ  yarı-reel kuaterniyonun normu, 

2
( , ) (q )Lq h q q q q     

Ģeklinde tanımlı olan q  reel sayısına denir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.6  
vQ  yarı-reel kuaterniyonu için        ise   ya bir yarı-reel 

uzaysal kuaterniyon denir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.7     vQ  için, 

         

ise p ve q yarı-reel kuaterniyonlarına   -ortogonaldir denir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.8  vQ   yarı-reel kuaterniyonu için 

2
1q   

ise .   ya bir yarı-reel birim kuaterniyon denir (Tuna 2002). 

 

Tanım 2.4.9 Bir yarı-reel kuaterniyon  qq L LI q q q      olmak üzere sırasıyla 

0, 0, 0q q qI I I   ise spacelike, timelike veya lightlike yarı-reel kuaterniyon olarak 
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adlandırılır (Özdemir ve Ergin 2006). 

 

Tanım 2.4.10 
3

1E  Minkowski uzayında herhangi bir spacelike kuaterniyonun vektör 

kısmı spacelike olur fakat herhangi bir timelike kuaterniyonun vektör kısmı spacelike ya 

da timelike olabilir. Yarı-reel kuaterniyonların kutupsal biçimleri aĢağıdaki 

sınıflandırmalar ile verilmektedir: 

   i. 
3

1E de her spacelike kuaterniyon, 

    1sinh
q

q

N
  , 

2 2 2

2 3 4
cosh

q

q q q

N


  
  ve 2 1 3 2 4 3

0
2 2 2

2 3 4

q e q e q e

q q q


 

  

 bir spacelike 

birim vektör iken,  

 0sinh coshqq N    
 

formunda yazılabilir. 

    ii. 
3

1E  de spacelike vektör kısmıyla birlikte her timelike kuaterniyon 0 0 1L   için, 

 1cosh
q

q

N
  , 

2 2 2

2 3 4
sinh

q

q q q

N


  
  ve 2 1 3 2 4 3

0
2 2 2

2 3 4

q e q e q e

q q q


 

  

 bir spacelike birim 

vektör iken,  

 0cosh sinhqq N      

formunda yazılabilir. 

    iii. 
3

1E  de timelike vektör kısmıyla birlikte her timelike kuaterniyon 0 0 1L     

için, 

1cosh
q

q

N
  , 

2 2 2

2 3 4
sinh

q

q q q

N


 
  ve 2 1 3 2 4 3

0
2 2 2

2 3 4

q e q e q e

q q q


 


 
 bir timelike birim 

vektör iken,

  0cos sinqq N    
 

formunda yazılabilir (Özdemir ve Ergin 2006). 
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Tanım 2.4.11 Her birim kuaterniyon 0 0 1L   
 
denklemini sağlayan 0  birim 

vektörü için,  

 0 0cos sinq    
 

formunda yazılabilir ve 0  vektörüne 
0q  kuaterniyonunun ekseni denir (Özdemir ve 

Ergin 2006). 

 

Tanım 2.4.12 
3

1E  de   merkezli,     yarıçaplı  hiper-kuadrikler sırasıyla 

 2 3 2

1 1
( , R) : ( , )S m p E h p m p m R      

   
 2 3 2

0 1
( , R) : ( , )H m p E h p m p m R       

                                       
 2 4

2 2
( , R) : ( , ) 0C m p E h p m p m      

pseudo-küre, pseudo-hiperbolik uzay ve ıĢık konisi olarak tanımlıdır (Ġlarslan and         

Nesovic 2009). 

 

Tanım 2.4.13 
4

2E  de hiper-kuadrikler sırasıyla, 

 
 3 4 2

2 2
( , R) : ( , )S m p E h p m p m R      

    
 3 4 2

1 2
( , R) : ( , )H m p E h p m p m R       

 3 4

3 2
( , R) : ( , ) 0C m p E h p m p m      

pseudo-küre, pseudo-hiperbolik uzay ve ıĢık konisi olarak tanımlıdır (Ġlarslan and         

Nesovic 2009). 
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3. YARI-ÖKLĠD UZAYLARINDA KUATERNĠYONĠK W-EĞRĠLER 

 

Bu bölümde,.   
  ve   

  yarı-Öklid uzaylarında kuaterniyonik W-eğrilerinin parametrik 

denklemleri elde edilerek bu eğrilerin kuaterniyonik pseudo-küre, kuaterniyonik 

pseudo-hiperbolik uzay ve kuaterniyonik ıĢık konisi üzerinde yatması için gerek ve 

yeter koĢullar verilmiĢ olup Kalkan Boyacıoğlu (2018) makalesi detaylı olarak 

incelenmiĢtir. 

 

3.1   
  Yarı-Öklid Uzayında Uzaysal Kuaterniyonik W-Eğriler 

 

Tanım 3.1.1   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında uzaysal kuaterniyonların uzayı 

{            } olsun.            olmak üzere,  

3

1

:

( ) ( )

p

i i

i

I Q

s s s e



 


 

 

R

 

   eğrisi verilsin.      için      noktasındaki Frenet üç ayaklısı 

3

1 2

1

( ) ( ) , ( ), ( )
i i

İ

t s s e n s n s


  ve eğriliklerde           olmak üzere ,   eğrisi boyunca 

     ve    nin türevleri ile eğrilikler arasındaki iliĢki, 

1

1

2

1

1 2

2 1

,

,

n

t n

n

t kn

n kt rn

n rn



 





   

  
 

Ģeklindedir. Burada,                        
              

 dir (Tuna 2002). 

 

Tanım 3.1.2  Eğer bir eğrinin bütün eğrilikleri sabit ise W-eğri denir                    

(Klein and Lie 1871). 

 

   de W-eğriler oldukça fazla çalıĢılmıĢtır. Bu eğrilerin en basit örnekleri düzlemsel 

olarak çemberler ve     de düzlemsel olmayan  helislerdir. 

 

Yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğrilerinin parametrik denklemleri aĢağıdaki 

teoremler ile verilmiĢtir. 
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Teorem 3.1.1               ve          eğrilikleri için   
  de        birim 

hızlı spacelike asli normalli yarı-reel uzaysal kuaterniyonik bir W-eğrisi olsun. 

      a)    
      

    ise        eğrisinin konum vektörü;     

3 2 2
2

1 1 2 1 2 1

3 2

1 2 2

( ) ( 1) ( ) ( )
6 2 2

( )
6 2

t t

s s s
s k c k c k s t s k c s c n s

s s
rk c r c rs n s

   
   

           
   

 
   
 

             (3.1.1) 

dir. 

b)    
      

    ise        eğrisinin konum vektörü;                                                  

dir. 

c)    
      

    ise        eğrisinin konum vektörü;          

2 2 2 2

2 2 2

2
2 2

2 2 2 2

2 2

2

2

1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 12 2

( ) ( )

( ) (3.1.3)

n t n t

n t n t

s r k s r kn t t

n t n t n t

s r k s r k

n t

r s c k c k
s e e t s

r k r k r k

k
c e c e n s

r k

   

   

  


     

 

    

    

 
   

    
 

 
   

  

 

2 2 2 2

2 2

2
2 2

1 2
22 22 2 2 2
( )

n t n ts r k s r k

n tn t n t

c r c r rks
e e n s

r kr k r k

   

    

    
 
   

    
 

 

dir. 

 

 

 

   

2

2

2
2

2

2

2 2

2

2

2
2

2

2 21

2 2 2 2

2 22

2 2

2 2 2 2

1 2 12 2

2 21

2 2 2 2

( ) sin

cos ( )

cos sin ( ) (3.1.2)

sin

n t
n t

n t n t

t
n t

n t

n t n t

n t

n t

n t n t

r s c k
s r k s

r k r k

c k
r k s t s

r k

k
c r k s c r k s n s

r k

c rrks
r k

r k r k

 
  

   


 

 

   
 

 
   


  

 



 



 
     

  

  
 

 

 2

2

2 22
2

2 2
cos ( )n t

n t

s

c r
r k s n s

r k
 

 







 


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Ġspat:        eğrisi birim hızlı spacelike normalli yarı-reel uzaysal kuaterniyonik  

W-eğrisi olsun. Bu takdirde konum vektörü 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s t s s n s s n s                                   (3.1.4) 

Ģeklinde yazılabilir. (3.1.4) denkleminin  'ye göre türevi alınır ve Frenet formülleri 

kullanılırsa  

1 2 11 2( ) t ( )n ( )nt n n nt k k r r                    

olur. Buradan,  

1 2

1

1,

0,

0

t

n n

n

k

k r

r

  

    

  

 

  

 

                                        (3.1.5) 

elde edilir. Bu üç denklemden 

1 2 1

2 2( ) 0n n t nr k k                                           (3.1.6) 

bulunur.        eğrisi spacelike asli normal vektörlü olduğundan    
  ,        

(3.1.6) denkleminde yerine yazılırsa  

2

2 2( ) 0n tr k k                                                     (3.1.7) 

elde edilir. 

Durum 1. 
2

2 2 0n tr k     ise (3.1.7) denkleminde 0k   elde edilir. Bu 

diferensiyel denklemin çözümü           olmak üzere  

2

1 2( )
2

s
s k c s c                                                           (3.1.8) 

Ģeklindedir. (3.1.8) denklemi (3.1.5) de verilen eĢitliklerde kullanılırsa  

                                

3 2
2

1 1 2( ) ( 1)
6 2

t t

s s
s k c k c k s       

                          

 3.1.9

  3 2

1 2( )
6 2

s s
s rk c r c rs   

                          

(3.1.10)

 

 

elde edilir. (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10) eĢitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazılırsa 

(3.1.1) eĢitliği elde edilir. 

Durum 2.    
      

    ise (3.1.6) diferensiyel denkleminin çözümü         

olmak üzere  

   2 2

2

2 2 2 2

1 2 2 2
( ) cos sinn t n t

n t

k
s c r k s c r k s

r k
    

 
    


          (3.1.11) 



24 

 

Ģeklindedir. (3.1.11) denklemi (3.1.5) de verilen eĢitliklerde kullanılırsa 

 

 

2

2

2
2

2

2

2

2 21

2 2 2 2

2 21

2 2

( ) sin

cos ,

n t
n t

n t n t

t
n t

n t

r s c k
s r k s

r k r k

c k
r k s

r k

 
  

   


 

 

  
 

 


                      

(3.1.12)

 

 

 

 

2

2
2

2

2

2 21

2 2 2 2

2 22

2 2

( ) sin

cos

n t

n t n t

n t

n t

c rrks
s r k s

r k r k

c r
r k s

r k

  
   

 
 

  
 

 


                          

(3.1.13)  

elde edilir. (3.1.11), (3.1.12) ve (3.1.13) eĢitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazılırsa 

(3.1.2) eĢitliği bulunur.                                                                                             

 

 

Durum 3.     
      

    ise (3.1.6) diferensiyel denkleminin çözümü         

olmak üzere  

 
2 2 2 2

2 2

2

1 2 2 2
( )

n t n ts r k s r k

n t

k
s c e c e

r k

   


 

    
  


                  (3.1.14) 

Ģeklindedir. (3.1.14) denklemi (3.1.5) de verilen eĢitliklerde kullanılırsa 

 
2 2 2 2

2 2 2

2
2 2

2

1 2

2 2 2 2 2 2
3( ) .1.15

n t n ts r k s r kn t t

n t n t n t

r c k c k
s s e e

r k r k r k

     


     

    
  

    

                                     

2 2 2 2

2 2

2
2 2

1 2

2 22 2 2 2
( ) (3.1.16)

n t n ts r k s r k

n tn t n t

c r c r rks
s e e

r kr k r k

   


    

    
  

   

elde edilir. (3.1.14), (3.1.15) ve (3.1.16) eĢitlikleri (3.1.4) denkleminde yerine yazılırsa 

(3.1.3) eĢitliği bulunur.  

 

Teorem 3.1.2                         eğrilikleri için   
  de birim hızlı 

timelike asli normal vektörlü        yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğrisinin 

konum vektörü 
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2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 12 2

1 2
22 22 2 2 2

( ) ( )

( )

( )

s r k s r k

s r k s r k

s r k s r k

c k c kr s
s e e t s

r k r k r k

k
c e c e n s

r k

c r c r rks
e e n s

r kr k r k

   

  

  

 
   

   

 
    

 
    

  

            (3.1.17) 

Ģeklinde elde edilir. 

 

Ġspat: Birim hızlı timelike normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğrisi 

       olsun. Bu takdirde 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s t s s n s s n s     
 

denkleminin   'ye göre türevi alınıp Frenet formülleri uygulanırsa     
    ve 

   
       olduğundan 

1 2( ) t ( )n ( )nt k k r r                
 

olur. Bu durumda 

1 0 ,

0,

0

k

k r

r

 

  

 

  

   

                                                 

(3.1.18) 

denklemlerini sağlar. (3.1.18) de verilen eĢitliklerden  

2 2( ) 0r k k                                             (3.1.19)  

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümü         olmak 

üzere 

                                       

2 2 2 2

1 2 2 2
( ) s r k s r k k
s c e c e

r k
     


 (3.1.20)   

Ģeklindedir. (3.1.20) eĢitliği (3.1.18) de verilen eĢitliklerde yerine yazılırsa 

2 2 2 2
2

1 2

2 2 2 2 2 2
( ) s r k s r kc k c kr s
s e e

r k r k r k
     

                       

(3.1.21)  

2 2 2 2
1 2

2 22 2 2 2
( ) s r k s r kc r c r rks
s e e

r kr k r k
      

 
                  (3.1.22)  

elde edilir. (3.1.20), (3.1.21) ve (3.1.22) eĢitlikleri        eğrisinin konum 

vektöründe yerine yazılırsa (3.1.17) eĢitliği elde edilir. 
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Teorem 3.1.3   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında              olmak üzere 

spacelike asli normal vektörlü         yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğrisinin   
  

kuaterniyonik küresi üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢul  

 

     i.   
2

2 2 0n tr k    ise         

3 2
2

1 1 20 ( 1) ,
6 2

t t

s ks
k c c k s                                                (3.1.23)

2

1 2 ,
2

t s
k c s c

k


                                                                       (3.1.24) 

  
3 2

1 20
6 2

s s
rk c r c rs                                                                (3.1.25) 

 

     ii.  
2

2 2 0n tr k    ise 

 

 

2

2

2
2

2

2

2

2 21

2 2 2 2

2 22

2 2

0 sin

cos ,

n t
n t

n t n t

t
n t

n t

r s c k
r k s

r k r k

c k
r k s

r k

 
 

   


 

 

  
 

 


                    

(3.1.26)  

    2 2

2

2 2 2 2

1 2 2 2
cos sin ,t

n t n t

n t

k
c r k s c r k s

k r k


   

 
      


 (3.1.27)  

             

 

 

2

2
2

2

2

2 21

2 2 2 2

2 22

2 2

0 sin

cos

n t

n t n t

n t

n t

c rrks
r k s

r k r k

c r
r k s

r k

 
   

 
 

  
 

 


                    (3.1.28)  

  

     iii. 
2

2 2 0n tr k    ise 

2 2 2 2

2 2 2

2
2 2

2

1 2

2 2 2 2 2 2
0 ,

n t n ts r k s r kn t t

n t n t n t

r s c k c k
e e

r k r k r k

     

     

   
  

    

       

(3.1.29)

  

2 2 2 2

2 2

2

1 2 2 2
,

n t n ts r k s r kt

n t

k
c e c e

k r k

   

 

    
   



                      

(3.1.30)
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2 2 2 2

2 2

2
2 2

1 2

2 22 2 2 2
0

n t n ts r k s r k

n tn t n t

c r c r rks
e e

r kr k r k

   

    

    
  

   
       (3.1.31)  

eĢitliklerinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: (i) Kabul edelim ki   eğrisi m merkezli   yarıçaplı   
  kuaterniyonik küresi 

üzerinde yatsın. Bu takdirde         için 

2( , )h m m a                                              (3.1.32) 

dir. (3.1.32) denkleminin her iki tarafının  'ye göre art arda üç defa türevi alınırsa 

1

2

( , ) 0 ,

( , ) ,

( , ) 0

t

h t

h n
k

h n










 



                                              (3.1.33) 

elde edilir. (3.1.33) ifadesinde verilen denklemler (3.1.1) ifadesinde yerine yazılırsa 

(3.1.3) eĢitlikleri elde edilir. Tersine kabul edelim ki         için (3.1.3) eĢitlikleri 

sağlansın. Bu takdirde (3.1.1) eĢitliğinden eğrinin konum vektörü    
  

 
   

Ģeklindedir. Bu durumda        (
 

 
)
 

      olduğundan   eğrisi   
  küresi 

üzerinde yatar. (ii) ve (iii) ' nin ispatı (i) ' e benzer Ģekilde elde edilir.  

 

Teorem 3.1.4   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında              olmak üzere timelike 

asli normal vektörlü        yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğrisinin   
   

kuaterniyonik  hiperbolik uzay üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢul  

2 2 2 2
2

1 2

2 2 2 2 2 2
0 ,s r k s r kc k c kr s

e e
r k r k r k

    
                 

 3.1.34
 

2 2 2 2

1 2 2 2

1
,s r k s r k k

c e c e
k r k

     
                                        

 3.1.35
 

2 2 2 2
1 2

2 22 2 2 2
0 s r k s r kc r c r rks

e e
r kr k r k

     
               

 3.1.36  

eĢitliklerinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: Teorem 3.1.3 ün ispatına benzer Ģekilde elde edilir. 
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Sonuç 3.1.1   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında,   

  kuaterniyonik hiperbolik uzay  

üzerinde spacelike asli normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğri 

bulunmaz. 

 

Sonuç 3.1.2   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında,   

  kuaterniyonik küre üzerinde 

timelike asli normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğri bulunmaz. 

 

Sonuç 3.1.3   
  , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında, ıĢık konisi üzerinde yarı-reel uzaysal 

kuaterniyonik W-eğri bulunmaz. 

 

Sonuç 3.1.4   
 , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında        ve          olmak üzere 

       spacelike asli normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğri olsun. 

Bu eğri  kuaterniyonik küresel eğri ise   
   nin yarıçapı   

 

 
 ' dır. 

 

Sonuç 3.1.5   
 , 3-boyutlu yarı-Öklid uzayında        ve          olmak üzere 

       timelike asli normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğri olsun. 

Bu eğri kuaterniyonik hiperbolik eğri ise   
   nin yarıçapı   

 

 
 ' dır. 

 

Sonuç 3.1.6                ve        eğrilikleri için   
  de        spacelike 

veya timelike asli normal vektörlü yarı-reel uzaysal kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu 

eğrinin görüntüsünün orjin merkezli      yarıçaplı   
   kuaterniyonik pseudo-küre 

veya   
  kuaterniyonik pseudo-hiperbolik uzay üzerinde yatması için gerek ve yeter 

koĢul eğrinin normal eğri olmasıdır. 

 

3.2   
  Yarı-Öklid Uzayında Kuaterniyonik W-Eğriler 

 

Teorem 3.2.1   
   uzayında bir        vQ  eğrisi       

 

4

4

1

( ) ( ) , (1 4), 1i i

i

s s e i e 


     
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Ģeklinde tanımlı olsun. s parametresi 
4

1

( ) ( )i i

İ

T s s e 


    ile tanımlanan bir büyüklük 

olsun.   
  yarı-Öklid uzayında diferensiyellenebilir eğrilerin Frenet vektörleri 

              olsun.   eğrisinin tanjant vektörü       ve ( )NK T s  ,
1 ( )tN t T 

1 12 1 3 2 1 1 2 2( ) , ( ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,t t N nT TN T N h T T hn n T N N h N N             

23 3( , ) T nNh N   iken Frenet formülleri 

1

1 1

1 1

2 1

1

1 2

2 1 3

3 2

,

,

( ) ,

( )

N

t N n

t n t T N

n t T N

T KN

N KT kN

N kN r K N

N r K N



  

    

   



   

    

   
                               

(3.2.1)

        

                         

 

Ģeklindedir (Tuna 2002). 

 

    de bir   eğrisi için Frenet formülleri kullanılarak,   eğrisi için Frenet formülleri 

elde edilmiĢtir. Ayrıca   ve   eğrilerinin eğrilikleri arasında iliĢkiler vardır. Bu iliĢkiler, 

  eğrisinin asli eğriliğinin   eğrisinin torsiyonu olmasıyla açıklanabilir. Ayrıca,   

eğrisinin asli eğriliği K ve   eğrisinin torsiyonu r iken,   eğrisinin bitorsiyonu         

(         
 ).dır. Bu iliĢkiler kuaterniyonik eğriler için tek türlü belirlidir. 

 

Teorem 3.2.2        ve                       
        eğrilikleri için   

  

de        birim hızlı yarı-reel kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu takdirde      

eğrisinin konum vektörü 

 





  

  

1

1

1 1 2 1 3 2 4 2

1 1 1 2 1 1

3 2 2 4 2 2 1

2 2

1 1 1 2 1

2 2

2 3 2 4 2 2

( ) cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( ) ( )

sin( ) cos( )

sinh( ) cosh( ) 1 ( )

cos( ) sin( )

cosh( ) sinh( ) ( )

t N

t N

t

t

s c Q s c Q s c Q s c Q s T s

c Q Q s c Q Q s
K

c Q Q s c Q Q s N s

K Q c Q s c Q s
kK

K Q c Q s c Q s N s



 

 




   

  

  

  

  





   

   

1

1 1

2 2 3

1 1 1 1 2 1

2 2 3 2

2 2 3 2 4 2 3

sin( ) cos( )

sinh( ) cosh( ) ( )

n t

n t n

A k K Q Q c Q s c Q s

k K Q Q c Q s c Q s k N s

 

  

    

    







(3.2.2) 

denklemini sağlar. Burada 2 1

1

[ ]

t n N

t T N

A
kK r K

  

  



 Ģeklindedir. 
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Ġspat:        eğrisi birim hızlı yarı-reel kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu takdirde 

konum vektörü 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s T s s N s s N s s N s                               (3.2.3) 

denklemini sağlar. (3.2.3) denkleminin   ye göre türevi alınır ve (3.2.1) Frenet 

formülleri kullanılırsa 

     

 
1 1 1 2 1

1 1

1 2

3

[ ]

[ ]

t N N t n n t T N

n t T N

T T k N kK K Kr

r NK

N                

     

          

  
 

olur. Buradan 

1

1

1 2 1

1 1

1 0,

0,

[ ] 0,

[ ] 0

t N

N t

n n t T N

n t T N

K

K k

k r K

r K

   

    

       

     

   

  

   

  
                                      

 3.2.4  

elde edilir. (3.2.4) de verilen ilk üç denklemden 

1
( 1)t N

K

  



                                                                     (3.2.5) 

1 2( )
t N

tK
kK

 
                                                               (3.2.6) 

2 1

1 1

1

2 2 2[ ( ) ]
[ ]

t n N

t n n

t T N

k k
k r

K
K K

  
     

  
    


            (3.2.7) 

Ģeklinde bulunur. (3.2.7) eĢitliği (3.2.4) de verilen son eĢitlikte kullanılırsa  

2 1 1

(4) 2 2 2 2 2[ ] [ ] 0n t t t T N t T Nk K r K K r K                                  (3.2.8) 

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümü 

1 1 2 1 3 2 4 2( ) cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( )s c Q s c Q s c Q s c Q s                   (3.2.9) 

bulunur. Burada 

 

 

2

1

2

1

2

2 1

2 2 2

1

2 2 2

2

2 2

1
4 [ ] ,

2

1
4 [ ] ,

2

[ ]

t T N

t T N

n t t t T N

Q C C K r K

Q C C K r K

C k K r K

  

  

     

  

  





   

 

Ģeklindedir. (3.2.9) ifadesi (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) eĢitliklerinde kullanılırsa 

 1

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( ) 1
t N

c Q Q s c Q Q s c Q Q s c Q Q s
K

 
            (3.2.10) 
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  

  

1 2 2

1 1 1 2 1

2 2

2 3 2 4 2

cos( ) sin( )

cosh( ) sinh( )

t N

t

t

K Q c Q s c Q s
kK

K Q c Q s c Q s

 
 



  


  


                                               (3.2.11) 

   

   

1

1 1

2 2 3

1 1 1 1 2 1

2 2 3 2

2 2 3 2 4 2

sin( ) cos( )

sinh( ) cosh( )

n t

n t n

A k K Q Q c Q s c Q s

k K Q Q c Q s c Q s k

  

  

    


    


             (3.2.12) 

elde edilir. Burada 2 1

1
[ ]

t n N

t T N

A
kK r K

  

  



 Ģeklindedir. (3.2.9) , (3.2.10) , (3.2.11) ve 

(3.2.12) eĢitlikleri (3.2.3) de yerine yazılırsa      eğrisinin konum vektörü (3.2.2) 

Ģeklinde elde edilir.  

 

Teorem 3.2.3   
  , 4-boyutlu yarı Öklid uzayında                       

         

olmak üzere        yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisi 

1 1 2 1 3 2 4 20 cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( ), (3.2.13)c Q s c Q s c Q s c Q s     

 

1 1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( ) 1, (3.2.14)t T N c Q Q s c Q Q s c Q Q s c Q Q s        

                                                                              

 

  

  

2 2

1 1 1 2 1

2 2

2 3 2 4 2

0 cos( ) sin( )

cosh( ) sinh( ) ,

t

t

K Q c Q s c Q s

K Q c Q s c Q s





  

  
                                 

(3.2.15)

 

 

 

                   

   

   

1

1

2 2 3

1 1 1 1 2 1

2 2 3

2 2 3 2 4 2

0 sin( ) cos( )

sinh( ) cosh( )

n t

n t

k K Q Q c Q s c Q s

k K Q Q c Q s c Q s

 

 

    

   
            

(3.2.16)  

eĢitliklerini sağlasın. 

 

    i.         yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisinin   
  kuaterniyonik küresi üzerinde 

yatması için gerek ve yeter koĢul; 

1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k

K K r K
  

  

  
          

olmasıdır. 

    ii.         yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisinin   
  kuaterniyonik hiperbolik uzayı 

üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢul; 
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1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k

K K r K
  

  

  
          

olmasıdır. 

    iii.         yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisinin kuaterniyonik ıĢık konisi üzerinde 

yatması için gerek ve yeter koĢul; 

1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k

K K r K
  

  

  
        

 

olmasıdır. 

 

Ġspat: (i) Kabul edelim ki        için (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) 

eĢitlikleri sağlansın. Bu takdirde (3.2.2) eĢitliğinden eğrinin konum vektörü  

1

1 1

1

1 3
( )

T N

t n T N

t T N

k
N N

K K r K

 
    

  
  


 

Ģeklindedir. Bu durumda 
1 2

1

2
2

21
( , )

( )
N T n

t T N

k
h a

K K r K
    

  

  
         

olduğundan   eğrisi 3

2S  küresi üzerinde yatar  

Tersine kabul edelim ki   eğrisi,   merkezli,   yarıçaplı   
  kuaterniyonik küre  

üzerinde yatsın. Bu takdirde        için 

 2( , )h m m a                                                           (3.2.17) 

dır. (3.2.17) denkleminin her iki tarafının   'ye göre art arda dört defa türevi alınırsa 

1

1 1

1

1

2

3

( , ) 0,

( , ) ,

( , ) 0,

( , )
( )

T N

t n T N

t T N

T

N
K

N

N

h

h

h

k
h

r KK



 




    
  



 



 


                         (3.2.18) 

elde edilir. (3.2.18) ' de verilen eĢitlikler (3.2.2) denkleminde kullanılırsa (3.2.13), 

(3.2.14), (3.2.15), ve (3.2.16) eĢitlikleri elde edilir. (ii) ve (iii) durumlarının ispatı (i) ' ye  

benzer Ģekilde yapılır.  

 

Sonuç 3.2.1   
  , 4-boyutlu yarı-Öklid uzayında                       
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olmak üzere        yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisi kuaterniyonik küresel bir eğri 

ise bu takdirde,   
  ' nin yarıçapı 

1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k
a

K K r K
  

  
 



  
       

dır. 

 

Sonuç 3.2.2   
  , 4  boyutlu yarı-Öklid uzayında                       

        

olmak üzere        yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisi, kuaterniyonik hiperbolik bir 

eğri ise bu takdirde,   
  ün yarıçapı 

1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k
a

K K r K
  

  
 



  
       

dır. 

 

Sonuç 3.2.3   
  , 4-boyutlu yarı-Öklid uzayında                       

        

olmak üzere        yarı-reel kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu eğrinin görüntüsünün 

 kuaterniyonik küresel bir eğri ise  bu takdirde,   
  ' nin yarıçapı 

1 2

1

2
2

1

( )
N T n

t T N

k
a

K K r K
  

  
 



  
       

dır. 

 

Sonuç 3.2.4   
  , 4-boyutlu yarı-Öklid uzayında                       

        

olmak üzere        yarı-reel kuaterniyonik W-eğrisi    ile    vektörlerinin gerdiği 

düzlemde yatar. 
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4.    ve    ÖKLĠD UZAYLARINDA KUATERNĠYONĠK W-EĞRĠLER 

 

4.1     Öklid Uzayında Uzaysal Kuaterniyonik W-Eğriler  

 

Tanım 4.1.1 Reel kuaterniyonlar cümlesinde              için, 

                              

3

1

( ) ( ) ,i i

i

s s s e 


    1 3i   

olarak tanımlanan eğriye uzaysal kuaterniyonik eğri denir (Bharathi and Nagaraj 1985). 

 

Teorem 4.1.1     3-boyutlu Öklid uzayında, kuaterniyonların uzayı, {       ̅   } 

Ģeklindedir.   reel doğrusunda         bir aralık olsun ve     I parametresi, tüm s  

ler için ‖    ‖    birim uzunluğu, ( )s t   seçimi ile; 

            
3

1

( ) ( ) ,i i

i

s s e 


   1 3i   

olur. Burada 0t t t t
 

     koĢulu vardır. 

 

Son denklemde t  , t  ye dik ve t t  bir uzaysal kuaterniyondur.     kuaterniyonik 

eğrisinin      noktasındaki Frenet üç-ayaklısı {                 } olsun. Bu takdirde 

Frenet denklemleri; 

               

1

1 2

2 1

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

t s k s n s

n s k s t s r s n s

n s r s n s

 

   

  

                        (4.1.1) 

Ģeklindedir. Burada t birim teğet,    birim normal vektör alanı,    birim binormal 

vektör alanı,   kuaterniyonik eğrisinin eğriliği k ve burulması ise r dir (Bharathi and 

Nagaraj 1985). 

 

Uzaysal kuaterniyonik W-eğrinin parametrik denklemi aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. 

 

Teorem 4.1.2                 ve        eğrilikleri için    de        birim 

hızlı uzaysal kuaterniyonik bir W-eğrinin konum vektörü; 
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2
2 2 2 21 2

2 22 2 2 2

2 2 2 2

1 1 12 2

2 2 2 21 2
22 22 2 2 2

( ) sin( ) cos( ) ( )

cos( ) sin( ) ( )

sin( ) cos( ) ( )

c k c k k s
s s s r k s r k t s

k rr k r k

k
c s r k c s r k n s

k r

c r c r krs
s r k s r k n s

k rr k r k


 
      

  

 
     

 

 
      

  

     (4.1.2) 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat:    de        birim hızlı uzaysal kuaterniyonik bir W-eğri olsun. Bu durumda 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s t s s n s s n s         
                                    (4.1.3) 

Ģeklinde yazılabilir. (4.1.3) denkleminin   ye göre türevi alınır ve (4.1.1) de verilen 

Frenet formülleri uygulanırsa; 

1 1 2 2

1 1 2 2 1

1 2

,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

t t n n n n

t t kn n kt rn n rn

t k t k r n r n

      

     

      

           

          

          

bulunur. Her iki tarafta katsayı eĢitliğine göre, 

1,k               0,k r                        0r      (4.1.4) 

elde edilir. (4.1.4) de verilen denklemlerden 

1 ,k                     ,r k                    r                              (4.1.5) 

olduğu görülür. ' 0k r      ifadesinin   ye türevi alınır ve (4.1.5) de verilen 

eĢitlikler yerine yazılırsa  

0,k r        

(1 ) ( ) 0k k r r        

eĢitliklerinden 

2 2 0k k r       

denklemi bulunur ve bu denklem düzenlendiğinde 

                            
2 2( ) 0k r k         (4.1.6) 

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu homojen olmayan diferensiyel denklemin çözümü 

        için  
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2 2 2 2

1 1 2 2
( ) cos( ) sin( )

k
s c s r k c s r k

k r
     

                  
 (4.1.7) 

Ģeklinde elde edilir. (4.1.7) eĢitliği 1 k     ifadesinde yerine yazılarak, 

 

2
2 2 2 21 2

2 22 2 2 2
( ) sin( ) cos( )

c k c k k s
s s s r k s r k

k rr k r k
      

 
       (4.1.8) 

bulunur. (4.1.7) eĢitliği r     ifadesinde yerine yazılırsa 

2 2 2 21 2

2 22 2 2 2
( ) sin( ) cos( )

c r c r krs
s s r k s r k

k rr k r k
      

 
     (4.1.9) 

bulunur. (4.1.7), (4.1.8) ve (4.1.9) eĢitlikleri (4.1.3) de yerine yazıldığında (4.1.2) 

denklemi elde edilir. 

 

Teorem 4.1.3                  ve        eğrilikleri için    de        bir 

birim hızlı kuaterniyonik W-eğrinin    kuaterniyonik küresinde yatması için gerek ve 

yeter koĢul;  

2
2 2 2 21 2

2 22 2 2 2
sin( ) cos( ) 0

c k c k k s
s s r k s r k

k rr k r k
     

 
,            (4.1.10)

   

2 2 2 2

1 1 2 2

1
cos( ) sin( )

k
c s r k c s r k

k r k
     


,                           (4.1.11)

2 2 2 21 2

2 22 2 2 2
sin( ) cos( ) 0

c r c r krs
s r k s r k

k rr k r k
     

                  

(4.1.12) 

eĢitliklerinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: Ġlk olarak        eğrisi     kuaterniyonik küresinde yatsın. Bu takdirde 

         ,       eĢitliğinin   ye göre türevi alınırsa; 

                  

buradan,                                                                    

                                                           (4.1.13) 

olur. (4.1.13) ifadesinin tekrar türevi alınır ve (4.1.1) Frenet formülleri uygulanırsa; 

                  ,                                             

                                                                     

             

olduğundan, 
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                                                          (4.1.14) 

bulunur. (4.1.14) eĢitliğinde tekrar türev alınır ve (4.1.1) Frenet formülleri uygulanırsa; 

    
           

  =0 , 

                    =0,       

                  =0  

olduğundan, 

                                                                                           (4.1.15) 

bulunur. (4.1.13), (4.1.14) ve (4.1.15) eĢitliklerinden sırası ile 

                        
 

 
,                       

olduğu görülür. Yukarıdaki eĢitlikler sırası ile (4.1.7), (4.1.8) ve (4.1.9) ifadelerinde 

yerine yazıldığında  (4.1.10) , (4.1.11) ve  (4.1.12)  eĢitliklerinin sağlandığı görülür. 

Tersine        için (4.1.10), (4.1.11) ve (4.1.12) denklemleri sağlansın. Bu 

takdirde (4.1.2) denkleminden eğrinin konum vektörü       
 

 
   Ģeklindedir. 

Dolayısıyla         
 

 
     ,      elde edilir. Bu ise   eğrisinin    

kuaterniyonik küresinde yattığını gösterir. 

 

Sonuç 4.1.1                ve        eğrilikleri için    de        bir birim 

hızlı uzaysal kuaterniyonik bir W-eğri olsun. Eğrinin görüntüsünün orjin merkezli 

     yarıçaplı     kuaterniyonik küresinin üzerinde yatması için gerek ve yeter koĢul 

eğrinin normal eğri olmasıdır. 

 

Sonuç 4.1.2                ve        eğrilikleri için    de        birim 

hızlı uzaysal kuaterniyonik W-eğri olsun.       kuaterniyonik küresel bir eğri ise,    

kuaterniyonik küresinin yarıçapı    
 

 
 dır. 

 

4.2     Öklid Uzayında Kuaterniyonik W-Eğriler  

 

Tanım 4.2.1   reel kuaterniyonlar cümlesinde           için, 

                                 

    

4

1

( ) ( ) ,i i

i

s s s e 


      1 4i    (
4 1e   ) 
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fonksiyonu ile tanımlanan   kuaterniyonik eğri denir (Bharathi ve Nagaraj 1985). 

 

Teorem 4.2.1      4-boyutlu Öklid uzayında,  

                                          

 

4

( ) ( ) ,

1

s s s e
i i

i

   



    
4 1e   

fonksiyonu ile tanımlanan   eğrisinin      noktasındaki hız vektörü 

4

( ) ( ) e

1

T s s
i i

i

    



 dır.    boyutlu öklid uzayında, diferensiyellenebilir bir eğrinin 

Frenet vektörleri,               olsun. Buna göre Frenet formülleri, 

                                 

1

1 2

2 1 3

3 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

T s KN s

N s KT s kN s

N s kN s r k N s

N s r K N s

 

   

    

   

                                   (4.2.1) 

ile verilir.Burada; 

1

2 1

3 2

,

,

,

( )

N t T

N n T

N n T

K T s

 

 

 



 

dır.    de   eğrisi aracılığıyla, bir   eğrisi için Frenet formülleri açıklanmıĢtır. Ayrıca   

ve   eğrilerinin eğrilikleri arasında bir iliĢki vardır. Bu iliĢki,   eğrisinin burulmasının   

eğrisinin asli eğriliği olduğu ile açıklanır. Ek olarak,   eğrisinin bitorsiyonu       

dır. Burada,   eğrisinin asli eğriliği   ve   eğrisinin burulması r dır. Bu iliĢkiler 

kuaterniyonlar için tek türlü belirlidir. 

  

Kuaterniyonik W-eğrinin parametrik denklemi aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. 

 

Teorem 4.2.2                 ve        ve              , eğrilikleri için  

       birim hızlı kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü; 
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 

 

 

1 1 2 1 3 2 4 2

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2 1

2 2

3 3 2 2 4 4 2 2 2

2 2

1 1

( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ( )

1
sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) 1 ( )

1 1
( ) cos( ) ( ) s 4.2.in( ) ( )

1
( ( )

)

2

(

s c Q s c Q s c Q s c Q s T s

c Q Q s c Q Q s c Q Q s c Q Q s N s
K

K K
c c Q Q s c c Q Q s N s

k kK k kK

k K c Q
kK r K

    

     

   

  


 
  

3 2 2 3

1 1 1 2 1 2 1 1

2 2 3 2 2 3 2

3 2 3 2 2 4 2 4 2 2 3

) sin( ) ( ) ) cos( )

( ( ) ) sin( ) ( ) ) cos( ) ( )

c Q Q s k K c Q c Q Q s

k K c Q c Q Q s k K c Q c Q Q s k N s

   

       





 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat:    de birim hızlı kuaterniyonik bir W-eğrisi        olsun. Bu durumda 

 1 2 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4.2.3s s T s s N s s N s s N s       

 
 

 Ģeklinde yazılır. (4.2.3) denkleminin   ye göre türevi alınır ve (4.2.1) Frenet formülleri 

uygulanırsa 

   

 

       

1 2 3

1 1 2 2 1 3 3

2

1 2 3

1 2 3

( )

( ) ,

0 1 ( ) ( )

 ,

T T KN N KT kN N kN r K N N

r K N

K T K k N k r K N r K N

T T N N N N N N

      



         

        

              

  

               

               

 

bulunur. Her iki tarafta katsayı eĢitliğine göre, 

1 0 ,

0 ,

( ) 0 ,

( ) 0

K

K k

k r K

r K

 

  

  

 

   

  

   

  

                                       (4.2.4) 

elde edilir. (4.2.4) de verilen denklemlerden  

                                               

1

K




 
  , 

1
( )K

k
     ,                                            (4.2.5) 

                                                   

1
( )

( )
k

r K
   


,             

olduğu görülür. (4.2.5) de verilen eĢitliklerden, 

                                                            

21
( )K

Kk
   

                                         (4.2.6) 
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2 2 21
[ ( ) ]

( )
K k k

Kk r K
      

  

 elde edilir. (4.2.4) de verilen ( ) 0r K     denkleminde, (4.2.6) da verilen 

eĢitlikler kullanılarak    

  

 

4 2 2 2 2 21
( ( ) ) ( ) 0

( )
K k r K r K K

Kk r K
        


  

                     

(4.2.7)  

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümü;  

  1 1 2 1 3 2 4 2( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )s c Q s c Q s c Q s c Q s    
         

(4.2.8)  

Ģeklinde elde edilir. Burada                  olmak üzere  

 2 2 2 2

1

1
4 ( ) ,

2
Q C C K r K              2 2 2 2

2

1
4 ( )

2
Q C C K r K      

Ģeklindedir. (4.2.5) ve (4.2.6) da verilen eĢitliklerde (4.2.8) eĢitliği kullanılarak 

   1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2

1
sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) 1 4.2.9c Q Q s c Q Q s c Q Q s c Q Q s

K
      

2 2

1 1 1 1 2 2 1 1

1 1
cos( ) sin( )

K K
c c Q Q s c c Q Q s

k kK k kK
    
   
   
                                           (4.2.10) 

    

2 2

3 3 2 2 4 4 2 2

1 1
cos( ) sin( ) ,

K K
c c Q Q s c c Q Q s

k kK k kK
   
   
   
          

   2 2 3 2 2 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

1
( ) sin( ) ( ) cos( )

( )
k K c Q c Q Q s k K c Q c Q Q s

kK r K
       




 

    
   2 2 3 2 2 3 2

3 2 3 2 2 4 2 4 2 2
( ) sin( ) ( ) cos( )k K c Q c Q Q s k K c Q c Q Q s k                    (4.2.11) 

bulunur. (4.2.8) , (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) de verilen eĢitlikler (4.2.3) de yerine 

yazılırsa (4.2.2) elde edilir. 

 

Teorem 4.2.3                           eğrilikleri için    de        bir birim 

hızlı kuaterniyonik eğrisinin    kuaterniyonik küresinde yatması için gerek ve yeter 

koĢul 

           

 

1 1 2 1 3 2 4 2

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2

4.2.1cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) 0

sin( ) cos( ) si

2

4.2.1n( ) cos ) 0 3(

c Q s c Q s c Q s c Q s

c Q Q s c Q Q s c Q Q s c Q Q s

   

    
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 

   

 

2 2

1 1 1 1 2 2 1 1

2 2

3 3 2 2 4 4 2 2

2 2 3 2 2 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

2 2 3

3 2 3 2 2

1 1
cos( ) sin( )

1 1
cos( ) sin( ) 0

( ) sin( ) ( ) cos( )

( ) sin( ) (

4.2.14

K K
c c Q Q s c c Q Q s

k kK k kK

K K
c c Q Q s c c Q Q s

k kK k kK

k K c Q c Q Q s k K c Q c Q Q s

k K c Q c Q Q s

  

    

     

    

   
   
   

   
   
   

   2 2 3

4 2 4 2 2
) cos( 4.2.15) 0k K c Q c Q Q s  

eĢitliklerinin sağlanmasıdır.

 

 

Ġspat:        eğrisi     kuaterniyonik küresinde yatsın. Bu takdirde          , 

     dır. Burada türev alınırsa ; 

 

                   

buradan, 

                                             (4.2.16) 

olur. (4.2.16) ifadesinin tekrar türevi alınır ve (4.2.1) Frenet formülleri uygulanırsa; 

                  , 

                                                                   , 

                                                                

olduğundan, 

                                                             
 

 
                          (4.2.17) 

bulunur. (4.2.17) eĢitliğinde tekrar türev alınır ve (4.2.1) Frenet formülleri uygulanılırsa; 

                                                       
           

       

                                                                          , 

                                                                        

olduğundan, 

                                 (4.2.18) 

bulunur. (4.2.18) eĢitliğinde de türev alınır ve (4.2.1) Frenet formülleri uygulanırsa; 

                                                       
           

  =0 , 

                                                                               , 

                                                                            , 

                                                      
 

 
               =0 
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olduğundan, 

                                            
 

      
                                          (4.2.19) 

olur. (4.2.16), (4.2.17) , (4.2.18) ve (4.2.19) eĢitliklerinden sırası ile                                                           

              
 

 
               

 

      
 

elde edilir. Yukarıdaki eĢitlikler (4.2.8), (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11)  ifadelerinde yerine 

yazıldığında sırasıyla (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14), (4.2.15) eĢitliklerinin sağlandığı 

görülür. 

Tersine (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.15) eĢitlikleri        için sağlansın. Bu 

takdirde (4.2.3) eĢitliğinden eğrinin konum vektörü 

      
 

 
   

 

      
   

 Ģeklindedir. Bu durumda         
 

 
    

 

      
     , (      olduğundan   

eğrisi    kuaterniyonik küresi üzerinde yatar. 

Sonuç 4.2.1                           ve               eğrilikleri  için 

   da        bir birim hızlı kuaterniyonik bir W-eğri olsun.      kuaterniyonik 

küresel bir eğriyse,    birim küresinin yarıçapı a =√ 
 

 
    

 

      
   olur. 

Sonuç 4.2.2    , 4-boyutlu Öklid uzayında                 ve                

olmak üzere        kuaterniyonik W-eğrisi    ile    vektörlerinin gerdiği düzlemde 

yatar. 
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5. TARTIġMA ve SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında ilk olarak   
  3-boyutlu yarı-Öklid uzayı ve   

  4-boyutlu yarı-

Öklid uzaylarında kuaterniyonik W-eğriler için diferensiyel denklemler elde edilmiĢ ve 

bu diferensiyel denklemler çözülerek adı geçen eğrilerin parametrik denklemleri 

oluĢturulmuĢtur. Ayrıca, bu eğrilerin hiper kuadriklerin üzerinde yatması için gerek ve 

yeter koĢullar elde edilerek bazı sonuçlar verilmiĢtir. Daha sonra    3-boyutlu ve    4-

boyutlu Öklid uzaylarında kuaterniyonik W-eğriler için diferensiyel denklemler elde 

edilmiĢ ve bu diferensiyel denklemler çözülerek adı geçen eğrilerin parametrik 

denklemleri oluĢturulmuĢtur. Bundan baĢka, bu eğrilerin kuaterniyonik küre üzerinde 

yatması için gerek ve yeter koĢullar elde edilerek bazı sonuçlar verilmiĢtir. Yapılan bu 

tez çalıĢmasına paralel olarak bazı özel tipli eğriler ve yüzeyler üzerinde çalıĢılabilir.   
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