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YUKSEK LiSANS TEZI
KUATERNIYONLAR VE GEOMETRIK UYGULAMALARI
Humayla ONDER

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsi
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Giilsiim YUCA
OZET

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan tanitildi. Daha
sonra, reel ve dual kuaterniyonlar bir ¢ok yazar tarafindan ele alinmistir. Bu tezin
amaci, reel ve dual kuaterniyonlarin cebiri ile matris gosterimlerini vererek
geometrik uygulamalarini incelemektir. Ayrica, reel kuaterniyonlar ile donme
hareketi arasindaki iligki ve dual kuaterniyonlar ile vida hareketleri arasindaki
iliski verilecektir. Bu nedenle reel ve dual kuaterniyonlar, dénme, kayma ve
bunlarin bilesimi olarak ifade edilen vida operatorleri olarak kullanilarak, reel ve
dual kuaterniyonlarin kinematik uygulamalarina yer verilecektir.

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Birinci bolum, giris bolimii olarak
diizenlenmis ve W. R. Hamilton'un kuaterniyonlar1 kesfinden bahsedilerek reel ve
dual kuaterniyonlarin uygulama alanlarina deginilmistir. ikinci bdliimde, dort alt
bashk dahilinde temel kavramlara yer verilmistir. Ucgiincii bélumde, reel
kuaterniyonlarin cebirsel yapilari, matrissel gosterimleri sunularak geometrik
uygulamalar1 verilmistir. Dordlinct bolimde ise dual kuaterniyonlarin cebirsel
yapilart ve matrissel gosterimleri incelenerek geometrik uygulamalari verilmistir.
Son bolim, tezin sonug kismi olarak diizenlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel kuaterniyon, Dual kuaterniyon, Donme operatori, Vida
operatoru.

Temmuz, 2021; 60 sayfa
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ABSTRACT

Quaternions were introduced in 1843 by William Rowan Hamilton. Later, real and
dual quaternions have been discussed by many authors. The aim of this thesis is to
examine the geometric applications of real and dual quaternions by giving their
algebra and matrix representations. Additionally, the relationship between real
quaternions, rotational motion and the relation between dual quaternions and
screw motions will be investigated. For this reason, real and dual quaternions will
be used as rotation and screw operators and kinematics applications of them will
be given.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is arranged as an
introduction and W. R. Hamilton's discovery of quaternions is mentioned and the
application areas of real and dual quaternions are mentioned. In these condpart,
basic concepts are included within four subsections. In the third chapter, algebraic
structures, matrix representations and geometric applications of real quaternions
will be given. In the fourth chapter, algebraic structures and matrix representations
of dual quaternions will be examined and their geometric applications will be
given. The last chapter is organized as the conclusion part of the thesis.

Keywords: Real quaternions, Dual quaternions, Rotation operator, Screw
operator.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan kesfedilmistir.
Kuaterniyonlarin kesfi, matematikteki en iyi belgelenmis kesiflerden biridir. Hamilton,
kuaterniyon c¢arpimi igin temel olan asagidaki formulu kesfettigi sirada Brougham

koprusii tizerindeki bir tasa kazimustir.
i2=j2=k?=ijk=-1 (1.2

Bugiin onun yazdigi tag bulunamasa da 1958 yilinda kopriiniin iizerine, formulu
gosteren bir hatira plaketi yerlestirilmis durumdadir. Hamilton’un bu
caligmalarindan  sonra  kuaterniyonlar ve kuaterniyon cebirleri  birgok

matematikg¢inin ilgisini cekmistir.

Donme hareketlerini tarif etmenin alternatif bir yolu olan kuaterniyonlar, sadece
matematikte degil; fizikte, miihendislikte ve bilimin pek ¢ok uygulama alaninda
onemli rol oynamaktadir. Ugaklarin hareketindeki gimbal lock sorununun
cozimunde, robotikteki ileri ve geri kinematik problemlerinde, bilgisayar
oyunlarinda hareketlerin yumusak gecislerle yapilabilmesi gibi pek ¢ok farkl

alanda kullanimi s6z konusudur.

H. H. Hacisalihoglu'nun “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ile J.P.
WARD’ m “Quaternions and Cayley Numbers” kitaplarinda yer verilen reel ve dual
kuaterniyon ile ilgili temel kavramlardan, bu tez ¢alismasi siiresince 6nemli 6lciide
faydalanilmistir. Reel ve dual kuaterniyonlarin cebiri ve matris gosterimleri igin de
diger pek ¢ok kaynak kullanilmistir. Reel kuaterniyonlar ile dénme hareketi
arasindaki iligski ve dual kuaterniyonlar ile vida hareketleri arasindaki iliski hareket
geometrisinde, tizerinde ¢alisilan konulardandir. Bu tez ¢alismasinda da reel ve dual
kuaterniyonlar; donme, kayma ve bunlarin bilesimleri olan vida operatorleri olarak
ele alinacaktir. Teorik unsurlara deginildikten sonra uygulamalara da ayrica yer

verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, reel ve dual kuaterniyonlarin ¢aligilabilmesi igin gerekli olan temel
kavramlar sunulacaktir. Bu tez ¢alismasinda kullanilacak farkli kavramlarin daha
anlasilir bir bigimde verilebilmesi adina, temel kavramlar dort alt bashik altinda

toplanmustir.
2.1 Oklid Uzay1
Bu boliimde, Oklid uzay ile ilgili temel kavramlara yer verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Afin uzay) A, bostan farkli bir kiime ve V de bir K cismi zerinde

vektor uzay1 olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir
f:AXA-V (2.1)
fonksiyonu varsa, A yaV ile birlestirilmis bir afin uzay denir. V P, Q, R €A igin,
f(P,Q + f(QR) = f(P,R), (2.2)
VPE A ve VaeV igin,
f(P,Q) = d, (2.3)
olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.2 (OKlid uzayr) A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektdr uzayr V

olsun. V 'de bir i¢ ¢carpim islemi olarak
(,>: VXV > R (2.4)

X =(Xq, .,Xp)

y = (Y1 ¥n) (2:5)

xy) - (X,y>=2?=1xiyi{

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islemin yardimi ile A afin uzayma Oklid uzay1

denir (Hacisalihoglu, 1983).



Ornek 2.1.1 3-boyutlu standart reel vektdr uzayr R3 ile birlestirilmis R® afin

uzayini ele alalim. Bu R® vektdr uzaymda Oklid i¢ ¢carpimu,
() R*XR*->R (2.6)

X = (X1 X2,X3)

y=(Y1Y2Y3) @7)

xy) - (x,y) = i3=1xiyi{

biciminde tanimlanir. Béylece R3 afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E3 ile

gosterilir.

Tamm 2.1.3 (n-boyutlu Oklid uzay1r) Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R™
vektdr uzayi ile birlesen R" afin uzayma n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve

E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

n=1icin E = R, 1-boyutlu standart Oklid uzay1, reel sayilar ekseni olarak reel

sayilar sistemi ile birlestirilen Oklid dogrusudur.

n=2 icin E?, 2-boyutlu standart Oklid uzay1, reel diizlem ya da Oklid diizlemi
olarak bilinir.

n=3 icin E3, 3-boyutlu standart Oklid uzay1 olarak bilinir.

Tamm 2.1.4 (Uzakhk) N-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzayr V ile birlesen bir
Oklid uzay1 E™ olsun. Bir

d: E"XE" - R (2.8)
fonksiyonu vV X,Y € E" icin, V deki norm || || olmak Uzere,
d: (X,Y) » dX,Y) = | XY|| (2.9)

seklinde tanimlanir ve [E™ de X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik adimi alir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.5 (Oklid metrigi) N-boyutlu E® Oklid uzayinda tanimlanan uzaklik
fonksiyonuna E" de Standart Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1983).



2.2 Oklid Uzayimin izometrileri

Bu bélimde, Oklid uzaymin izometrileri ile ilgili temel kavramlara yer

verilecektir.

Tamim 2.2.1 (ikili islem) G, bostan farkli bir kiime olmak iizere, * ikili islemi

asagidaki gibi tanimlanir:
:GXxG->G , f(xy)=x*y (2.10)

(Basar, 2012).
Tamim 2.2.2 (Grup) G # @ kiimesi iizerinde bir * ikili islemi diisiinelim.
V x,y,z € G olmak Uzere,
O V x,y,z € Gicin,

x*x(yxz) =(X*y)*2z (Birlesme 6z.)
4 Vx € Gicin,de €G

xxe=exx=x (Birimeleman)
0 VX € Gigin, 3Ix1EG

x*x 1=x"1txx=e (Terseleman)
0 Vxy €Gicin, x*y € G  (Kapalilik 6z.)

Bu sekilde tanimlanan * ikili islemi ile G kiimesi bir gruptur ve (G, *) ile

gosterilir.
Eger her bir X,y € G degismeli ise Abel gruptur:

(Basar, 2012).



Ornek 2.2.1 m,n € N igin reel degerli biitiin m x n formundaki matrislerin

kiimesi, matris toplama islemi altinda Abel gruptur.

Tammm 2.2.3 R iizerinde tanimlanan biitiin n X n-lik matrislerin kiimesi Rp
olmak Uzere, R} deki biitiin regiiler matrislerin ¢arpma islemi ile olusturdugu

gruba genel lineer grup denir ve GL(n, R) ile gosterilir.
GL(n,R) = {A € R?|det(A) # 0} (2.12)
O(n) grubunun GL(n, R)’ nin bir altgrubu oldugu agiktir.
0(n) ={A € GL(n,R)|A.AT = AT.A=1,} (2.13)

0(n) deki bir matrisin determinant1 i¢in, AAT = ATA = I, ifadesinde her iki tarafa

determinant fonksiyonu uygulanirsa,

detA . det AT =1 (2.14)
Ve
detAT = det A (2.15)
oldugundan
detA = +1 (2.16)

oldugu goriiliir. O halde, O(n) deki bazi matrislerin determinantlar1 +1°dir. Bu
matrislerin kiimesi matris ¢arpimi iglemine gore bir gruptur. Bu grup O(n) in bir

altgrubu olup SO(n) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).
Boylece su tanim verilebilir:

Tamim 2.2.4 SO(n) = {A: A € O(n), detA = 1} kiimesinin ¢arpma islemine gore
olusturdugu gruba 6zel ortogonal grup veya dénme grubu denir ve SO(n) ile

gosterilir.



Ayni sekilde GL(n, R)’de de determinant1 +1 olan matrisler vardir. Bu matrislerin
kiimeleri de matris ¢arpimi islemine gére birer gruptur. Bu gruba, 6zel lineer grup

denir ve SL(n, R) ile gosterilir. Boylece asagidaki bagint1 yazilabilir:
SO(n) = SL(n,R) N O(n)

SL(n,R) ve SO(n) gruplar1 GL(n,R) nin birer alt grubuna izomorfturlar
(Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.2.5 (E® de izometri) d, n-boyutlu Oklid uzay: iizerinde bir uzaklik

fonksiyonu olmak Uzere,
f: E" - E"
fonksiyonu icin
d(f(X),f(Y))=d(XY) (2.17)
X,Y € E" ise ffonksiyonuna E™ nin bir izometrisi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.2.1 N-boyutlu Oklid uzayinda bir kat: cisim hareketine karsilik gelen

B matrisi,
t4
t
B=] aj ;
th
0 0 0 1
1A C
_b ; (2.18)

[ai]-] €0Mm), 1<i, j<n

olmak Uzere (n+ 1) X (n+ 1)-lik reel ve regiler bir matristir. Bdylece B ye
karsilik gelen izometri, E" deki bir X noktasinin B altindaki gorintiisii Y olmak

Uzere, matris formunda

Y=AX+C, (2.19)



A € 0(n), Ce T(n) biciminde ifade edilebilir (Bottema, 1979).

Tamm 2.2.6 (Genel hareket) N-boyutlu Oklid uzayinda A bir n X n - lik
ortogonal matris ve C, 6teleme hareketine karsilik gelen n X 1 -lik matris olmak

Uzere,
Y=A.X+C

E™ de bir genel harekettir. Burada A ve C matrisleri, zaman ile 6zdeslenebilen bir

t parametresinin fonksiyonlari, A nin determinanti 1 ve biitiin Karakteristik

degerleri farklidir (Bottema, 1979).

Y = A.X genel hareketinde A.X kismina hareketin donme kismi, C kismina da

hareketin oOteleme kismi denir.

Tamm 2.2.7 (D6nme hareketi) Diizlemde bir A noktasi ve radyan bir a-agisi
olsun. Bir P noktasi icin PAP’ = a ve |AP| = |AP’| olacak sekilde sekil 2.1'deki

gibi Pyi P’ noktasina gotiiren doniisiime donme hareketi denir.

p/_\
o
A

P 1

Sekil 2.1. Duzlemde donme hareketi.
Teorem 2.2.2 E" ile eslesen n-boyutlu R"™ standart reel vektor uzayida
X,Y)=YiLxiy;, X= (Xl‘XZ ...,Xn), Y=(y,¥2 «)Vn) (2.20)

Oklid i¢ carpimini koruyan ortogonal grup O(n) ile, O = (0, ...,0) noktasim sabit
birakan déonme grubu eslenebilir ( Hacisalihoglu, 1998 ).

Bdylece herhangi bir donme hareketi altinda, E™ deki bir X noktasinin goriintiisii Y

olmak Uzere,



Y =AX, (2.21)
A € 0(n) olur.
Tamim 2.2.8 (Oteleme hareketi) f, E™ nin bir izometrisi ve X = (x4, Xy, ...,X,) €
E™ icin
f(X) = (%1 + t,x, +ty, o, Xp + t), (2.22)

ti ER, 1<i <n ise f, E" de bir 6teleme fonksiyonudur (Hacisalihoglu,
1998).

Kat1 bir cismin yer degistirmesi sadece matematikte degil; makine miihendisligi,
robotik, biyomekanik, astrofizik gibi daha pek c¢ok farkli alanda 6nemli bir yere
sahiptir. Hareketler, uzakligi koruyan doniistimlerle verilir. Homotetik hareketler
ise agilar1 koruyan dontigiimlerle verilir. Hareketler, homotetik hareketlerin 6zel
halidir. N-boyutlu Oklid uzayinda kati bir cismin homotetik hareketleri, homotetik

donisiimler ile verilir.

Tamm 2.2.9 (Vida hareketi) Bir eksen etrafinda donme ve aymi eksen
dogrultusunda 6telenmeyi ifade eden hareketlere vida hareketi denir. Bu hareketi

yaptiran operatdre de vida operatdrii denir (Ozdemir, 2020).

Tamm 2.2.10 (Homotetik hareket) N-boyutlu Oklid uzayindaki bir kat1 cismin
homotetik hareketi

HE i 223

ile verilir. Burada h = h.I,, bir skaler matris, A € SO(n) ve a € R} dir. h=1 ise 1-

parametreli hareket olarak tanimlanir (Yayli, 1988).

2.3 Dual Uzay

Bu boliimde, tez calismasinda incelenen dual kuaterniyonlarin daha 1iyi

kavranabilmesi adina, dual uzay ve elemanlarindan bahsedilmistir.



Tamm 2.3.1 (Dual say1) V x, x* € R olmak lizere X = (x,x") ikilisine siral1 ikili
denir. Bu sekilde tamimlanan sirali ikililerinden olusan R X R kimesi D

notasyonu ile gosterilsin. Bu durumda D kiimesi
D ={(xx")|Vxx" € R}

ile ifade edilir. D kiimesine dual sayilar sistemi, her bir (x,x*) € D elemanina da

dual say1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.3.2 Herhangi X, Y € D olmak tzere X = (x,x*), Y = (y,y") icin x =1y,
x*=y" oluyorsa X ile Y esittir denir ve X =Y ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.3.3 X = (x,x*), Y = (y,y") dual sayilarinin toplama islemi,
+DXxD->D
X+Y=&x)+yy)=x+y,x" +y") (2.24)
ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3.1 A € R skaler ve X = (x,x*) € D dual sayis1 igin A skalerinin X

dual sayisi ile carpma islemi
AX =A%x") = (Ax,Ax") (2.25)
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 234 +:DXD->D i¢ islemi icin X = (x,x"),Y = (y,y") dual

sayilarinin ¢ikarma islemi
X+(=Y)=xx)+(y,-y)=E—-y,x" —y") (2.26)
ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.5 0 = (0,0) dual sayismna D nin sifir eleman: denir (Hacisalihoglu,

1983).



Tanim 23.6 .:DXD - D i¢ islemi i¢in X=(xx"),Y=(yy") dual

sayilariin ¢arpma islemi
XY =(xx).(y,v) = Xy, xy" +x"y) (2.27)
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 23.7 X=(x,x"), x#0ve Y= (y,y"), y# 0 olmak Uzere Y dual

sayisinin X dual sayisina bolme islemi,
Y_Gy) _ (y Xy
c=2= (Y ) (2.28)

ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 2.3.1 X=3+ 2g ve Y =1+ 3colmak lzere, Y dual sayistmin X dual

sayisina boliimiinii bulunuz.
C6zUm 2.3.1Y dual sayisinin X dual sayisina boliimii i¢in 2.12 ‘den,

X dual sayisi igin: x = 3 ve X* = 2, Y dual sayisiigin: y =1 ve y* =3 olmak

Uzere,
1+3£_(L$_(133—21)_(17>
3+2  (3,2) \3° 32 ~\3’9
Y_1+7
X 379°
elde edilir.

Tanim 2.3.8 (X, 0) dual sayis1 X reel sayisi ile gosterilir. Boylece x = (X, 0)

yazilir.

Birimli degismeli halka iizerinde tanimlanan D-Modil'iin elemanlar1 olan dual
vektorlere deginmeden Once, asagidaki temel kavramlara yer verilmistir
(Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.3.9 (Halka) S # @ kimesi Uzerinde @ ve @ islemleri tanimlansin.

V x,y,z € Solmak uzere,

¢ x@PyeS

O xPy=yPx VxyE€ES

0 xPe=e@Px=x olanbire € S vardir

0 xBb(yDdz)=xDy Dz

O x@Px1=x1@x=e olanbirx~! vardir

¢ x®yES

0 xQ@(®2) =Ry Qz

0 xQPD)=ERYOER2), YORx=FRINDZ®X)

ozellikleri saglaniyorsa (S,, ®) bir halkadir denir. (S,@, ®) halkasi, ¢carpma
isleminin sahip oldugu oOzelliklere gore degismeli ve birimli halka olarak

adlandirilir (Basar, 2012).

Tamim 2.3.10 (Cisim) F # @ olsun. Bu durumda, eger (F, @, ®) halkas;

(F\{e}, ®) bir Abel grubu ise 0 zaman F, (@) ve (®) islemleriyle birlikte bir
cisimdir denir (Basar, 2012).

Tamm 2.3.11 (Modul) R birimli bir halka ve (M, +) Abel bir grup olsun. Eger
Vr e R, me Migin

ffRXM->M
(r,m) — f(r,m) = r.m (2.29)
olarak tamimlanan f fonksiyonu i¢in, M ye R halkasi Uzerinde bir Sol R-Modiil

denir ve asagidaki kosullar1 saglar;
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Vr,ry,r, ERve Vm, m;,m, € Micin
¢ r(m; +m,) =r.m; +r.m,
¢ (ry+ry)m=r;. m+r,. m
¢ (r;.r3).m =rq.(ry.m)
¢ 1.m=m
AyricaVr € RveV m € M igin yukaridaki 4 kosulu saglayan bir
gMXR->M
(m,r) — g(m,r) = m.r (2.30)

fonksiyonu verilmisse, M ye R iizerinde bir Sag R-Modiil denir (Hacisalihoglu,
1983).

Eger R degismeli bir halka ise sol ve sag modiil ayrim1 yapilmasina gerek yoktur.
Tamim 2.3.12 (D-Modul) X;, X,, X3 € D olmak lizere
DE=DxDxD

biciminde gosterilirse X = (X;, X;, X3) € D3 tiir. Bu say1 X = (Xj), i=1,2,3

bi¢ciminde de yazilabilir.
X = (X)), Y = (Y;) € D3olmak lizere,
+:D3 x D? - D3
i¢ islemi ile
X+Y=X;+Y) (2.31)
tclistine D3 de X ile Y nin toplami denir.

AeDve X = (X;) € D3 i=1,2 3 icin
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D x D3 - D3
dis islemi
AX=(AX),i=1,273 (2.32)
ticliisiine karsilik gelsin. AX sayisina X in A skaleri ile ¢arpimi denir.
D3, yukarda tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri ile ID Uzerinde bir moduld(r.

Dual sayilar halkast iizerinde tanimlanan bu modiil D-Modul bigiminde
adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.13 (Dual Vektdr) D —Modiil’iin elemanlar1 olan sirali {iglilere dual

vektorler denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.3.2 %, x* € R® olmak lizere D-Modiil ‘de her bir X dual vektorii
X =%+ ex’ (2.33)
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.3.3 X =X + ex* = (%, x*) dual vektoriiniin A € I skaleri ile ¢arpimu

— —

= (XX Xx) (2.34)

>

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 234 X=&x°) ve Y= (y,y") € D-Modil dual vektérlerinin ic
carpimi

:D3xD3->D
seklinde bir doniisiimdiir ve
f(XY) = (XY)=@E+e,§+ey") = RN +e[(X.7) + &y)]  (2.35)

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.3.14 Bir X = % + ex* dual vektoriiniin normu

L 2 o*
IX]| = (X X0)* = lIgl + & 522 % % 0 (2.36)
ile tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 231 X = (1,2,3) + &.(2,0, 3) dual vektoriiniin normunu hesaplayiniz.

Coziim 2.3.1

2 T
”2” = (6()5()))2 =X + = <>|<|.§x”),i £0
%=(1,2,3) # (0,0,0)

O halde, X dual vektoriniin normu,

<(1,2,3),(2,0,3) >
1(1,2,3)l

IX]l = (L,2,3)l + &

1.2+2.0+3.3
=412 +224+32 4

V2t 22132
11

=V14 +e—
V14

olarak bulunur.

Tamm 2.3.15 Normu 1 olan dual vektore birim dual vektor denir (Hacisalihoglu,
1983).

Ornek 2.3.2 (1, 4, 3¢) bir birim dual vektordiir.

1(1,0,0)|| = 1 dir ve < (1,0,0), (0, 4¢, 3€) > = 0 dr.

|

Teorem 2.3.5 X # (0,%) € D-Modiil olmak tizere U = = birim dual vektordiir

Xl

(Hacisalihoglu, 1983).
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Ornek 2.3.3

X = G + 8,2 + s,é — 48) vektoriiniin  birim dual vektor olup olmadigini

inceleyiniz.

Coziim 2.3.3

||i|| = (||x||, <)|(|::”>) = (1,0) sartin1 saglarsa birim dual vektordiir. O halde,

x|l =1 ve < x,x* > =0 esitligi saglanmalidir.
_ (2 2 1) C (11, —4)
X = 3 ] 3 ) 3 ve X = 4

olur.

ve

< ) > - . + . + . ( 4’) O

Tanmm 2.3.16 (Birim dual kiire) Dual uzayda sabit bir (0,0,0) € D sayisina 1
birim uzakliktaki noktalarin geometrik yerine birim dual kiire denir. Birim dual

kire S ile gosterilir. Bu durumda
§={X=%+ex €D~ Modil | ||X]| = (1,0); % x* € R%}
dir. Buradan ||%]|=1 ve (%, x*) = 0 elde edilir.

Birim dual kirenin Gzerindeki noktalara birim dual noktalar denir (Hacisalihoglu,
1983).
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Teorem 2.3.6 (E. Study déniisiimii) Birim dual kiirenin birim dual noktalar1 R3

te yonlii dogrulara birebir karsilik gelir (Ozdemir, 2020).
Ornek 2.3.4

X = G + 8,2 + s,é — 48) birim dual vektoriine karsilik gelen yonlii dogruyu

bulunuz.

Coziim 2.3.4

E. Study teoremine gore X birim dual vektorii R3 te bir yonlii dogru belirtir.
Dogru iizerinde orijine dik uzaklikta bir Z = (Xq,¥q,Z¢) noktast alinsin. Bu

durumda

X_XOZY_YO:Z_ZO
2 2 1

esitliginden dogruyu bulabiliriz. z=0Z denilirse,
X*=xXxz ve |z| =[x

esitlikleri saglanmalidir. Buna gore,

i j k

N 2 2 1|_1

X"=xXz= 3 3 3 =§(Zzo—y0,x0—220,2y0—ZXO)
Xo Yo Zo

esitliginden, X=((+ E,E + s,l —4¢) icin, x* = (1,1, —4) oldugundan,
3 3 3 g

1

§ (229 — Yo, Xo — 229, 2yo — 2Xo) = (1,1,—4)
olmalidir. Buradan
Xo = 2Z¢ + 3, Yo = 2Zg — 3

bulunur. ||z|| = ||x*|| = V18 esitligine gore,
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18 = (2z¢ + 3)% + (2z¢ — 3)? + z&

denkleminden z, =0,x, =3 ve yo = —3  bulunur.O halde X birim dual

vektorine karsilik gelen dogru:

x—3 y+3 z—0
2 2 1

dogrusudur.

Ornek 2.35 X = G,% + 4, —% + 48) birim dual vektoriine karsilik gelen yonlii

dogruyu bulunuz.

Cozum 2.3.5 Bir onceki 6rnekteki yol izlenecektir. Orijinden dogruya ¢izilen

dikme ayag1 Z = (Xq, Yo, Zo) Olsun. Bu durumda,

X_X0=Y_YO=Z_ZO
1 2 -2

icin z=0Z denilirse,
x*=xxzve |z| = [[x*]|

esitlikleri saglanmalidir. Buna gore,

==
[ DO —-
I

N =

1
=3 (229 + 2y, —2Xg — 2o, Yo — 2X0)

X
o
< w
o
N W
o

esitliginden, X = G,% + 4¢, — % + 48) icin, x* = (0,4, 4) oldugundan,

1
3 (229 + 2yo, —2X¢ — 20, Yo — 2X0) = (0,4,4)

olmalidir. Buradan
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bulunur. ||z|| = ||x*]| = V32 esitligine gore,

32 = (—% - 6)2 + (—2)% + 22

- 4 6 4 -
denkleminden z, = —5:Xo=— Ve yp =7 bulunur.O halde X birim dual

vektorine karsilik gelen dogru:

16 4
X+ y——_z+§

1 2 =2

dogrusudur.

Tamm 2.3.17 (Dual a¢1) X ve Y birim dual vektorleri verilsin. X ve Y birim dual
vektorlerinin R3 teki temsil ettikleri yonlii dogrular arasindaki a1 ¢ ve bu iki

dogru arasindaki en kisa uzaklik ¢* olmak lizere
XY) = cosp — e@*sing = cos® (2.37)
seklindedir. Buradaki
O=@ + " (2.38)

dual sayisina Xve Y birim dual vektérleri arasindaki ac1 denir (Hacisalihoglu ,

1983).

Birim dual kiire (sekil 2.2) iizerinden alinan vektorler ile birim dual ag1 sekil

2.3'de gosterilmigtir.

Sekil 2.2. Birim dual kdire.
18



Sekil 2.3. Dual ac1.

Burada, XveY birim dual vektorler degilse, vektorler normlarina boliinerek

birimlestirilir.
2.4 OKklid Diizleminde Kompleks Sayilarla Dénme Hareketi

Kuaterniyonlarin ortaya c¢ikisint ve geometrik uygulamalarii daha iyi
anlayabilmek icin, kompleks sayilar kiimesini geometrik yorumlartyla birlikte iyi
analiz etmek gerekir. Karmasik sayilar kiimesi de denilen, kompleks sayilar

kiimesinin
C={x+iy:xy € Ri?2=-1}

bi¢iminde tanimlandigini biliyoruz. Kompleks sayilar, birgok matematikci
tarafindan gelistirilmis ve 18. yilizyildan itibaren genis bir kullanim alanina

ulagmustir.

Kompleks sayilarin geometrik onemi ise, 1799 yilinda kompleks sayilarin
diizlemdeki noktalarla eslenmesiyle ve geometrik olarak yorumlanmasiyla birlikte

baslamis ve daha sonra kompleks sayilarin dairesel donmelere karsilik gelmesiyle

birlikte artmistir (Ozdemir, 2020).
Tamm 2.4.1 Bir (x, y) noktas1 kompleks say1 olarak su sekilde temsil edilir:
Zz=x+1y (2.39)

(Sekil 2.4) burada i standart imajiner birim ve i> = —1 dir. Buradan,
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x+iy=x(1+1i0)+y0+i1) (2.40)

bu nedenle 1 ve i kompleks diizlemde bir ortogonal baz olusturur (Ozdemir,
2020).

—

Sekil 2.4. Kompleks diizlemde bir nokta.
Tamm 2.4.2 z kompleks sayisinin kutupsal veya polar gosterimi
z=X+1y =r(cosB + i.sinB) (2.41)
olarak verilir (Ozdemir, 2020).
Tamm 2.4.3 Kutupsal formda verilmis olan
z, = ry(cosB; +i.sinB;) ve z, =r,(cosb, + i.sinb,)
kompleks sayilarinin ¢arpimi

712, = r11ry[(cos(0; + 0,) +i.sin(0; + 0,)] (2.42)

(Sekil 2.5) bigimindedir. Elde edilen kompleks sayimnin uzunlugu, yani orijine olan

uzakligi,
|z,25] = 1y17 (2.43)

ile verilebilir.
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2,2,=r, 1,[(cos(8,+8,)+.sin(6 +6,)]

|212
|
|
I
|
I
|
|
|
|
|

_____ - Z, =r2{::%:se2 +.sing,)

__________ + — — =7 =r,(cosB.+.sing,)

0,10, <«

Sekil 2.5. Kompleks iki sayinin ¢arpimi.
O halde, herhangi bir kompleks sayz,
zZ = cosO + i.sinf = e® (2.44)

birim kompleks sayisiyla carpilirsa, bu kompleks sayiya karsilik gelen koordinat 6

acis1 kadar saat yoniiniin tersine dairesel olarak doner (Sekil 2.6) (Ozdemir, 2020).

YA
R(z) = r(cos(a + 8) +i.sin (a + 0)

\ Z = r(cos o + 1. sina)

A

Sekil 2.6. Kompleks diizlemde donme.
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3. REEL KUATERNiYONLAR

Bu bolimde, reel kuaterniyonlar tanimlanarak geometrik uygulamalarina yer verilecektir.
Reel kuaterniyonlarin cebiri ve matrissel ifadeleri alt basliklar halinde incelenerek, reel
kuaterniyonlarin dénme operatorii olarak kullanilmasini temel alan uygulamalar

yapilacaktir.

Tanim 3.1 Bir reel kuaterniyon, sirali +1, i, j, k gibi dort birimle ifade edilebilir.

Burada +1 bir reel sayidir, diger ii¢ birim ise;
i2==k*=-1 (3.1)
inj=k,jAk=i,kAi=]j
jAi=—Kk,kAj=—i,iAk=] (3.2)
ozelliklerine sahiptir (Hamilton, 1947).

Burada i, j ve k imgesel kuaterniyonik birimler olarak adlandirilir. Goriildigii
iizere 1, j, k carpimlarinin degisme 6zelligi yoktur. Kuaterniyon ¢arpim tablosu
sematik olarak Sekil 3.1°de gosterilmistir. iki kuaterniyonik birimi ok y&niinde
carpmak Uclncuyd verir; okun tersi yodninde carpmak ise U¢Uncinin eksi

isaretlisini verir.

Sekil 3.1. Kuaterniyonlarin ¢arpim tablosu.

Tamm 3.2 Bir kuaterniyonu q ile ifade etmek istersek, a, b, ¢, d reel sayilar olmak

uzere;
g=d +ai+ bj+ck (3.3

olarak yazabiliriz. Burada d, a, b, ¢ sayilarina q kuaterniyonunun bilesenleri denir.
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d, skaler kisimdir ve S ile gosterilir. ai + bj + ck vektorel kisimdir ve Vg ile

gosterilir.
Bir kuaterniyon,vektorel ve skaler kismin toplamindan olusur,
q=Sq*+Vq- (3.4

Ayrica, 3.3’teki gosterimle ifade edilen bir q kuaterniyonu, iki kompleks sayinin

toplami seklinde H = C @ Cj oldugu diisiiniilerek asagidaki formda yazilabilir:
q = (d+ai) + (b +ci)j. (3.5)
Boylelikle bir kuaterniyon, bir ¢ift kompleks sayi ile
(d¢,ac) = (d +ai,b + ci) (3.6)
seklinde gosterilebilir (Dray, 2015).
3.1 Reel Kuaterniyon Cebiri
Bu bolimde, reel kuaterniyon cebiri ile ilgili temel kavramlardan bahsedilecektir.

Tamm 3.1.1 R*, kuaterniyon garpimina gore bir cebir teskil eder. Bu dort

boyutlu cebire kuaterniyon cebiri denir ve H ile gosterilir (Dray, 2015).

Tanim 3.1.2 (Toplama islemi) q; ve q, iki kuaterniyon olsun. Skaler kisimlar1

ve vektorel kisimlart ayri ayri toplanarak sonu¢ bulunur. Yani,
q1+q2: Sq1+q2 + Vq1+q2 (3'7)
dir.

Toplama igleminin etkisiz elemani (0, 0, 0, 0) siral1 dortliistidiir. Bu dortliiye sifir

kuaterniyonu denir (Ward, 1997).
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Tammm 3.1.3 (Kuaterniyon Carpmm) Kuaterniyon c¢arpimi dagilimhi ve

birlesimlidir.
q1 Ve q, iki kuaterniyon olmak tzere,
q1Xqy = (dq +a;i+bqj +c k) x(dy +a,i + byj + k)
=d,d, — (a;a; + byb, + c;¢;) + (dya, + a;d, + bycy, — ¢iby)i +
(dib, + byd, + c1d; — a;i¢3)j +(dycy + dycy +a1by —bjay)k (3.8)
Kisaca,
q1Xqp = (Sq1 + Vql) X (qu + qu)

= Sq,5q, = (Vgu» Vg, ) + Sq, Vg, +Sq, Vg, + (VQ1/\VQZ) (3.9)

1 )
seklinde yazabiliriz.

Vektorel kisimlar lineer bagimli ise kuaterniyon ¢arpimi degismeli olur. Yani,

q1Xqz = qzXq; < Vg, = AV, (3.10)

qz
sart1 saglanir (Ward, 1997).

Iki kuaterniyonun c¢arpimindan sonra asagida skaler kisimlari olmayan

kuaterniyonlarin yani iki vektoriin kuaterniyon carpimlar verilecektir.
Tamm 3.1.4 (ki Vektoriin Kuaterniyon Carpimi)

q; =d; +a;i+byj+ck ve qp=d, +a,i+ b,j+ cyk kuaterniyonlarinin

skaler kisimlar1 0 alinirsa yani, d;=d, = 0 igin,

q, =a;i+bjj+c,k  ve q;=a,i+b,j+ ck vektorleri elde edilir. Bu iki

vektoriin kuaterniyon ¢arpimu,
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17 K
EIX@ = _(alaz + b1b2 + C]_CZ) + al bl C1 (311)
az by ¢

olarak bulunur. Bu sonug bir kuaterniyondur. Vektérlerin i¢ ¢arpimimi < q7,q; >

ve vektorel carpimini da q; Aq;, ile gosterirsek,

< a,q; >= alaz + b1b2 + C1C2 (312)
17K

G)A@)Z a; b1 (o) (313)
a, b, ¢,

olarak yazilabilir.

O halde, kuaterniyonlarin ¢arpiminin verildigi denklem (3.8)'de skaler kisimlari 0

oldugu zaman,
q1Xqz = =< q1,qz > +q1Aq; (3.14)
kisaltmasi elde edilir.
Eger iki vektor birbirine dik ise i¢ ¢garpimlari 0 olacagindan
q:1Xq2 = q1Aq3 (3.15)
elde edilir.
Eger iki vektor birbirine paralel ise vektorel carpimlart 0 olacagindan
qiXqz; = —<qq,qz > (3.16)

elde edilir. iki kuaterniyonun ¢arpiminin matrislerle ifadesi,

dy —a; —b;y —¢;[d,
|21 d; —c¢; byffay

qi1-92 = b1 c; d1 _ al“ Ibz (317)
¢, —by a; dillc

seklinde de gosterilebilir (Ward, 1997).
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Tamm 3.1.5 (Kuaterniyonun ¢arpma islemiyle birlesme dzelligi) q4, q,, q, € H

olmak Uzere,
ql(QZq3):(Sq1 + VQ1)(S(q2q3) + V(q2q3))

=Sq15quq3-{S Vo, Vo, 54, Ve, -Vq1+5q3Vq1-Vq2}+{3q15q3qu + 54,54, Vg, T

q1 qd,

SQZSQ1VQ3}+{SQ1VQZ /\Vq3 - SqZVq3 AVQ1+SQ3VQ1 Aqu} - (qulvq3) V(h +

V(h/\(qu/\v(lg) - V‘h' ( qu AVq3)

(qlqz)q3:S Sq.Sq. — {SQ3VC[1'VQ2 + SQ1Vq2'V(]3 + Sqlqu'Vq3}

qd1 9,743

+{Sq,S0, Vo, + Sq,Sa,Va, + S, Sa, Vi } + {Sq, Vo AV, + S, Vg, AV, +

q1 q, qd1 q,

SQ3VQ1 Aqu} o (Vqllqu)vqg + (Vql Aqu)/\vq3 r (Vql Aqu)' Vq:),
Bdylece q;(d.93)=(q14,)qs olur (Ward, 1997).

Tamm 3.1.6 (Esitlik) iki kuaterniyon birbirine esit ise skaler kisimlar1 ve vektorel

kisimlar1 da birbirine esittir

q1:q2 A d Sq1 = qu ve V(h = qu (318)
(Ward, 1997).

Tamm 3.1.7 (Fark) iki kuaterniyonun farki bulunurken skaler kisimlarin farki ve

vektorel kisimlarin farki ayri ayri bulunup sonug elde edilir
(Ward, 1997).

Tamm 3.1.8 (Eslenik) Kompleks sayilarda oldugu gibi bir kuaterniyonun eslenigi
yani konjugesi bulunurken, skaler kisim aynen alinirken vektorel kismin zit

isaretlisi alinir. q kuaterniyonunun eslenigi "Kg" ya da "q" ile gosterilir.

q=Sq*+ Vq ise
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q=Sq—Vq=d-(ai+bj+ck)=d-ai-bj-ck (3.20)
olur.
Bir kuaterniyonun esleniginin eslenigi bu kuaterniyonun kendisine esittir.
q=q (3.21)

Ayrica iki kuaterniyonun carpimlarinin eslenikleri, bu kuaterniyonlarin

esleniklerinin carpimlarina asagidaki gibi esitlenir;
q, ve q, ki kuaterniyon olmak (zere,

(qqu) = {SQ1SQZ > VQ1'VQZ r Ssz(h - SQ1VQZ - VQ1AVQZ}

=q291

(Ward, 1997).
Bir kuaterniyon, eslenigi ile ¢arpildiginda bir reel sayi elde edilir.
gxg=qxq=d®*+a’+b*+c* €R (3.22)

Tamm 3.1.9 g’nun normu”N," ya da [q| ile gOsterilir.

lal=y/dq = Vd2 + a2 + b2 + ¢Z € R* (3.23)
bulunur. q,ve q, € H olmak Uzere,

Ng,q, = 9192(4192) = 9192(q2q1) = 9191929z = Ng,Ng, (3.24)

(Ward, 1997).

Tanim 3.1.10 g#0 olmak iizere q"1:|%| dur (g=0 olursa normu da |q|=0
olacagindan q#0 alinmistir). Boylece
qlxq=qgxq =1 (3.25)
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elde edilir. q; ve q, iki kuaterniyon olmak Uzere,
(4192)7"=qz"q1" (3.26)
ve A#0 € R olmak zere,
(Aq) ™ =2q7%, Ng, #0 (3.27)
ozellikleri saglanir (Ward, 1997).

Tamm 3.1.11 (B6lme) q,#0 olmak iizere q, kuaterniyonunun q; kuaterniyonuna

bolumu;
r;=q,.q;" % (sagdan boliimii) (3.28)
r, =q; t.q, (soldan bolimii) (3.29)
ile ifade edilir.
92 -1

notasyonu kullanilamaz. q, yi q; € b6lmek igin q; =" ile ¢arpilmalidir. Yani

q1

tersi varsa bolme de yapilabilir demektir (Ward, 1997).

Tamm 3.1.12 (Birim Kuaterniyon) Ny =1 ise g kuaterniyonuna birim

kuaterniyon denir ve q, ile gosterilir (Ward, 1997).
3.2 Reel Kuaterniyonlarin Matrissel Gosterimleri
Bu b6limde, reel kuaterniyonlarin matrissel gosterimlerine yer verilecektir.

Tammm 3.2.1 g=d + ai + bj + ck olmak iizere, reel kuaterniyonlarmn 3x3 Itk

matris temsili,
d? +a%? —b? —c? 2ab — 2dc 2ac + 2db
A= 2ab + 2dc d? —a? +b%?—c? 2bc — 2da (3.30)
2ac — 2db 2bc + 2da d? —a? —b? +c?

olarak ifade edilir. Burada A € SO(3) tlir (Hanson, 2006).

28



Teorem 3.2.1 A € SO(3), R® uzayinda bir donme matrisi olmak (zere, bu

matrisin dénme agisi,
cos0 = %(izA -1
ile bulunur.

Tanim 3.2.2 X, bir reel kuaterniyon olsun. Sol ¢carpim fonksiyonunu

b1 1 b(x)—g.x

(3.31)

doniisiimii ile tanmimlayalim. R*=span{1, i, j, k} olmak lizere ¢, doniisiimii R* ten

R* e lineer bir doniisiimdiir. Bu doniisim bir donme hareketine karsilik

geldiginden agiy1 ve normu korur.
b R* > R*
$r(x) = q.x
R* Ui geren vektorler:
1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0) , j=(0,0,1,0) ve k=(0,0,0,1) dir.
g=d+ai+bj+ck ve JNg=1olsun.

[0} lineer  donilisimiine  karsiilk  gelen  matrisi  bulmak

¢ (1), d.(), L) ve dr(k) kuaterniyonlari,
(1) =q.1
=(d+ai+bj+ck).l
=d+ai+bhj+ck
$() =q.

=(d+ai+bj+ck).i
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=d.i +a.ii+bj.i+cki

=—a+di+cj-bk (3.33)
dLG) =0

=(d+ai+bj+ck)j

=dj+aij+bjj+ckj

=-b-ci+dj+ak (3.34)
dL(k) =gk

=(d +ai+bj +ck).k

=dk+a.ik+b.jk+ckk

=-—c+bi-aj+dk (3.35)

elde edilir. Kuaterniyonlarin katsayilar1 siitunlara yerlestirilirse ¢ nun matrissel

goOsterimi

(3.36)
c —b a d

olur. Bu matris ortogonaldir. Yani q.qT =qT.q =1, ve det(q) =1 dir.

Determinantinin 1 olmasi1 yonii korudugunu gosterir.

Baska bir ifade ile, 4-boyutlu uzayda bir kuaterniyonun bazinin elemanlari:

, (3.37)

S O O
S O - O
oSO R OO
_ o O O
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[0 1 0 0]
-1 0 0 o0
=lo 0o o 1/ (3.38)
0 0—-1 0]
0 0 0 —1
10 0 -1 0
b= 01 o ol (3.39)
1 0 0 O
[0 0 —1 0]
_10 0o 0 1
<=1 0 0 o (3.40)
[0 —1 0 Ol
olmak Uizere, 4x4 matris formunda,
g=d +ai + bj +ck
d —a —-b -—c
_la d -c b
Sy ¢ d —a (3.41)
c —b a d
ile ya da 4x1 lik matris formunda
d
g=(d,a,b,c)T = E (3.42)
c

seklinde temsil edilebilir (Hanson, 2006).
3.3 Reel Kuaterniyonlarin Uygulamalar:

Bu boliimde, reel kuaterniyonlar ile ilgili uygulamalara yer verilecektir. Ayrica,
bir reel kuaterniyonun donme operatorii olarak kullanilmasi ele alinarak konu ile
ilgili cesitli ornekler sunulacaktir. Orneklere baslamadan &nce reel

kuaterniyonlarin kutupsal gosterimi verilecektir.

Bir birim kuaterniyon: S € R® ve S2 = —1 olmak tizere,
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q=cos0 + Ssin® (3.43)
formunda yazilabilir (Ozdemir, 2020).

Ayrica diizlem {izerinde verilen vektorlerin ¢arpimlarinin, normlarina

bolunmesiyle, diizlemin normali bulunabilir;

aveb duzlemdeki vektorler olmak Uizere,

—

anb

S = I (3.44)
elde edilir.
Iki vektor arasindaki aci,
cosB = %ﬁ%” (3.45)
ile elde edilir.
Teorem 3.3.1 Her g € H kuaterniyonu,
- V S V.
S:”V—EH’COSGZF:H ve sin9=%
olmak uzere,
q = liqll(cos 8 + Ssin ) (3.46)

formunda yazilabilir (Ozdemir, 2020).

Teorem 3.3.2 Her q = cos 0 + Ssin® birim kuaterniyonu, birim kure zerindeki

bir biiyiik cember yayina karsilik gelir.

Her birim kuaterniyon, aralarindaki a¢1 6 olan ve S birim vektorine dik olan

OA ve OB birim vektorleriyle olusturulan, O merkezli birim kirenin bir blyuk
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AB c¢ember yayina karsilik gelir. Ayrica, AB c¢ember yayma karsilik gelen

kuaterniyonu da,
q=BA1=(AB)+AAB (3.47)
seklinde de yazilabilir (Ozdemir, 2020).

Ornek 331 q; =2—i+3j+k, q,=3i+ 4k kuaterniyonlar1 veriliyor. q; i

q, ile sagdan ve soldan boliiniiz. Cikan kuaterniyonlar1 karsilastiriniz.
COzim:
— -1 — -1
I =q1Xq;" Ve TI;=(; X(q

K, o (=3i — 4k)
L= X—=2-i+3j+kx—=
Ng 5

1
=—(—6i—8k—3—4j+9k—12i— 3j + 4)
5

1
== (-18i=7j+k+1)

(—3i — 4k)

z X(2—-i+3j+k)

r, =qz' Xq; =
1
= 2 (=6i =3 = 9k+3j— 8k + 4 + 121 + 4)

1
=< (6i+1- 17k +7))

Gorildugi tizere, ry # ry dir.

Ornek 3.3.2 q = 3i + 4k kuaterniyonuna ait birim kuaterniyonu bulunuz ve q, =

cos 0 + Sy.sin 0 formunda yaziniz.
Cozim:

q=3i+4k
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oldugundan d = 0,a = 3,b = 0,c = 4 tlr.

(3,04
5

So

0 .
Jﬁ:(), sing =1

cosO =

o = cos 0 + Sy.sin 0

(3,0,4)
5

Ornek 3.3.3 q =2 —i+ 3j+k kuaterniyonuna ait matrisi yazimz.

COzim: d = 2,a = —1,b = 3,c = 1 olmak iizere, 3.25’ten

2 1 -3 -1
12 -1 3
13 1 2 1
1 AV 1 %

matrisi elde edilir.

Ornek 3.34 a= (ﬁ,ﬁ,o), b= (\/§’\/§’\/§) olmak Uzere a vektorl hangi
dizlemde dénerse b vektorii iizerine gelir? Donme hareketinin agis1  kag

derecedir?

Cozim:

Ql
X
1)
I
ol
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i j kK
— = ol_1 1
S IR R
V3 V3 V3
2 V2 1

q =ﬁ+ﬁﬁ(1'_l’0)

Donme agis1 0 = arccos 36 dénme ekseni S = %(1,—1, 0) olmak tzere, 3, S

etrafinda © kadar donerse b nin Uzerine gelirmn x—y+0z=0=x=y

dizleminde dénme hareketi olur. Gergekten de a@ ve b, x= y dizlemindedir.

Ornek 3.35 2x—y+z = 0dizleminde 45° lik dénme hareketi yaptiran q

kuaterniyonunu bulunuz.
Cozim:

q = cosf + sinf. S

1 1
0 = 45° = cosH = —, sinG = —
V2 V2
Diizlemin normali S, birimlestirilirse,
§o 2 (2,-1,1)
vg ) )

elde edilir.

1 1
=—+—(2,-1,1
q > \/ﬁ( )

olarak bulunur.

Ornek 3.36 3= %(1, 1,0), b = %(1,2, 1) , 3 ve b vektorlerinin gerdigi

dizlemde;
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a) Sp{3, b} = M duizleminin denklemini bulunuz.

b) Bu dizlemde 45° donme yaptiran ¢ operatoriinii yaziniz (M'de).
) qx3=Db olacak sekildeki q operatoriinii bulunuz.
Cozim:

a) 3 ve b aym diizlemde iken, 3xb bu iki vektére aym anda dik bir

vektordur.
1 1 )
S=axB=[V2 V2 (- )
ERE ] INGRRGRYG
V3 V3 V3
1 1 y 1 N,
—X—— —Z=
V6 V6 V6
x—y+z=0 ..M
2. yol
q=<3,b > +3ab dir.3veb birimlestirilirse,
- 1 g 1
azﬁ(l,l,O), bzﬁ(l,z,l)olur.

Ll
>
ol
Il

(.)=<1_1 1)
1|V vz

V6

S
Slmgl

<3ab>+ arb

Q
I

N

1, +<1_1 1)
V12 V12 W12' VizZ'V12
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«/5(1 11)

:_+ y )
2 \W12' V12 V12
_«/§+1 (1,-1,1)
2 2 \3
0= N6 =%, q=coso+8sing, §= 2D
COSu = ) ve Sin —2 , q = COS sino, = \/§

Normali S olan ve orijinden gegen diizlem, asagidaki gibidir:

x—y+z=0
— o dxb
N=S=—-—
i@l |[b]
X=(xy,z)

oy

Sekil 3.2. Ornek 3.3.6 a sikk1 ¢oziimii.

b) g = cos45° + Ssin45° olmak Uzere,

1 1 (1,-1,1)

+

V2 V2 43
1 1
=—2+—(1,—1,1)

V6

elde edilir.

) qx3=Db olacak sekilde q operatori icin,
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1. yol:
q = cosO + Ssin®

@l =N11L00=v2  |b]=I1L2DI=v6

o .. L _ <ab> 3 43
Iki vektor arasindaki ag¢i= 0 = cosb = el - V3 2
=0= T
6
= sinb = =
olarak bulunur.
V3 11
sq=—+-.—(1,-1,1
2.yol: 3,b birim olmak iizere,
q=<13b >+ 3nb
qx3=Db
_V3 + ! (1,-1,1)
q 2 2\/§ ) )
elde edilir.
TN
B’ PR
0

Sekil 3.3. Ornek 3.3.6 b sikk1 ¢oziimii.
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Ornek 3.3.7 x+y + z = 0 dizleminde & = (1, —1, 0) vektorini 45° dondiren q
birim kuaterniyonunu yaziniz. Dénme hareketi sonucunda elde edilen yeni

vektori bulunuz.

C6zim:
g =cosO + S.sin @ = cos 45° + S. sin 45°
1 1 1
= ﬁ+ﬁ'_3(1' 1,1)
olur. O halde,

= 1 1
b=gqxa=—+—=(1,1,1) x (1,-1,0)

V2 6
:(L+ii_i _£>
2 J6'v6 V2 /6

olarak bulunur.

Ornek 3.3.8 R3 te 2x+y+2z=0 dizlemindeki bir 7 vektoriine 60° lik

donme hareketi yaptiran kuaterniyon operatorii nedir?

Cozim:
q =cosB +3S.sin®
icin,
Ny=+22+12+22=19=3
1 V3
0==, sinf=—
cos ) Sin )
L (2,1,2)
S =
3
bulunur.
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1 (2V3,v3,2V3)
27 6

kuaterniyonu elde edilir.
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4. DUAL KUATERNIYONLAR

Bu bolumde, dual kuaterniyonlar tanimlanarak geometrik uygulamalarina yer
verilecektir. Dual kuaterniyonlarin cebiri ve matrissel ifadeleri alt basliklar
halinde incelenerek, dual kuaterniyonlarin dénme ve kayma operatorlerinin
birlesimi olan vida operatorii olarak kullanilmasini temel alan uygulamalar

yapilacaktir.

Temel kavramlar boliimiinde, dual uzay ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer

verilmisti. Dolayistyla bu boliime dual kuaterniyonun tanimu ile giris yapilacaktir.

Tammm 4.6 g=d + ai + bj+ ck ve q* =d* + a"i + b*j + c¢"k iki reel

kuaterniyon olmak Uzere,
G=q+eq* ,e2=0 (4.1)

bir dual kuaterniyondur. Bu dual kuaterniyon, d =d+ed*, a=a+¢€a*, b=

b+ eb*,¢ = c+ ec* iken
q=d+ai+bj+ck (4.2)

olarak da yazilabilir. d, a, b, ¢ dual sayilart § nun dual bilesenleridir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 4.7 Bir dual kuaterniyonun skaler kismi Sg , vektorel kismi V_)/q\ olmak

Uzere,
q=S4+V, (4.3)
Sq=Sq+&Sq =d (4.4)
ve
Vg = Vg + eV = ai + bj + ¢k (4.5)

dir (Hacisalihoglu, 1983).
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Bir dual kuaterniyonun skaler kismi dual say1; vektorel kismu ise dual vektérdir.
Tamim 4.8 Eger Sq = 0 ve Vg = 0 ise § =0 dir (Hacisalihoglu, 1983).
4.1 Dual Kuaterniyon Cebiri

Tamm 4.1.1 (Esitlik) G, ve §, iki dual kuaterniyon olmak lzere,

—

ve Vo =V,

S4,= Sq, 4, = Vg, ised; = g, olur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 4.1.2 (Toplama ve ¢ikarma) iki kuaterniyonun toplamu,

41 + G2 = (Sq,*Sq,) + Vg, + Vi) » (4.6)
farklar1 da,
G1— Gz = (Sq, — Sg,) + (Vg, — Vi) 4.7)

ile ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 4.1.3 (Carpim) §; = q; + €q] ve {, = q, +¢€q5 iki dual kuaterniyon

olmak tizere garpimlart,
41xqz = q1xq; + £(q:1Xqz + q1xq;) (4.8)
d2xq1 = q2xq; + €(q2xq; + q5xq;) (4.9)
ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanimdan da goriildiigii tizere dual kuaterniyonlarda ¢arpma isleminin degisme

ozelligi yoktur.

Tanim 4.1.4 (Eslenik) § = q + €q" dual kuaterniyonunun eslenigi (konjugesi)

Kg ile gosterilir ve
Kq = Kq +eKq =d—ai —bj — ¢k (4.10)

ile tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamim 4.1.5 (Norm) g dual kuaterniyonunun normu Ng ile gosterilir ve
N’q\ = QX K’q\:KqX q = az + 32 + 62 + 62 (411)
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 4.1.6 (invers) Bir § dual kuaterniyonunun inversi g~ ile gosterilir ve
(4.12)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 4.1.7 (B6lme) ¢, ve §, iki dual kuaterniyon olmak tzere, g, in, 4, ye

sagdan bolumu,

4:xqz" (4.13)
g, in, G, ye soldan bélumu,

dz'x s (4.14)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2 Dual Kuaterniyonlarin Matrissel Gosterimleri

Bu bolimde, dual kuaterniyonlarin matris gdsterimleri ifade edilecektir. Ilk

olarak, bir dual kuaterniyona karsilik gelen 3x3-liik matris tanimlanacaktir.

Tamm 4.2.1 = d + ai + bj + ¢k olmak Uzere, dual kuaterniyonlarin 3x3 liik

matris temsili,
_ |d*+a*—b%—¢? 2ab — 2de 2a¢ + 2db
A= 24ab + 2d¢ dz2 — a2 +b%2—¢2 2b¢ — 2da (4.15)
2a¢ — 2db 2b¢ + 2da d? — 3% — b? + ¢2

olarak ifade edilir.

Tamm 4.2.2 X bir dual kuaterniyon olsun. Sol ¢arpim fonksiyonu
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o 0(x) - §.x

olarak tanimlanir. D* =span{1, i, j, k} olmak Uzere ¢ doniisiimii D* ten D* e
lineer bir dOniisiimdiir. Bu doniisiim bir donme hareketine karsilik geldiginden

acty1 ve normu korur.

¢p:D* - D*

LX) — 4.
D* uzayinin bazinin elemanlari olan vektorler;
1=(1,0,0,0),i=(0,1,0,0),j=(0,0,1,0),k=(0,0,0, 1) ve

g =d +ai + bj + ek igin /Ng = 1 olsun. @P lineer doniisiimiine karsilik gelen

matrisi bulmak icin, @2 (1), @P (i), @P(j) ve @2(k) kuaterniyonlari,

el (1) =41

=d +ai+bj+ck (4.16)

= (d + ai + bj + ¢k).i

= di+aii+bji+cki

—a+di+¢-bk (4.17)
oL () =d.j

=(d+4ai+b.j+ek),j

1
Q)

j+aij+bjj+ek,]

=—b-¢ci+dj+ak (4.18)
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oL (k) =gk

=—¢+bi-aj+dk (4.19)

elde edilir. Kuaterniyonlarim katsayilari siitunlara yerlestirilirse, @ déniisiimiiniin

matris temsili
d -4 —-b —-¢
Ap=|ad d -t b 4.20
€75 ¢ d -a (4.20)
¢ —b a d

olarak ifade edilir (Hanson, 2006).

Ap-@P =l ve det(A,p)=1 oldugundan A p € SO(4, D) dir. Burada g.x, D*

te x’in dondiiriilmesine karsilik gelir.
4.3 Dual Kuaterniyonlarin Uygulamalari

Bu bolimde, bir dual kuaterniyon, donme ve kayma operatorlerinin birlesimi olan

vida operatdrii olarak ele alinacaktir.

Tamm 4.3.1 § = cos(8 + €6*) + Ssin (6 + €0*)  operatdriine vida operatori

denir.

6" =0,0#0 durumunda @ donme operatdri; 6 =0, 0" # 0 durumunda §

kayma operatori olur.
q = cos(0 + €0*) + S.sin (0 + £6)
= (cose + §sin9) x(1+ se*§) (4.21)

=1+ 86*§) X (cose + §sin9)
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(degisme Ozelligi vardir).

(1+€0°S) > dx  (kayma) ve (cos® + Ssin8) — §p (dénme) scklinde ifade

edilsin.

1. Durum: Vida operator, 6nce dondirir sonra kaydirir.

‘\

Sekil 4.1. Vida operatorii 6nce kayma, sonra dénme.
GxA=(Gg*xqgp) XA

= Qg X (4p X A)

2. Durum: Bu durumda vida operat6ri dnce kaydirir sonra dondiiriir.
GxA=0gpx({kxA)

:qDXA”:B

ASA g
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Sekil 4.2. Vida operatori 6nce donme, sonra kayma.

Ornek 4.3.1 Asagidaki gorselde verildigi iizere, d; dogrusunu d, dogrusu
lizerine getiren vida operatoriinii yaziniz. Bu vida operatoriinii bir donme hareketi

ve bir kayma hareketinin bileskesi olarak ifade ediniz.

A

\\ (0,0,3)

(1,1, 0)

(0,0,1)
/} 1
(1,0,0)
dy - /

Sekil 4.3. Ornek 4.3.1 koordinatlart.

Cozim: d, ...(0,0,3) gectigi nokta, (1,1,0) dogrultman, P,, d, Uzerinde bir
nokta

1

b=
V2

(1,1,0)
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—_— —

b*=0P, Ab

i‘003‘
V211 1 0

(77"

<l

B=b+

§_(1—3.\3 1+ 3¢ O)
V2 N2

d; ... (0,0,1) gectigi nokta, (1, 0, 0) dogrultman1 ve P;, d; Uzerindeki bir nokta

olmak uzere,

1)
Il

(1,0,0)

—_—

m*l

=‘0 0 1‘=(0,1,0)
100

A=3+¢a = (1,¢0)

TR
A/\Bz—‘lo 0|=(00—>
V211 0

elde edilir.

d, ile d, arasindaki ag:
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aAb i
0=

cosh =——= —
llall. [|bl| 4

d; ile d, arasindaki uzaklik: 2 br olmak (izere,

g = cos (g + 28) + sin (g + 28) (0,0,1)

) e
=<AB> +AAB

= 1 1
dp = c0s45° + S.sin45° = — + —

NG (0,0,1)

G =14 2e.S=1+2¢(0,0,1)
elde edilir.

Ornek 4.3.2
'X
T 2

dy:x=y=1z
dogrular veriliyor. d, yi d; in Gizerine getiren vida operatorini bulunuz.

Goézum: d;:M(0,1,0) gectigi nokta ve dogrultman vektorii a = \/%_4 (2,1,3)

olmak Uzere,
a*=0MA3
0 1 0
=| 2 1 3
v14 14 14
3 2
- (o)
14 14



Kz—(,,3)+£(\/_ \/2_>

elde edilir.

d,:N(0,0,0) gectigi nokta ve dogrultmant b= \/—% (1,1,1) olmak Uzere,

b*=0ONAD
0 0 0
=1 1 1[=1(000)
3 V3 V3
1(111)+ (0,0,0)
— — €
V3

G=<AB> +AAB

- = (1 1 1)(2\/428\/1_3\/—_28)

2+3£ 1 3—28 6+¢
V42 \/42 N RTY)

1

1 1
K/\ﬁz V3 V3 V3 :(2—28'—14-58’—1—38)
243 1 3-2¢ Va2 42 V42

Vid V14 V14

. 6+s+<2—2£ S5e—1 —1—38)
a NEY) Va2 Va2 'l Va2

olur.
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Ornek 4.3.3

dogrularina karsilik gelen A ve B birim dual vektorlerini bulunuz ve A y1 B nin

Uzerine getiren kuaterniyon operatoriinii yaziniz.

Cozim: d; tzerindeki M=(0, 0, 0) noktas1 ve dogrultmanm @ = (1,0,0) olmak

Uzere,
?:onzi:‘O 0 0‘:(0,0,0)
1 0 0
A =(1,0,0) +£(0,0,0)
elde edilir.

d,iizerindeki N=(0, 0, 2) noktas1 ve dogrultmani b 0) olmak tzere,

— (L L
_(\/EI\/EF

—~ — - |0 0 2 2 2
b*=0ONAb=|1 1 _(——,—,0)
— =0 V22
V2 2
- (pp0) (-5 )
=_1_) S__l_l
2 V2 2 V2

=]
>
Wl
I

0 0
2 1 2 =(0,0,
——-——t¢ —+—=¢ 0

1
1

_|_
V2 N2 A2

N



elde edilir.

Ornek 4.3.4 Ox eksenini Oz ekseni etrafinda 30° dondiiren ve Oz ekseni boyunca

2 birim 6teleyen § vida operatoriinii yaziniz. Yeni dogrunun denklemini bulunuz.
Cozim:
g = cos(0 + €6*) + Ssin(0 + £6%)

= COoS (g + Zs) + Ssin (g + 28)

= I 2 '1T+(001)'T[+2 1-[001
—cos6 s.sm6 ,0, .sm6 s.cos6.(, ,1)

:§—8+(0,0,1)(%+\/§£)=\/7§—8+<0.0,%+\/§€>

gxA=qx(10,0)

1
= S4.0—-< (o, 0,5+ \/§€) ,(1,0,0) >

V3 1, =
+<7—s>(1,o,0)+0.vq+ 0 0 §+\/§€
1 0 0

V3 —=2¢ 1++/3¢
= 2 ) 2 lO

=%(\/§, 1,0) +8%(—2,\/§,0)

Dogrunun denklemi,

=y,z=0 olur.

Gl =
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Ornek 4.35 S = ( ) + €(1,1, —2) birim dual vektoriine karsilik gelen

5

dogrunun denklemini bulunuz.

COzum: Dogrunun dogrultmani S = %(1, 1,1) ve gectigi nokta z=SAS*
(orijinden dogruya indirilen dikmenin ayagi) olmak uzere,

r=—. ‘ 11 i‘ = i(—3,3,0) = (—V3,43,0)
V31 1-21 V3

olur.

Dogrunun kartezyen denklemi asagidaki gibidir:

x—(—V3) _y-V3_2-0

1

V3 V3 3
Parametrik olarak da asagidaki gibi elde edilir:
x+V3 = y— V3=z=t
Ornek 4.3.6 X%l =y = z denklemine karsilik gelen birim dual vektorii bulunuz.

C6zim: Dogrunun dogrultmani (2, 1, 1), birimlestirilerek,

L1
S=—(2,1,1)
NG

elde edilir. Dogrunun gectigi nokta, M = (1, 0,0) olmak Uzere, s* asagidaki gibi

elde edilir.

. 1
\/8‘2 1 1l V6
s L s* oldugundan, < 3, 5% > =0 dir.
S es* =S (211)+s (0,—-1,1)
G V6
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Ornek 4.3.7

~~l(0.0,2)

Sekil 4.4. Ornek 4.3.7 koordinatlari.

a) d; dogrusuna karsilik gelen A birim dual vektori ile d, dogrusuna karsilik

gelen B birim dual vektériini bulunuz.
b) d; ve d, arasindaki ag1y1 ve en kisa uzakligi bulunuz.
Cozim:

a) d; dogrusunun gegtigi nokta (0, 0, 0), d; Uzerinde bir nokta P; ve (0, 1, 0)

dogrultman vektorii olmak tizere,

—_—

a* = 0P, A G
=(0,0,0) A3
= (0,0,0)
ve buradan
A=3+¢a’
=(0,1,0) +£(0,0,0)
=(0,1,0)

elde edilir.
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d, dogrusunun gectigi nokta (0, 0, 2), dogrultmani B)z\/—lz(l, 1,0) ve d,

Uzerinde bir nokta P, olmak Uzere,

b*:i‘o 0 2‘
V211 1 0

1
V2

= (—v2,v2,0)

(=2,2,0)

B = % (1,1,0) + £(—V2,v/2,0)

‘B’=(%—\/§s,%+\/§s,o>

seklinde elde edilir.
b) Dogrular arasindaki ac1,

< A,B>=cos (0 +€6")

1
— ++/2¢& = cosb + e(—07sin0)

V2

0 TC
>0=-
4

sl -

cosO =

olur. Dogrular arasindaki uzaklik ise, 0* = 2 olarak elde edilir.

Ornek 4.3.8 Asagidaki sekil 4.5'te verildigi iizere, d; dogrusunu d, dogrusu

Uzerine getiren g donme operatorini bulunuz.
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>

Sekil 4.5. Ornek 4.3.8 koordinatlari.

GCO6zim: d; dogrusunun gectigi nokta (0,0,3), dogrultman (1, 0, 0) ve d;

lizerinde bir nokta P; olmak iizere, 3 ve a* asagidaki gibi hesaplanr.

a=(1,0,0)
a*=0P, A3

=(0,0,3)A(1,0,0)
= (0,3,0).
O halde, A birim dual vektori,
A=3+¢ea’
= (1,0,0) + ¢(0,3,0)
= (1,3¢,0)
olarak elde edilir.

d,dogrusunun gectigi nokta (0,0, 3), dogrultmani (\%,%,O), d, Uzerinde bir

nokta P, olmak Uzere,

56



V2'V2'

b* =0P, Ab
—(003)/\(1 ! 0)
- » Y \/i'\/i'

_( 3 3 0)
N V2'V2
B=b+sb*

§_(1—3.\3 1+ 3¢ O)
V2 N2

1

q=<AB>+ANB=—

1
+-(0,0,-1).

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Kuaterniyonlar, 3 — boyutlu uzayda dénme hareketlerini tarif etmenin alternatif bir
yolu olarak 6nemli rol oynamaktadir. Harcket geometrisindeki genis kullanim
alaninin yani sira, havacilik ve uzay mihendisliginde, robotlarin ileri ve geri
hareketlerinin  temelinde ve sorunlarinin  giderilmesinde, oyun gelistirme

asamalarinda ve fizikteki pek ¢cok uygulamada 6nemli bir yere sahiptir.

Bu tez calismasinda, reel ve dual kuaterniyonlarin cebirleri tanitilmis, matrissel
ifadeleri sunulmus, ardindan da 3 - boyutlu reel ve dual uzayda, nasil donme ve vida

operatorleri olarak kullanildig1 incelenmistir.

Bu tez calismasinin devami olarak hareket geometrisinde rol oynayan diger

kuaterniyon cesitleri ve bunlarin geometrik uygulamalari incelenebilir.
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