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oz

Bu ¢aligmada, Q:fasyonel sayl cisminin n-nci dere-
ceden cisim genislemesi ele alinmig ve n = 3 durumunda
kiibik cisminNelémanlarlyla bazi hesaplamalar yapilarak,
cisimdeki cebirsel tam elemanlarla, onlarin olusturdugu
halka incelenmigtir. Iz ve norm tanimlarindan yararlana-
rak diskriminant tanimlanmig ve diskriminantla ilgili
olarak; liglincli bdliimde kullandigimiz bazi teoremler is-
patlanmistir. Bazi sonlu genislemelere Galois grubu kar-
s1lik getirilerek, f polinomunun diskriminanti ile f nin
F cismi (Q nun cisim geniglemesi) {izerindeki Galois gru-
bu GalF(ff aras1ndaki iligki ve cismin diskriminantiyla
cisim arasindaki iligki incelenmigtir. Indeks tanimi ya-
pilarak, Q((ab2)!’/3 ) piir kiibik cisminin bir tamlik taba-
ni verilmig, minimum indeksi, ®nceden verilen bir N po-
zitif tamsayisindan daha biliylik olan bir kiibik cismin

varligi g8sterilmigtir.



INTEGRAL BASIS, DISCRIMINANT AND INDICES
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September 1988

ABSTRACT

In this study the fiela extension from n. degree
of the Q rational number field has been taken into
consideration and being made calculations with numbers
in cubic field which have a position (n = 3), algebraic
integer in the field and ring which they have formed,
have been examined. Making use of norm and trace defini-
tions, the discriminant of it has been defined and some
theorems related to its discriminant that we used in
the third part have been proved. Being brought Galois
group as a reply to some finite ektensions, the
relationship between Galois group on F field of £,
GalF(f) and the discriminant of £ polynomial and the
relationship between discriminant of field and field
have been examined. Being given a definition of index
the integral basis of Q((ab2)!’3 ) pure cubic field
have been given, existence of a cubic field whose
minimum index is greater than any previously assigned N
positive number.
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BOLEM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1. E bir cisim olsun. E deki islemlere g&-
re kendi bagsina bir cisim olan E nin bir alt klimesi F
ye, E nin bir alt cismi ve bu durumda da E ye F nin bir

genislemesi denir. E/F seklinde g&sterilir.

TANIM 1.2. E, F nin bir genislemesi ve S C E bir
alt klime olsun. E nin F ve S yi kapsayén blitin alt ci-
simlerinin arakesiti F(S) ile g8sterilir ve bu cisme,

F ye S nin elemanlari katilarak elde edilen cisim denir.

Bu tanima gdre, F(S) bu Ozellikte en kiliclik cisimdir.

TANIM 1.3. E, F nin bir genigslemesi ve 8 € E olsun.
£f(0) = 0 olacak sekilde bir f£(x) € F[x] polinomu varsa,

8 ya F lizerinde cebirsel eleman denir.

TANIM 1l.4. F lzerinde cebirsel 6 € F nin sadladigi
asal ve monik polinoma, o nin F {izerinde sagladigi mi-
nimal polinom denir ve PF(e,x) ile gbsterilir.

dOPF(e,x) e de, 6 nin P {lizerindeki derecesi denir.

TANIM 1.5. E, F nin bir genislemesi iéeiﬁ ye F-vek-
t8r uzayi olarak bakabiliriz. E nin F ﬁzerinéeki boyutu-
na E/F genislemesinin derecesi denir, [E:F]“{ile gbste-
rilir. o

CT.C.
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TEOREM 1.6. 06 € E, F {izerinde cebirsel ve PF(e,x)

in derecesi n 2 1 olsun. Bu takdirde:

(1) [F(8):F] =n

(ii) F(8) nin bir F-tabani {1,6,62,...,0% 1} dir.

Ispat : (ii) gbsterilirse (i) de ispatlanmig olur.

Her b € F(8) nin, bi € F olmak lizere,

b= Dby + bip + «-+ + bn_len_l seklinde tek tiirlii ola-

rak yazilabilecedini g&sterelim. b nin bagka bir yazilai-

s1b! €F, b=Dby +bjo+ -+ +b _0°"1 olsun. Buradan
i n-1 o ,

1 ' 1 n-1
0 = (bg=Dbpy)* (b;—-Dby)e+t--- + (bn_l-bn_l)e bulunur.

Bu ise, 8 nin F {izerinde derecesi < n-1 olan bir polino-
mun kO6ki olmasi demektir. Bu ise doPF(e,x) = n ile g¢eli-

sir. Her i ig¢in bi = bi olmalidir.

Simdide yazilisin varligini gSsterelim.

n n-1
= + + e +

PF(e,x) X cn_lX Co
olsun. Buradan,

n 3 — n—l — - & o -—

0 Cn_le CO

. s r _ n-1 .

bulunur. Her r € N ig¢in, 6 —b0+ble+-~+bn_ 9 dir.

1

Su halde F ve 06 yi kapsayan en kiigik halka,

Flo] = {bg + b6 + ==+ +b__ 0" " |b, €F} dur.

-1

Fle] € F(8) oldudu agiktir. Eer F[8] nin cisim o;du—

Junu gdsterirsek egitlik bulunur. b € F(8) alalim.



2 ;F[x] - F[o] ; ¢e(f(x)) = f(8) 'danﬁsﬁmﬁ Orten bir
homomorfizmadir. F[x] in T.1.B. oldudu gdz 6niinde tutu-
larak, Cekwe = (PF(e,x)) bulunur. PF(e,x)‘asal oldugun-
dan, Cekwe asal ideal, fakat T.I.B. de asal idealler
maksimal oldugundan Cekwe maksimal idealdir. Su halde

Flx]/Gekpy = F[ 0] cisimdir.

F(6) cismine, F ye 8 katmakla elde edilen basit ge-

nigsleme denir.

TANIM 1.7. E, F nin bir genislemesi olsun. Her
8 € E, F lzerinde cebirsel ise E ye F nin bir cebirsel

geniglemesi denir.

TEOREM 1.8. [E:F] = sonlu ise E, F nin cebirsel ge-

nislemesidir.

Ispat : ¢ € E, [E:F] = n olsun. l,e,ez,...,en—l,

E nin n + 1 elemani oldudundan, F iizerinde lineer ba-
gimlidir. Yani, cg + c16 + - + cnen = 0 olacak gekil-
de, hepsi si1fir olmayan ci_e F ler bulunabilir., Bu ise,
® nin cp + cyx + - + cnxn € F[x] polinomunun bir

k&kii olmasi demektir. Yani 8 F lzerinde cebirseldir.

TEOREM 1.9. (Ilkel Eleman Teoremi) E = F(a,8), F
nin cebirsel bir geniglemesi olsun. Bu takdirde E = F(v)

olacak gekilde bir ¥ € E bulunabilir.

Ispat : [1]. Teorem 1.2.3.



' TANIM 1.10. @, F cismi {lizerinde cebirsel ve
£ = PF(a,x) olsun. f = (x-—al)(x-—az)...(x-an), (¢ =aq)

ise aq,0,5,..,,@ ye @ = a; in F ilizerindeki eslenik-

n

leri denir.

TANIM 1.11. E ve K bir F cisminin iki genislemesi
ve § : E > K bir monomorfizma olsun. Efer her a € F igin
6(a) = a 1ise 6 ya E den K igine bir F-monomorfizma de-

nir.

TEOREM 1.12. [E:F]=n ve $ € E igin E = F(8) ol-
sun. 3 : E > @ bir F-monomorfizma ise 8 (), 8 nin F {ize-
rinde bir eglenigidir. E nin bilitiin F-monomorfizmalarinin
sayisi tam n-tanedir ve f nin eglenikleri 5=51'32"“'5n

iseler bunlar 5i(B) = 8 (1 =1,2,...,n) ile belirli-

il

dirler.

Ispat : [1]. Teorem 1.2.4.

Yukaridaki teoremde gecgen, 5i (1 € i € n) F monomor-
fizmalarinin kiimesi G(E/F) ile g&sterilir. E nin kendi
Uizerine bir F-monomorfizmasina, E nin bir F-otomorfizma-
s1 denir ve E nin biitlin F-otomorfizmalarinin kiimesi
Gal(E/F) ile g&sterilir. Gal(E/F), bileske iglemi altin-

da bir gruptur. Bu gruba, E/F denislemesinin Galois gru-

bu denir.

TANIM 1.13. E, F nin sonlu bir genigslemesi olsun.
Eder her & € G(E/F) ig¢in 8 (E) = F ise, E/F ye normal

genigleme denir.



TANIM 1.14. f£(x) € F[x] in bilitlin kd8klerini F ye
katmakla elde edilen geniglemeye, F nin F dzerindeki
parcalanig cismi denir. Eg ile gdsterilir. Egr F nin

bir Galois geniglemesidir.

TEOREM 1.15. (Cayley Teoremi) Her grup, en az bir

ddniislim grubuyla es yapilidir.

Ispat : G bir grup olsun. S(G) ile, G nin kendi
izerine, 1-1 biitlin dSniliglimleri klmesini g&sterelim.
S(G), bileske iglemi altinda bir gruptur. a € G olsun.
Her x € G igin Ta(x) = ax 1ile G den G ye bir Ta do-
nliglimi’ tanimlayalim. Her b € G igin, T_(y) = ay = b
olacak gekilde bir y € G bulunabileceéinden Ta O6rten-
dir. x,y € G igin, Ta(x) = Ta(y) olsun. ax = ay den
x = y bulunur. $u halde T, 1-1 dir. Boylece Ta € 5(G)
bulunur. Her a € G igin, v(a) = T, ile, G den S(G) ye
¢ dOnliglimi tanimlayalim. Her a,b € G ig¢in y(ab) = Ta

b
- . fe s e . -
TaC)Tb dir. Glinkii her x G igin, Tab(x) (ab)x

a(bx) = aT, (x) = T (T, (x)) = (TaoTb)(x). BSylece

v:G = S(G) ddnliglimlinlin yapi korudugu gdriillir. a,b € G
icin ¢(a) = ¢y(b) olsun. ¢ nin tanimindan bu Ta = Tb
demektir. Her x € G ig¢in Ta(x) = ax = Tb(x) = bx den
a= b bulunur. Béylece y 1-1 dir. ¢v(G), S(G) nin bir
alt grubu ve G= ¢ (G) oldugundan G rubunun; S(G) nin bir

alt grubuyla es yaplll oldugu gdriiliir.

TEOREM 1.16. M, sonlu mertebeden elemani olmayan

sonlu iliretilmis abeliyan grup, N de alt grubu olsun.

-5=



{wy,

daki

Mo =

f{x)

(1=

...,mn} M nin bir tabani olmak {izere; N nin asagi-

sekilde bir tabani vardir. (c..

€ <
i3 Z, Cii>0’ k m)

+ + ... + ¢ + s + c. ow

C1iuw; 12W2 lkwk 1m®m !

Ispat : [2]. Teorem 2.

TANIM 1.17. £(x) = x> + a__ x" 1T + ... + a5 ve

. . . i
in kok%erl 61782440 olsun. Si==(—l) a 37

1,2,...,n) fonksiyonuna, 61,62,...,6h nin i-nci

elementer simetrik fonksiyonu denir. Elementer simetrik

fonksiyonlarini daha agik yazarsak

= - = + 4+ e 4
S, a_ 8, + 65 6.

Sz=a =elez+6163+..o+6

n—len



BOLUM 2

TAMLIK HALKASI VE DISKRIMINANT

2.1, RKibik Cisimde Bazi Hesaplamalar

TANIM 2.1.1. Q rasyonel sayilar cisminin 3 ncii de-

receden bir geniglemesine kiibik cisim denir.

Q nin sadladidi asal ve monik polinom x3 + sx2 +
gx + n =0 olsun. K= Q(9) diyelim. [K:Q] = 3 diir.
Teorem 1.6. dan {1,6,62}, K nin bir Q-tabanidir. Bir
kilbik cisimdeki elemanlar (u,v,y,A € Z),

2 + +
w = 28 Ave ! bi¢imindedirler. o nin bu sekildeki

yazilisi tekdir. EJer iki farkli yazilis olsaydi, 6
2-nci dereceden bir polinomun k&kd olurdu. Halbuki 8 y1
asal, x3 + sx2 + gx + n = 0 polinomunun k&kii olarak al-

mistik. Geligki.

K= Q(8) ve [K:Q]=3 olsun. {1,8,82}, K nin Q-ta-
bani oldudundan w = us? + ve + v, u,v,y rasyonel sayi
olmak {izere, kiibik cisimdeki herhangi bir eleman olsun.
w nin sagladigi 3. dereceden bir polinom agadidaki gibi

kolayca bulunabilir.

ORNEK 2.1.2. 6 nin sagladigar polinom 83 = 8 + 1

w = 262 + 39 + 1 in sagladidi kilbik polinomu bulalim.



202+ 30+ 1

w:
wé = 302 + 9 + 2(8 + 1) = 202 + 38 + 2
w62 =382 + 20 + 2(6 + 1) = 382 + 59 + 3
diizenleyerek;

-202-38 + yg-1=0

-362 + (w=-3)6 -

»No
]
(]

(w=3)82~-56~-3

I
o

homojen denklem sistemini elde ederiz. Sifirdan farkl:
bir ¢O6zlimilinlin olmasi ig¢in katsayilar matrisinin deter-

minanti sifir olmalidir. O halde

Determinant hesaplanarak, w3 -2w2-12w-5 = 0.

8 nin sadladidi kiibik polinom 63 = s62 + g6 + n

olsun. O zaman 6% = (s2 + q)62 + (sq + n)6 + sn dir.

2
Efer w; = u82 + vi6 + 7, Ve wy T uz® + vy8 + v,

(W1, Vy,Y1,Up, V2,72 € Q) 1ise,
(.01$(.02 = (ul ¥ U.z)ez + (Vl F Vz)e + (71 ¥ 72) dir.

wiwp, garpimindaki 83 ve 8% terimleri yerine, yukar-

daki degerlerini koyarsak,

wiw, = ad2 + be + ¢, (a,b,c € Q) elde ederiz.



ORNEK 2.1.3. 63 = 382 + g + 2,

w, = 26%2-38 + 2

o% = 1002 + 59 + 6

wy = 562 + 20-1,

olmak lizere, wjwy, yi hesaplayalim.

wiwy = (562 + 28 -1)(262=-36 + 2) = 10(1062+ 56 + 6)

+ 4(362 + 9+ 2) -2062-15(302+08+2)-6062+ 39

+ 1002 + 48 -2 = 6962 + 466 + 36.

w) _ 582 + 28 -1

URNEK 2.1.4. T R TES

= A82 + Bg + C olsun.

2A6% - 3a683 + 2A82 + 2B63 - 3Be2 + 2Bs + 2C82 - 3Ce + 2C.

=582 + 20-1

8% ve 03 dederleri yerine konularak diizenlenirse;

(13A + 3B + 2C)82 + (7A + 4B-3C)s + (6A + 4B + 2C)

= 562+26-1 elde edilir.
13Aa + 3B + 2C = 5
7A + 4B - 3C = 2
6A + 4B + 2C = -1
: . _ 121 _ _185 -
denklem sisteminden, A = 195 ’ B 172 7 C
wy _ 121 ., _185 , _ 79 ,
o, 172 O T 172 ® 17z dir

79

Simdi de kiilbik cisimdeki elemanlarin kiibik egle-

niklerinin g¢arpaimlarini hesaplayalim.

6 nin sajladigi kiibik poliﬁém 83 = s82 + go + n,

s,q,n € Z olsun. X = Q(8) ve 'm,E K alalim.

u,v,y € Q olmak lizere, w = ué? + vo + v

-0-

big¢imindedir.



8',8",6 nin eglenikleri olsun. w nin eglenikleri
w' = ue'2+ve'+y, w" = uwue"2 + ve" + v

dir. 6 nin eglenikleri arasinda, Tanim 1.17. den asagi-

daki egitlikler gegerlidir.

86'0" =n, 8 + 6' + 8" =5, 68" + 60" + 9'9" = ~q.
8! + 8" = s-0

8(6' + ") + 0'8" = —-q

6'6" = -g-s6 + 62

8'29"2 = g2 + 2gs® + (s2-2g)e2-2s83 + gt

il

-q62 + (sq + n)8 -sn + g2

(6" + 8')2 = 8"2 + 29"g' + 8'2 ise

6'2 + g"2 = (s-90)2-2(-g-(s=-86)8) = s2 + 2q-82.
8'6"(6' + 6") = s82-s?6-n-gs

w'e" = u2e'2e"2+uv(s'e" (6" + 8")) + ur(e'2+o"2)

+ vy (o' + 8") + v2p's" + vy2 dar.

Yukarida hesapladidimiz dederleri bu esitlikte yerine

koyarsak, (A&,B,C € Q),

| B |

w'w (-u2g+ uvs =uy +v2)82 + (u2sgq+u?n-~uvs? ~vis-vy)o

+ (u2g2?-u?sn-uvsqg-uvn + urs? + 2uygq-v2g+ vrs +v2)

elde ederiz. O halde w'uw" = 282 + Bs + C dir. Ayni is-

lemi tekrarlayvarak

ww' = As"2 + Be" + C,

wew"™ = A9'2 + Be' + C elde ederiz.

_lo._



TEOREM 2.1.5. K = Q(8) bir kiibik cisim ve w € K
olsun. «,8,y,8 € Z olmak lizere, isaret farki g&zetmek-

sizin = %%—%—% biciminde tek tdirld yazilir.

tspat : a,b,c € Q, w = a62 + boe+c olsun. w nin

egslenikleri K dadair.

_we' - we" _ A(8"2-0'2) + B(8"-8")
w o' — o a(enz_GIZ) EN b(eu_el)

_A(e"+o') + B
T a(e"Fs) T b (1)

6 nin sagladigi polinom 63 = 502 + g8 + n oldu=-
gundan 8' + 8" = s-6 dir. Bu deJer (l) de yerine ko-
nursa «',f',v',8'" € Q olmak ilizere,

A(s -8
a(s-98

A6 - As - B _ «
-a8+ as + b Y

B
) + b

Pay ve paydayi uygun bir rasyonel sayiyla garparak
«',B',y',8"' tamsayi yapilir. BdSylece «,f,y,8 tamsayi

ad + B

olmak {izere, w = 7o F 5 dir. Bu yaziligin tekligini

gbsterelim. Kabul edelimki iki farkl:i yazilis olsun.

Yani «,8,v,0,2y,8,,7v;,8; tamsayir olmak lizere,

afd + 8 _ a6 + B,
Y5 F b TR olsun.

(@y | -ay7)02+ (By; -Bvy +tad-a8)8 + B8, -85 = 0 dir.

"Bu ise 6 nin ikinci dereceden bir polinomun k&ki olmasi
. demektir. Halbuki ¢, liglincii dereceden bir polinomun

‘kokiiydii. O halde

-11-



ay; — @y = 0 : (2)
By, = Byy + ab; =-a86 =0 (3)

5514'515:0 (4)

(2) ve (4) den %} = %} = £, %l = %L = u dersek,

a, = at, v; = vt, B; =Bt, 8; =06t dir. Bu deferleri

(3) de yerine koyarsak (a6 —-87v)(t-u) = 0 elde ederiz.

(¢6 + By) # 0 dir. Eer @6 -8y = 0 olsaydi, adé = 87y
LI |
ve R dir. Buradan da,

= %— bulunur.

(43
_ag +p8 _ P lg
v + e

)

Yani w rasyonel olurdu. O halde t = u elde ederiz.
«y;,81,7v1.87 3+ ¥1 den farkli ortak b&lene sahip olma-
digindan, «; = ¥a , f, =F8 ,v; =Fy, &; = F& elde

ederiz.

ORNEK 2.1.6. 63 =90+ 1, = 9062-38 + 1 olsun.

v4 teoremdeki gibi yazalim.

= %8 + B8 _ .o _
w T8 F 5 8 38 + 1 dersek

a9 + 8= (8 -3v)62 + (2vy-38)s + 8 + v dir.
8§ =3y = 0, 2vr-36 = a ve 8 + v =8 olmalidir.
5 =3y, a=-7vy, B =4  oldudundan

- ~Tve + 4 _ 76 t+ 4
Y9 + 37 6 + 3 )

"'1.2_



2.2. Tamlik Halkasi

TANIM 2.2.1. E, Q nun bir geniglemesi ve a € E ol-
sun. £(a) = 0 olacak gsekilde bir f£(x) € Z[x] polinomu

varsa a'ya Q lizerinde cebirsel tam eleman denir.

3
ORNEK 2.2.2. V3, £(x) = x3-3 € 2[x] polinomunun

bir k&éki oldufundan cebirsel tam elemandir.

TEOREM 2.2.3. Bir r rasyonel sayisinin cebirsel

tam olmasi igin gerek ve yeter gsart r € Z olmasidar.

‘Ispat : r rasyonel sayisi cebirsel tam ve sagladai-

g1 polinom f(x) = a, + a;x + --. + am_lxm—l4'xm € Z[x]
olsun. (a,b) = 1, (a,b tamsayi) r = {? olarak alinir-
sa ve £{(r) = 0 oldugundan,
a a™
a0+a1?+”'+_m-=0
b

ve

—a™ = agb™ + ajap™ o+ ... 4 bam_lam-l

dir. Esitlidgin ikinci tarafini b ve gdre diizenlersek,

m-1
+ eee +
am_la )

-a™ = b(aobmml’*'alabm-2

dir. Bu ise bla™ demektir. Halbuki (a,b) = 1 idi.

b =1 alirsak ¢eligki olmaz. O zaman r = a € Z dir.

TANIM 2.2.4. K bir cebirsel sayi cismi ve
wyseeesw -3 K dan keyfi olarak segilen elemanlar olsun.

< (1 <.1 € n) katsayilari tamsayi olmak {izere

_13.—



cywy; * +++ + c_w_ lineer kombinasyonlarinin W kiimesine
1¥1 nn

K da bir Z-modil denir. Edger Wlyeeos 3 W nin lireteg¢-

leri ise W = [ml,...,wn] yazilir.

TEOREM 2.2.5. W bir Z-modiil olsun. 7 € @ olmak

tizere her w € W igin 7Yw€ W ise Y cebirsel tamdir.

tspat : W = [wis.-vsu ] Z-modlil olsun. Her i igin
Twy € W oldugundan, bij € 2 ve i=1,2,...,n ig¢in
n
Yw. = Z b..w. dir.
i j=:l;lj j

i=1 igin, (7-b11)w1—b12w2—---—blnwn= 0

i= 2 igin,-—b21m1+-(7-b22)w2-~-—b2nwn= 0

i=n 1gln,-bnlwl b QW2 T -+(7-bnn)wn = 0

Bu homojen lineer denklem sisteminin sifirdan farkl:

¢bzimlinin olmasi ig¢in katsayilar matrisinin determinantz

sifir olmalidir. Yani
7"‘b11 _blz PR -bln
"bzl Y - bzz PR -bzn
-b3 -bj3, ‘e —b3n =0
| —bnl kjan e T Tbpy

olmalidir. Bu dgterminantl acarsak vy nin sagladig:

polinomunu elde ederiz. bij ler tamsayi oldugundan

_14_
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£(x) € 2[x] dir. Bu ise 7 nin cebirsel tam oldugunu

gbsterir.

TEOREM 2.2.6. Cebirsel tam sayilar bir halka olug-

tururlar.

Ispat : (i) «,f cebirsel tam olsunlar. Bu taktir-

de 0<i<n, 0<3j<m ve a; € z, bi € Z olmak

tizere o + an_lan_l + .-+ aja + a5 = 0 ve
™+ b ™l 4 il 4 b+ by =0
m-1 1% 0 !
W= [1l,0,02,...,8,62, % ,60,02,...] , z-moddl olsun. W,

nxm eleman tarafindan lUretilmistir. Her w € W igin,

Teorem 2.2.5. ten wex € W ve wf € W dir. w € W ise,

w= = b..eB) , b.. €2 oldufundan
0<i<n %3 ]
0<i<n
i+1.] . o
aw = z b, . B elde ederiz. Bu toplami agtigi-
0<i<n 3
0<ji<m
n . n-1 n-2
mizda bulacagimiz ¢ yerine, -(an_la +a .o +

+ a o+ a;) koyarsak

1+lj n,j
aw = Z (b, . 83 + b, .. .a"Y)
o<i<n-1 i1 (n=1)3
0<ji<m
- i+1.3 -on=1_ n-2_ __ _ 3
;2j0?13 e LB e S e - =317 3)87)
7

Buradan w € W elde ederiz. Ayni diiglinceyle ve g™ yeri-

—15_



m-1

m-2 '
ne -—(b__48 + bm_zﬁ + e+ + byB +Dby) koyarak

m-

Bw €W oldugu kolaylikla gdriilir. Her w € W ig¢in

(¢ F Blw = aw F fe¢ € W oldujundan « + § € W dir.

(ii) Simdi de @B nin cebirsel tam oldugunu g8sterelim.
Her w € W igin (ef)w € W oldufunu gdstermeliyiz.
0<i<n, 0<3j<m olmak lzere,

i+l 3+1

(af)wi= .E-bija 8

iﬁm)

Il
Y
[5)
'—l.
[
R
<
.
ox

12 i3,
ey BT E oy @D,

34
1,7 . i,] (m=1)

a® ve g yerine yukaridaki de§erleri konursa (ef)w € W
oldugu goriilir. O halde ¢f cebirsel tamdir. (i) ve (ii)

den cebirsel tam sayilar bir halka olustururlar.

SONUC 2.2.7. Efer 6 cebirsel ise, k6 cebirsel tam

olacak gekilde en az bir k tamsayisi vardir.

Ispat : 6 cebirsel eleman olsun. ajr bi ler tamsa-

Vi, (ai,bi) = 1 olmak lizere, 6 nin sagladigi polinom
n ai ,n-1 4n = =
8" + =86 + ++ee + == 0 olsun. k ekok(by,...,b )
bl bn n

diyelim. Bu takdirde bllk,...,bnlk dir.

a n-1 ‘ a
+kﬁe toees b kgt 0
n

1

n n= Com
ke +kle +"'+knari ‘. 0, (kieZ).

her iki taraf: kn"l ile .¢arparak yeniden diizenlersek

-16-



k)™ + ky (k)T 4 oo+ k=0, (k],...,k! € 2)

n-1

O halde k6, x" + k; x + ... +k = 0 polinomunun

bir kékidiir. k6 cebirsel tamdir.

Her sayi cismi, 6 cebirsel tam olmak ozere Q{(8) bi-
¢iminde ifade edilebilir. K= Q(f), 8 € K olsun k8 = 9
olacak gekilde en az bir k € Z wvardir. K= Q(8) = Q(8)
dir. Gergekten § = % + B € Q(B) ise Q(B) C Q(8) ve
8 = K8 € Q(f) oldudundan Q(8) C Q(B) dir. Bdylece

Q(8) = Q(B) oldugu gdbriiliir.

TANIM 2.2.8. K bir éayl cismi olsun. Cebirsel tam
elemanlarin olusturdugu halkayi M ile gOsterelim. Bu
takdirde M N K da bir halkadir. Bu halkayi XK nin tamlik

halkasi denir ve O, ile gOsterilir. O 7Z tamsayilar hal-

K

kasini kapsayan bir halkadir.

Kl

2.3. Iz, Norm, Diskriminant

A bir halka, E serbest A-modiil, rank = n ve K:E - E

endomorfizm olsun. U donliglimliine (aij) = M, (aij € A) mat-

risi karsilik gelir.
n
Iz (u) = izlaii, det(u) = det(aij) ve

det(x~-J_-u) = det(xBij-a.?)- (L)

E 135

Bu egitlikler tabanin segiminden badimsizdir. Buradan da,

-17=



l

Iz(u + u') tz(u) + Tz (u'), det(uu') =det(u)det(u') ve

Il

det (XTI -u) = k%~ (Tz(u))x™ L + -« + (-1)Pdet (u) (2)

elde edilir.

Ozel olarak [{K:F] =n ve X = F(x) ise (x, primi-
tif eleman) K, F lizerinde wvektdr uzayi olup yukarida

agirklanan ifadeler gegerlidir.

TANIM 2.3.1. x € K 1ig¢in, m, = K > K; v > xy doni-

slimini alalim. x in Izi, Iz (x) = Iz(mx) ve X in nor-

K/F
mu, NK/F(x) = N(mx) gseklinde tanimlanir.

Iz ve norm agsagidaki O6zellikleri saglarlar. -

x,x' €K, a € F igin m, +m_, =

m m om , = m
'S x+x'" Tx x'

xx!

ve m = am, dir. m  nin, K nin F lizerindeki tabanina
gbre matrisi, blitlin k8segen girigleri a olan kdsegen

matristir. (1) ve (2) formiillerinden kolayca,
Iz(x+x'") = Iz(x)+1Iz(x'), Iz(ax)=alz(x), Iz(a) = na
ve

N(xx') = N(x)N(x'), N(ax) = a™N(x), N(a) = a® oldugu g&-

rildr.

K cismi; F' nin n-nci dereceden cebirsel bir genig-
lemesi ve x de K nin elemani olsun. K nin F de
WL s peeerw tabanini tesbit edelim. K cisminin her ele-

manl katsayilari F den seg¢ilmek $art1yla W10 eee,0

nin lineer kombinasyonudur. a €EF ve 1= 1,2,.../n

ij

olmak lzere,

-18~



n
Xw, = 2Z a,.w. dir.
=1 ij 3]
Wi
Q = . ile A(aij), xS = AQ bulunur.
“n
K cisminin x elemani ve bir Q = (wl,...,wn) tabani

verildiginde aij

tlirldi olarak belirlenmis olur.

elemanlari dolayisiyle A matrisi tek

(xIK-A)Q = 0 dir. Bu denklemin ¢&zlim kabul etme-

si igin det(xI,-A) = 0 olmalidir. Aksi halde Q = 0

X
olurdu. det(xIK-A) determinanti, derecesi n olan bir

polinomdur. Bu polinomun katsayilari F cismindedir. Ve
x de bu polinomun bir k&kidir. det(xIK-A) = 0 denkle-

minin yaziligi her ne kadar & tabani ile oluyorsada,6 gds-

terecediz ki bu denklem £ yva bagli degildir.
w{,wé,...,wé , baska bir taban olsun. Bu taktirde,

bij,b__;_j €EF ve i=1,2,...,n olmak lizere

1 1

by
1 133

€
]
I M3
o
€
i
™3

= L !
B (bij), B (bij) dersek,

QI

BQ ve Q B'Q' dir. Buradan

Q' = BB'Q' ve (BB'-1I.)Q' =0 dir. Q', F de
lineer bajimsiz oldujundan F de BB' = I  ise B' = B~
dir. Q' tabani ig¢in ayni sekilde =xQ' ='A'Q' dir.
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XBQ = A'BQ ve x bir skaler oldugundan BxQ = A'BQ ¢ikar.
Buradan x = AQ konursa BAQ = A'BQ bulunur. A,B,B'

nin elemanlari F de oldudundan ve £, F de taban oldudun-
dan BA = A'B olur. Buradan A' = BAB"! bulunur. O hal-

— T = - "1.
de xIK A xIK BAB dir.

det(xIKfA')==det(Bx1Kng—EAB'T)=sdetﬁ(det(xIK—A5)det£f1'= det (XL ~R)

TECREM 2.3.2. X, F nin n—-nci dereceden bir genig-

I

lemesi ve K F(x) olsun. f£(x) = PF(x,X) polinomunun
k8kleri =x, = X1sXppese X olmak ﬁzere,f

IZK/F(X) =x; + x, + --+ + x ve NK/F(X) = X{Xg-+-X

n n

dir.

Ispat : [K:F] = n ve x € K olsun.

n n-1

f(x) = PF(x,X) + x + an_lx + .-+« + a; olmak idzere
K nin F-tabani, Onerme 1.7. den {l,x,xz,...,xn-l } ali-
nabilir.
M (1) = Lox = 0.1+ Llox + 0.x2 + «ov + 0.x"" %,
M (x) = x2 = 0.1+ 0.x+ L.x2 + --- + 0.x™1
n-1 n n-1
M (x7 T)=x" = -ap.l-ax - azxz-----an_lx
o o ... o —ap |
1 0 0 ~a1
A =
0 1 0 "'3.2
0 o ... 1 -a
n-1
L .

-20-



ve karakteristik polinom det(xIK-A) dir.

X ... 0 g
0 ... 0 £f(x)
-1 ... 0 a;

-a) = 0 0 a = .
det (xT-2) 00 m e,
0 .. 0 a_, 0 ... X 3,
0 ...-1 x+a 0 ... -1 x*a

n+1l

= (-1) f(x) | O 0 ... x

= -1 lry )P = £ w)

(2) den a1 < Tz(x) = x; + «-- + X 4 (kbkler toplami)

ve (—l)na0==N(x) = Xj; +e* X ; (kdkler g¢arpimi)

oldudu g&riiliir. EJer x cebirsel tamsa, Iz(x),N(x) € Z

dir.

ORNEK 2.3.3. 6, x3 + x + 1 € Q[x] polinomunun bir
kdkil olsun. K = Q(8) cisminde, x = 1 + 62 elemaninin

norm ve izini bulalaim.

x3 + x+ 1 € Q[x] polinomu asaldir. O halde

[K:Q] = 3 ve K nin Q lizerindeki tabani {1,6,62} dir.

x.1 = 1.1+ 0.6 + 1.62
x.8 = -1.1+ 0.8 + 0.62
x.82 = 0.1+ (-1).8 + 0.92
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X in norm ve izini bagka sekilde de hesaplayabi-

liriz.

X

1+ 82,

= Iz(a) =

g3

—e_l'

X in sagladigi kiibik polinom

N /0

(x) = (-1)3(-1)

TANIM 2.3.4.

1l wve

K nin n.

gl

1 oldugundan N K/Q (x) =
1.

“92—9

x3-x2-1= 0

IzK/Q(x)

nislemesi ve L nin bir K-tabanz:

{Xl,...

D(Xl’.o.

o

}

tabaninin diskriminanti,

lxn)

ile tanimlanar.

sun.

ORNEK 2.3.5.

Bu durumda

bir Q-tabanidir.

D(l,i) i hesaplayabilmek ig¢in

[Q(1)

VT

{Xl,o--

= det(IzL/K(x %.))

= - (-1)

olmak {izere

Q] =

dir.

oldugundan

dir.

,xn} olsun.

= Q(i) ol-

=.1 dir.

dereceden bir cisim ge-

O halde

{1,i}, Q(i) nin

tz(i.i) deJerlerini hesaplamamiz lazimdir.

(=]
[}
[

1l

-1.1

0.

1

Ul

i

It

= 0.1

0 ]

14

4

L/Q( 1

tzp o)

-1 -

tz(1.1), 1z(1.1),

1

-2

=1+ 1.=2



1.1 =0.1+ 1.4 0 1
, , (i) =0 +0 =0
i.1 = -1.1 + 0.1 1 0 L/Q
(1) iz (i) 2 0
D(1,i) = L/Q L/Q - l - -1
ZL/Q(l) IZL/Q(-l) 0 -2

TEOREM 2.3.6. [L:K] = n ve {xl,...,xn} L nin bir

K tabani olsun. EJer {yl,...,yn} L nin bagka bir K-ta-

n
.. € i , = Z L aX.
bani ve al:l K olmak Uzere Yy ==lal]xj ise,

D(Y1reesry,) = (det(aij))zD(xl,...,xh) dir.

Ispat : Tanim 2.3.4. den,

D(yl,...,yn) = det(1lz (y y )) dir. ap ra € K ve

L/K i qj
n n
y. = 2 a_ %, , y.= Z a_x. olmak lzere
P i=1P; t q 1=lqj
n n
yy.= Z Z a_a_x,x, dir. Iz in &zelliklerinden
p a i=1 J=lpiqjl-’
n n
(y y ) = Z £ a_ a itz (x.x.) dir. A= (a..),
/K i___lj=lpiqj L/K'71i7) ij
_ T
det(IzL/K(ypyq)) = det (A IzL/K(xixj)A)

D(Y1s-.-ryy) = (det(a; ))2D(x1,...,x )

: *
TEOREM 2.3.7. G bir grup, C bir cisim, C g¢arpim-
sal bir grup olmak iizere, G den C* igine farkli homo-

morfizmalar 61,...,6n olsun. O zaman Si ler C lizerin-
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de lineer bagimsizdirlar.

Ispat : [3]. Dedekind Lemmasi.

TEOREM 2.3.8. K sonlu bir cisim, [L:X] = n olsun.

Si : L - C farkli n, K-monomorfizma olsun. EJer

{xl,...,xn} L nin bir K tabani ise,

D(X1,e.0rx)) = (det(ﬁi(xj)))2 # 0 dir.

ispat :
n
D(xl,...,xn) = det(IzL/K(xixj)) = det(]cilék(xixj))
n
=det ( Z &, (x.)8, (x.))
e ki k]
= det(Bk(xi))det(ﬁk(xi)
= 2 2
(det(5i(xj)) dir.

Eger det(Si(xj)) = ( ise, hepsi birden sifir ol-

mayan Uj,...,u € C vardir, 8yle ki her j ig¢in,

[E N ]

u,d,.(x;) = 0 dir. Buradan da her x € L ig¢in
1+ 173

M3

u,b,(x) = 0 elde ederiz. Teorem 2.3.7. den Si ler
i=1*+ 17
Lineer badimsiz oldudundan, uy ler sifir olmaliydi. BOy-

lece geligkiye dliseriz. O halde det(ai(xj) # 0 dar.
Teorem 2.3.8. de, taban olarak {1,6,82,..., n-l}

yi alirsak: (i =1,2,...,n ; j=1,2,...,n~1) ve
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81(6) = 6,, 6 nin eslenidi olmak izere,

D(1,6,62,...,6°° 1) = det (s, (67)) = det (s, (0)7)
2 n-1 2
1 6p 8] ... 8
2 n-1
l 62 62 - - 62
1 o8 o2 ... 071
L n n n
= ( I (8, - 6.))2 dir.
i#4 * J
1<

D(l,e,e2,...,en"l) e, 6 nin veya 6 nin sagladigdi
polinomun diskriminant:i denir ve De seklinde g0steri-

lir.

TEOREM 2.3.9. [L:XK] = n olsun. Bir tabana ait
diskriminantin sifir olmasi ig¢in gerek ve yeter sart,

= 3 3 =
her a € L igin IzL/K(a) 0 olmasidir.

Ispat : Her a € L. igin Iz (a) = 0 olsun. Bu

L/K

takdirde D(xl,...,xn) = det(Iz(xixj)) = 0 dir.

Simdi de {xl,...,xn} bir taban ve bu tabana ait

diskriminant sifir olsun. Yani

1l
o

D(x1,...,%)) = det(fz(x;x,))

olsun. Su denklem sistemini diisiinelim.
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it
o

Iz(x1x;)y; + Iz(x1x5)y, + ----*-Iz(xlxn)yn

1z (xox1)y; + IZ(X2X2)Y2 + et Iz (szn)yn =0

* e o 0 00 ® © 2 2 0 8 0 0 8 0 s 5 S 0 G0 0 LS S G S S OV eSS N0 0L Ve

Iz (x x1)y1 + Iz(x %)y, * ---FIz(x x )y =0

Katsayilar matrisinin determinanti det(Iz(xixj)) =0
oldu§undan hepsi sifir olmayan cy ¢Ozilimi vardir.
0% c=cyx] * cyxy *+ =+ + c X, diyelim. Bu c ig¢in

Izi hesaplayalim.

= ese + =
Iz(xic) cliz(xixl) + cziz(xix2)4' cnIz(xixn) 0
dir. a € L alalim. a = cd, d € L ve d=d;x; + ~-+’dnxn,

(di € K) dersek, Iz in 6zelliklerinden

tz(a) = Iz(cdjxy + .-+ + cd x_ )
= d;Iz(cxy) + -+ + anz(cxn)
n
= .E di Iz(cxi) = ()
- 1

SONUG 2.3.10. K = Q(6), [K:Q]l = n wve 6 nin Q lize-
rindeki minimal polinomu £ (x) ve f(x) in tiirevi £'(x)

olmak lizere,

D(1,8,82,...,0% 1) = (-0)(071)/2 0 (£1(e)) dar.
K/Q
Ispat : 6; = 51(9), 8 nin eglenikleri olmak {izere,
2 n-1, _ 2
D(llele ree0s0 ) "[ H_ (6."9.)]
i<yt d

= C I (e -6, ) ’ (C = (—l)(l/z)n(n—l))

i + 3

...26.—



n{n-1)/2

= (-1) I (8, — 6.)
i,3 t ]
i# 5
n n
= -0PTU/2 o e, - el
i=1 i#j J
n
f(x)= 1 (x-ei) = (x-el)(x—ez)...(x—en) olsun.
j=1

f'(x)==(x-ez)(x-e3)...(x-en)*-(x- el)(x-e3)".(x-en)

+ oeee + (X-81)(xX-0)) - (x-8__.)

n-1

fr(e,) = (x- 92)...(x-en) Buna gOre
f'(ei) = (x-_61)(X'-62)"'(X'-ei—l)(X'-ei-Fl)‘"(x'-en)
f'(ei) = I (ei— ej) olur. Bu dederi yerine koyarsak
=
n
D(1,6,82,...,007 1) = (-pn{n-1)/2 4 (£'(8,)) ve
i=1

f'(ei), £'(8) nin eslenidi oldudundan,

£'(81)£'(82)...£'(8_) = N ,0(£'(8)) dir. O halde

K /Q
D(1,8,682,...,0% 1) = (-1)R(r~1)/2 Ny (£ (8)).

ORNEK 2.3.11. [X:Q] = 3 ve K = Q(8) olsun. 8 nin
sagladidi f(x) = x3 + px + @ polinomunun ( 8 nin) disk-
riminantini hesaplayalim. {1,6,62} K nin bir Q-tabani-
dir. Sonug¢ 2.3.10. dan, De = (-1)3N(f'(8)) dir. f(x)

in k8kleri 6 = 81,6,,083 olsunlar. £'(x) = 3x2 + p ol-

dudundan,
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N(£'(6)) =27(0,0,05)2+ 9p(0202 + 0762+ 6205) + 3p2 (62 + 02+ 07) +p3

91 + 0o + 83 = 0, 0:0,653 = g ve 9192+9193+9293 =p

NN

o 2 2 2 _ _ 2 2 2 2,2 _ 5
oldugundan, 67 + 85 + 07 2p ve 68 +'6163+'6263 P

elde ederiz. Bu deferler yerine konursa,

De = D(1,06,062) = ~(27g2 + 4p3).

2.4. Tamlik Tabani

TANIM 2.4.1. [K:Q] = n ve K nin tamlik halkasi OK

olsun. OK nin bir Z-tabanina tamlik tabani denir.

TEOREM 2.4.2. 6 nin sagladigi polinom
63 + s62 + g6 + n= 0, (s,g,n € z) ve nin diskriminan-
ta De olsun. XK = Q(8) kibik cismindeki her cebirsel

tam eleman; A,B,C tamsayi olmak lzere, w =(A624-564-QVD6

bi¢imindedir.

Ispat : w, Q(8) nun cebirsel tam bir elemani olsun.

«,8,y € Q olmak {izere, w = @62 + 86 + ¥ nin eglenik-

leri w' = @8'?2 + o' + v ve ow" = ad"2 + go" + y dir.
S(w) = w + w' + 0" = asy, +Bs; + 75y
S(wd) = woe + w'e' + w"e" = C2-F + 382 + YS1

S(w82) = we2 + w'e'2 + w"e"2 = as, + fsz t+ s,

Burada S ve s nin katsayilari, cebirsel tamsayilarin si-
metrik fonksiyonlaridir, bundan dolayida tamsayidirlar.

Elemanter simetrik fonksiyonlar yardimiyla;
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sg = 3, s; = -s, s, = g2 -2q, s3 = -s3+ 3sq-3n,

sy, = s*~3s2q + 4sn-gqs? + 2g2 buluruz. 6 nin diskrimi-

nanti De olmak {lizere

Sy 81 Sy

Sq3 S, S = s2q2 + 18spn- 4q3 - 4s3n-27n2 = D_ dir.
3 S 1 6

Sy Ss Sy

C halde ~a,ﬁ ve ¥ nin paydalari D, nin bdlenleri-

6
dir. Buradan da,
o = (A62'+ B + c)/D, , (A,B,C € 2) elde ederiz.

elde ederiz.

Q(6) nin cebirsel tam elemanlari iginde agagidaki

sekilde U¢ farkli durum vardir.

(i) 8 ya gOre sabit, bu durumda w = él
8

(ii) & ya gdre lineer, bu durumda w==(b‘e+c')/De

(ii) & yva gdre kuadratik, bu durumda w=(a"62+b“e+c:")/De

(i) deki elemanlar iginde, sifirdan farkli, mutlak
deferce en kiiglik ¢ yi De olarak alalim ve onu wj ile gds-
terelim. Bu takdirde w; = 1 dir. (ii) deki elemanlar
icinde en kiiglik b' ye b, dersek ve onu w, ile gdsterir-
sek  w, =(bg6 + ‘cé)/De dir. (iii) deki elemanlar igin-
de en kiiglk a" ve’ag dersek ve onu w3 ile g8sterirsek

w3 = (age2 + bgo + cg)/ne dir.
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TEOREM 2.4.3. [K:Q] = 3 olsun. wj,wy,w3 yukari-

daki big¢imde olmak ilizere, K nin bir tamlik tabanidir.

Ispat : Her w € K igin o = uw; + vuy, + Yuw;

(u,v,y € Z) oldufunu gdstermeliyiz.

a,b,c tamsayi olmak {lizere w = (a2 + bs + c)/De
olsun. a, ya sifirdir yada ag ile bdlinilir. Sayet bdlin-
meseydi, w3 ln katlarini o dan g¢gikararak yada toplaya-
rak a, den daha kiiglik olan a ile, K' da (iii) tipinde
bir eleman elde edebilirdik. Halbuki ag, en kiigiik a"
idi. Geligki. O halde a sifir deJilse, a = va" (y € 2)

dir. Buradan
w=7wy = (a8% + b0 + ) /Dy - (vag82+byr0 - cov)/D,

= (bo = bgr)8 - cy7) /D,
olup, bu eleman ya (i) bi¢iminde yada (ii) bic¢imindedir.
Ayni sekilde wpy nin katlarini w-7w3 den ¢ikararak yada
toplayarak b' den daha kiigiik bir b ile K da (ii) bigimin-
de bir eleman elde edebiliriz. Halbuki bs en kili¢ik b'

idi. O halde b sifir degilse b = vb, (v € Z) dir. Bu-

radan da u € 2 olmak iizere,
w=Ywsz - vVw, = u, (u,v,y € Z)

elde ederiz. Yani {1l = w;,wp,w3} K nin bir tamlik ta-

banidir.

SONUG 2.4.4. [K:Q] = n ve {xl,...,xn}, K nin OK

da kapsanan bir Q tabani olsun. EJer D(xl,...,xn) kare
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garpansiz ise {xl,...,xn} K nin bir tamlik tabanidir.

Ispat : {wl,...,wn} tamlik tabani olsun.

n
= Z U .. € ir. T : .3.6.
X, j==1ai]m] (alj Z) dir. Teorem 2.3.6. dan
D(xl,...,xn) = (det(aij))zD(wl,...,wn),fburadan
det(aij) = ¥1 olmalidir. Bdylece {xl,...,xn} bir tam-

11k tabanidir.

ORNEK 2.4.5. 6 nin sadladig:i polinom x3 -x-1 ol-
sun. Bu polinom Q-lizerinde asaldir. K = Q(0) diyelim.
{1,6,62} K nin birQ-tabanidir. 6 cebirsel témdlr.

Dy = D(1,6,62) = 4-27 = -23 oldugundan, {1,6,62} ay-

ni zamanda X nin bir tamlik tabanidzir.

TANIM 2.4.6. [K:Q] = n ve {wl,...,wn} bir tamlik

tabani olsun. i,j = 1,2,...,n igin m(j) = 6i(w.), W,

i 37 1

lerin eslenikleri olmak lizere,

ne cismin diskriminanti denir ve DK ile gBsterilir.

Cismin diskriminanti, tamlik tabaninin se¢iligine
bagli degildir. KRibik cisimlerde g¢alistigimiz ig¢in
[K:Q] = 3 durumunu inceleyelim. K = Q(8) ve {1,0,82},

{lioy,wp} iki tamlik tabani olmak Uzere

8 = agtajw; * azwy, , 8% =Dby + bjw; * byuw, olsun.
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1 8 82
D(1,6,82) = | 1 &' 8'2
1 " "
1l ajw; ¥ auw biw; * bowy 2
=| 1 aj(w;=-w)+ag(wy=—wy) byla]—w) +bylw, = wy)
1 a (m'{-wl) +'a2 (w;—wz) b, (w'{—wl) +b, (wlz'—mz)

= (a1by ((w] = wy) (wy = wy) = (W] —wy) (wy = w,))

—apby ((w) = wy) (0 = w,) = (0, = w,) (@) =w;)))?

ve ajb, —asb; = F1 oldugundan,

D(1,6,62) = ((w] = wy) (wy=wy) = (W] —wy) (wy —wy))2

1 oh Wy

TECREM 2.4.7. (Stickelberger Teoremi). [K:Q] = n ve

K =0Q(8), K nin diskriminanti DK olsun. Bu takdirde

va D, = 0(mod4) yada D, = 1l(mod4) diir.

K K

Ispat : {wl,...,wn} K nin bir tamlik tabani olsun.

(1,9 = 1,2,..,0), mij) = 5,(a5), u; nin esleniyi olmak

1

izere,

DKE D(wl,...,mn) = (detai(mj))z
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61 (wy) 61 (wy) oo 8y(w)
62(!.01) 8, (wy) . e 52((,0 )
5n(w1) & (wp) +.s én(m )
ny) (m_) (ny) (n_)
= ( z Wy ' ceew B _ z Wy ! el )2
(llo..ln) ift n (l,. I3e} ) tek n
n ,...,Tlng nll'° rTln'

fl

M-N)2 = (M +N)2 - 4N

Ko s Q.nun”K;yl'kapsayan minimal normal geniglemesi
ise M,véiN,fék “na aittir. M+ N ve MN Ky nin otomorfiz-
b 0

malari altinda defismediginden M + N ve MN tamsayidir.

O halde DK = 0 (mod4) veva DK = 1 (mod4) diir.
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BOLUM 3

KUBIK CISIMLER

3.1. Diskriminantla, 3 ncli Dereceden Asal f Poli-

nomunun Galois Grubu Arasindaki Iligki:

Bu kisimda F cismi, Q nun cisim genislemesi olarak

alinmigtir.

TANIM 3.1.1. Gal(E./F) grubuna, f nin F {izerindeki

Galois grubu denir ve GalF(f) ile g8sterilir.

ORNEK 3.1.2. f(x) = x3-1 igin, GalQ(f) yi bulalim.

-1+iv 3

5 ) oldugundan,

f nin C deki k&kleri, 1l,uw,w?, (o =

.Ef = Q(w) dir. Gal(Q(w)/Q) nun elemanlari iki tane ve
bunlar; l:8j:0 > w, 8 : w > w? ile belirlidirler. Su

halde GalQ(f) = {1,6} dir.

TEOREM 3.1.3. H, Gal(E/F) nin bir alt grubu olsun.
F(H) = {x € E/8 € H igin, 8 (x) = x}, E nin F yi kapsayan

bir alt cismidir. Bu isme H nin sabit cismi denir.

Ispat : F(H) € E oldugu agiktir. Her § € H ig¢in
§ bir F-otoﬁorfizma oldugundan, her a € F icin 8 (a) = a
dir. Buradan F C F(H) bulunur. 8imdi F(H) nin bir cisim

oldugunu gésﬁerelim.
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X,y € F(H) ise her 8 € H i¢in 8 (x) = x ve
§(y) =y oldugundan, 8(x F y) =6(x) Fd(y) =xF y
ve X,y € F(H), y# 0 ise 8 (xy"!) =8 (x)8(y"1)
=8 (x)8 (y)=Y = xy"! oldugundan x ¥ y ve xy~! € F(H)

elde edilir. Su halde F(H) bir cisimdir.

F bir cisim ve Yireeer¥Yy n-bilinmeyen olsun. Her
6 otomorfizmasi tarafindan sabit birakilan F(yl,...,yn)
nin elemanlari (simetrik fonksiyonlar) kilimesini K ile

gbsterelim.

TEOREM'3.1.4. SireeesSy ; Yire-es¥, nin i-nci
elementer simetrik fonksiyonlari olsunlar. Yireees¥,
nin F cismi lizerinde simetrik her fonksiyonu, elementer
simetrik fonksiyonlarin bir rasyonel fonksiyonudur. Ya-
ni K = F(sl,...,sn) dir. Ayrica F(yl,...,yn),

K = F(sl,...,sn) nin n-nci mertebeden bir Galois genig-

lemesi ve Galois grubu s, ve izomorftur.

fspat : [1]. Teorem 3.4.1.

SONUG 3.1.5. Her sonlu grup, bir Galois grubuna

izomorftur.

Ispat : n-nci mertebeden bir sonlu grup, Teorem
115. e gére, sn_nin bir alt grubuna izomorftur. Teorem
3.64 e glre Sp bir F(yl,...,yn)/F(sl,...,sn) genigle-
mesinin Galois grubudur. Teorem 3.1.3. e gdre, alt gru-

bunada bir Galoisﬂgeniglemesi karsilik gelir.
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TEOREM 3.1.6. F bir cisim, ¢ nin sagladigi poli-

nom f£ = ag + ajx + .- + an__lxn"l + x" € F[x] -olmak

lizere 6 nin diskriminanti Dy olsun. 8€ s ¢ift permiitas-

yonsa, (68 € An), vD, 6=

5 (ei - ej) diskriminan-

I
1<i<i<n
t1 (ei ler 8 nin eslenigi), 6 altinda sabit kalair.

§ € s, tek permiitasyonsa, (8 3 An), VD, nin isareti de-

Jigir.

Ispat : 8 € A olsun. Su halde 6, ¢ift sayida 2-1i-
nin (transpozisyon) ¢arpimidir. i < j, (ij) 2-1lisi altln—
da ei-ej garpanlifs(i) - ea(j) = —(ei-Gj) garpanina

dénliglir ve diger carpanlar de§i$mez; Su halde, &8 € An

ise, 5(\’De) = VD. ve 3 & An ise 5(\f5;) = -JD.

8 6

dir.

TEOREM 3.1.7. f € F[x] olsun.

(1) GalF(f) C An olmasi ig¢in gerek ve yeter sart

De € F nin, F deki bir elemanin karesi olmasidir.

(ii) Galg(f) Z A~ ise, f nin F Uzerindeki parga-
lanmis cismi Egr F(VDy) cismini kapsar. F(\/De),

GalF(f) N An nin sabit cismidir.

Ispat : (i) D, € F dir. Clinkd D, simetrik fonksiyon

€
oldugundan, elementer simetrik fonksiyonlarin, dolayisiy-

la ay € F lerin bir résyonel fonksiyonudur.

GalF(f) C An isevénceki teoreme gbre, her

5 € Gal (£) igin a(wfbé)'s \/Dé . Su halde Galois teori-
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6" F de karedir. Tersine De F

de kare olsun. § € GalF(f), fakat & & An olsa Onceki

sinden \/De € F, yvani D

teoreme gdre 5(\/De) = -\/De olurdu. Bu ise \/De €EF

ile geligirdi. O halde Galp(f) C A dir.

(ii) GalF(f) 7z An olsun ve H = GalF(f) N A diye-
lim. Su halde H, GalF(f) nin bir 8z alt grubudur.
(GalF(f):H) = 2 oldugunu gSsterelim. 6,t € GalF(f),
fakat 6 ,© & H alallm.tSu hade 6,7 & An dir. (Sn:An)= 2
oldugundan 8- It € A olur. &,t € Gal,(f) oldujundan,
§-1p € Galy(f) ve 6'Ir,§ H = Galp(f) M A bulunur.
Buradan, GalF(f) = H U ®&H, (8§ € GalF(f)-H) yani
(GalF(f):H) = 2 elde edilir. Galois teorisinin temel
teoreminden, H alt grubunun sabit cismi, F nin 2-nci
dereceden bir genislemesidir ve bu genisleme F(wfﬁg) v1

kapsar. Su halde, H = GalF(f) n An nin sabit cismi,

F(x/'ﬁ’e) dir.

SONUC 3.1.8. 86 nin sagladid:i 3-ncli dereceden asal
polinom f(x) € Flx] ve 8 nin diskriminantai De olsun.

Bu takdirde

I

(1) De, F de bir kare ise GalF(f) = Zg dir.

(ii) D,, F de bir kare degil ise Galf(f)3553 diir.

Ispat :

(i) De, P de bir kare isé, yukaridaki teoremden

GalF(f) C A; ve Gal (f), Sé' {in mertebesi en az 3
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olan bir alt gurubu oldugundan,

0

GalF(f) = A3 Zg

bulunur.
(ii) De, F de bir kare degil ise, GalF(f) Z Ay ve

GalF(f), S3 Gn en az 3 elemanli bir alt grubu oldugun-

dan,

Galy(f) = S,

3.2. Cismin Diskriminanti ile Cisim Arasindaki

tligki

TANIM 3.2.1. f£(x,y) = ax3 + bx2?y + cxy? + dy3 tam-

sayl katsayila ikili kiibik form olsun.

il

1 XX fx
H(x,y) =% d
f f
Xy YY
= (b2 - 3ac)x?2 + (bc-9ad)xy + (c? - 3bd)y? (1)

ifadesine f nin kuadratik kovaryanti,

eix,y)= | * ¥

]

-(27a2d - 9abc + 2b3)x3 + (18ac? - 27abd - 3b2c)x2?y

+(~18b2d + 27acd + 3bc?)xy2+ (27ad2 - 9bed + 2¢3)y?

ifadesine de f nin kiibik 5ovarya¢t1 denir.
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TEOREM 3.2.2. f(x,vy) tamsayl.katsaylll ikili kiibik
form G ve H, f nin kuadratik ve kiibik kovaryantlari £
nin diskriminantida D; olsun. Bu takdirde G2+27fo2=4H3

esitligi wvardair.

tspat : f(x,y) = ax3 + dy3 ikili kiibik formunu
dislinelim. Bu formun diskriminanti D¢ = -27a2d? dir.
H(x,y) = -9adxy ve G(x,y) = 27ad(ax3 - dy3) oldujundan
G? + 27D £2 = (27ad(ax®-dy?))2 + 27(-27a2d?) (-9adxy)

TEOREM 3.2.3. q,n,q,n € Z olmak ilizere,

z3—qz+n (3)

3

i

w qu + n (4)

asal iki kibik polinom (3) {in diskriminanti D, (4) {n

diskriminanti D olsun. Eder

(i) D= k2D , (x € 2) ve

]

(ii) D; kare garpansiz, D D;A2 , D = D;A2 olmak
lizere Dlui-qﬁul + (An F An)/2 = 0 denkleminin en az
bir tane rasyonel k&kii varsa, bu iki kubik polinom ayni

cismi belirtir.

tspat : (3) den (4) e transformasyon fonksiyonu
w = ¢(z) = «az2 + fz + v olsun. Ornek 2.%.2. deki gibi

w nin sagladigi polinom agsagidaki sékilde bulunur.

w = az2 + Bz + 7

wz = ag3 + z2 + vz = Bz2 + (ag + ¥)z+ an
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wz2=az" + Bz3 + vz2 = (aq + v)z2 + (an + fg)z + Bn

buradan,

az? + Bz + y=-w =

Bz2 + (ag + ¥ —w)z + an
(ag + v = w)z? + (an + Bg)z + Bn

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Sifir ha-
ricinde ¢ozimiinlin olabilmesi ig¢in katsayilar matrisinin
determinanti sifir olmalidair.

Determinant hesaplanirsa:

w3 (-37 - 20q)w? + (4aqy + 372 + a2g? -3efn-B2q)w

+ (a¢2fng + 3afny + B2qy -B3n-a3n?2 -3 -2aqy2 ~ya2g2) =20

elde ederiz.

w2 1i terimin katsayisinin sifir olmasi i¢in,

7’=-% ug olmalidir. ¥ nin bu deferi, denklemde yerine

vazilir ve w nin katsayisini -g ye, sabit terimi de -n

ve esgitlersek,
(@2g2 + 9anf + 3f2q) ~3q = 0 (5)

[27n83 + 18q262x + 27grBa? + {27n2 - 293)a3 ]- 27n = 0 (6)
elde ederiz.

H(x,y) = a2g2 + 9anf + 382q ve

G(x,y) = 27n8 3 + 18q2f 2a + 27qna2 + (27n%:- 2q2)a?,

(1) ve (2) den x =8, y = « icin, f(x,y)= x3 - qxy? - ny?

ikilii kibik formunun, kuadratik wve kibik kévaryantlarldlr.
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Teorem 3.2.2. den, 27Df2 = 4H3-G2  ve D = 4g3 - 27n2

gbzdniline alinarak,

DI£(f,2)]2 = D (7)

bulunur. O halde (3) ve (4) ayni cisimdeyse, D ve D bir

kare garpan kadar farkladir.

D, kare garpansiz olmak lizere, D = D;A2, D = D;A2

(A,5 € Z) alirsak, (7) den
£(6,0) = JB/D = £(8,2) T (X/a)= 0 (8)
bulunur. (5), (6) ve (8) den 8 yi yok edéisek, yani

“

~(27n83 + 18g282a + 27qnfa? + (27n2 - 2gq3)«3 --27n)

+ 27n(£(8,¢) * VD/D + 6eq((a2q? + 9ang + 342q) - 33) = 0
Buradan da,
ga3 g3 -54a3n2 - 18aqq + 27n + 27(A/A)n = 0

buluruz. o = Q%L alirsak,

D,ul - qqu; + (AR F An)/2 = 0 (9)
denklenini elde ederiz.
[8((e2q% + 9ang + 382g) - 3q) - 3q(£(B,x) ¥ JB/p1g
- 3an((®2g2 + %ang + 362g) - 3g) = 0 esitliginden,
ﬁ(azAle - 3qa) + 9aan * 3(Z/A)q2 = 0 bulunur. EgJer

B =v/ao, v =v/A, a«=u/Ar alirsak,
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v

-e

Tq2A ¥ 9q
u = 3u,; = 4= 29y = -2qu

3D1u% - gqq

elde ederiz.

Eger u;, (9) un bir katli k&ki ise, 3D1u?-q§ =0
dir. Fakat (9) un iki katli k&kil varsa, 3 ncl k8k ras-

yonel olur. Gercgektende; ul,u{,uf ; (9) un kdkleri ve

2 u m

- 1 + v = ir. -
u, u; olsun. 2u, u, 0 ve uju, y .dlr Bu
radan uf = —, 3D1u§-q§ = 0 oldudundan u? = 39
2 1 3D
1'113.1 1
dir. Yerine koyarsak u; = §92} € Q dur.
nqqg
ORNEK 3.2.4.
wd = =21w + 326 (L1)

Tki kibik polinom olsun. Bu polinomlar, ayni cismi
belirtir. CQlnkid, (10) un diskriminanti D ve (1l1l) in
diskriminanti D olmak iizere, D = -216, D = -216.1162
dir. O halde D = 1162.D,D = D;A2, D = D;42 dersek,
D, = -6; A= 6; A=696 olur. gq= -3, g = -21,
n= -2, n= 326 ve (9) dan

6 .326 F 696 . 2

3 _
-6u; -63u, + 5 =0

denklemini elde ederiz. u; = 6, bu denklemin bir k&kii-
diir. O halde bu iki polinom ayni cismi belirtir. (lU)

dan (11) e transformasyon fonksiyonunu bulalim:

_42—



9(-1.1'11.1]
- aq

_ Fg2aA
3D1u

; —

5 P Y = —2quy
1

ve a = % ;s B = % il Sl % esitliklerinden,

« = 3, v=12, B =2, y= 36, vy = 6 elde ederiz.

O halde, w = ¢(z) = az?2 + fz + v = 322 + 2z + 6 dar.

z3 = -3z-2 olmak {izere w nin sadladidi kiibik polinom
da,
3 2 6—-w
2 -(3 + w) -6 = 0 dan
-(3 + w) -12 4
w3 = -21lw + 326 olarak bulunur.

TANIM 3.2.5. m herhangi bir tamsayinain kiibli olma-
mak lzere, Q(ml*3),(m € Q) cebirsel sayi cismine, plir kii-

bik cisim denir.

TEOREM 3.2.6. Bir kiibik cismin plir olmasi ig¢gin ge-
rek ve yeter gart klibik cismin diskriminantinin k pozi-

tif tamsayi olmak tizere, -3k? bigiminde olmasidir.

tspat : K = Q(8) plr kilbik cisim olsun. 8 nin sag-
ladidi asal monik polinom x3-m = 0 dir. Teorem 2.2.7.
den 8 y1 cebirsel tam olarak alabiliriz. O halde 6 nain
sagladigr polinomundiskriminanti ile cismin diskriminan;-f

ti ayni olacafindan, D, = -27mZ = -3, 9pm2 bulunur.

Simdi de K(9) bir kibik cisim ve onun diskriminan-
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ti, k > 0 olmak lizere, DK = -3k2 olsun. 68 nin sagla-

digil asal ve monik polinom (p,qg tamsayi)

63 + ps + g =0 (12)

olsun. K nin bir Q-tabani olarak {1,6,62} vyi alabili-
riz. Her « € K i¢in (a,b,c € Q), @ = a + bs + c82 dir.
a,b,c leri &6yle bulacagizki «3 € Q olsun.

Dy = —-4p3 - 27q2 = Dy = -3k?2 oldugundan 4p3 + 27g2 = 3k?2

8,8',8" (12) nin k8kleri olmak tizere, kSkler arasinda

Tanim 1.17 den,

e + 6' + 8" =0
82 + 9'2 + §"2 = -2p
8e'o" = -g

egitlikleri saglanir.

]

Za (a + b + co2) + (a + bo' + co'2) + (atbe"+coe"2)

3a + b.0 + c.(=2p) = 3a- 2cp (13)

@2 = (a? - 2bcqg) + (2ab - 2bcp - c2g)8 + (b2+ 2ac - c2p)s?
oldugundan,
Za2 = 3(a? - 2bcqg) - 2p(b?2 + 2ac - c2p) (14)

o nin sajladigi a3 + Me2 + Na + S = 0 kiibik polinomun-
da M = 0 olmasi igin, a+a' + a”" = 0 ve N= 0 olmasi

i¢gin de, aa' + aa™ + a'a" = 0 olmalidir.

a2 + a4+ a"2 = (¢ + ' + a")2-2(ax' + aa™ + a'ae") = 0

olduundan a2 = 0 elde edilir. (12),(13) ve son

egitlikten
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c?p?2 - 9bcg - 3b?p = 0 : (15)

bulunur. Bu denklem b ve ¢ ye gbre kuadratiktir. Diskri-

minantina d dersek,
d = 12p3 + 81g? = 3(4p? + 27g?) = 9k?2
dir. B&ylece (15) in k8kleri rasyoneldir.

T
£ - 3(32 k) ye (13) tn kullanilmasiyla,

S
a:.Bj_i:-_k.b’ c=3(32pz k)b (16)

H

A= a?-2bcqg; B = 2ab=-2bcp-c2q; C = b2 + 2ac-c?p

olmak {izere, 2 = A + Bp + C62 dair.

a3 = (aA-bgC - cgB) + (aB+ bA - bpC - cpB~- cqC) ¢

+ (ac + bB + cA-cpC)82 .

Ta = Q0 ve Zal=9Q oldugundan,

aB + bA -~ bpc-cpB~-cqC = 0 ,

ac t bB t+ cA-cpC =0
buradanda @3 = aA-bgC-cgB bulunur. (16) ve A,B,C nin
degerlerinin @3 de yerine konmasivyla,

_ 6{(3g * k)2k3p3
8pb6

a3

€Q

elde edilir.

Aksine olarak, w,w? birin 3 ncl primitif koki

olmak lizere;

8 = a6l’/3 (3g + k)23 + b62/3 (3q + k)13

6' =aw6l’3 (3q + k)23 + bw262/3 (3q + k)13
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6" = aw26¥/3 (3q + k)23 + bu62/3 (3q + k)13

alirsak, Z6 = 0, 202 = 36ab(3g + k) ve

80'e™ = 6((3g + k)2a3 + 36(3q + k)b3) dir. Ze2 = -2p

pe'e" = -g olmasi iginde, a = b - -1
€ 6

N
3(3g + k) '

olmalidir.

3.3. Kiibik Cisimlerde Indisler

K € Q(6) n-nci dereceden bir sayi cismi ve M, 6 ce-

birsel tam elemaniyla retilmig Z modil, OK da tamlik

!

halkasi olsun. {w; = l,...,wn} ’ OK nin; {l,e,...,en—

M nin tabani olmak {izere;

n

i = e o
8 ;ii laijmi (0 3 n-1, aij € Z)

olsun. Birinci tabandan ikinci tabana geg¢is matrisine

A= (aij) diyelim. {w{ = l,...,m;} » Op nin;
{l,e',...,e‘n_l} de M nin baska bir tabani olsunlar.
e'j = g a, .o (a.. € 2)
= el '
j=1 134 ij
gegig matrisinede A; = (aij) diyelim.
n . . n-1 i
w, = X C,. , B = X d,.8° , (c..,d € 7).
J i=1 1] 1 i=Q 1] 1] .113
ve C = (cij)’ D= (dij) dersek, A; = CAD dir.

C = D! oldugu géz &niine alinarak
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| detA;l = | detD"!||detAlldetD| = |detA| bulunur.

TEOREM 3.3.1. [K:0] =n ve M,OK da kapsanan bir

Z-modiil olsun. (OK:M) indeksi; O, nin herhangi bir

X

tabanindan, M nin bir tabanina ge¢is matrisinin deter-

minantinin mutlak deferine egittir.

tspat : {wyseeeyo by Op nin bir tabani olsun.

Teorem 1.16 dan

Ky T cpiwy * Crpuy +orer gy 0

In'n
= Coolds + s+ + C.
#2 2292 2n%n !
K= c
n nn n

c,. €2, c,.>0,1<i<n olacak gekilde, M nin

bir {4,,...,¢_} tabani vardir. |detA | , taban seci-
1 n |
minden bagimsiz ve |detA]| = c11Cp2...c  dir.
Foeee + < L, 1<i<
X1 X 0. s (O\Xi<crﬂ 1<i<n) (1)

elemanlarinin, M nin O, igindeki koset temsilcilerinin

K

bir tam kiimesini tegkil ettiklerini g&sterelim.

@ = ajw; + - + a W, s (ai € 27) Oy nin keyfi bir

elemani olsun. a; 1 c;; ile b&lerek, a; = c;;9; * Xy,

(0 € x; < c;;) diyelim. O zaman

= 4! !
@ -qiit] —Xjwp T a,wy t ... + a,e,

1 " s o v
dir. a, yli cp, ile bSlerek, ap; = cy,q; * X,
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(0 < x0 < ¢p2) diyelim.

" n
(44 _ql}ll —qzﬂz-xlwl —'szz = a3m3 + s + anwn .

dir. Ayni diislinceyle devam ederek sonunda,

o0 - - s 8 - Enad -_— e & & = =
di# CEC ST X 0, 0,

(qi,xi € Z, 0< Xy < cii) elde ederiz. q1u1+---'+-qn#n,

M ye ait oldudundan, a ve Xjw; + --- + X 0n M nin ay-

ni1 kosetindedir. O halde, M nin O, i¢indeki her koseti

K
(1) bigiminde bir g&sterime sahiptir. (1) big¢imindeki
degigik elemanlar, M nin OK i¢cindeki farkla koseélerin—
dedir. Aksini kabul edelim. Farzedelim ki (1) big¢iminde-
ki Xpep + coc + x o ve X{uy + ccc + xw  gibi iki
farkli elemanin farki, M de olsun. x # x' 1ic¢in en kiiglk
indeksi s ile g&sterelim. Bu takdirde

1 1
- X + ...+ - x =Db + -+ +b u
(x5 = X5 )ug (x, = xp)oy 141 n“n

elde ederiz. Byreeosbhy yerine, wy cinsinden degerleri

yazilarak katsayilar egsitlenirse; b; = 0""’bs—l = 0
. _ 1 e 4e aes  es
ve cssbs = Xg Xy oldugu g¢gdriilir. Fakat
' - . - )
0 < |xs xsl < Cyg oldugundan cssbs = X X olmasi

imkansizdir.

Bdylece (1) bigimindeki elemanlar, M nin OK ig¢inde-

ki koset temsilcilerinin bir tam sistemini tegkil eder-

ler. O halde

ldetA! = C11C22.-.C = (OK:M)

nn

dir.
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TANIM 3.3.2. (OK:M) = ldetAl'ne, 6 nin OK i¢inde~-

ki indeksi denir ve Ind(8) ile g¥sterilir.

SONUC 3.3.3. aps@gres-sdy Q lizerinde lineer ba-
gimsi1iz cebirsel elemanlar, M, a; lerle {iretilmis Z-modiil

ve (OK:M) =m ise,

= 2
DK/Q(al,o..’an) mDK

dir.

Ispat : [4]. Sonug 2.6.

TEOREM 3.3.4. Q(6) kiibik cisminin tamlarinin in-
disleri homojen ikili kiibik formla ifade edilen tamsa-

yidirlar.

Ispat : {w; = l,w,,w3} bir tamlik tabani ve «,Q(86)

nin herhangi bir cebirsel tam elemani olsun.

R
i

r.w; * swy; t tuw; (r,s,t € Z2) vyazabiliriz.

@ = a-r = su, + twg dir.
- Cuwy + dwz + Cuwj

W - iml + jwz + kw3

WD NN

wows = fw; + gw, + hwy ise, bu deferleri @ de yerine

koyarsak
a2 = (cs?+2fst+it?)w; + (ds?+2gst+ jt2)wy + (es? + 2hst+kt?)w;
elde ederiz, Sonug 3.3.3. den,
= 2 '
D, = (Ind(a))?Dy (2)
dir. @ ile @ nin indeksi ayni oldudundan
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D& = _Ll’& ’&"ZI
v D Il’mzl,wg l

K

tnd(e) = tnd(a) =

Determinant Ozelliklerinden;

s t
Ind{a) =
ds? + 2gst + jt2 es? + 2hst + kt?
= es3 + (2h-d)s?2t + (k- 2g)st? - jt3 (3)

elde ederiz. Bu forma, Q(0) cisminin indis formu denir.

TANIM 3.3.5. a; € 7 olmak lizere,

f(x) = x" + alxn Ly oox ay polinomunda, eder bir p
asal tamsayisi igin p]an_l,...,p]ao ve p?/fa, sartla-

r1 saglaniyorsa bu polinoma p-Eisenstein polinom denir.

TEOREM 3.3.6. ¢, p~Eisenstein polinomun k&kli olmak

izere K = Q(8) olsun. Bu takdirde pA Ind(s) dar.

Ispat : 8 nin sagladidi minimal p-Eisenstein poli-

— n

nom f£(x) = x + a xn-l

n-1 + - + ag , (ai € 7Z) olsun.
Bu takdirde pIan_.l , p[an_l,...,p[ao ve p?fap dir.

n-1
n—-1

o™t 4 Ly ag). Bu ise p|e" demektir.

n

g + a + ¢+ + ayg = 0 oldugundan,

n-——
o = (an-l

0 halde en/p cebirsel tamdir. Ayrica N () = (-l)n_lao

K/Q

ve p?2 ¥a; oldugundan p2AN (6) dir.

K/Q

Simdi kabul edelimki p|Ind(8) olsun. Bu takdirde
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OK da; bi € Z olmak {zere bi lerin hepsi birden p ile

bslinmezken = (by + byo + +++ + b__ 18" ")p bigimin-

de bir cebirsel tam eleman bulabiliriz.

P|b1:~--'plbj_1' p)’bj. p,l/bj_+l yani p)’bj igin

minimal indis j olsun. Bu takdirde

! —3 j s e o n—l —l
L (bje + + bn_le )p
b b b. .
= C.-(_._Q. + ._]; 8 + e + .._.J——l. ej_l)
p P P

de cebirsel tamdir.

- b.en—lp_l
J
= peB7I7L _ gn + 4 ...+p ™Iy
©e 0 (bj+l bj+2e b_8 ) p
de cebirsel tamdir. Bdylece
= = l =
pnNK/Q(v) Ny jo (1) = Ny 0 (b g™y b K/Q(e)
ve
2
1% *NK/Q(G)

oldudu gdzdniline alinarak p]bj bulunur. Halbuki p/}’bj

idi. O halde p,ind(e) dir.

TEOREM 3.3.7. a,b aralarainda asal, kare carpansiz
pozitif tamsayilar ve m = ab? olmak lizere K = Q(ml/3)

plir kiibik cisminin

(i) m # 1,8 (mod9) ise;'DK‘= ~-33(ab)? ve bir tamlik
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tabani {1,m!’3, (m2/3)b-l} alinabilir.

(ii) m = 1(mod9) ise; D, = -3(ab)?2 ve bir tamlik

K
tabani {ml/3 , (m2/3 )b~1, (1 + m!/3 + m2/3)/3} alinabi-

lir.

= -3(ab)? ve bir tamlik

8 (mod9) ise; DK

tabani {m!/3 , (m2/3)b~1, (1-m!’3 + m2/3)/3} alinabi-

(iii) m

lir.

tspat : 6 = m!’3 diyelim. 6 nin sadladidi polinom
f(x) = x3-m dir. Ornek 2.3.11. den 6 nin diskriminan-
ti1 D, = -33m2 dir. x3-m, a nin her p asal bdleni igin

8

p-Eisenstein polinom oldudundan Teorem 3.3.6. dan her

p]a asal tamsayisi igin, p)/Ind(e) dir. (2)‘den

Dy = (Ind(e))zDK dir. Bu esitlik gdzdéniine alinirsa;
3ja ise, 33a?|D, ve 3 j)a ise, a?|D, dar.

g, = %; diyelim. 6; de cebirsel tam ve sagladigi
polinom x3-a?b = 0 dir. Bu polinom b nin her p asal
bdleni ig¢in p~Eisenstein polinomdur. Del = -33(a?b)?

dir. 6 ig¢in yaptidimizi, 6; igin tekrarlarsak:

3|b ise, 3%p2|D, ve 34D ise, b2|D, dir. O halde

D, = -3¥(ab)? bigimindedir. 3|m ise, N = 3, 3fm ise,
N =1 olabilir.

(i) m # 1,8(mod9) olsun. m?® F m(mod9) dur.
(x + m)3-m=x3 + 3mx? + 3m2x + m®-m polinomu
3-Eisenstein polinomdur. 6 -m; bu polinomun kokidir.

3 1tnd(6 ~m) = Ind(e) olduéundan,~33[DK bulunur. Boy-
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lece DK = =33 (ab)? dir.

(ii) m = 1(mod8) olsun. ¢ = (1L + 6+02)/3 diyelim.
r nin sayladigi polinom ¢3 = a,z? + a;z + a; olsun.
-a, = =y + ! 4 om ir. = 2y =
a IzK/Q(c) z z z dir IzK/Q(e) IzK/Q(e ) =0

oldugundan IzK/Q(c) = 1 dir. O halde a, = -1 dir.

— —_ = [ i} *
ag NK/Q(c) zg'e dir.

- L
Ngsole) = 37 Ng ol + 6 + 0%)
=:_L.NK/Q(63-1) L NK/Q(m - 1)
27 Ny (6 - 1) g7 Ny o8 - D

-1 in sadladigi minimal polinom x3+ 3x2+3x+1-m=0

- = = S =_l_ - 2
ve NK/Q(e 1) m-1 oldugundan NK/Q(;) 57 {m- 1)
dir. Buradan a, =-§% (m-1)2 Dbulunur.
a; =gz’ t g + " = E;ééﬂ = - E;%i dir. O halde
¢z nin sagladigi polinom,
3_,2_dm=-1) _ (m-1)2 _
A4 3¢ 33 0

dir. 9[m—l oldudundan r nin biitdn katsayilari tamsayi-

dirlar. O halde ¢ cebirsel tamdir.

1 06 + 982

(1,8,82] C [1,8, 3 1€ og
~ 1+6 + 92
ve (OK:[l,e,eZ]) = Ind(9), (OK:[l,e,—;;——j;———*]) =3
. 2 :'.:
oldugundan Ind(e) = ([ 1,9, 1+ e3+ 8 ]:[1,8,0821).3

_53_



0 halde 3|tnd(e) dir. D, = (inde)2D, dan da,

Dy = -3(ab)?2 bulunur.

l1-6 + 82
3

i

(iii) m = 8(mod9%) olsun. ¢ alarak

ve (ii) deki gibi diglinerek istenen sonu¢ bulunur.

ORNEK 3.3.8. Teorem 3.3.7. de (i) ve (ii) durumun-—

daki indeksleri hesaplayalim.

(1) m ¥ 1,8(mod9) olsun. Bu durumda tamlik tabani,
w; = 1, wp = (azb)l 3 ’ w3 = (ab2)13 dir.
a € K= Q8) alalim. « = rw; + swp, + twz, (r,s,t € Z)

dir.

w5 = a(ab2)1/3 = c+d(a2b)l/3 + e(ab2)1/3
oldudundan, ¢ =d =0, e = a dir.

w3 = b(a2b)1/3 = i + j(aZb)l/3 + k(ab2)1’3
oldugundan, i f k=0, 3 =b dir.

wow3z = ab = £ + g(a2b)!’3 + h(ab2)1’3
olduundan, g =h =0, £ = ab dir.
Bu degerler (3) de yerine konursa,

tnd(e) = as? - bt3

bulunur.

]

(ii) m = 1(mod9) olsun. Bu durumda w; = (ab2)1/3,

w, = (a2b)13, 3 = (1L + (ab2)1/3 + b(a?b)!/3)/3 bir
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tamlik tabanidir.

1+ (ab?)1'3 + p(a2p)l’3
3

[ (ab2)113 ) (azb)llg ’

=[1, (a2p)l/3,

1+ (ab?2)13 + (a?b)!’?
3

oldugundan,

+ 2y17/3 4+ 2 173
wy =1, wy = (a2b) 3, w4 = 1 (ab?) 8 (a“b)
alabiliriz.

wy = a(ab?)/3 = c+d(a?b)l/3 +e(l+ (ab?)!’3 + (a2p)1/3)/3

dan, ¢ = -a, d = -a, e = 3a bulunur.®

m_(1+nm+(z+mmwﬂw+(z+mm%ﬂ”
3 9

1 + (ab2)l/3 + ’(azb)113 |

=i+j(a2b)1’3 + k ( 3

+ = - =
dan, k = £ = , J = b 9a , 1= 2ab-a-1 bulunur.

- ab + (azb) 173 4+ a(abz)lla

Wwpl3

3
+ 2173} (a2n1) 173
dan h=a, g=l;a, f___ab3—a bulunur. 2h -4 = 3a

ve k=-2g = a dir. Bu dederler (3) de yerine konursa,

tnd(a) = 3as3 + 3as?2t + ast2 + [ (a-Db)/91t3 dir.
Diizenleyerek

9.ind(¢) = a(3s + t)3 - bt3 elde ederiz.

ab? = F1(mod9) olsun. 3/b dir. b = 1(mod3) ?eya

i

b 2(mod3), b = 1(mod3) olsun. b2 = 1(mod9) ve

1 = ab?2 = a{mod9). Buradanda a2 = b2 (mod9) dir.
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b = 2(mod3) olsun. b2 = 4(mod9) ve 1= ab2 = 4a(mod9)
0 halde 7 = a(mod9), 4 = a? (mod9) dir. Buradanda

a2 = b2(mod9) dir. a = b = 1(mod3) oldufundan 9| {a-b)

TEOREM 3.3.9. Yeteri kadar biliylik bir N pozitif
tamsayisi verildiginde, her taminin indeksi N den daha
biiyiik olan bir Q((ab2)!#%) piir kiibik cismi bulmak miim-

kiindiir.

tspat : fndeks form ya ax3 -by? yada (ax3 -by3)/9
big¢iminde oldugundan, I = Ind(e) = ax3 -Dby3 formu sayi-
sal olarak, 9N e esit veya ondan daha kiliclik bif;tamsa—
viyla temsil edilmeyecek sekilde, aralarinda asal ve
kare carpansiz a,b dederlerinin bulunmasi ispat igin

veterlidiri

a = 2(mod7), b = 0(mod7) ise, I = 2x3= 0,72 (mod7)
dir. BOylece I # ¥1 dir.
a = 1(modl3), b = 0(modl3) ise, I=x3=0,¥1,%5(modl3)

oldudundan I # ¥2 dir.

i

I # %5 olmasi igin, a = 1(modl9), b = 0(modl9) aldi-
gimizda I = 0,¥1,¥7,¥8(mod9) bulunur. En kiicik mimkiin

deGer olan ¥5 i de hari¢ tuttu§umuzdan I # ¥3,¥4 diir.

I = Fn yi harig¢ tutmak ig¢in, Onceden kullanilmayan

ve n yi b8lmeyen bir p = 3k + 1 asalini alalim.

a = r(modp), b = 0(modp) olsun. Burada r yi dyle

almaliyiz ki, rx3®, (modp) ye gbre ¥n ye denk olmamalidir.
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Bu takdirde I = ax3-by3 = ¥n olacak sekilde bir x

bulamayacagimizdan I # ¥n olacaktir.

Bu kongriianslar; ¢in kalan teoreminden a ve b ¢&-
zUmlerine sahiptir. Modll olarak kullanilan asallarin
carpimini b = PiP2--:P, olarak alalim. Kabul edilen
sartlari saglayan bir asal olarak da a yi alabiliriz.
a iizerindeki sinirlama; (b,r) = 1 olmak {lizere (bn + r)

aritmetik dizisindedir.

ORNEK 3.3.10. Bir tam elemaninin indeksi 31 den da-

ha bliylik olan kibik cismi bulalim. a = 31, b = 7.13=091

I

igin, ab? # 1,8(mod9) oldugundan I = Ind(x) = 31x3-91y?3
diir. I, sayisal olarak 31 den daha kiigik herhangi bir

tamsaylyl gOstermediginden:

lit

31x3 - 31y3 0,¥3(mod?7) = 0,¥1,%¥5(modl3)

i

0,#1,%2,¥4,¥8,¥16(mod31)

I
o

dir. x =1, y i¢gin Ind(¢) = 31 bulunur.

@3 -87451 = 0 dir. O halde Q(87451!*3") piir kiibik

cismindeki minimum indeks 31 dir.
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