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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

KUCUK KATLILIKLI ARF SAYISAL YARIGRUPLARIN OZEL
BOSLUKLARI

Burak Yasin YALCIN

Batman Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Meral SUER
2019, 49 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Meral SUER
Prof. Dr. Sedat ILHAN
Dr. Ogr. Uyesi Veyis TURUT

Bu caligmada, sayisal yarigruplar ve Arf sayisal yarigruplari hakkinda temel bilgilere yer
verilmistir. Kiigiik katlilikli Arf sayisal yarigruplart lizerine caligilmistir. Verilen kiigiik katlhilikli Arf
sayisal yarigruplarinin 6zel bosluklart bulunarak, bu bosluklar bu sayisal yarigrubumuzun ieretegleri
cinsinden ifade edilmistir. Verilen kiigiik katlilikli Arf sayisal yarigrubu kapsayan tiim Arf sayisal
yarigruplari bulundu ve elde edilen Arf sayisal yarigruplarin hangi formda oldugu belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Arfsayisal yarigrup, Ozel basluklar, Pseudo-Frobenius kiimesi, Sayisal
yarigrup



ABSTRACT

MS THESIS

THE SPECIAL GAPS OF ARF NUMERICAL SEMIGROUPS WITH SMALL
MULTIPLICITY

Burak Yasin YALCIN

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
BATMAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
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Assist. Prof. Dr. Meral SUER
2019, 49 Pages

Jury
Assist. Prof. Dr. Meral SUER
Prof. Dr. Sedat ILHAN
Assist. Prof. Dr. Veyis TURUT

In this study, main preliminiaries about numerical semigroups and Arf numerical semigroups
were given and Arf numerical semigroups with small multiplicity were investigated. To find the special
gaps of Arf numerical semigroups with small multiplicity, we have expressed these gaps in terms of the
generators of this numerical semigroups. All Arf numerical semigroups containing a given Arf numerical
semigroup with small multiplicity are found and the form of obtained Arf numerical semigroups are
determined.

Keywords: Arf numerical semigroup, Numerical semigroups, Psuedo-Frobenius set, Special
gaps.
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N Negatif olmayan tam sayilar
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7 Tam sayilar kiimesi
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1. GIRIS

Sayisal yarigruplar, cebirde tekrar 6nem kazanmis ve 6zellikle cebirsel geometri
de uygulama alan1 bulmus bir konudur. Sayisal yarigruplar1 tanimlaya calisirsak; sifiri
kapsayan ve negatif olmayan tamsayilarin, tiimleyeni sonlu olan toplamsal kapali bir alt
kiimesidir. Sayisal yarigruplar degismeli monoidlerdir ve bu sebeple sayisal monoidler
olarak da adlandirilirlar.

Sayisal yarigruplarin kavraminin tarihsel gelisimine bakacak olursak ilk olarak
19. Yizyilda Ferdinand Frobenius ve James Joseph Sylvester tarafindan ele alinmustir.
Tarihte “Frobenius bozuk para problemi” ve ayn1 zamanda, “Frobenius’un lineer diofant
denklemi” olarak da adlandirilan bu problem ilk olarak “ortak bir bolene sahip olmayan
bozuk paralar1 kullanilarak elde edilemeyen en biiyiik para miktari nedir?” sorusuyla
ifade edilmistir. Yani, temel olarak “a ve b negatif olmayan tamsayilar, p ile q sayilar

1 den biiyiik ve aralarinda asal olmak tizere; ap +bqg lineer kombinasyonu olarak ifade
edilemeyen en biiyiik tam say1 nedir?” sorusu tarihte Frobenius problemi olarak bilinir.
p ve g gibi iki adet say1 i¢in bu problemin ¢6ziimii; pq— p—q olarak belirlidir. Bu
sayt F(S) ile temsil edilmistir(Rosales ve Branco, 2011). Bu sekilde iki say1 igin [0,

F(S)] araligindaki sayilardan p ve @ sayilarinin lincer kombinasyonu olarak

F(S)+1
2

yazilabilen ve yazilamayan sayilarin esit sayida ve tam olarak adet oldugu

belirtilmis ve bununla ile ilgili teoremin ispati yine Sylvester (1884) tarafindan
yapilmistir.

Sayisal yarigruplar ¢alismasi, pozitif tamsayr katsayili homojen olmayan lineer
denklemin negatif olmayan ¢6ziimlerine denktir. Boylece sayisal yarigruplar literatiirde
genis Olcliide ele alinmis klasik bir problemdir. Bu klasik ¢izginin ardindan iki
degismez, sayisal yarigruplarda onemli rol oynar. Bunlar Frobenius sayisi ve cinstir.
Ayrica, birgok eserde bir boyutlu analitik indirgenemez yerel halkalarin degerler
yarigruplarinin ele alindigini gorebiliriz. Bu anlamda 6nemli rol oynayan sayisal
yarigruplarin bazi degismezleri ortaya ¢ikar: katlilik, gomme boyutu, cinsi, tipi, ileticisi,
Apery kiimesi, pseudo-Frobenius sayisi v.b.

Glinlimiiz matematikgileri Arf sayisal yarigruplarinin 6zellikleri, onlarin genel

denklemi ile ilgilenmektedirler.



Bu calismamizda, sayisal yarigruplar ile ilgili olan ¢alismalar hakkinda bilgi
verecegiz.

Tezin 2. Bolimiinde yarigrup ve sayisal yarigrubun literatiir 6zetini yapip bu
konu hakkinda sonraki béliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremler hakkinda 6n
bilgiler verilmistir.

Tezin 3. Bolumiinde Arf sayisal yarigruptan ve ozellikle kiigiik kathilikli
(katlilig1 6 ya kadar olan) Arf sayisal yarigruplar hakkinda bilgiler verilmistir.

Tezin 4. Bolimiinde kiiciik kathilikli  Arf sayisal yarigruplarin = 6zel
bosluklarindan bahsedip bu 6zel bosluklarinin kiimesindeki hangi elemanlarin bir
onceki kiime ile birlesim islemi uygulandiginda yeni bir Arf sayisal yarigrup elde

edildigi ve sonucunda hangi formda bir Arf sayisal yarigrubu olacagi agiklanmustir.



2. TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde ilk olarak, ¢alismamiz igin gerekli temel tanim ve teoremlerden bahsedip

sayisal yarigruplarla ilgili temel 6zellikler hakkinda bilgiler verecegiz.

Tamim 2.1. A bostan farkli bir kiime olsun. Ax A dan A ya taniml bir
*I AxA—> A
(X, y) = x*y

fonksiyonuna, A iginde bir ikili islem denir.

Ornek 2.2. En ¢ok bilinen ikili islem 6rnekleri tamsayilarin toplama ve carpma

islemidir.

Tanim 2.3. A bostan farkli bir kiime ve *, Afizerinde bir ikili islem olsun. Eger her

X,¥,Z€ A igin (X*Yy)*z=xx*(y=*2) ise, * isleminin birlesme 6zelligi vardir denir.
Tanim 2.4. A bostan farkli bir kiime ve *, Afizerinde bir ikili islem olsun. Eger her
X e Ai¢in X*a=a*X=X olacak sekilde bir ac A var ise a eleman1 * isleminin

birim elemani denir.

Tammm 2.5. Abos olmayan bir kiime olsun. Bu kiimede birlesme 6zelligine sahip bir

ikili islem tanimlanmis olan tek islemli cebirsel yapilara yarigrup denir.

Tanim 2.6. <A,*> bir yarigrup olsun. K < A olmak tizere her X,yeK i¢in

x#*y e Koluyorsa K ya A nin bir alt yarigrubu denir.

Ornek 2.7. (N, +) cebirsel yapist, (Z,+) yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Tamim 2.8. Abir yarigrup olsun. Bu kiimede birim eleman varsa bu kiimeye monoid

denir. Bu tezde birim elemani 0 ile gosterecegiz.



Tammm 2.9. Bostan farkli bir H kiimesi alalim. H < Aolacak sekilde A monoidi
alalim. Eger 0 H ve her a,beH i¢in a+beH olurise H kiimesine A kiimesinin

alt monoidi denir.

Tanmm 2.10. S, N kiimesinin her a,be S i¢in a+beS ve 0eS olacak sekilde bir

alt kiime olsun. Eger N\S kiimesi sonlu ise S ye sayisal yarigrup denir(Rosales ve
Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 2.11. S ={0,4,6,810,11,12,14, -} kiimesi bir say1sal yarigruptur.
S  kiimesinin toplama islemine gore kapali oldugu 0eS ve

N\S ={1,2,3,5,7,9,13} sonlu kiime olup tanimdan sayisal yarigrup oldugu gdriiliir.

Tanmm 2.12. Tanim 2.10. de bahsettigimiz N\S kiimesine sayisal yarigrubunun

bosluklar: denir ve H(S) ile gosterilir. Bu kiimenin eleman sayisina da S nin cinsi

denir ve g(S) ile gosterilir.

Ornek 2.13. Ormek 2.11. deki sayisal yarigrubu ele alacak olursak
H(S):{1,2,3,5,7,9,l3} olur. Bu S sayisal yarigrubunun H(S) kiimenin digindaki

tiim sayilar, bu kiimenin elemanlarmin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Ornegin;

27=111+4.4=1.15+3.4=... gibi.

Tamim 2.14. A bir yarigrup ve K onun bostan farkli bir altkiime olsun. A nin K y1

kapsayan en kiiciik alt yarigrubuna K nin irettigi yarigrup denir. Bu durumda K

kiimesine de A mnin {retecler kiimesi denir ve A:<K> yazilir. Ozel olarak
K ={nl,n2,...,np}gA alinirsa A=<n1,n2,...,np> yazilir. Eger A=<n1,n2,...,np> olacak

sekilde A nin K ={nl,n2,...,np} kiimesinden kiiciik bir kiime bulunamiyorsa

K={n.n,,...n,} kiimesine A nin minimal iirete¢ sistemi denir(Rosales ve Garcia-

p

Sanchez, 1999).



Tamm 2.15. S bir yarigrup ve B<S olsun. Her seS elemami B={kk,,...k,}
kiimesinin elemanlarinin  lineer kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa, Yyani
s=tk +tk, +..+t K, (ti eN, ie{0,1,2,...,n}), B kiimesine S nin iiretecler kiimesi
denir ve S =(B) yazilir. Eger S sayisal yarigrubu, B kiimesinin herhangi bir ozalt

kiimesi ile iiretilemiyorsa B Yye minimal tirete¢ sistemi denir. Minimal iireteg sisteminin

eleman sayisina da S sayisal yarigrununun gémme boyutu denir ve e(S) ile

gosterilir(Rosales ve ark., 2011).

Ornek 2.16. S={0,5,7,9,10,12,14,—} sayisal yarigrubunun minimal iirete¢ sistemi

B= {5,7,9} ve e(S)=3 tur. Yani S = <5,7,9> olarak yazilir.

Tamm 2.17. S bir sayisal yarigrup olsun. S sayisal yarigrubunu olusturan iireteglerin

en kiigiik elemanina S nin katlilig: denir ve m(S) ile gosterilir.

Ornek 2.18. $=(5,7,8,9)={0,5,7,8,9,10,12, >} sayisal yarigrubu verilsin. O zaman

S nin katliligit m(S) =5 olur.

Tanmm 2.19. S sayisal yarigrup olmak iizere m(S)=e(S) oluyorsa, S sayisal

yarigruba (maksimal gémme boyutlu) MGB-yarigrup denir(Rosales, 1996).

Yardimer Teorem 2.20. K bostan farkli sonlu bir kime ve K <N olsun. O halde
asagidaki ifadeler denktir:

i. S= <K> bir sayisal yarigruptur.

ii.  obeb(K)=1 dir ( Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ispat: i. = ii. <K> sayisal bir yarigrup ve obeb(K)=d olsun eger ke<K> ise d|k
elde edilir. N \<K> sonlu oldugundan <K> sayisal yarigrubunda dyle bir X elemani
vardirki; d |x ve d|x+1 olur. Buda d =1 olmasin1 gerektirir.
ii. = 1. obeb(K)=1 olsun. O zaman zk, +...+z,k, =1 olacak sekilde z,,2,,...,Z, ve

kj, Ky, ...k, € K bulunabilir. Bu esitligi z,a, +...+z, &, =1-z,a,, —...—2,a; seklinde



diizenlersek s e <K> i¢in, S+1e < K> bulunabilir demektir. Eger n>(s—1)s+(s—1) ise
ne <K> olur. Ustelik n=gs+r, 0<r<s olacak sekildle g ve r tamsayilar
bulunabilir. n>(s—-1)s+(s—1) esitliginden r<s-1<q elde edilir. Buradan
n=(rs+r)+(q-r)s=r(s+1)+(q—r)se(K) bulunur. Yani (K) bir sayisal

yarigruptur.

Tamm 2.20. S sayisal yarigrup olsun. Bu yarigrubun iireteglerinin B ={b,,b,,...,b}

lineer kombinasyonu seklinde yazilamayan en biiyiik tamsayiya sayisal yarigrubunun

Frobenius Sayisi denir ve F(S) ile gosterilir. Frobenius sayisi, S sayisal yarigrubunun

bosluklarinin kiimesinin en biiyiik elemanina esittir(ilhan, 2010).

Ornek 2.21. S = <5,12,13,14> = {0,5,10,12,13,14,15,17,18,19,20,22,—)} yarigrubu i¢in

H(S)={12,3,4,6,7,8,9,1116, 21} olup F(S)=21 elde edilir.

Tamim 2.22. S sayisal yarigrup olsun. Bu sayisal yarigrup icin Xx+neS ve neN

olacak sekilde en kiigiik X tamsayisina, S nin ileticisi denir ve 1(S) ile gosterilir. Ayni

zamanda I(S) = F(S)+1 olur.
Ornek 2.23. Ornek 2.21 deki sayisal yarigrubu ele alirsak 1(S) =22 olur.

Tamm 2.24. S bir sayisal yarigrup olsun ve x¢S olacak sekilde bir X tamsayisi

alalim. Bu durumda s €S \{O} ve x+seS oluyorsa X tam sayisina S nin bir pseudo-

Frobenius sayist denir. S nin tiim pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi PF(S) ile
gosterilir. PF(S) nin eleman sayisina S nin tipi denir ve t(S) ile gosterilir. Pseudo-

Frobenius sayilarinin kiimesinin en biiyiikk eleman1 bu sayisal yarigrubunun Frobenius

sayisina esittir.

Ornek 225 S= <7,8,10,12,13,19> = {0,7,8,10,12, —>} sayisal yarigrubu igin,
H(S)={12,3,4,56,9,11} ¢S seklindedir. Bu durumda;
Xx=1¢S vel0eS iken 1+10=11¢S olup 1¢ PF(S) ¢ikar.



x=2¢Sve7eS iken 2+7=9¢S olup 2¢ PF(S) ¢ikar.
x=3¢Sve8eS iken 3+8=11¢S olup 3¢ PF(S) ¢ikar.
X=4¢Sve7eS iken 4+7=11¢S olup 4 ¢ PF(S) ¢ikar.
Ayrica; seS, x>5ve xe H(S) olmak tizere x+s>F(S) olup x+seS bulunur ve
boylece PF(S):{5,6,9,11} yazilir. Bu durumda, S nin tipi t(S)=4 olur. Ayrica

F(S) =11 olup PF(S) kiimesinin en biiyiikk elemanidir.

Tanmmm 2.26. S bir sayisal yarigrup olsun. Bu S sayisal yarigrubu iizerinde <
bagmtisini, a,beS igin, a<, b<b—-ae$S seklinde tanimlarsak bu bagintiya kismi

swralama bagintisi denir.

Teorem 2.27. obeb(a,b) =1 olan a ve b pozitif tam sayilar verilsin. O zaman
e F((ab))=ab-a-bh,

e g((ab))= w ( Sylvester, 1884).

Ornek 2.28. S=(3,7)={0,36,7,9,10,12, >} sayisal yarigrubunu alalim. Burada

3.7-3-T+1

a=3 ve b=7olmak ilizere, F(S)=3-7-3-7=11 ve g(S) = 6 olur.

Tamm 2.29. S bir sayisal yarigrup ve n, Ssayisal yarigrubunun sifirdan farkl bir

elemani olmak {izere, S nin n ye gore Apery kiimesi
Ap(S,n)={seS:s—ng¢S}

seklinde tanimlanir(Rosales ve Branco, 2011).

Yardimci Teorem 2.30. S bir sayisal yarigrup ve n, Ssayisal yarigrubunun sifirdan

farkli bir eleman1 olsun. @(i), S sayisal yarigrubunun modn ye gore i ye denk olan
en kiiciik elemanini gostermek lizere,
Ap(S,n)={seS:s—neS}={w(0) =0,a),o(2),...o(n-1)} seklindedir(Rosales ve
Branco, 2011).



Ispat: ie{12,..,n-1} alalim. O halde her i€{12,..,n-1} i¢in i+kneS olacak

sekilde keN bulunur. Bu sekilde yazilan en kiigik sayiya (i) dersek,

w(i) € Ap(S,n) elde edilir. Buradan {w(0) =0, ®(1),»(2),...,o(n—1)} = Ap(S,n) olur.
Simdi bir X € Ap(S,n) alalim. O halde Apery kiimesinin tanimina gére X—ng$S dir.
Yani x , S sayisal yarigrubunun bu 6zellikteki en kiiciik elemanidir. Ayrica modn ye

gore {1,2,...,n—1} kiimesinin  elemanlarindan  birine  denk  olacagindan

X e {a)(O) =0,0(), »(2),...,o(n —1)} olur. Béylece sonuca varilir.

Teorem 2.31. S bir sayisal yarigrup ve 0= ne S olsun. O halde
e F(S)=(maxAp(S,n))-n

1 n-1
e 9(5) =H(ZweAp(s,n)W)_T (Selmer, 1977).

Ispat: Apery kiimesinin tanimindan (max Ap(S,n))-ngS oldugu asikardir. Eger
x > (max Ap(S,n))—n oluyorsa o halde x+n>(maxAp(S,n)) olur. we Ap(S,n)

olacak sekilde bir w elemani alirsak modn ye gore X e denk olmalidir. Eger
W< X+n ise bu durumda olacak sekilde x=w-+kn bir k pozitif tamsayist vardir ve

sonug olarak x—n=w+ (k—1)n eleman1 S kiimesine aittir.

Her we Ap(S,n) i¢in, eger w ile i modn ye gore denk ve i€{0,..,n-1}, 0
halde negatif olmayan bir k, i¢cin w=kn+i olur. Yardimci Teorem 2.30. den
Ap(S,n) ={w(0) =0,w(l) =kn+Lw(2) =k,n+2,..,w(n-1) =k _,n+n-1} .

Bir x tamsayist w(i) modn ye gore denk ve S kiimesinin elemaniysa ancak ve
ancak w(i) < x. Buradan

g(S) =k, +..+k ,

1 n-1
=—(kn+)+..+(k _n+n-1)-——
n 2

n-1

1
:H(ZWEAP(S,FI)W)_ 5

Eger S =<a,b> olan bir sayisal yarigrup ise 0 zaman Ap(S,a)={O,b,2b,...,(a—1)b}

olur.
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Tammm 2.32. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger her xe H(S) igin {2X,3X}CS

oluyorsa, x elemanma S nin bir temel boslugu denir. S nin biitiin temel bosluklarinin

kiimesi FH (S) ile gosterilir(Sylvester, 1884).

Ornek 2.33. §=(4,7,9)={0,4,7,8,9,11, >} sayisal yarigrubu alalim. Bu kiimenin
bosluklart  H(S)={1,2,3,56,10} seklindedir. H(S) nin elemanlarin ele aldigimizda

sadece x=6 ve x=10 i¢in FH(S)={6,10} bulunur.

Tamim 2.34. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger her x € PF(S) i¢in 2xe S oluyorsa x
elemanina S nin bir ézel boslugu denir ve S nin tim 6zel bosluklarinin kiimesi

SH(S) ={x e PF(S); 2x e S} ile gosterilir(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 2.35. S=(57,11)={0,57,10,11,12,14,—} olsun. Bu sayisal yarigrupta
PF(S)={13,9} ve SH(S)={13,9} seklindedir.
Burada {Q}US={0,5,7,9,10,11,12,14,—>} ve {13}US={0,5,7,10,—>} seklinde yeni

bir sayisal yarigruplar elde edilir.

Onerme 2.36. S bir sayisal yarigrup ve X e H(S) olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir:
i. xeSH(S)

ii.  SuU{x} bir sayisal yarigruptur.

Yardime1r Teorem 2.37. S ve T iki sayisal yarigrup ve ScT olsun. O halde

S u{max(T \S)} bir sayisal yarigruptur ve ayni zamanda max(T \ S) € SH(S) dir.



11

3. ARF SAYISAL YARIGRUPLARI

Tammm 3.1. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger her X,y,z€S igin X>y>z olmak
lizere, X+Yy—zeS Ozelligi saglaniyorsa S sayisal yarigrubuna Arf sayisal yarigrup
denir(Rosales ve ark., 2004). Baska bir sekilde tanimlarsak, her x,y € S i¢in x>y iken

2x—y €S oluyorsa S sayisal yarigrubuna Arf sayisal yarigrup denir. (Garcia-Sanchez

ve ark., 2017)

Ornek 3.2. S=<3,8,10>={0,3,6,8,—>} sayisal yarigrubunun Arf sayisal yarigrup

oldugunu gosterelim;
x=3, y=3 iken 2.3-3=3€S
Xx=6, y=3iken 2.6-3=9€S
X=6, y=6iken 2.6-6=6¢S
x=8, y=3 iken 2.8-3=15€S
Xx=8,y=6iken 2.8—-6=10€ S
Xx=8, y=8 iken 2.8—8=8¢S buluruz. Ayrica, x>8 iken

her zaman x—y >8 olacagindan 2-x—y e S ¢ikar. Boylece, S bir Arf sayisal

yarigrup olur.

Yardima Teorem 3.3. k bir pozitif tamsayr olmak iizere, S={0,k,—} sayisal

yarigrubu daima Arf sayisal yarigruptur. (Rosales ve ark., 2004)

Yardimci Teorem 3.4. S bir sayisal yarigrup olsun ve X bir pozitif tam say1 olsun. O

halde (x+S)u {O} Arf sayisal yarigruptur ancak ve ancak S Arf sayisal yarigruptur.

Yardimet1 Teorem 35 S, bir sayisal yarigrup olsun. O  halde,

S ={x+y—-z:X,y,z€S,x>y >z} kiimesi N ‘nin toplama islemine gore kapali bir alt

kiimesidir ve S — S seklindedir(Rosales ve ark., 2004).

fspat: xeS olsun. O zaman x+x-xeS oldugu ve ScS'iken S cN oldugu

aciktir. Simdi a,be S alirsak S kiimesinin tanimindan, X 2Y, 27, ke{l, 2} ve
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a=x+Yy,-z, b=x,+y,-2, olmak lizere X,X,,¥,,Y,,2,Z, €S vardir. Buradan,
a+b=(x+X,)+(y,+Y,)—(z,+2,) elde edilir. Acik¢a, X +X,,y,+V,,2,+2,€S ve
X, +X,,> Y, +Y, >2 +2, oldugu goriilebilir. Buda a+beS demektir. Boylece istenen

elde edilmis olur.

Onerme 3.6. S bir sayisal yarigrup ve x € Solsun. O halde S, Arf sayisal yarigruptur,
ancak ve ancak S =(x+S)U{0} Arf sayisal yarigruptur(Rosales ve Garcia-Sanchez,

2009).

Ispat: S bir Arf sayisal yarigrup olsun. O halde S maksimal gdmme boyutuna sahiptir.

Buradan da S sayisal yarigrup oldugu ve xeS'\{0} dyle ki S=(x+S)uU{0} olur.
Eger S#N ise S¢S olurki S Arfsayisal yarigruptur. Bu yaptigimiz yéntemi S’ igin
tekrar ettirecek olursak S* Arf sayisal yarigrubunu elde ederiz ve yeS \{0} dyle ki

S =(y+S) U{O} . N\S nin bu sekilde ¢ok fazla eleman elde edilebilir ve bu sekilde

Arf sayisal yarigruplarimin sabit bir ylikselis zinciri elde edilmis olur:

+S,,,)U{0} dyleki x,, €S;,,\{0} olur.

i+1 i+1

S, =S¢S ¢...&S, =N ve S, =(x

i+1

Ornek 3.7. S= <4,11, 13, 14> = {O, 4,811, —)} sekilde Arf sayisal yarigrubu olsun. 5 S
igin ' =(5+S)uw{0}={0,9,13,16,—} yarigrubunun Arf sayisal yarigrup oldugunu
gosterelim:
x=9,y=9 iken 2.9-9=9¢S

x=13, y=9 iken 2-13-9=17€S

x=13, y=13 iken 2-13-13=13€S

x=16, y=9 iken 2:16-9=23€S

x=16, y=13 iken 2-16-13=19€S

X=16, y=16 iken 2-16—-16=16 S ¢ikar. Ayrica,

Xx>16 iken x>y oldugundan her zaman 2-x—-y=>16 esitsizligi saglanir ve

2-x—yeS oldugu goriiliir. Boylece S ={0,9,13,16,—} sayisal yarigrubu Arf olur.
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3.1. Kiiciik Kathlhikhi Arf Sayisal Yarigruplari

Onerme 3.1.1. Herhangi bir Arf sayisal yarigrup, maksimum gémme boyutuna sahiptir.
Boylece, eger S katlilign m olan bir Arf sayisal yarigrup ise, 0 zaman S nin minimal
tireteg sistemi (Ap(S,m)\{0}) u{m} kiimesi olur. Ayrica, Ap(S,m) kiimesinin en

biiyiik eleman1 I(S)+ m—1 dir(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Onerme 3.1.2. Katlilig1 1 olan sayisal yarigrup sadece N kiimesidir. Ote yandan, N
bir Arf sayisal yarigruptur.

Onerme 3.1.3. Kathilig1 2 olan biitiin sayisal yarigruplar ayni zamanda Arf sayisal

yarigrubudur. Eger S sayisal yarigrubunun ileticisini I(S) =1 ahrsak S=(2,I+1) ile

gosterilir. Bu ¢alisma i¢in Garcia-Sanchez ve ark., (2017) nin asagidaki 6nermeleri ¢ok

onemli olacaktir.

Onerme 3.1.4. 1>3 ve I =1(mod3) olacak sekilde bir I tam says1 verilsin. O zaman
katlilig1 3 ve ileticisi I olan S Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden biridir.

i.  Eger I=0(mod3) ise, 0 zaman S =(3,1+11+2)

ii. Eger I=2(mod3) ise, 0 zaman S =(3,I,1+2)

seklindedir(Garcia-Sanchez ve ark., 2017).

Onerme 3.1.5. Katlilig1 4 ve ileticisi 1 olan S, Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden
biridir.

i. Eger 1=0(mod4) ve k :1,2,...& ise, 0 zaman S =(4,4k +2,1+1,1+3)

ii. Eger I=2(mod4) ve k:1,2,...,¥ ise, 0 zaman S =(4,4k +2,1+1,1+3)

iii. Eger I=3(mod4) ise, 0 zaman S =(4,1,1+2,1+3)

seklindedir(Garcia-Sanchez ve ark., 2017).
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Onerme 3.1.6. Katlilig1 5 ve ileticisi 1 olan S, Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden
biridir.
i. Eger I=0(mod5) ise, 0 zaman
a) S=(51-21+11+21+4) yada
b) S=(51+L1+2,I+31+4).
ii. Eger I=2(mod5) ise, 0 zaman S =(5,1,1+11+2,1+4),
iii. Eger I=3(mod5) ise, 0 zaman S =(511+11+31+4),
iv. Eger I=4(mod5) ise, 0 zaman
a)S=(5I-2,1+21+4) yada
b) S =(511+2,1+31+4)
seklindedir(Garcia-Sanchez ve ark., 2017).

Onerme 3.1.7. Katlihig: 6 ve ileticisi I olan S, Arf sayisal yarigrubu olsun. Bu

durumda,
i. Eger I=0(mod6) ise, 0 zaman

a)S =(6,1+11+2,1+31+4,1+5),
b)S =(6,6t+2,6t+4,1+1,1+3,1+5),

)S =(6,6t+3 I+11+2,1+4,1+5),

d)S =(6,6t+4,6t+8,1+1L1+3,1+5) bicimindedir.

(Burada, t=1, 2,...%—1 dir.)

ii. Eger I=2(mod6) ise, 0 zaman
a)S =(6,6u+2,6u+4,1+11+31+5),
b)S =(6,6v+3,1,1+21+31+5),

c)(6,6v+4,6v+8,I+1L1+31+5) bigimindedir.

(Burada u :1,2,...,% : v=1,2,...,%—1 dir.)

iii.  Eger I=3(mod6) ise, 0 zaman u =1,2,...,% olmak tizere,
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S =(6,6u+3,1+L1+2,1+4,1+5) bicimindedir.
Eger I=4(mod6) ise, 0 zaman
a)S =(6,6u+2,6u+4,1+11+31+5),

b)S =(6,6u+4,6u+8,1+1,1+3 1+5) bicimindedir.

(Burada, u =1,2,...,% dir.)

Eger I1=5(mod6) ise, 0 zaman u =1, 2,...,% olmak iizere,

a)S=(6,1,1+2,1+3,1+4,1+5),

b)S =(6,6u+3,1,1+2,1+3,1+5) bi¢imindedir(Garcia-Sanchez ve ark., 2017).
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4. ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ OZEL BOSLUKLARI

Bu boliim tezimizin 6zgiin kismint olusturmakta ve burada buldugumuz
sonuglar1 daha dncesinde Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisinde The
special gaps of Arf numerical semigroups with small multiplicity bashig: ile
yayinlanmistir(Suer ve Yalcin, 2018).

Bu caligmada daha once ispatlanmis olan S bir Arf sayisal yarigrup olmak tizere
F(S)uS nin de yine bir Arf sayisal yarigrup oldugu ve Sc F(S)uUS oldugu
gosterilmistir.(Rosales ve ark., 2009) Bu boliimde, kathiligi 6 ya kadar olan S Arf
sayisal yarigruplarinin 6zel bosluklar1 kiimesi SH(S) ’yi elde edip, xe SH(S) igin

{X} U S kiimesinin hangi formda Arf sayisal yarigrup oldugunu belirleyecegiz.

Tamm 4.1. S bir sayisal yarigrup ve g¢S olsun. O zaman Su{g} bir sayisal
yarigrup ise g’ye S nin 6zel boslugu denir, S nin tim 6zel bosluklarinin kiimesi
SH(S) ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle S bir sayisal yarigrup H(S)=N\S olmak
tizere, SH(S)= {X eH(S), herseS \{O} icin 2xeSvex+se S} yazilir(Rosales ve
ark., 2003).

Yardimci Teorem 4.2. Eger S bir Arf sayisal yarigrup ve katliligt m>1 ise, 0 zaman

i. Maximals <, Ap(S,m) = Ap(S,m) \{0},
ii. PF(S)={w—m:we Ap(S,m)\{0}}

seklindedir( Froberg ve ark.,1987).

Onerme 4.3. Ileticisi I(S) = I ve katlilig1 2 olan Arf sayisal yarigruplar S = <2,I+1>

seklindedir. Bu durumda, SH(S)={I-1} ve {I-}uS =(2,1-1) olur.

Teorem 4.4. S, Onerme 3.1.4 deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. O zaman

i. Eger I=0(mod3) ve S=(31+11+2) ise bu durumda,

soy_] - I=3ise_[ {2} 1=3ise
(%)= {1-2,1-1} ,1>3ise [{I-2,1-1} ,I>3 ise
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olur.
ii. Eger I=2(mod3) ve S=(3,1,1+2) ise bu durumda,

{1-1} ,I:5ise_{{ {4} , 1=5 ise
I1—

SH (S) = =
(5) {{1—3,1—1} , I>5 ise 3I1-1} ,I>5ise

seklinde olur.

Ispat: Oncelikle Onerme 3.1.4 deki tiim sayisal yarigruplarin Arf sayisal yarigrup
oldugu belirlidir. Bu durumda;
i. Eger I1=0(mod3) ve I>3 igin S=(31+LI+2) ise, 0 zaman
Ap(S,3)={0,1+L1+2} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2. den
PF(S) ={T-2,1-1} olur. Buradan
1>6
21>1+6
2(0-2)>1+2
ve
20-1)>1+4
2(I-2),2(01-)eS
1-2,1-1e SH(S) ¢ikar.
Béylece SH(S)={I-11-2} olur. Ayrica I=3 i¢in S=(3,4,5) olur ve
SH (S) ={2} olarak elde ederiz. Bundan dolay1

{2} , 1=3 ise

SH(S):{{I—z,I—l} L 1>3 ise

olarak elde edilir.
ii. Eger I=0(mod3), S=(3,1,1+2) ve I>5 ise, 0 zaman Ap(S,3)={0,1,1+2}
oldugu asikardir. Yardimci1 Teorem 4.2. den PF(S) ={I-1,1-3} olur. Boylece
1>8
21>1+8
2(1-3)>1+2
ve
2I-)>1+6
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2(1-3),2(I-1) €S
[-3,I-1€ SH(S) bulunur.
Boylece SH(S)={I-3,I-1} olur. Ayrica I=5 i¢in S$=(357) ve
SH (S) ={4} olarak elde ederiz. Sonug olarak

SH(S) - {4} , =5 ise
(5)= {I-31-1} ,I>5 ise

olarak elde edilir.

Sonu¢ 4.5. S, Onerme 3.1.4 deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda,

i. Eger I=0(mod3), S=(3I+LI+2) ise, 0 zaman [>3 icin
{{I-}uS = <3, [-11 +1> gibi bir Arf sayisal yarigrubu elde edilir bu da Onerme
3.1.4[ii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur. Ozel olarak 1=3 icin
{I-1}US ={2}uS=(2,3) seklindeki katlilift 2 olan bir Arf sayisal
yarigruptur.

ii. Eger I=2(mod3) ve S=(31,1+2) ise, 0 zaman {I-1}uS =(3,1-11) gibi bir
Arf sayisal yarigrubu elde edilir bu da Onerme 3.1.4[i] formunda bir Arf sayisal

yarigruptur.

Ornek 4.6. S kiimesi S = <3,10,11> seklinde bir sayisal yarigrup olsun. S, Onerme
3.1.4[i] gibi bir Arf sayisal yarigruptur. Bu sayisal yarigrubun 6zel boslugu
SH(S)={8} dir. Boylece {8}US :<3, 8,10> seklinde yeni bir Arf sayisal yarigrubu
elde edilir. Bu islemi tekrar edersek SH ({S}US):{7} ve {S}US den

{7,8} uS = <3, 7,8> seklinde yeni bir Arf sayisal yarigrubu elde edilir. Bu islem benzer

sekilde tekrarlayarak asagidaki grafik elde edilir. Sekil 4.1 den anlasilacag iizere elde

ettigimiz kiimeler birer Arf say1sal yarigrupturlar.
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5=(310,11)
\! {8}
(3,8,10)
Luln
(3,7,8)
Lus)
(35,7)
Luf4)
(3,4,5)
\! U2}
(2.3)
J u{2}
N

Sekil 4.1. S = <3,10,11> i Kapsayan Tiim Arf Sayisal Yarigruplar Tablosu

Yukaridaki Sekil 4.1 den anlasilacag: tizere <3,10,1l> sayisal yarigrubunu kapsayan

Arf sayisal yarigruplarinin zinciri asagidaki gibidir:

(3,10,11) = (3,8,10) = (3,7,8) = (3,5,7) = (3,4,5) = (2,3) c N

Teorem 4.7. S, Onerme 3.1.5 deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda,

i. Eger 1=0(mod4) ve k:1,2,...,% icin S =(4,4k+2,1+11+3) ise, 0 zaman

SH(S):{ {4k-2,1-1} ,1=4 i_se:{ {2,3} 1=4 i_se

{4k-2,1-31-1} ,1>4ise |{4k—-2,1-3-1} ,1>4 ise
seklinde olur.

ii. Eger I=2(mod4) ve k:1,2,...,% igin S =(4,4k+2,1+1,1+3) ise, 0
zaman SH(S) ={4k —2,1-3,1-1} olur.

iii. Eger I=3(mod4) i¢in S =(4,1,1+2,1+3) ise, 0 zaman

SH(S) = {I-2,1-1} ,1=T7 ise {5,6} ,1=7 ise
C{1-41-21-1 ,I>7ise |{I-41-21-1} ,I>7 ise

seklinde olur.
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Ispat: Oncelikle Onerme 3.1.5 deki tiim sayisal yarigruplarin Arf sayisal yarigrup

oldugu belirlidir. Bu durumda;
i. Eger I=0(mod4) ve k:1,2,...,% icin S =(4,4k+2,1+11+3) ise, 0 zaman

dolayisiyla Ap(S,4) ={0,4k +2,1+1,1+ 3} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2.den PF(S)={4k —2,1-3,1-1} olur. Buradan
>4
21>21+4
20-1)>1+5
2(1-)eS
[-1e SH(S) c¢ikar.
Ayrica eger =4 ise, 0 zaman 1-3=1, 2-1=2¢S ve 2¢SH(S) olur ve
I>4 ise, 0 zaman
1>8
21>1+8
2(1-3)=1+2
2(I-3) €S
1-3eSH(S)
cikar ve 2(4k —2)=4(2k-1) e S, 4(2k —1) e SH(S) olur. Boylece
2 [=4i
SH(S)= {{4k —2{, 113}3,1—1} >4 ;z

olarak elde edilir.

ii. Eger I=2(mod4) ve k:1,2,...,¥ icin S =<4,4k+2,I+1,I+3> ise, 0 zaman

dolayistyla Ap(S,4) ={0,4k +2,1+1,1+3} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2. den PF(S)={4k —-2,1-3,1-1} olur. Bu durumda
[>6
2[>1+6
2(I-3)>1
ve
2(I-1)>1+4
2(I-3),2(1-1) €S
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1-3,1-1eSH(S)
cikar ve 2(4k —2)=4(2k-1) e S, 4(2k —1) € SH(S) elde edilir. Boylece
SH(S) ={4k —-2,1-3,1-1} olarak elde edilir.

iii. Eger I=3(mod4) icin S=(411+2I+3) ise, 0 zaman S Arf sayisal
yarigruptur, dolayisiyla Ap(S,4) ={0,1,1+2,1+3} oldugu asikardir. Yardimci
Teorem 4.2. den PF(S) ={1-4,1-2,1-1} olur. Burada

[>7
20>21+7
2(I1-1)>1+5
ve
20-2)>1+3
2(1-1),2(1-2) €S
1-2,1-1e SH(S) ¢ikar.

Ayrica eger [ =7 ise, 0 zaman 1-4=3, 2.3=6¢S ve6¢ SH(S) olurve I>7

ise, 0 zaman
[>11
21>1+11
20-4)>1+3
2(0-4)eS
-4 SH(S) ¢ikar.
Buradan da

SH(S) - {5,6} , 1=7 ise
()= {1-41-21-1} , I>7 ise

olarak elde edilir.

Sonug 4.8. S, Onerme 3.1.5 deki gibi bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim. O
halde

i. Eger I=0(mod4) ve k:1,2,...,£ icin S=(4,4k+2,1+11+3) ise, 0 zaman

(4k-2)uUS ve (I-1)US kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur. Yani

(2,1+1) Jk=1ise

(4k —2)US = .
(4,4k-2,1+1,1+3) ,k>1 ise
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k=1 icin katlilig1 2 ve k>1 icin Onerme 3.1.5[i] formunda bir Arf sayisal

yarigruptur.

(4,4k+2,1-11+1) , ke L ise
(I-)usS= ?
(41-11+L1+2) k:Z ise

S@%dymgmmgk¢iidn@mmm315ﬁﬂvek=ii@nOmmwSiBﬁm
formunda bir Arf sayisal yanigruptur. Ozel olarak, eger I1=4 alirsak
(I-)US=(4,4k+2,1-11+1)=(3,4,5) Onerme 3.1.4[i] formunda bir Arf
sayisal yarigrup olur.

ii. Eger I=2(mod4) ve k:1,2,...,¥ icin S =(4,4k+2,1 +11 +3) ise, 0 zaman

(4k —2)uS ve (I-1)uUS kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur. Boylece,

(2,1+1) k=1 ise

(4k—2)US = !
(4,4k-2,1+11+3) k=1 ise

sayisal yarigrubunda k=1 icin kathligi 2 ve k=1 icin Onerme 3.1.5[ii]
formunda olan bir Arf sayisal yarigruptur ve (I-1)US :<4, 4k+2,I—1,I+1>

sayisal yarigrubu Onerme 3.1.5[i] formunda bir Arf sayisal yarigrup olur.
iii. Eger I =3(mod 4) icin S=(411+21+3) ise, 0 zaman
{I-BuS=(4I-1L1,I+2) kimesi Onerme 3.1.5[ii] formunda bir Arf sayisal

yarigrup olur.

Ornek 4.9. S kimesi S =(4,7,9,10) seklinde bir sayisal yarigrup olsun. S, Onerme

3.1.5[iii] gibi bir Arf sayisal yarigruptur. Bu sayisal yarigrubun 6zel boslugu
SH(S) :{6} dir. Boylece {B}US :<4, 6,7,9> seklinde yeni bir Arf sayisal yarigrubu

elde edilir. Bu islemi tekrar edersek SH({G}US):{Z,S} ve {G}US den
{5}u({6}u8)=<4,5,6,7> ve {2}U({6}US)2<2,7> seklinde yeni Arf sayisal

yarigruplar1 elde edilir. Bu islem benzer sekilde tekrarlanarak asagidaki grafik elde

edilir. Sekil 4.2 den anlasilacagi iizere elde ettigimiz kiimeler birer Arf sayisal
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yarigrupturlar.

S =(4,7,9,10)
Lu6)
(4,6,7,9)
U2l Ul
(2,7) (4,5,6,7)
v U5} s U3}
<2,5> <3,4,5>
i3l v U{2)
(2.3)
iu{l}
N

Sekil 4.2. S = <4, 7, 9,10> i Kapsayan Tiim Arf Sayisal Yarigruplar Tablosu

Yukaridaki Sekil 4.2 den anlasilacagi lizere S :<4,7,9,10> sayisal yarigrubunu

kapsayan Arf sayisal yarigruplarinin zinciri asagidaki gibidir:
<4,7,9,10> c <4, 6, 7,9> c <4, 5, 6,7> c <3, 4,5> c <2,3> cN
<4, 7, 9,10> (= <4, 6,7, 9> c <2, 7> (= <2, 5> (= <2, 3> <N

Teorem 4.10. S, Onerme 3.1.6 daki gibi bir sayisal yarigrup olsun. O zaman
i.  Eger I=0(mod5) i¢in S =(51-2,I+1I+2,1+4) ise bu durumda,

7 1=10 i
SH(S) = {6,7,9} , 0 !se
{I-7,1-4,1-3,1-1} , 1>10 ise

ii.  Eger I=0(mod5) i¢in S=(5I1+11+2,1+31+4) ise bu durumda,

4 I=5i
SH(S) = {3,4} , 1=5 !se
{I-4,1-31-2,1-1} ,1>5 ise

iii.  Eger I=2(mod5) i¢in S =(51,1+11+2,1+4) ise bu durumda,

4 1=7 i
SH(S) = 4.6) coohee
{I-51-4,1-31-1} , I>7 ise
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iv.  Eger I=3(mod5) i¢in S =(5,1,1+11+3,1+4) ise bu durumda,

SH(S) = (4,6,7) , 1=8 ise
{1-51-41-21-1} , I>8 ise

v.  Eger I=4(mod5) i¢in S =(5I1-2,1,1+2,I+4) ise bu durumda,

(=9 i
SH(S) = {6,8} ,1=9 !se
{I-7,1-51-31-1} ,1>9 ise

vi.  Eger 1=4(mod5) i¢in S =(5,I,1+2,1+3,I1+4) ise bu durumda,
7 I1=9i
SH(S) = {6,7,8} , =9 !se
{I-5I1-3,1-2,1-1} ,1>9 ise
seklindedir.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.6 daki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigrup oldugu
belirlidir. Bu durumda;

i. Eger I=0(mod5) ve S=(5I-2I+11+21+4) ise, o0 zaman

Ap(S,5) ={0,1-2,1+1,1+2,1+4} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2. den
de PF(S)={1-7,1-4,1-3,1-1} oldugu goriiliir. Buradan
1>10
21>1+10
20-4)>1+2
ve
2(1-3)>1+4
ve
2(1-1)>1+8
2(1-4),2(1-3),2(1-1) €S
[-4,1-3,1-1€ SH(S) ¢ikar.
Ayrica eger 1=10 ise, 0 zaman 1-7=3, 2-3=6¢S ve 6&SH(S) olur ve
1>10 ise, 0 zaman
[>15
21>1+15
2(I-7)>1+1
2(I-7)eS
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I-7e SH(S) ¢ikar.

{6,7,9} , 1=10 ise

Buradan da SH(S) = .
{I-7,1-41-31-1} , 1>10 ise

olarak elde edilir.
ii. Eger I=0(mod5) ve S=(5I+11+2I+3I+4) ise, 0 zaman

Ap(S.,5) ={0,1+11+2,1+3,1+4} oldugu asikardir. Yardime1 Teorem 4.2. den
de PF(S)={1-4,1-3,1-2,1-1} oldugu goriiliir. Buradan
[>5
21>1+5
20-2)>1+1
ve
2(I-)>1+3
2(I-2),2(01-) eSS
1-2,1-1eSH(S) ¢ikar.
Eger [=5 ise, 0 zaman 1-4=1ve [-3=20lurve 2.1=2¢S ve 2.2=4¢S
olur. Béylece 1,2 ¢ SH(S) olur ve ayrica 1 >5 ise, 0 zaman
1>10
21>1+10
2(I-4)>1+2
ve
2(1-3)>1+4
2(1-4),2(1-3) €S
[-4,1-3e SH(S) ¢ikar.

{3,4} , 1=5 ise

Bu durumda, SH (S) = .
{I-4,1-31-2,1-1} ,1>5 ise

olarak elde edilir.

iii. Eger I=2(mod5) i¢in S=(5LI+LI+21+4) s, o0  zaman
Ap(S,5) ={0,I,1+1,1+ 2,1+ 4} oldugu asikardir. Yardimct Teorem 4.2. den de
PF(S)={1-51-4,1-3,1-1} oldugu goriiliir. Buradan

1>7
20>1+7
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2(1-3)>1+1
ve
2(01-1) >1+5
2(1-3),2(1-D S
[-3,1-1eSH(S).
Eger I=7 ise, 0 zaman I-5=2 ve I-4=3 olur ve 2-2=4¢S, 2-3=6¢S
olur ve 2,3¢ SH(S) olur ayrica eger I >7 ise, 0 zaman
[>12
21>1+12
2(1-5)>1+2
ve
20-4)>1+4
2(1-5),2(1-4) e S
[-51-4€SH(S) ¢ikar.

{4,6} , 1=7 ise
{I-51-41-31-1} , I>7 ise

Bu durumda, SH (S) ={
olarak elde edilir.
Eger I1=3(mod5) i¢in S=(5LI+LI+31+4) ise, o0 zaman
Ap(S,5)={0,1,1+11+3,1+4} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2. den de
PF(S)={1-51-4,1-2,1-1} oldugu goriiliir. Buradan
[>8
21>1+8
2(1—4)>1
ve
2(1-2)>1+4
ve
2(I-1)>1+6
2(1-4),2(1-2),2(1-1) € S
[-4,1-2,1-1€ SH(S) ¢ikar.
Eger =8 ise, 0 zaman 1-5=3, 2.3=6¢S ve 3¢ SH(S) olur ayrica [ >8

ise, 0 zaman
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1>13
21>1+13
2(I-5)>1+3
2(I-5)eS
[-5e€SH(S) ¢ikar.

{4,6,7} , 1=8 ise
{1-51-4,1-2,1-1 , I>8 ise

Bu durumda, SH (S) ={
olarak elde edilir.

V. Eger I=4(mod5) i¢in S=(5I1-211+21+4) ise, o0 zaman
Ap(S,5)={0,1-2,1,1+2,1+4} oldugu asikardir. Yardimci1 Teorem 4.2. den de
PF(S)={1-7,1-5,1-3,1-1} oldugu goriiliir. Buradan

[>9
20>21+9
2(1-3)>1+3
ve
2(0-1)>1+7
2(1-3),2(1-1) e S
[-3,1-1e SH(S) ¢ikar.
Eger =9 ise,0zaman [-7=2ve [-5=4 iken 2-2=4¢S ve 2-4=8¢S
olur ve 2,4 ¢ SH (S) dir ayrica 1>9 ise, 0 zaman
[>14
21>1+14
2(1-7)>1
ve
2(0-5)>1+4
2(1-7),2(1-5) € S
[-7,1-5€ SH(S) cikar.

{6,8} , 1=9 ise

Bu durumda, SH(S) = .
{I-7,1-51-31-1} ,1>9 ise

olarak elde edilir.
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Eger I=4(mod5) i¢in S=(5L1+21+31+4) s, o0 zaman
Ap(S,5) ={0,1,1+2,1+3,1+4} oldugu asikardir. Yardimc1 Teorem 4.2. den de
PF(S)={1-5,1-3,1-2,1-1} oldugu goriiliir. Buradan
[>9
2[>1+9
2(1-3)>1+3
ve
2(1-2)>1+5
ve
2(I-)>1+7
2(1-3),2(1-2),2(1-) S
[-3,1-2,1-1e SH(S) ¢ikar.
Eger 1=9 ise, 0 zaman 1-5=4, 2-4=8¢S ve 4¢SH(S) olur ve ayrica
1>9 ise, 0 zaman
1>14
21>1+14
2(I-5)>1+4
2(1-5)eS
-5 SH(S).
Bu durumda, SH (S)z{{I—S,I{—E;,S,?iEi}Z,I—l} i:: :22

olarak elde edilir.

Sonug 4.11. S, Onerme 3.1.6 daki gibi bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim. O

halde

Eger 1=0(mod5) i¢in S=(5I-2I+L1+21+4) ise, 0 zaman

{I-JuS= <5,I—2,I—1,I+l,I+2> Onerme 3.1.6[iii] formunda bir Arf sayisal
yarigruptur.

Eger, 1=0(mod5) ve 1>5 igin S=(5I+11+21+31+4) ise, 0 zaman

{1-220S=(5I-21+1L1+2,I+4) ve {I-B}uS=(5I-11+L1+2,1+3) Arf
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sayisal yarigruptur. Burada {I—-2}US Onerme 3.1.6[i-a] formunda, {I-1}uUS

Onerme 3.1.6[iv-b] formunda bir Arf sayisal yarigruptur. Eger 1=5 ise, 0
zaman {I-2}US Onerme 3.1.4 [ii] formunda {I-1}US ise Onerme 3.1.5[i]

formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

iii. Eger I=2(mod5) i¢in S=(5LI+LI+21+4) s, o0 zaman
{1-3US=(5I1-11,1+11+2) Onerme 3.1.6[i-b] formunda bir Arf sayisal
yarigruptur.

iv. Eger I=3(mod5) i¢in S=(5LI+LI+31+4) ise, o0 zaman
{I—l}uS=<5,I—1,I,I+1,I+3> Onerme 3.1.6[ii] formunda bir Arf sayisal
yarigruptur.

v. Eger I=4(mod5) i¢in S=(5I-2LI+2I+4) s, o0 zaman
{1-3US=(51-2,1-1L1,1+2) Onerme 3.1.6[ii] formunda bir Arf sayisal
yarigruptur.

vi. Eger I=4(mod5) i¢in S=(5I1+2I+31+4) ise, o0 zaman
{I—2}uS=<5,I—2,I,I+2,I+3> ve {I—l}uS=<5,I—1,I,I+2,I+3> Arf sayisal
yarigruptur. Burada {I-2}US Onerme 3.1.6[iv-a] formunda ve {I-1}uUS

Onerme 3.1.6[iii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Ornek 4.12. S kiimesi S :<5,9,11,12,13> seklinde bir sayisal yarigrup olsun. S,

Onerme 3.1.6[iv] seklinde bir Arf sayisal yarigruptur. Bu sayisal yarigrubun 6zel

boslugu SH(S) = {8} dir. Boylece {8} uS = <5,8, 9,11,12> seklinde yeni bir Arf sayisal
yarigrubu elde edilir. Bu islemi tekrar edersek SH ({8} u S) ={7} ve {8}US den
{7}u({8}u5) =<5,7,8,9,11> seklinde yeni bir Arf sayisal yarigrubu elde edilir. Bu

islem benzer sekilde tekrarlanarak asagidaki Sekil 4.3 elde edilir. Sekilden anlasilacag:

lizere elde ettigimiz  kiimeler birer  Arf  sayisal yarigrupturlar.
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S =<5,9,1l,12,13>
Luis)
<5,8,9,11,12>
Lu(ny
(5,7,8,9,11)
Luie)
(5,6,7,8,9)
v ul4) U3l
(4,5,6,7) (3,5.7)
VU2l NulBl ul4)
(2,5) (3.4,5)
Nuf3l U2
(2.3)
Loy
N

Sekil 4.3. S = <5, 9,11, 12,13> i Kapsayan Tiim Arf Sayisal Yarigruplar Tablosu

Yukaridaki Sekil 4.3 ten anlasilacagl iizere <5,9,11,12,13> sayisal yarigrubunu

kapsayan Arf sayisal yarigruplarinin zincirleri asaigdaki gibidir:

(5,9,11,12,13) = (5,8,9,11,12) = (5,7,8,9,11) = (5,6,7,8,9) = (4,5,6,7) c(2,5) c (2,3) c N
(5,9,11,12,13) =(5,8,9,11,12) = (5,7,8,9,11) c(5,6,7,8,9) = (4,5,6,7) = (3,4,5) c (2,3) c N
(5,9,11,12,13) = (5,8,9,11,12) = (5,7,8,9,11) = (5,6,7,8,9) = (3,5,7) =(3,4,5) c (2,3) c N

Teorem 4.13. S, Onerme 3.1.7[i] deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Eger

t :1,2,...%—1 ve I=0(mod6),

i.  Eger S=(6,1+11+21+31+4,1+5) ise, 0 zaman

{3,4,5} , =6 ise

SH(S) .
{I-51-41-31-2,1-1} ,1>6 ise

olur.

ii. Eger S=(6,6t+2,6t+4,1+11+31I+5) ise, 0 zaman
O\ b 21 a1 a1 o1 ke
olur.

iii. Eger S=(6,6t+3I+L1+21+4,I+5) ise, 0 zaman

SH(S) ={6t—3,1-51-4,1-2,1-1} olur.
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iv. Eger S=(6,6t+4,6t+8I+11+31+5) ise, 0 zaman
8,I-51-31-1 ,t=1lse
SH(S)={, ; !
{6t-2,6t+2,1-51-31-1} ,t>1 ise

olur.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.7[i] deki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigrubudur.

i.  Eger 1=0(mod6) i¢in S=(6I+LI+2I+3I+4,I+5) ise, o zaman
Ap(S,6) ={0,1+1,1+2,1+3,1+4,I+5} oldugu asikardir. Yardimc1 Teorem 4.2.
dende PF(S)={I-51-4,1-3,1-2,1-1} oldugu goriiliir. Buradan

1>6
20>1+6
2(1-3)>1
ve
2(1-2)>1+2
ve
20-)>1+4
2(1-3),2(1-2),2(1-1) €S
[-3,1-2,1-1€ SH(S) ¢ikar.
Eger I=6 ise, o zaman 1-5=1 ve I-4=2 dir. Burada 2-1=2¢S,
2-2=4¢S iken 1,2 ¢ SH(S) olur. Ayrica eger 1 >6 ise, 0 zaman
[>12
21>1+12
2(0-5)>1+2
ve
20-4)>1+4
2(I-5),2(1-4)eS
1-51-4eSH(S).

{3,4,5} , 1=6 ise,

Buradan da, SH(S) = .
{I-51-41-31-2,1-1} , 1>6 ise,

olarak elde edilir.
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Eger I=0(mod6) i¢in S=(6,6t+2,6t+4,1+LI+3I+5) ise, o zaman
Ap(S,6) ={0,6t+2,6t+4,1+1,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2. den de PF(S)={6t—4,6t—2,1-51-31-1} oldugu goriiliir.
Burada 1>6 ve t=1 ise, 0 zaman 6t—4=2 , 22=4¢S ve 6t—4=2¢ SH(S)
olur. Eger I1>6 ve t>1 s, 0 zaman 6t—-4>2 ve
2(6t—4)=6(2t—2)+4=6k+4eS(E@keN,k=2t—2) ve 6t—4eSH(S) olur.
Benzer sekilde 2(6t-2)=6(2t-1)+2=6m+2eS(I3meN,m=2t-1) ve
6t —2 e SH(S) olur. Boylece,
[>12
21>1+12
2(1-5)>1+2
ve
2(1-3)>1+6
ve
2(I-1)>1+10
2(1-5),2(1-3),2(I-1) S
[-51-3,1-1e SH(S) ¢ikar.
sustinde, KO\ (0141 a1g oot o
olarak elde edilir.
Eger 1=0(mod6) i¢in S=(6,6t+3,1+1L1+21+41+5) ise, 0o zaman
Ap(S,6) ={0,6t+3,1+11+2,1+4,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2.
den de PF(S)={6t—3,1-51—4,1—-2,1—1} oldugu goriiliir.
Burada t>1 ise, 0 zaman 6t-3>3 ve
2-(6t-3)=6-(2t-1) =6k eS(FkeN,k=2t-1) ve 6t-3eSH(S) olur.
Boylece,
[>12
21>1+12
2(I-5)>1+2
ve
2(0-4)>1+4
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ve
2(1-2)>1+8
ve
2(1-1)>1+10
2(1-5),2(1-4),2(1-2),2(I-1) € S
1-51-4,1-2,1-1€ SH(S) ¢ikar.
Buradan da, SH(S) ={6t—3,1-5,1—-4,1-2,1-1} olarak elde edilir.
Eger 1=0(mod6) i¢in S=(6,6t+4,6t+8I+1L1+31+5) ise, o zaman
Ap(S,6)={0,6t+4,6t+8,I+1,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2. den de PE(S)={6t—2,6t+2,1-51-3,I1-1} oldugu goriiliir.
Burada t=1 ise, 0 zaman 6t—2=4 ve 6t+2=8, 2-4=8¢S ve 2.8=16€S
olur. Bu durumda 4 ¢ SH(S) ve 8 SH(S) oldugu goriilir. Eger t>1 ise, 0
zaman 6t—2>4 ve 2(6t—2)=6(2t—2)+8=6k+8eS(TkeN,k=2t-2) ve
6t—2 e SH(S) olur. Benzer sekilde
2(6t+2)=6(2t) +4=6m+4eS(ImeN,m=2t) ve 6t+2eSH(S) olur.
Boylece,
[>12
21>1+12
2(1-5)>1+2
ve
2(1-3)>1+6
ve
2(I-1)>1+10
2(1-5),2(1-3),2(1-1) € S
I-5I1-3,1-1e SH(S) ¢ikar.
RS e P v P

olarak elde edilir.
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Sonuc 4.14. S, Onerme 3.1.7.[i] deki gibi bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim.

I

Eger t:1,2,...,g—1 ve I1=0(mod6) ise, o halde

Eger S=(6,I+11+21+31+4,1+5) ve 1=6 ise, 0 zaman {3} S =(3,7,8)
Onerme 3.1.4[i] formunda, {4}US =(4,6,7,9) Onerme 3.1.5[ii] formunda
ve {5}US :<5,6,7,8,9> Onerme 3.1.6[i-b] formunda Arf sayisal

yarigruptur.

Eger S=(6I1+LI1+2I+31+4I+5 ve I>6 s, ©0 zaman
{1-34uS=(6,1-31+L1+2,1+4,1+5) Onerme 3.1.7[i-c] formunda,
{1-22US=(6,I-2,1+11+2,1+31+5) Onerme 3.1.7[i-d] formunda ve
{I-B3US =(6,I-11+1,1+2,1+31+4) Onerme 3.1.7[v-a] formunda bir Arf

sayisal yarigruptur.

Eger S=(6,6t+2,6t+4,1+11+31+5) ise, 0 zaman
{I-B3US=(6,6t+2,6t+4,1-11+LI+3) o halde Onerme 3.1.7[iv-a]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger t=1 ise, 0 zaman {4}US =(4,6,1+1,1+3) Onerme 3.1.5[i] formunda
bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger t>1 ise, 0 zaman {6t—2}US =(6,6t—2,6t+2,I+11+31+5) Onerme

3.1.7[i-d ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger S=(6,6t+3,1+11+21+4,1+5) ise, 0 zaman
3I1+1L1+2 , t=1ise
{6t—3pUS = < ) _
(6,6t—3,1+1L1+2,1+4,1+5) , t>1ise

Arf sayisal yarigruptur. Burada t=1 ise, 0 zaman Onerme 3.1.4[i] formunda,
t>1 ise , 0 zaman Onerme 3.1.7[i-c] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
{I-3uUS=(6,6t+31-11+11+2,1+4) ise, 0 zaman Onerme 3.1.7[v-b]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger S=(6,6t+4,6t+81+11+31+5) ise, 0 zaman

{6t+2}US =(6,6t+2,6t+4,I1+1,1+3,1+5) Onerme 3.1.7[i-b] formunda ve
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{I-3US =(6,6t+4,6t+81-1L1+11+3) Onerme 3.1.7[iv-b] formunda bir

Arf sayisal yarigruptur.

Teorem 4.15. S, Onerme 3.1.7[ii] deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Burada

-2 -2

u :1'2’""T’ V=1’2""'T_1 ve I=2(mod6) iken,

i. Eger S=(6,6u+2,6u+4,I+11+31+5) ise, 0 zaman

{4,1-51-31-1} ,u=1ise

SH(S
®) {6u—4,6u—-2,1-5I1-31-1} ,u>1ise

olur.

ii. Eger S=(6,6v+311+21+31I+5) ise, 0 zaman
SH(S)={6v—31-6,1-4,1-3,1-1} olur.

iii. Eger S=(6,6v+4,6v+8I+11+31+5) ise, 0 zaman

{8,1-5I1-31-1} , v=1 ise

SH(S
®) {6v-2,6v+2,1-5I1-31-1} ,v>1ise

olur.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.7[ii] deki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigruptur.

Burada u =1,2,...,%, v:1,2,...,%—1 ve I=2(mod6) iken,

i. Eger I=2(mod6) i¢in S=(6,6u+2,6u+4,I+1L1+31+5) ise, 0o zaman
Ap(S,6) ={0,6u+2,6u+4,1+1,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2. den de PF(S)={6u—4,6u—2,1-51-3,1-1} oldugu goriilir. Burada
u=1 ise, o zaman 2(6-1-4)=4¢S olur. Eger u=1l ise, 0 zaman
2(6u—4)=6(2u—-2)+4eS ve 6u—-4eSH(S) olur. Benzer sekilde
2(6u—2)=6(2u-1)+2=6k+2eS(Fke N,k =2u—-1) ve 6u—2e SH(S) olur.
Diger taraftan
1>8
21>1+8
2(1-5)>1-2

ve
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2(I-3)>1+2
ve
2(I-1)>1+6
2(I-5),2(I-3),2(I-1) S
[-51-3,1-1e SH(S) cikar.

4,1-51-31-1 , u=1ise
Buradanda, SH(S)= ¢ } .
{6u—4,6u—-2,1-5I1-3,1-1} ,u>1ise

olarak elde edilir.
Eger 1=2(mod6) i¢in S=(6,6v+3,11+21+31+5) ise, o zaman
Ap(S,6) ={0,6v+3,1,1+2,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimc1 Teorem 4.2.
dende PF(S)={6v-3,1-6,1-4,1-3,1-1} oldugu goriiliir.
Burada 2(6v-3)=6(2v-1)=6keS (3keN, k=2v-1) ise, 0 zaman
6v—3 e SH(S) olur. Diger taraftan,
1>14
21>21+14
20-6)>1+2
ve
2(I-4)>1+6
ve
2(1-3)>1+8
ve
2(1-1) >1+12
2(I-6),2(1-4),2(I-3),2(1-) S
[-6,1-4,1-3,1-1€ SH(S) c¢ikar.
Buradan da, SH(S) ={6v—-3,1-6,1-4,1-3,1-1}
olarak elde edilir.
Eger 1=2(mod6) igin S=(6,6v+4,6v+8I+L1+31+5) ise, 0 zaman
Ap(S,6) ={0,6v+4,6v+8,1+11+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2.dende PF(S)={6v—-2,6v+2,1-51-3,1-1} oldugu goriiliir. Burada v=1

ise, 0 zaman 2(6-1-2)=8¢S olur. Ayrica eger V=1 ise, 0 zaman
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2(6v—2)=6(2v-1)+2=6n+2eS(3FkeN, n=2v-1) ve 6v—-2eSH(S)
olur. Benzer sekilde, 2(6v+2)=6(2v)+4=6m+4eS(IkeN, m=2v) ve

6v+2 e SH(S) olur. Diger taraftan,
[>14

21>1+14
2(0-5)>1+4

ve
2(1-3)>1+8

ve
2(I-1)>1+12

2(1-5),2(1-3),2(1-1) € S

[-51-3,1-1e SH(S) cikar.

6v+2,1-51-31-1 , v=L11
Buradan da, SH(S) = {bv+ } v !se
{6v-2,6v+2,1-51-31-1} , v>1ise

olarak elde edilir.

Sonuc 4.16. S, Onerme 3.1.7[ii] deki gibi bir saysal yarigrup oldugunu kabul edelim.

Burada u :1,2,...,%, v:1,2,...,%—1 ve I=2(mod6) iken,

i. Eger S=(6,6u+26u+4I1+L1+31+5) ise, o zaman {6u-2}US ve
{I-BuS Arf sayisal yarigruptur ve ayrica u =% icin de {I-5}uS Arf

sayisal yarigruptur.

Burada u=1 ise, 0 zaman {6u—-2}US ={4}US=(4,6,I+1L1+3) Onerme
3.1.5[ii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger u=1 ise, 0o zaman {6u—2}uUS=(6,6u—2,6u+21+LI1+31+5)

Onerme 3.1.7[ii- ¢ ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Eger u =% ise, 0 zaman {I-BUS =(6,I-11,1+11+2,1+3) ise, o halde

Onerme 3.1.7[i-a] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
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Eger u ¢% ise, 0 zaman {I-1}US =(6,6u+2,6u+4,I-11+11+3) ise, 0

halde Onerme 3.1.7[i-b ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Eger 1=8 ise, 0 zaman {I-5}US =(3,8,10) Onerme 3.1.2.[ii] formunda bir

Arf sayisal yarigruptur.

Eger 1>8 ve u= % ise, 0 zaman

{I-5}US =(6,6u—3=1-511+21+31+5) ise, 0 halde Onerme 3.1.7[ii-b]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

ii. Eger S=(6,6v+3L1+21+31I+5) ise, 0 zaman {6v-3}uUS ve {I-BUS
birer Arf sayisal yarigrubudur.
Burada v=1 ise, 0 zaman {6v—3}US ={3}US =(3,1,1+2) Onerme 3.1.4[ii]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Eger v=1 ise, 0 zaman {6v-3}US=(6,6v—-31,1+2,1+31+5) Onerme
3.1.7[ii-b ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Diger taraftan {I-1}US=(6,6v+31-11,1+21+3) Onerme 3.1.7[i-b]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

iii. Eger S=(6,6v+4,6v+8I1+LI+3I+5) ise, 0 zaman {6v+2}US ve
{I-13US birer Arf sayisal yarigruptur.
Burada {6v+2}US=(6,6v+2,6v+4,1+1L1+31+5) Onerme 3.1.7[ii-a]

formunda bir Arf sayisal yarigruptur. Diger taraftan
{I-3US=(6,6v+4,6v+81-11+11+3) Onerme 3.1.7[i-d ] formunda bir

Arf sayisal yarigruptur.

Teorem 4.17. S, Onerme 3.1.7[iii] deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Burada

u:1,2,...,% ve I=3(mod6) iken,

Eger S=(6,6u+31+11+2,1+4,I+5) ise, 0 zaman

{6u-31-41-21-1 ,1=9 ise

SH(S) =
©) {{6u—3,1—5,1—4,1—2,1—1} , 1>9 ise
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olarak elde edilir.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.7[iii] deki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigruptur.

Burada u =1,2,...,% ve I=3(mod6) iken,

Eger 1=3(mod6) ve S=(6,6u+31+LI+21+4,1+5) ise, o0 zaman
Ap(S,6) ={0,6u+3,1+11+2,1+4,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2. den
de PF(S)={6u—3,1-51—4,1-2,1—-1} oldugu goriilir.

Burada 2(6u—3)=6(2u—1)=6teS(IkeN, t=2u—1) ise, 0 zaman 6u—3eSH(S)
olur. Diger taraftan I =9 ise, 0 zaman [-5=4, 2.4=8¢S ve [-5=4¢ SH(S) olur.

Ayrica eger 1>9 ise, 0 zaman
I>9
21>1+9
2(I-5)>1-1
ve
20-4)>1+1
ve
2(1-2)>1+5
ve
2I-)>1+7
2(I-5),2(1-4),2(1-2),2(1-1) S
1-51-4,1-2,1-1€ SH(S) c¢ikar.

(3,5,7,8) L 1=9 ise

Buradan da, SH(S) = .
) {{6u—3,1—5,1—4,1—2,1—1} , I#9 ise

olarak elde edilir.

Sonug 4.18. S, Onerme 3.1.7[iii] deki gibi bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim.
Burada {6u—-3}uS ve {I-1}uUS kiimeleri birer Arf sayisal yarigrubudur. Eger u=1

ise, 0 zaman {6u-3=3}US=(31+11+2) Onerme 3.1.4[i] formunda bir Arf

sayisal yarigruptur.
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Eger u#l ise, o zaman {6u—3}US=(6,6u-3I+1L1+21+4,I+5)  Onerme
3.1.7[1ii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger u =% ise, 0 zaman {I-1}US =(6,1-11,1+11+2,I+4) Onerme 3.1.7[ii-a]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger u ¢% ise, 0 zaman {I-1}US=S=(6,6u+31-11+11+21+4) Onerme

3.1.7[ii-b ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Teorem 4.19. S, Onerme 3.1.7[iv] deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Burada
-4 :
u=1,2,...,T ve I=4(mod6) iken,

i. Eger S=(6,6u+2,6u+4,1+11+31I+5) ise, 0 zaman

{6u-2=4,1-5I1-3,1-1} , u=1ise

SH(S
) {6u—-4,6u—-2,1-5I1-3,1-1} , u>1ise

olur.

ii. Eger S=(6,6u+4,6u+81+1I+31+5) ise, 0 zaman

 |{6u-2,6u+2,1-51-31-1 , u>1ise

olur.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.7[iv] deki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigruptur.

Burada u :1,2,...,% ve I=4(mod6) iken,

i. Eger S=(6,6u+2,6u+4I+11+31+5) ise, 0 zaman
Ap(S,6) ={0,6u+2,6u+4,1+1,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem
4.2. den de PF(S)={6u—4,6u—2,1-51-3,1-1} oldugu goriiliir.
Burada u=1 ise, 0 zaman 2(6u—4)=2(6-1-4)=2-2=4¢S ve 2¢SH(S),
2(6u—2)=2(6-1-2)=2-4=8¢S ve 4 SH(S) olur. Ayrica eger u=1 ise, 0
zaman 2(6u—4)=12u—-8=6(2u—2)+4=6s+4eS(FkeN, s=2u—-2) ve
2(6u—2)=6(2u—1)+2=6t+2eS(3keN, t=2u-1) ve

6u—4,6u—2e SH(S) olur. Diger taraftan
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1>10
21>1+10
2(1-5)>1
ve
20-3)>1+4
ve
2I-1)>1+8
2(1-5),2(1-3),2(1-D) e S
[-51-3,I-1e SH(S) ¢ikar.
Buradan da SH(S):{ {6u-2=41-51-31-3 ,u=1 ?se
{6u—4,6u—-2,1-5I1-3,1-1} , u>1ise
olarak elde edilir.
Eger S=(6,6u+4,6u+81+1I+31+5) ise, 0 zaman
Ap(S,6) ={0,6u+4,6u+8,1+1,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimct Teorem
4.2. den de PF(S) ={6u—2,6u+2,1-51-31-1} oldugu goriilir.
Burada u=1 ise, o zaman 2(6u-2)=2(6-1-2)=2-4=8¢S Ve
2(6u+2)=2(6-1+2)=2-8=16S iken 4¢SH(S) ve 6u+2=8eSH(S)
olur. Ayrica eger u=l ise, 0 zaman
2(6u—2)=12u—4=6(2u-1)+2=6t-1eS(3keN, t=2u-1) ve
Bu-2eSH(S),  2(6u+2)=6(2u)+4=6m+4eS(3IkeN, m=2u) ve
6u+2 e SH(S) olur. Diger taraftan
1>10
21>1+10
2(1-5)>1
ve
2(I-3)>1+4
ve
2(1-1)>1+8
2(1-5),2(1-3),2(1-1) e S
[-51-3,1-1e SH(S) ¢ikar.
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Buradan da, SH(S) = {u+2=81-51-3I1-1 ,u=1ise
, - {6u-2,6u+2,1-5I1-31-1} , u>1ise

olarak elde edilir.

Sonug 4.20. S, Onerme 3.1.7 [iv] deki gibi bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim.

i. Eger S=(6,6u+26u+4I1+LI+31+5) ise, o zaman {6u-2}uUS ve
{I-1}US kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur.
Eger u=1 ise, 0 zaman {6u—2}US={4}US=(4,6,1+L1+3) Onerme
3.1.5[ii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Eger u=l ise, o zaman {6u—2}US=(6,6u—26u+21+L1+31+5)
Onerme 3.1.7[iv-b ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.
Diger taraftan {I-1}US = <6, 6u+2,6u+4I1-11+11 +3> Onerme 3.1.7[ii-a]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

ii. Eger S=(6,6u+2,6u+4,I+L1+31+5) ise, 0 zaman {6u+2}US ve
{I-1}US kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur.
{6u+2}US =(6,6u+2,6u+4,1+11+31+5) Onerme 3.1.7[iv-a] formunda

bir Arf sayisal yarigruptur.

1-4
Uu=——o
6

{I-3US=(6,6u+36u+4,6u+81+1L1+3)=(6,I-11,1+1LI1+3,1+4)

Eger ise, 0 zaman
Onerme 3.1.7[iii] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

-4
Eger U=# — lse, o zaman {1-3US =(6,6u+4,6u+8I1-11+11+3)

Onerme 3.1.7[ii- ¢ ] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Teorem 4.21. S, Onerme 3.1.7[v] deki gibi bir sayisal yarigrup olsun. Burada
[-5 .
u :1’2""’T ve I=5(mod6) iken,

i. Eger S=(6,1,1+2,1+3,1+4,1+5) ise, 0 zaman

{I-41-31-21-1} ,I=111ise

SH(S) =
) {{1—6,1—4,1—3,1—2,1—1} L I>11 ise
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olur.

ii. Eger S=(6,6u+311+21+31+5) ise, 0 zaman

{6u—3,1-4,1-31-1} , 1=11 ise

SH(S) =
©) {{6u—3,1—6,1—4,1—3,1—1} ,I>11 ise

olur.

Ispat. Oncelikle Onerme 3.1.7[v] deki tiim sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigruptur.

Burada u =1,2,...,% ve I=5(mod6) iken,

i. Eger S=(6,1,1+2,1+3,1+4,1+5) ise, 0 zaman

Ap(S,6) ={0,1,1+2,1+3,1+4,I1+5} oldugu asikardir. Yardimc1 Teorem 4.2.
den PF(S)={1-6,1-4,1-3,1-2,1-1} oldugu goriiliir. Burada
[>11
21>21+11
2(I-4)>1+3
ve
2(I-3)>1+5
ve
2(0-2)>1+7
ve
2(I-1)>1+9
2(1-4),2(I-3),2(1-2),2(1-2) e S
1-4,1-3,1-2,1-1€ SH(S) ¢ikar.
Eger =11 ise, 0 zaman 2-(I-6)=2-5=10¢S ve 5¢SH(S) olur. Ayrica

1>11 ise, 0 zaman 2I>1+11 ve 2(I-6)>I-1 olur. Boylece 2(I-6)eS ve
(I-6) e SH(S) olur.

{I-4,1-31-21-1} ,I=11ise

Buradan da, SH(S) = .
) {{1—6,1—4,1—3,1—2,1—1} , I>11 ise

olarak elde edilir.
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Eger S=(6,6u+311+21+31+5) ise, 0 zaman
Ap(S,6) ={0,6u+3,I,I+2,1+3,1+5} oldugu asikardir. Yardimci Teorem 4.2.
den PF(S)={6u—3,I-6,1—4,1-3,1—1} oldugu gdriilir.
Buradan da 2-(6u—3)=6(u-1)=6neS(3keN, n=u-1) ve 6u—3eSH(S)
elde edilir. Diger taraftan
[>11
21>21+11
20-4)>1+3
ve
2(1-3)>1+5
ve
20-1)>1+9
2(1-4),2(1-3),2(I-1) € S
[-4,1-3,1-1e SH(S) ¢ikar.
Eger 1=11 ise, 0 zaman 2(1-6)=2-5=10¢S ve 5¢SH(S) elde edilir.
Ayrica 1>11 ise, 0 zaman 2I>1+11, 2(I - > I olur. Bu durumda

2(1-6)eS ve (I-6)e SH(S) elde edilir.

{6u-31-4,1-31-1 , I=11ise

Buradan da, SH(S) = .
®) {{6u—3,1—6,1—4,1—3,1—1} , I>11 ise

olarak elde edilir.

Sonug 4.22. S, Onerme 3.1.7[v] deki gibi bir saysal yarigrup oldugunu kabul edelim.

Eger S=(6,[,1+2,1+31+4,I+5) ise, 0 zaman {I-2}uS ve {I-tUS
kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur.

Burada {I-2}US=(6,1-2,1,1+2,1+3,1+5) Onerme 3.1.7[v-b] formunda
bir Arf sayisal yarigruptur.

Diger taraftan {I-BUS=(6,1-LL1+21+3I+4) Onerme 3.1.7[iv-b]
formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger S=(6,6u+3,1,1+2,1+31+5) ise, 0 zaman {6u—3}uUS ve {I-US

kiimeleri birer Arf sayisal yarigruptur.
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Eger u=1ise, 0 zaman {6u—3}US =(3,,I+2) Onerme 3.1.4[ii] formunda
bir Arf sayisal yarigruptur.

Eger u>1 ise, 0o zaman {6u—3}US=(6,6u—311+21+31+5) Onerme
3.1.7[v-b] formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Diger taraftan {I-1}uUS= <6, 6u+3,1-1I,1+ 2,I+3> Onerme  3.1.7[iii]

formunda bir Arf sayisal yarigruptur.

Ornek 4.23. S kiimesi S = <6,9,10,1ll3,14> seklinde bir sayisal yarigrup olsun. S,
Onerme 3.1.7.[iii] seklinde bir Arf sayisal yarigruptur. Bu sayisal yarigrubun ozel
boslugu SH(S)={3,8} dir. Boylece {8}US:<6,8,9,10,11,13> ve {3}US=<3,8,10>
seklinde yeni bir Arf sayisal yarigrubu elde edilir. Bu islemi tekrar edersek
SH ({8} uS)={7} ve ({8}US) den {7}u({8}S)=(6,7,8,9,10,11) seklinde yeni
bir Arf sayisal yarigrubu elde edilir. Bu islem benzer sekilde tekrarlanarak asagidaki

Sekil 4.4 elde edilir. Sekil 4.4 den anlasilacag lizere elde ettigimiz kiimeler Arf sayisal

yarigruptur.

S =(6,9,10,11,13,14)
v {3} Nou{s}
(310,11) (6,8,9,10,11,13)
Luis} Julth Nuf4)
(3,8,10) (6,7,8,9,10,11) (4,6,9,11)
Lo} Jofst bofst  Nu{4p {7} N2}
(3,7,8) (3,7.8) (5.6,7,89)  (4,6,7,9) (2,9)
Noufsh Jof3l Nofah S50 Nf2p V{7
(35,7) (4,5,6,7) (2,7)
Nou{4} {3} at
(3.4,5) v
N o2} e
(25)
L u{s}
(23)
ot}
N

Sekil 4.4. S = <6, 9,10,11,13, 14> i Kapsayan Tiim Arf Sayisal Yarigruplar Tablosu
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Yukaridaki Sekil 4.4 ten anlasilacagi iizere <6, 9,10,11,13, 14> sayisal yarigrubunu
kapsayan Arf sayisal yarigruplarinin zincirleri asagidaki gibidir:

(6,9,10,11,13,14) (3,10,11) = (3,8,10)  (3,7,8) =(3,5,7) c(3,4,5) c (2,5) c
(6,9,10,11,13,14) < (6,8,9,10,11,13) = (6,7,8,9,10,11) c (3,7,8) < (3,5,7) c(3,4,5) c (2,5)
(6,9,10,11,13,14) c(6,8,9,10,11,13) (6,7,8,9,10,11)  (5,6,7,8,9) (3.5,7) c (3,4,5)  (2,5)
(6,9,10,11,13,14) < (6,8,9,10,11,13) c (6,7,8,9,10,11)  (5,6,7,8,9)  (4,5,6,7) c (3.4,5) <2 5)
(6,9,10,11,1314) (6,8,9,10,11,13) c (6,7,8,9,10,11) c (4,6,7,9) c (4,5,6,7)  (3,4,5)
(6,9,10,11,13,14) (6,8,9,10,11,13) = (6,7,8,9,10,11) c (4,6,7,9) c (2,7) c (2,5
(6,9,10,11,13,14) (6,8,9,10,11,13) = (4,6,9,11) c (4,6,7,9) c (2,7) c(2,5)
(6,9,10,11,1314) c(6,8,9,10,11,13) c (4,6,9,11) < (4,6,7,9) c(4,5,7,9)  (4,5,6,7) c(3.4,5) (2,

(6,9,10,11,13,14)  (6,8,9,10,11,13) = (4,6,9,11) c (2,9) c (2,7) c(2,5) c(2,3) c N
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu calismada kathliligt 6 ya kadar olan Arf sayisal yarigrubunun oOzel
bosluklarinin kiimesinin genel bir denklemini yazmaya c¢alistik. Sonrasinda ise bu 6zel
bosluklarmin hangi elemanlarinin bu kiime ile birlesim islemi yapildiginda yeni bir Arf
sayisal yarigrubu olusturdugunu ve yeni olusan Arf sayisal yarigruplarinin kiimesinin

hangi formda bir Arf sayisal yarigrup olusturdugunu géstermis olduk.

5.2 Oneriler
Bu ¢alismamizda katlilig1 6 ya kadar olanlar1 inceledik katliligi 6 dan biiyiik Arf

sayisal yarigruplari i¢in ise bu islemler yapilabilir.
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