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Bu çalışmada, sayısal yarıgruplar ve Arf sayısal yarıgrupları hakkında temel bilgilere yer 

verilmiştir. Küçük katlılıklı Arf sayısal yarıgrupları üzerine çalışılmıştır. Verilen küçük katlılıklı Arf 

sayısal yarıgruplarının özel boşlukları bulunarak, bu boşluklar bu sayısal yarıgrubumuzun üereteçleri 

cinsinden ifade edilmiştir. Verilen küçük katlılıklı Arf sayısal yarıgrubu kapsayan tüm Arf sayısal 

yarıgrupları bulundu ve elde edilen Arf sayısal yarıgrupların hangi formda olduğu belirlendi. 
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In this study, main preliminiaries about numerical semigroups and Arf numerical semigroups 

were given and  Arf numerical semigroups with small multiplicity were investigated. To find the special 

gaps of Arf numerical semigroups with small multiplicity, we have expressed these gaps in terms of the 
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1. GİRİŞ 

 

Sayısal yarıgruplar, cebirde tekrar önem kazanmış ve özellikle cebirsel geometri 

de uygulama alanı bulmuş bir konudur. Sayısal yarıgrupları tanımlaya çalışırsak; sıfırı 

kapsayan ve negatif olmayan tamsayıların, tümleyeni sonlu olan toplamsal kapalı bir alt 

kümesidir. Sayısal yarıgruplar değişmeli monoidlerdir ve bu sebeple sayısal monoidler 

olarak da adlandırılırlar. 

Sayısal yarıgrupların kavramının tarihsel gelişimine bakacak olursak ilk olarak 

19. Yüzyılda Ferdinand Frobenius ve James Joseph Sylvester tarafından ele alınmıştır. 

Tarihte “Frobenius bozuk para problemi” ve aynı zamanda, “Frobenius’un lineer diofant 

denklemi” olarak da adlandırılan bu problem ilk olarak “ortak bir bölene sahip olmayan 

bozuk paraları kullanılarak elde edilemeyen en büyük para miktarı nedir?” sorusuyla 

ifade edilmiştir. Yani, temel olarak “ a  ve b  negatif olmayan tamsayılar, p ile q sayıları 

1 den büyük ve aralarında asal olmak üzere; ap bq  lineer kombinasyonu olarak ifade 

edilemeyen en büyük tam sayı nedir?” sorusu tarihte Frobenius problemi olarak bilinir. 

p  ve q  gibi iki adet sayı için bu problemin çözümü; pq p q   olarak belirlidir. Bu 

sayı ( )F S  ile temsil edilmiştir(Rosales ve Branco, 2011).  Bu şekilde iki sayı için [0, 

( )F S ] aralığındaki sayılardan p  ve q  sayılarının lineer kombinasyonu olarak 

yazılabilen ve yazılamayan sayıların eşit sayıda ve tam olarak 
( ) 1

2

F S 
 adet olduğu 

belirtilmiş ve bununla ile ilgili teoremin ispatı yine Sylvester (1884) tarafından 

yapılmıştır. 

Sayısal yarıgruplar çalışması, pozitif tamsayı katsayılı homojen olmayan lineer 

denklemin negatif olmayan çözümlerine denktir. Böylece sayısal yarıgruplar literatürde 

geniş ölçüde ele alınmış klasik bir problemdir. Bu klasik çizginin ardından iki 

değişmez, sayısal yarıgruplarda önemli rol oynar. Bunlar Frobenius sayısı ve cinstir. 

Ayrıca, birçok eserde bir boyutlu analitik indirgenemez yerel halkaların değerler 

yarıgruplarının ele alındığını görebiliriz. Bu anlamda önemli rol oynayan sayısal 

yarıgrupların bazı değişmezleri ortaya çıkar: katlılık, gömme boyutu, cinsi, tipi, ileticisi, 

Apery kümesi, pseudo-Frobenius sayısı v.b. 

Günümüz matematikçileri Arf sayısal yarıgruplarının özellikleri, onların genel 

denklemi ile ilgilenmektedirler.  
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Bu çalışmamızda, sayısal yarıgruplar ile ilgili olan çalışmalar hakkında bilgi 

vereceğiz. 

Tezin 2. Bölümünde yarıgrup ve sayısal yarıgrubun literatür özetini yapıp bu 

konu hakkında sonraki bölümlerde kullanılacak olan tanım ve teoremler hakkında ön 

bilgiler verilmiştir. 

Tezin 3. Bölümünde Arf sayısal yarıgruptan ve özellikle küçük katlılıklı 

(katlılığı 6 ya kadar olan) Arf sayısal yarıgruplar hakkında bilgiler verilmiştir. 

Tezin 4. Bölümünde küçük katlılıklı Arf sayısal yarıgrupların özel 

boşluklarından bahsedip bu özel boşluklarının kümesindeki hangi elemanların bir 

önceki küme ile birleşim işlemi uygulandığında yeni bir Arf sayısal yarıgrup elde 

edildiği ve sonucunda hangi formda bir Arf sayısal yarıgrubu olacağı açıklanmıştır. 
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2. TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde ilk olarak, çalışmamız için gerekli temel tanım ve teoremlerden bahsedip 

sayısal yarıgruplarla ilgili temel özellikler hakkında bilgiler vereceğiz. 

 

Tanım 2.1. A  boştan farklı bir küme olsun. A A  dan A  ya tanımlı bir  

:

( , )

A A A

x y x y

  

 
   

fonksiyonuna, A  içinde bir ikili işlem denir. 

 

Örnek 2.2. En çok bilinen ikili işlem örnekleri tamsayıların toplama ve çarpma 

işlemidir.  

 

Tanım 2.3. A  boştan farklı bir küme ve  , A üzerinde bir ikili işlem olsun. Eğer her 

, ,x y z A  için ( ) ( )x y z x y z      ise,   işleminin birleşme özelliği vardır denir. 

 

Tanım 2.4. A  boştan farklı bir küme ve  , A üzerinde bir ikili işlem olsun. Eğer her 

x A  için x a a x x     olacak şekilde bir a A  var ise a  elemanı   işleminin 

birim elemanı denir. 

 

Tanım 2.5. A boş olmayan bir küme olsun. Bu kümede birleşme özelliğine sahip bir 

ikili işlem tanımlanmış olan tek işlemli cebirsel yapılara yarıgrup denir. 

 

Tanım 2.6. ,A   bir yarıgrup olsun. K A  olmak üzere her ,x y K  için 

x y K  oluyorsa K  ya A  nın bir alt yarıgrubu denir.  

 

Örnek 2.7. ,  cebirsel yapısı, ,  yarıgrubunun bir alt yarıgrubudur. 

 

Tanım 2.8. A bir yarıgrup olsun. Bu kümede birim eleman varsa bu kümeye monoid 

denir. Bu tezde birim elemanı 0 ile göstereceğiz. 



 

 

 

 

5 

Tanım 2.9. Boştan farklı bir H  kümesi alalım. H A olacak şekilde A monoidi 

alalım. Eğer 0 H ve her ,a b H  için a b H   olur ise H  kümesine A  kümesinin 

alt monoidi denir. 

 

Tanım 2.10.  S ,  kümesinin her ,a b S  için a b S   ve 0 S  olacak şekilde bir 

alt küme olsun. Eğer \ S  kümesi sonlu ise S  ye sayısal yarıgrup denir(Rosales ve 

Garcia-Sanchez, 2009). 

 

Örnek 2.11.   0,4,6,8,10,11,12,14,S    kümesi bir sayısal yarıgruptur. 

 S  kümesinin toplama işlemine göre kapalı olduğu 0 S  ve 

 \ 1,2,3,5,7,9,13S   sonlu küme olup tanımdan sayısal yarıgrup olduğu görülür. 

 

Tanım 2.12. Tanım 2.10. de bahsettiğimiz \ S  kümesine sayısal yarıgrubunun 

boşlukları denir ve ( )H S  ile gösterilir. Bu kümenin eleman sayısına da S  nin cinsi 

denir ve ( )g S  ile gösterilir. 

 

Örnek 2.13. Örnek 2.11. deki sayısal yarıgrubu ele alacak olursak 

 ( ) 1,2,3,5,7,9,13H S   olur. Bu S  sayısal yarıgrubunun ( )H S  kümenin dışındaki 

tüm sayılar, bu kümenin elemanlarının lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. Örneğin; 

27 1.11 4.4 1.15 3.4 ...      gibi. 

 

Tanım 2.14. A  bir yarıgrup ve K  onun boştan farklı bir altküme olsun. A  nın K  yı 

kapsayan en küçük alt yarıgrubuna K nın ürettiği yarıgrup denir. Bu durumda K  

kümesine de A  nın üreteçler kümesi denir ve A K  yazılır. Özel olarak 

 1 2, ,..., pK n n n A   alınırsa 
1 2, ,..., pA n n n  yazılır. Eğer 

1 2, ,..., pA n n n  olacak 

şekilde A  nin  1 2, ,..., pK n n n  kümesinden küçük bir küme bulunamıyorsa 

 1 2, ,..., pK n n n  kümesine A  nin minimal üreteç sistemi denir(Rosales ve Garcia-

Sanchez, 1999). 
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Tanım 2.15. S  bir yarıgrup ve B S  olsun. Her s S  elemanı  1 2, ,..., nB k k k  

kümesinin elemanlarının lineer kombinasyonu şeklinde yazılabiliyorsa, yani 

  1 1 2 2 ... , 0,1,2,...,n n is t k t k t k t i n      , B  kümesine S  nin üreteçler kümesi 

denir ve S B  yazılır. Eğer S  sayısal yarıgrubu, B  kümesinin herhangi bir özalt 

kümesi ile üretilemiyorsa B  ye minimal üreteç sistemi denir. Minimal üreteç sisteminin 

eleman sayısına da S  sayısal yarıgrununun gömme boyutu denir ve ( )e S  ile 

gösterilir(Rosales ve ark., 2011). 

 

Örnek 2.16.  0,5,7,9,10,12,14,S    sayısal yarıgrubunun minimal üreteç sistemi 

 5,7,9B   ve ( ) 3e S   tur. Yani 5,7,9S   olarak yazılır. 

 

Tanım 2.17. S  bir sayısal yarıgrup olsun. S  sayısal yarıgrubunu oluşturan üreteçlerin 

en küçük elemanına S  nin katlılığı denir ve ( )m S  ile gösterilir.  

 

Örnek 2.18.  5,7,8,9 0,5,7,8,9,10,12,S     sayısal yarıgrubu verilsin. O zaman  

S  nin katlılığı ( ) 5m S   olur.  

 

Tanım 2.19.  S  sayısal yarıgrup olmak üzere ( ) ( )m S e S  oluyorsa, S  sayısal 

yarıgruba (maksimal gömme boyutlu) MGB-yarıgrup denir(Rosales, 1996).   

 

Yardımcı Teorem 2.20. K  boştan farklı sonlu bir küme ve K   olsun. O halde 

aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. S K  bir sayısal yarıgruptur. 

ii. ( ) 1obeb K   dir ( Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009). 

İspat: i.   ii. K  sayısal bir yarıgrup ve ( )obeb K d  olsun eğer k K  ise |d k  

elde edilir. \ K  sonlu olduğundan K  sayısal yarıgrubunda öyle bir x  elemanı 

vardır ki ; |d x   ve | 1d x   olur. Bu da 1d   olmasını gerektirir. 

ii.   i. ( ) 1obeb K   olsun. O zaman 1 1 ... 1n nz k z k    olacak şekilde 1 2, ,..., nz z z  ve 

1 2, ,..., nk k k K  bulunabilir. Bu eşitliği 
1 1 1 1... 1 ...i i ik ik j j jl jlz a z a z a z a       şeklinde 
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düzenlersek s K  için, 1s K   bulunabilir demektir. Eğer ( 1) ( 1)n s s s     ise 

n K  olur. Üstelik n qs r  , 0 r s   olacak şekilde q  ve r  tamsayılar 

bulunabilir. ( 1) ( 1)n s s s     eşitliğinden 1r s q    elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( 1) ( )n rs r q r s r s q r s K          bulunur. Yani K  bir sayısal 

yarıgruptur. 

 

Tanım 2.20. S  sayısal yarıgrup olsun. Bu yarıgrubun üreteçlerinin  1 2, ,..., kB b b b  

lineer kombinasyonu şeklinde yazılamayan en büyük tamsayıya sayısal yarıgrubunun 

Frobenius Sayısı denir ve ( )F S  ile gösterilir. Frobenius sayısı, S  sayısal yarıgrubunun 

boşluklarının kümesinin en büyük elemanına eşittir(İlhan, 2010). 

 

Örnek 2.21.  5,12,13,14 0,5,10,12,13,14,15,17,18,19,20,22,S     yarıgrubu için 

 ( ) 1,2,3,4,6,7,8,9,11,16,21H S   olup  ( ) 21F S   elde edilir. 

 

Tanım 2.22. S  sayısal yarıgrup olsun. Bu sayısal yarıgrup için x n S   ve n  

olacak şekilde en küçük x  tamsayısına, S  nin ileticisi denir ve ( )S  ile gösterilir. Aynı 

zamanda ( ) ( ) 1S F S    olur. 

 

Örnek 2.23. Örnek 2.21 deki sayısal yarıgrubu ele alırsak ( ) 22S   olur. 

 

Tanım 2.24. S  bir sayısal yarıgrup olsun ve x S  olacak şekilde bir x  tamsayısı 

alalım. Bu durumda  \ 0s S  ve x s S   oluyorsa x  tam sayısına S  nin bir pseudo-

Frobenius sayısı denir. S  nin tüm pseudo-Frobenius sayılarının kümesi ( )PF S  ile 

gösterilir. ( )PF S  nin eleman sayısına S  nin tipi denir ve ( )t S  ile gösterilir. Pseudo-

Frobenius sayılarının kümesinin en büyük elemanı bu sayısal yarıgrubunun Frobenius 

sayısına eşittir. 

 

Örnek 2.25.  7,8,10,12,13,19 0,7,8,10,12,S     sayısal yarıgrubu için, 

 ( ) 1,2,3,4,5,6,9,11H S S   şeklindedir. Bu durumda;  

1 10x S ve S   iken 1 10 11 S    olup 1 ( )PF S  çıkar. 
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2 7x S ve S   iken 2 7 9 S    olup 2 ( )PF S  çıkar. 

3 8x S ve S   iken 3 8 11 S    olup 3 ( )PF S  çıkar. 

4 7x S ve S   iken 4 7 11 S    olup 4 ( )PF S  çıkar. 

Ayrıca; s S , 5 ( )x ve x H S   olmak üzere  ( )x s F S   olup x s S    bulunur ve 

böylece  ( ) 5,6,9,11PF S   yazılır. Bu durumda, S  nin tipi ( ) 4t S   olur. Ayrıca 

( ) 11F S   olup ( )PF S  kümesinin en büyük elemanıdır. 

 

Tanım 2.26. S  bir sayısal yarıgrup olsun. Bu S  sayısal yarıgrubu üzerinde S  

bağıntısını, ,a b S  için, Sa b b a S     şeklinde tanımlarsak bu bağıntıya kısmi 

sıralama bağıntısı denir. 

 

Teorem 2.27. ( , ) 1obeb a b   olan a  ve b  pozitif tam sayılar verilsin. O zaman 

 ( , ) ,F a b ab a b    

 
1

( , )
2

ab a b
g a b

  
 ( Sylvester, 1884). 

 

Örnek 2.28.  3,7 0,3,6,7,9,10,12,S     sayısal yarıgrubunu alalım. Burada 

3a   ve 7b  olmak üzere, ( ) 3 7 3 7 11F S       ve 
3 7 3 7 1

( ) 6
2

g S
   

   olur. 

 

Tanım 2.29. S  bir sayısal yarıgrup ve n , S sayısal yarıgrubunun sıfırdan farklı bir 

elemanı olmak üzere, S  nin n  ye göre Apery kümesi 

 ( , ) :Ap S n s S s n S      

şeklinde tanımlanır(Rosales ve Branco, 2011). 

 

Yardımcı Teorem 2.30. S  bir sayısal yarıgrup ve n , S sayısal yarıgrubunun sıfırdan 

farklı bir elemanı olsun. ( )i , S  sayısal yarıgrubunun  modn  ye göre i  ye denk olan 

en küçük elemanını göstermek üzere, 

   ( , ) : (0) 0, (1), (2),..., ( 1)Ap S n s S s n S n           şeklindedir(Rosales ve 

Branco, 2011). 



 

 

 

 

9 

İspat:  1,2,..., 1i n   alalım. O halde her  1,2,..., 1i n   için i kn S   olacak 

şekilde k  bulunur. Bu şekilde yazılan en küçük sayıya ( )i  dersek,  

( ) ( , )i Ap S n   elde edilir. Buradan  (0) 0, (1), (2),..., ( 1) ( , )n Ap S n       olur. 

Şimdi bir ( , )x Ap S n  alalım. O halde Apery kümesinin tanımına göre x n S   dir. 

Yani x , S sayısal yarıgrubunun bu özellikteki en küçük elemanıdır. Ayrıca modn  ye 

göre  1,2,..., 1n  kümesinin elemanlarından birine denk olacağından 

 (0) 0, (1), (2),..., ( 1)x n       olur. Böylece sonuca varılır. 

 

Teorem 2.31. S bir sayısal yarıgrup ve 0 n S  olsun. O halde 

 ( ) (max ( , ))F S Ap S n n   

 
( , )

1 1
( ) ( )

2w Ap S n

n
g S w

n 


   (Selmer, 1977). 

İspat: Apery kümesinin tanımından (max ( , ))Ap S n n S   olduğu aşikardır. Eğer 

(max ( , ))x Ap S n n   oluyorsa o halde (max ( , ))x n Ap S n   olur. ( , )w Ap S n  

olacak şekilde  bir w  elemanı alırsak modn  ye göre x  e denk olmalıdır. Eğer 

w x n   ise bu durumda  olacak şekilde x w kn   bir k  pozitif tamsayısı vardır ve 

sonuç olarak ( 1)x n w k n    elemanı S  kümesine aittir. 

 Her ( , )w Ap S n  için ,  eğer w  ile i  modn  ye göre denk ve  0,..., 1i n  , o 

halde negatif olmayan bir ik  için iw k n i   olur. Yardımcı Teorem 2.30. den 

 1 2 1( , ) (0) 0, (1) 1, (2) 2,..., ( 1) 1nAp S n w w k n w k n w n k n n          . 

 Bir x  tamsayısı ( )w i  modn  ye göre denk ve S  kümesinin elemanıysa ancak ve 

ancak ( )w i x . Buradan  

    
1 1

( ) ...
n

g S k k


    

                                
1 1

1 1
(( 1) ... ( 1))

2
n

n
k n k n n

n



        

                     
( , )

1 1
( )

2w Ap S n

n
w

n 


  . 

Eğer ,S a b  olan bir sayısal yarıgrup ise o zaman  ( , ) 0, ,2 ,..., ( 1)Ap S a b b a b   

olur. 
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Tanım 2.32. S  bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer her ( )x H S  için   2 ,3x x S  

oluyorsa, x  elemanına S  nin bir temel boşluğu denir. S  nin  bütün temel boşluklarının 

kümesi ( )FH S  ile gösterilir(Sylvester, 1884). 

 

Örnek 2.33.  4,7,9 0,4,7,8,9,11,S     sayısal yarıgrubu alalım. Bu kümenin 

boşlukları   ( ) 1,2,3,5,6,10H S   şeklindedir. ( )H S  nin elemanlarını ele aldığımızda 

sadece 6x   ve 10x   için  ( ) 6,10FH S   bulunur. 

 

Tanım 2.34. S  bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer her ( )x PF S  için 2x S  oluyorsa x  

elemanına S  nin bir özel boşluğu denir ve S  nin tüm özel boşluklarının kümesi 

 ( ) ( ); 2SH S x PF S x S    ile gösterilir(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009). 

 

Örnek 2.35.  5,7,11 0,5,7,10,11,12,14,S     olsun. Bu sayısal yarıgrupta 

 ( ) 13,9PF S   ve  ( ) 13,9SH S   şeklindedir.  

Burada    9 0,5,7,9,10,11,12,14,S    ve    13 0,5,7,10,S    şeklinde yeni 

bir sayısal yarıgruplar elde edilir. 

 

Önerme 2.36. S  bir sayısal yarıgrup ve ( )x H S  olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine 

denktir: 

i. ( )x SH S  

ii.  S x  bir sayısal yarıgruptur. 

 

Yardımcı Teorem 2.37. S  ve T  iki sayısal yarıgrup ve S T  olsun. O halde 

 max( \ )S T S  bir sayısal yarıgruptur ve aynı zamanda max( \ ) ( )T S SH S  dir. 
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3. ARF SAYISAL YARIGRUPLARI 

 

Tanım 3.1. S  bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer her , ,x y z S  için x y z   olmak 

üzere, x y z S    özelliği sağlanıyorsa S  sayısal yarıgrubuna Arf sayısal yarıgrup 

denir(Rosales ve ark., 2004). Başka bir şekilde tanımlarsak, her ,x y S  için x y  iken 

2x y S   oluyorsa S  sayısal yarıgrubuna Arf sayısal yarıgrup denir. (Garcia-Sanchez 

ve ark., 2017) 

 

Örnek 3.2.  3,8,10 0,3,6,8,S     sayısal yarıgrubunun Arf sayısal yarıgrup 

olduğunu gösterelim; 

3, 3x y   iken 2 3 3 3 S     

6, 3x y   iken 2 6 3 9 S     

6, 6x y   iken 2 6 6 6 S     

8, 3x y   iken 2 8 3 15 S     

8, 6x y   iken 2 8 6 10 S     

                                           8, 8x y   iken 2 8 8 8 S     buluruz. Ayrıca, 8x   iken 

her zaman 8x y   olacağından  2 x y S    çıkar. Böylece, S  bir Arf sayısal 

yarıgrup olur. 

 

Yardımcı Teorem 3.3.  k  bir pozitif tamsayı olmak üzere,  0, ,S k   sayısal 

yarıgrubu daima Arf sayısal yarıgruptur. (Rosales ve ark., 2004) 

 

Yardımcı Teorem 3.4. S  bir sayısal yarıgrup olsun ve x  bir pozitif tam sayı olsun. O 

halde  ( ) 0x S   Arf sayısal yarıgruptur ancak ve ancak S  Arf sayısal yarıgruptur.  

 

Yardımcı Teorem 3.5. S , bir sayısal yarıgrup olsun. O halde, 

 ' : , , ,S x y z x y z S x y z       kümesi ‘nin toplama işlemine göre kapalı bir alt 

kümesidir ve 'S S şeklindedir(Rosales ve ark., 2004). 

İspat: x S  olsun. O zaman 
'x x x S    olduğu ve 'S S iken 'S   olduğu 

açıktır. Şimdi 
',a b S  alırsak 

'S  kümesinin tanımından, k k kx y z  ,  1,2k  ve 
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1 1 1a x y z   , 2 2 2b x y z    olmak üzere 1 2 1 2 1 2, , , , ,x x y y z z S vardır. Buradan, 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )a b x x y y z z        elde edilir. Açıkça, 1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z S     ve 

1 2 1 2 1 2,x x y y z z      olduğu görülebilir. Bu da 
'a b S   demektir. Böylece istenen 

elde edilmiş olur. 

 

Önerme 3.6. S  bir sayısal yarıgrup ve x S olsun. O halde S , Arf sayısal yarıgruptur, 

ancak ve ancak  ' ( ) 0S x S    Arf sayısal yarıgruptur(Rosales ve Garcia-Sanchez, 

2009). 

 

İspat: S  bir Arf sayısal yarıgrup olsun. O halde S  maksimal gömme boyutuna sahiptir. 

Buradan da 
'S sayısal yarıgrup olduğu ve  ' \ 0x S  öyle ki  '( ) 0S x S    olur. 

Eğer S   ise 'S S olur ki 
'S  Arf sayısal yarıgruptur. Bu yaptığımız yöntemi 

'S  için  

tekrar ettirecek olursak 
"S  Arf sayısal yarıgrubunu elde ederiz ve  '' \ 0y S  öyle ki 

 ' "( ) 0S y S   . \ S  nin bu şekilde çok fazla eleman elde edilebilir ve bu şekilde 

Arf sayısal yarıgruplarının sabit bir yükseliş zinciri elde edilmiş olur: 

0 1 ... nS S S S   ve  1 1( ) 0i i iS x S     öyle ki  1 1 \ 0i ix S   olur. 

 

Örnek 3.7.  4,11,13,14 0,4,8,11,S     şekilde Arf sayısal yarıgrubu olsun. 
'5 S  

için      ' 5 0 0,9,13,16,S S      yarıgrubunun Arf sayısal yarıgrup olduğunu 

gösterelim: 

9, 9x y   iken 2 9 9 9 S     

13, 9x y   iken 2 13 9 17 S     

13, 13x y   iken 2 13 13 13 S     

16, 9x y   iken 2 16 9 23 S     

16, 13x y   iken 2 16 13 19 S     

                     16, 16x y   iken 2 16 16 16 S     çıkar. Ayrıca, 

16x   iken x y  olduğundan her zaman 2 16x y    eşitsizliği sağlanır ve 

2 x y S    olduğu görülür. Böylece  ' 0,9,13,16,S    sayısal yarıgrubu Arf olur. 
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3.1. Küçük Katlılıklı Arf Sayısal Yarıgrupları 

 

Önerme 3.1.1. Herhangi bir Arf sayısal yarıgrup, maksimum gömme boyutuna sahiptir. 

Böylece, eğer S  katlılığı m  olan bir Arf sayısal yarıgrup ise, o zaman S  nin minimal 

üreteç sistemi \( ( , ) {0}) { }Ap S m m  kümesi olur. Ayrıca, ( , )Ap S m  kümesinin en 

büyük elemanı ( ) 1S m    dir(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009). 

 

Önerme 3.1.2. Katlılığı 1 olan sayısal yarıgrup sadece  kümesidir. Öte yandan,  

bir Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Önerme 3.1.3. Katlılığı 2 olan bütün sayısal yarıgruplar aynı zamanda Arf sayısal 

yarıgrubudur. Eğer S  sayısal yarıgrubunun ileticisini ( )S    alırsak 2, 1S     ile 

gösterilir. Bu çalışma için Garcia-Sanchez ve ark., (2017) nın aşağıdaki önermeleri çok 

önemli olacaktır. 

 

Önerme 3.1.4. 3   ve 1(mod3)   olacak şekilde bir   tam sayısı verilsin. O zaman 

katlılığı 3 ve ileticisi   olan S Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden biridir. 

i. Eğer 0(mod 3)   ise, o zaman 3, 1, 2S       

ii. Eğer 2(mod 3)   ise, o zaman 3, , 2S       

şeklindedir(Garcia-Sanchez ve ark., 2017). 

 

Önerme 3.1.5. Katlılığı 4 ve ileticisi   olan S , Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden 

biridir.  

i. Eğer 0(mod 4)   ve 1,2,...,
4

k


  ise, o zaman 4,4 2, 1, 3S k       

ii. Eğer 2(mod 4)   ve 
2

1,2,...,
4

k
 

  ise, o zaman 4,4 2, 1, 3S k        

iii. Eğer 3(mod 4)   ise, o zaman 4, , 2, 3S        

şeklindedir(Garcia-Sanchez ve ark.,  2017). 
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Önerme 3.1.6. Katlılığı 5 ve ileticisi   olan S , Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden 

biridir. 

i. Eğer 0(mod 5)   ise, o zaman 

) 5, 2, 1, 2, 4a S           ya da  

) 5, 1, 2, 3, 4b S          . 

ii. Eğer 2(mod 5)   ise, o zaman 5, , 1, 2, 4S         , 

iii. Eğer 3(mod 5)   ise, o zaman 5, , 1, 3, 4S         , 

iv. Eğer 4(mod 5)   ise , o zaman  

) 5, 2, , 2, 4a S          ya da 

) 5, , 2, 3, 4b S          

şeklindedir(Garcia-Sanchez ve ark.,  2017). 

 

Önerme 3.1.7. Katlılığı 6 ve ileticisi   olan S , Arf sayısal yarıgrubu olsun. Bu 

durumda, 

i. Eğer 0(mod 6)   ise, o zaman  

) 6, 1, 2, 3, 4, 5a S            , 

) 6,6 2,6 4, 1, 3, 5b S t t         , 

) 6,6 3, 1, 2, 4, 5c S t          , 

) 6,6 4,6 8, 1, 3, 5d S t t          biçimindedir. 

(Burada , 1, 2,..., 1
6

t


   dir.) 

ii. Eğer 2(mod 6)   ise, o zaman  

) 6,6 2,6 4, 1, 3, 5a S u u         , 

) 6,6 3, , 2, 3, 5b S v         , 

) 6,6 4,6 8, 1, 3, 5c v v         biçimindedir. 

 (Burada 
2

1,2,...,
6

u
 

  , 
2

1, 2,..., 1
6

v
 

   dir.)  

iii. Eğer 3(mod 6)   ise, o zaman 
3

1, 2,...,
6

u
 

  olmak üzere, 
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6,6 3, 1, 2, 4, 5S u           biçimindedir. 

iv. Eğer 4(mod 6)   ise, o zaman  

) 6,6 2,6 4, 1, 3, 5a S u u         , 

) 6,6 4,6 8, 1, 3, 5b S u u          biçimindedir. 

(Burada, 
4

1,2,...,
6

u
 

  dır.)  

v. Eğer 5(mod 6)   ise, o zaman 
5

1, 2,...,
6

u
 

  olmak üzere, 

) 6, , 2, 3, 4, 5a S           , 

) 6,6 3, , 2, 3, 5b S u          biçimindedir(Garcia-Sanchez ve ark.,  2017). 
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4. ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ ÖZEL BOŞLUKLARI 

 

Bu bölüm tezimizin özgün kısmını oluşturmakta ve burada bulduğumuz 

sonuçları daha öncesinde Balıkesir Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisinde The 

special gaps of Arf numerical semigroups with small multiplicity başlığı ile 

yayınlanmıştır(Suer ve Yalcin, 2018). 

Bu çalışmada daha önce ispatlanmış olan S  bir Arf sayısal yarıgrup olmak üzere 

( )F S S  nin de yine bir Arf sayısal yarıgrup olduğu ve ( )S F S S   olduğu 

gösterilmiştir.(Rosales ve ark., 2009) Bu bölümde, katlılığı 6 ya kadar olan S  Arf 

sayısal yarıgruplarının özel boşlukları kümesi ( )SH S ’yi elde edip, ( )x SH S  için 

 x S  kümesinin hangi formda Arf sayısal yarıgrup olduğunu belirleyeceğiz. 

 

Tanım 4.1. S  bir sayısal yarıgrup ve g S  olsun. O zaman  S g  bir sayısal 

yarıgrup ise g ’ye S  nin özel boşluğu denir, S  nin tüm özel boşluklarının kümesi 

( )SH S  ile gösterilir. Başka bir ifadeyle S  bir sayısal yarıgrup ( ) \H S S  olmak 

üzere,   ( ) ( ), \ 0 2SH S x H S her s S için x S ve x s S       yazılır(Rosales ve 

ark., 2003). 

 

Yardımcı Teorem 4.2. Eğer S  bir Arf sayısal yarıgrup ve katlılığı 1m   ise, o zaman 

i.  ( , ) ( , ) \ 0sMaximals Ap S m Ap S m  , 

ii.     : ( , ) \ 0PF S w m w Ap S m    

şeklindedir( Froberg ve ark.,1987). 

 

Önerme 4.3. İleticisi     S    ve katlılığı 2 olan Arf sayısal yarıgruplar 2, 1S     

şeklindedir. Bu durumda, ( ) { 1}SH S     ve { 1} 2, 1S       olur. 

 

Teorem 4.4. S , Önerme 3.1.4 deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. O zaman 

i. Eğer 0(mod 3)   ve 3, 1, 2S       ise bu durumda, 

 

 

 

 

1 , 3 2 , 3
( )

2, 1 , 3 2, 1 , 3

ise ise
SH S

ise ise

       
  

             
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olur. 

ii. Eğer 2(mod 3)   ve 3, , 2S      ise bu durumda, 

 

 

 

 

1 , 5 4 , 5
( )

3, 1 , 5 3, 1 , 5

ise ise
SH S

ise ise

       
  

             
 

şeklinde olur. 

 

İspat: Öncelikle Önerme 3.1.4 deki tüm sayısal yarıgrupların Arf sayısal yarıgrup 

olduğu belirlidir. Bu durumda; 

i. Eğer 0(mod 3)   ve 3   için 3, 1, 2S       ise, o zaman 

( ,3) {0, 1, 2}Ap S       olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den 

( ) { 2, 1}PF S       olur. Buradan 

6   

   2 6    

       2( 2) 2      

       ve 

   2( 1) 4      

2( 2), 2( 1) S      

         2, 1 ( )SH S      çıkar. 

Böylece ( ) { 1, 2}SH S       olur. Ayrıca 3   için 3,4,5S   olur ve  

( ) {2}SH S   olarak elde ederiz.  Bundan dolayı 

 

 

2 , 3
( )

2, 1 , 3

ise
SH S

ise

 
 

     
  

olarak elde edilir. 

ii. Eğer 0(mod 3)  , 3, , 2S      ve 5   ise, o zaman ( ,3) {0, , 2}Ap S      

olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den ( ) { 1, 3}PF S       olur. Böylece 

8   

          2 8    

  2( 3) 2      

    ve 

  2( 1) 6      
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                                            2( 3), 2( 1) S      

                                                      3, 1 ( )SH S      bulunur. 

Böylece ( ) { 3, 1}SH S       olur. Ayrıca 5   için 3,5,7S   ve 

( ) {4}SH S  olarak elde ederiz. Sonuç olarak  

 

 

4 , 5
( )

3, 1 , 5

ise
SH S

ise

 
 

     
 

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.5.  S , Önerme 3.1.4 deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Bu durumda, 

i. Eğer 0(mod 3)  , 3, 1, 2S       ise, o zaman 3    için 

{ 1} 3, 1, 1S         gibi bir Arf sayısal yarıgrubu elde edilir bu da Önerme 

3.1.4[ii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. Özel olarak 3   için 

 1 {2} 2,3S S       şeklindeki katlılığı 2 olan bir Arf sayısal 

yarıgruptur. 

ii. Eğer 2(mod 3)   ve 3, , 2S      ise, o zaman { 1} 3, 1,S        gibi bir 

Arf sayısal yarıgrubu elde edilir bu da Önerme 3.1.4[i] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur. 

 

Örnek 4.6. S  kümesi 3,10,11S  şeklinde bir sayısal yarıgrup olsun.  S , Önerme 

3.1.4[i] gibi bir Arf sayısal yarıgruptur. Bu sayısal yarıgrubun özel boşluğu 

 ( ) 8SH S   dir. Böylece  8 3,8,10S   şeklinde yeni bir Arf sayısal yarıgrubu 

elde edilir. Bu işlemi tekrar edersek     8 7SH S   ve  8 S  den 

 7,8 3,7,8S   şeklinde yeni bir Arf sayısal yarıgrubu elde edilir. Bu işlem benzer 

şekilde tekrarlayarak aşağıdaki grafik elde edilir. Şekil 4.1 den anlaşılacağı üzere elde 

ettiğimiz kümeler birer Arf sayısal yarıgrupturlar.  
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 

 

 

 

 

 

3,10,11

8

3,8,10

7

3,7,8

5

3,5,7

4

3,4,5

2

2,3

2

S 













 

Şekil 4.1. 3,10,11S  i Kapsayan Tüm Arf Sayısal Yarıgruplar Tablosu 

 

Yukarıdaki Şekil 4.1 den anlaşılacağı üzere  3,10,11  sayısal yarıgrubunu kapsayan 

Arf sayısal yarıgruplarının zinciri aşağıdaki gibidir: 

3,10,11 3,8,10 3,7,8 3,5,7 3,4,5 2,3   

 

Teorem 4.7. S , Önerme 3.1.5 deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Bu durumda, 

i. Eğer 0(mod 4)   ve 1,2,...,
4

k


  için 4,4 2, 1, 3S k       ise, o zaman 

 

 

 

 

4 2, 1 , 4 2,3 , 4
( )

4 2, 3, 1 , 4 4 2, 3, 1 , 4

k ise ise
SH S

k ise k ise

        
  

               
 

şeklinde olur. 

ii. Eğer  2(mod 4)   ve 
2

1,2,...,
4

k
 

  için 4,4 2, 1, 3S k       ise, o 

zaman ( ) {4 2, 3, 1}SH S k       olur. 

iii. Eğer 3(mod 4)   için 4, , 2, 3S         ise, o zaman 

 

 

 

 

2, 1 , 7 5,6 , 7
( )

4, 2, 1 , 7 4, 2, 1 , 7

ise ise
SH S

ise ise

         
  

                 
 

şeklinde olur. 
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İspat: Öncelikle Önerme 3.1.5 deki tüm sayısal yarıgrupların Arf sayısal yarıgrup 

olduğu belirlidir. Bu durumda; 

i. Eğer 0(mod 4)   ve 1,2,...,
4

k


  için 4,4 2, 1, 3S k       ise, o zaman 

dolayısıyla ( , 4) {0,4 2, 1, 3}Ap S k       olduğu aşikardır.  Yardımcı Teorem 

4.2. den ( ) {4 2, 3, 1}PF S k       olur.  Buradan 

          4   

        2 4     

 2( 1) 5      

       2( 1) S    

                                                                     1 ( )SH S    çıkar. 

Ayrıca eğer 4   ise, o zaman 3 1    , 2 1 2 S    ve 2 ( )SH S  olur ve 

4   ise, o zaman 

 8   

2 8    

     2( 3) 2      

2( 3) S    

                                                                 3 ( )SH S     

 çıkar ve 2(4 2) 4(2 1)k k S    , 4(2 1) ( )k SH S   olur.  Böylece 

 

 

2,3 , 4
( )

4 2, 3, 1 , 4

ise
SH S

k ise

 
 

      
  

olarak elde edilir. 

ii. Eğer 2(mod 4)   ve 
2

1,2,...,
4

k
 

  için 4,4 2, 1, 3S k       ise, o zaman 

dolayısıyla ( , 4) {0,4 2, 1, 3}Ap S k       olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den ( ) {4 2, 3, 1}PF S k       olur.  Bu durumda 

         6   

             2 6    

2( 3)     

    ve 

      2( 1) 4      

                                        2( 3), 2( 1) S      



 

 

 

 

21 

                                                  3, 1 ( )SH S      

 çıkar ve 2(4 2) 4(2 1)k k S    , 4(2 1) ( )k SH S   elde edilir. Böylece 

SH( ) {4 2, 3, 1}S k       olarak elde edilir. 

iii. Eğer 3(mod 4)   için 4, , 2, 3S        ise, o zaman S  Arf sayısal 

yarıgruptur, dolayısıyla ( , 4) {0, , 2, 3}Ap S        olduğu aşikardır. Yardımcı 

Teorem 4.2. den ( ) { 4, 2, 1}PF S         olur. Burada 

      7   

          2 7     

 2( 1) 5      

   ve 

 2( 2) 3      

2( 1), 2( 2) S      

                2, 1 ( )SH S      çıkar.  

Ayrıca eğer 7   ise, o zaman 4 3   , 2 3 6 S    ve 6 ( )SH S  olur ve 7   

ise, o zaman  

11   

2 11     

    2( 4) 3      

2( 4) S    

                                                                 4 ( )SH S    çıkar.  

Buradan da 

 

 

5,6 , 7
( )

4, 2, 1 , 7

ise
SH S

ise

 
 

       
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.8.  S , Önerme 3.1.5 deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. O 

halde  

i. Eğer 0(mod 4)   ve 1,2,...,
4

k


  için 4,4 2, 1, 3S k       ise, o zaman  

(4 2)k S   ve ( 1) S    kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur.  Yani  

2, 1 , 1
(4 2)

4,4 2, 1, 3 , 1

k ise
k S

k k ise

   
   

     
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1k =  için katlılığı 2 ve 1k   için Önerme 3.1.5[i] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur. 

 

4,4 2, 1, 1 ,
4

( 1)

4, 1, 1, 2 ,
4

k k ise

S

k ise


+  −  + 

 −  = 
  −  +  + =



 

sayısal yarıgrubu, 
4

k


  için Önerme 3.1.5 [ii] ve 
4

k


=   için Önerme 3.1.5 [iii] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. Özel olarak, eğer 4 =  alırsak 

( 1) 4,4 2, 1, 1 3,4,5S k −  = +  −  + =  Önerme 3.1.4[i] formunda bir Arf 

sayısal yarıgrup olur.  

ii. Eğer 2(mod 4)   ve 
2

1,2,...,
4

k
 −

=  için 4,4 2, 1, 3S k= + I + I +  ise, o zaman 

(4 2)k S−   ve ( 1) S −   kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur. Böylece,  

2, 1 , 1
(4 2)

4,4 2, 1, 3 , 1

k ise
k S

k k ise

  + =
−  = 

−  +  + 
 

sayısal yarıgrubunda 1k =  için katlılığı 2 ve 1k    için Önerme 3.1.5[ii] 

formunda olan bir Arf sayısal yarıgruptur ve ( 1) 4,4 2, 1, 1S k −  = +  −  +  

sayısal yarıgrubu Önerme 3.1.5[i] formunda bir Arf sayısal yarıgrup olur.  

iii. Eğer 3(mod 4)   için 4, , 2, 3S =   +  +  ise, o zaman 

{ 1} 4, 1, , 2S −  =  −   +  kümesi Önerme 3.1.5[ii] formunda bir Arf sayısal 

yarıgrup olur. 

 

Örnek 4.9. S  kümesi 4,7,9,10S =  şeklinde bir sayısal yarıgrup olsun.  S , Önerme 

3.1.5[iii] gibi bir Arf sayısal yarıgruptur. Bu sayısal yarıgrubun özel boşluğu 

 ( ) 6SH S =  dir. Böylece  6 4,6,7,9S =  şeklinde yeni bir Arf sayısal yarıgrubu 

elde edilir. Bu işlemi tekrar edersek    ( 6 ) 2,5SH S =  ve  6 S  den  

   ( )5 6 4,5,6,7S  =  ve    ( )2 6 2,7S  =  şeklinde yeni Arf sayısal 

yarıgrupları elde edilir. Bu işlem benzer şekilde tekrarlanarak aşağıdaki grafik elde 

edilir. Şekil 4.2 den anlaşılacağı üzere elde ettiğimiz kümeler birer Arf sayısal 



 

 

 

 

23 

yarıgrupturlar.  

 

 

   

   

   

 

4,7,9,10

6

4,6,7,9

2 5

2,7 4,5,6,7

5 3

2,5 3,4,5

3 2

2,3

1

S 



 

 

 



 

Şekil 4.2. 4,7,9,10S  i Kapsayan Tüm Arf Sayısal Yarıgruplar Tablosu 

 

Yukarıdaki Şekil 4.2 den anlaşılacağı üzere  4,7,9,10S  sayısal yarıgrubunu 

kapsayan Arf sayısal yarıgruplarının zinciri aşağıdaki gibidir: 

4,7,9,10 4,6,7,9 4,5,6,7 3,4,5 2,3    

4,7,9,10 4,6,7,9 2,7 2,5 2,3      

 

Teorem 4.10. S , Önerme 3.1.6  daki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. O zaman 

i. Eğer 0(mod 5)   için 5, 2, 1, 2, 4S           ise bu durumda, 

 6,7,9 , 10
( )

{ 7, 4, 3, 1} , 10

ise
SH S

ise

  
 

         
 

ii. Eğer 0(mod 5)   için 5, 1, 2, 3, 4S           ise bu durumda, 

 3,4 , 5
( )

{ 4, 3, 2, 1} , 5

ise
SH S

ise

  
 

         
 

iii. Eğer 2(mod 5)   için 5, , 1, 2, 4S          ise bu durumda, 

 4,6 , 7
( )

{ 5, 4, 3, 1} , 7

ise
SH S

ise

  
 

         
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iv. Eğer 3(mod 5)   için 5, , 1, 3, 4S          ise bu durumda, 

 4,6,7 , 8
( )

{ 5, 4, 2, 1} , 8

ise
SH S

ise

  
 

         
 

v. Eğer 4(mod 5)   için 5, 2, , 2, 4S          ise bu durumda, 

 6,8 , 9
( )

{ 7, 5, 3, 1} , 9

ise
SH S

ise

  
 

         
 

vi. Eğer 4(mod 5)   için 5, , 2, 3, 4S          ise bu durumda, 

 6,7,8 , 9
( )

{ 5, 3, 2, 1} , 9

ise
SH S

ise

  
 

         
 

şeklindedir. 

 

İspat. Öncelikle Önerme 3.1.6 daki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgrup olduğu 

belirlidir. Bu durumda;  

i. Eğer 0(mod 5)   ve 5, 2, 1, 2, 4S           ise, o zaman 

( ,5) {0, 2, 1, 2, 4}Ap S           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den 

de ( ) { 7, 4, 3, 1}PF S           olduğu görülür. Buradan 

            10   

           2 10    

  2( 4) 2      

    ve 

  2( 3) 4      

   ve 

 2( 1) 8      

  2( 4),2( 3),2( 1) S        

  4, 3, 1 ( )SH S       çıkar. 

Ayrıca eğer 10   ise, o zaman 7 3   , 2 3 6 S    ve 6 ( )SH S  olur ve 

10   ise, o zaman 

15   

2 15    

   2( 7) 1      

            2( 7) S    
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                                                                7 ( )SH S    çıkar.  

Buradan da 
 6,7,9 , 10

( )
{ 7, 4, 3, 1} , 10

ise
SH S

ise

  
 

         
   

olarak elde edilir. 

ii. Eğer 0(mod 5)   ve 5, 1, 2, 3, 4S           ise, o zaman 

 ( ,5) 0, 1, 2, 3, 4Ap S           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den 

de ( ) { 4, 3, 2, 1}PF S            olduğu görülür. Buradan 

    5   

         2 5    

           2( 2) 1      

                       ve 

            2( 1) 3      

          2( 2), 2( 1) S      

      2, 1 ( )SH S      çıkar. 

Eğer 5   ise, o zaman 4 1    ve 3 2   olur ve 2 1 2 S    ve 2 2 4 S    

olur. Böylece 1,2 ( )SH S  olur ve ayrıca 5   ise, o zaman  

10   

    2 10    

       2( 4) 2      

         ve 

       2( 3) 4      

2( 4),2( 3) S      

      4, 3 ( )SH S      çıkar. 

Bu durumda, 
 3,4 , 5

( )
{ 4, 3, 2, 1} , 5

ise
SH S

ise

  
 

         
   

olarak elde edilir. 

iii. Eğer 2(mod 5)   için 5, , 1, 2, 4S          ise, o zaman 

( ,5) {0, , 1, 2, 4}Ap S          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den de  

( ) { 5, 4, 3, 1}PF S           olduğu görülür. Buradan 

       7   

2 7     
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 2( 3) 1      

             ve 

 2( 1) 5      

2( 3), 2( 1) S      

        3, 1 ( )SH S     . 

Eğer 7   ise, o zaman 5 2    ve 4 3    olur ve 2 2 4 S   , 2 3 6 S    

olur ve 2,3 ( )SH S  olur ayrıca eğer 7    ise, o zaman 

    12   

  2 12     

    2( 5) 2      

     ve 

   2( 4) 4      

         2( 5),2( 4) S      

 5, 4 ( )SH S      çıkar. 

Bu durumda, 
 4,6 , 7

( )
{ 5, 4, 3, 1} , 7

ise
SH S

ise

  
 

         
  

olarak elde edilir. 

iv. Eğer 3(mod 5)   için 5, , 1, 3, 4S          ise, o zaman 

( ,5) {0, , 1, 3, 4}Ap S          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den de  

( ) { 5, 4, 2, 1}PF S           olduğu görülür. Buradan 

              8   

             2 8    

2( 4)     

       ve 

     2( 2) 4      

      ve 

      2( 1) 6      

    2( 4),2( 2),2( 1) S        

4, 2, 1 ( )SH S        çıkar. 

Eğer 8   ise, o zaman 5 3   , 2 3 6 S    ve 3 ( )SH S  olur ayrıca 8   

ise, o zaman 



 

 

 

 

27 

  13   

 2 13    

    2( 5) 3      

 2( 5) S    

                                                                 5 ( )SH S    çıkar.  

Bu durumda, 
 4,6,7 , 8

( )
{ 5, 4, 2, 1} , 8

ise
SH S

ise

  
 

         
  

olarak elde edilir. 

v. Eğer 4(mod 5)   için 5, 2, , 2, 4S          ise, o zaman 

( ,5) {0, 2, , 2, 4}Ap S           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den de 

( ) { 7, 5, 3, 1}PF S           olduğu görülür. Buradan 

                9   

               2 9    

       2( 3) 3      

       ve 

       2( 1) 7      

2( 3), 2( 1) S      

                3, 1 ( )SH S      çıkar.  

Eğer 9   ise, o zaman 7 2    ve 5 4    iken 2 2 4 S    ve 2 4 8 S    

olur ve 2, 4 ( )SH S dir ayrıca 9   ise, o zaman  

  14   

2 14     

                                               2( 7)     

ve 

                                                           2( 5) 4      

2( 7),2( 5) S      

7, 5 ( )SH S      çıkar. 

Bu durumda, 
 6,8 , 9

( )
{ 7, 5, 3, 1} , 9

ise
SH S

ise

  
 

         
  

olarak elde edilir. 
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vi. Eğer 4(mod 5)   için 5, , 2, 3, 4S          ise, o zaman 

( ,5) {0, , 2, 3, 4}Ap S          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den de  

( ) { 5, 3, 2, 1}PF S           olduğu görülür. Buradan 

             9   

           2 9    

   2( 3) 3      

   ve 

  2( 2) 5      

  ve 

  2( 1) 7      

2( 3),2( 2),2( 1) S        

3, 2, 1 ( )SH S        çıkar. 

Eğer 9   ise, o zaman 5 4   , 2 4 8 S    ve 4 ( )SH S  olur ve ayrıca 

9   ise, o zaman 

14   

 2 14     

   2( 5) 4      

2( 5) S    

                                                                5 ( )SH S   .  

Bu durumda, 
 6,7,8 , 9

( )
{ 5, 3, 2, 1} , 9

ise
SH S

ise

  
 

         
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.11.  S , Önerme 3.1.6 daki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. O 

halde 

i. Eğer 0(mod 5)   için 5, 2, 1, 2, 4S           ise, o zaman 

{ 1} S 5, 2, 1, 1, 2             Önerme 3.1.6[iii] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur.  

ii. Eğer, 0(mod 5)   ve 5   için 5, 1, 2, 3, 4S           ise, o zaman  

{ 2} S 5, 2, 1, 2, 4             ve { 1} S 5, 1, 1, 2, 3             Arf 
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sayısal yarıgruptur. Burada { 2} S    Önerme 3.1.6[i- a ] formunda, { 1} S     

Önerme 3.1.6[iv-b] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. Eğer 5   ise, o 

zaman { 2} S    Önerme 3.1.4 [ii] formunda { 1} S    ise Önerme 3.1.5[i]  

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

iii. Eğer 2(mod 5)   için 5, , 1, 2, 4S          ise, o zaman 

{ 1} S 5, 1, , 1, 2            Önerme 3.1.6[i-b ] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur.  

iv. Eğer 3(mod 5)   için 5, , 1, 3, 4S          ise, o zaman  

{ 1} S 5, 1, , 1, 3            Önerme 3.1.6[ii] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur.  

v. Eğer 4(mod 5)   için 5, 2, , 2, 4S          ise, o zaman 

{ 1} S 5, 2, 1, , 2            Önerme 3.1.6[ii] formunda bir Arf sayısal 

yarıgruptur.  

vi. Eğer 4(mod 5)   için 5, , 2, 3, 4S          ise, o zaman  

{ 2} S 5, 2, , 2, 3            ve { 1} S 5, 1, , 2, 3            Arf sayısal 

yarıgruptur. Burada { 2} S    Önerme 3.1.6[iv- a ] formunda ve { 1} S    

Önerme 3.1.6[iii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Örnek 4.12. S  kümesi 5,9,11,12,13S  şeklinde bir sayısal yarıgrup olsun.  S , 

Önerme 3.1.6[iv] şeklinde bir Arf sayısal yarıgruptur. Bu sayısal yarıgrubun özel 

boşluğu  ( ) 8SH S   dir. Böylece  8 5,8,9,11,12S   şeklinde yeni bir Arf sayısal 

yarıgrubu elde edilir. Bu işlemi tekrar edersek     8 7SH S   ve  8 S  den 

    7 8 5,7,8,9,11S    şeklinde yeni bir Arf sayısal yarıgrubu elde edilir. Bu 

işlem benzer şekilde tekrarlanarak aşağıdaki Şekil 4.3 elde edilir. Şekilden anlaşılacağı 

üzere elde ettiğimiz kümeler birer Arf sayısal yarıgrupturlar.  
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 

 

 

   

     

   

 

5,9,11,12,13

8

5,8,9,11,12

7

5,7,8,9,11

6

5,6,7,8,9

4 3

4,5,6,7 3,5,7

2 3 4

2,5 3,4,5

3 2

2,3

1

S 







 

  

 



 

Şekil 4.3. 5,9,11,12,13S  i Kapsayan Tüm Arf Sayısal Yarıgruplar Tablosu 

 

Yukarıdaki Şekil 4.3 ten anlaşılacağı üzere 5,9,11,12,13  sayısal yarıgrubunu 

kapsayan Arf sayısal yarıgruplarının zincirleri aşaığdaki gibidir: 

5,9,11,12,13 5,8,9,11,12 5,7,8,9,11 5,6,7,8,9 4,5,6,7 2,5 2,3

5,9,11,12,13 5,8,9,11,12 5,7,8,9,11 5,6,7,8,9 4,5,6,7 3,4,5 2,3

5,9,11,12,13 5,8,9,11,12 5,7,8,9,11 5,6,7,8,9 3,5,7 3,4,5 2,3

 

Teorem 4.13. S , Önerme 3.1.7[i] deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer 

1, 2,..., 1
6

t


   ve  0(mod 6)  , 

i. Eğer 6, 1, 2, 3, 4, 5S             ise, o zaman 

{3,4,5} , 6
( )

{ 5, 4, 3, 2, 1} , 6

ise
SH S

ise

 
 

           
  

olur. 

ii. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman 

{4, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

t ise
SH S

t t t ise

      
 

        
  

olur. 

iii. Eğer 6,6 3, 1, 2, 4, 5S t           ise, o zaman 

( ) {6 3, 5, 4, 2, 1}SH S t           olur. 
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iv. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman 

{8, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

t ise
SH S

t t t ise

      
 

        
 

olur. 

 

İspat.  Öncelikle Önerme 3.1.7[i] deki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgrubudur. 

 

i. Eğer 0(mod 6)   için 6, 1, 2, 3, 4, 5S             ise, o zaman 

( ,6) {0, 1, 2, 3, 4, 5}Ap S             olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. 

den de ( ) { 5, 4, 3, 2, 1}PF S             olduğu görülür. Buradan 

         6   

             2 6    

2( 3)     

      ve 

     2( 2) 2      

     ve 

     2( 1) 4      

      2( 3),2( 2),2( 1) S        

            3, 2, 1 ( )SH S        çıkar.   

Eğer 6   ise, o zaman 5 1    ve 4 2    dir. Burada 2 1 2 S   , 

2 2 4 S    iken 1,2 ( )SH S  olur. Ayrıca eğer 6   ise, o zaman  

    12   

  2 12     

    2( 5) 2      

     ve 

   2( 4) 4      

         2( 5),2( 4) S      

 5, 4 ( )SH S     . 

Buradan da, 
 3,4,5 , 6 ,

( )
{ 5, 4, 3, 2, 1} , 6 ,

ise
SH S

ise

  
 

           
 

 olarak elde edilir. 
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ii. Eğer 0(mod 6)   için 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman 

( ,6) {0,6 2,6 4, 1, 3, 5}Ap S t t          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6 4,6 2, 5, 3, 1}PF S t t          olduğu görülür.   

Burada 6   ve 1t   ise, o zaman 6 4 2t    , 2.2 4 S   ve 6 4 2 (S)t SH    

olur.  Eğer 6   ve 1t   ise, o zaman 6 4 2t    ve 

2(6 4) 6(2 2) 4 6 4 ( , 2 2)t t k S k k t            ve 6 4 ( )t SH S   olur. 

Benzer şekilde 2(6 2) 6(2 1) 2 6 2 ( ,m 2 1)t t m S m t            ve 

6 2 ( )t SH S   olur. Böylece, 

     12   

          2 12     

2( 5) 2      

  ve 

2( 3) 6      

 ve 

  2( 1) 10      

2( 5),2( 3),2( 1) S        

                                      5, 3, 1 ( )SH S        çıkar. 

         Buradan da, 
{4, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

t ise
SH S

t t t ise

      
 

        
  

olarak elde edilir. 

iii. Eğer 0(mod 6)   için 6,6 3, 1, 2, 4, 5S t           ise, o zaman 

( ,6) {0,6 3, 1, 2, 4, 5}Ap S t           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. 

den de ( ) {6 3, 5, 4, 2, 1}PF S t           olduğu görülür. 

Burada 1t   ise, o zaman 6 3 3t    ve 

 2 6 3 6 (2 1) 6 ( ,k 2 1)t t k S k t            ve 6 3 ( )t SH S   olur.  

Böylece, 

      12   

           2 12     

 2( 5) 2      

  ve 

 2( 4) 4      
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 ve 

2( 2) 8      

 ve 

  2( 1) 10      

2( 5),2( 4),2( 2),2( 1) S          

                                      5, 4, 2, 1 ( )SH S          çıkar. 

Buradan da,  ( ) 6 3, 5, 4, 2, 1SH S t           olarak elde edilir. 

iv. Eğer 0(mod 6)   için 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman  

( ,6) {0,6 4,6 8, 1, 3, 5}Ap S t t           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6 2,6 2, 5, 3, 1}PF S t t          olduğu görülür. 

Burada 1t   ise, o zaman 6 2 4t    ve 6 2 8t   , 2 4 8 S    ve 2 8 16 S    

olur. Bu durumda 4 (S)SH  ve 8 (S)SH  olduğu görülür. Eğer 1t   ise, o 

zaman 6 2 4t    ve 2(6 2) 6(2 2) 8 6 8 ( , 2 2)t t k S k k t            ve 

6 2 ( )t SH S   olur. Benzer şekilde 

2(6 2) 6(2 ) 4 6 4 ( ,m 2 )t t m S m t          ve 6 2 ( )t SH S   olur.  

Böylece, 

      12   

           2 12     

 2( 5) 2      

   ve 

 2( 3) 6      

   ve 

   2( 1) 10      

                              2( 5),2( 3),2( 1) S        

                                      5, 3, 1 ( )SH S        çıkar.  

Buradan da, 
{8, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

t ise
SH S

t t t ise

      
 

        
   

olarak elde edilir. 

 



 

 

 

 

34 

Sonuç 4.14. S , Önerme 3.1.7.[i] deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. 

Eğer 1, 2,..., 1
6

t


    ve 0(mod 6)   ise, o halde  

i. Eğer 6, 1, 2, 3, 4, 5S             ve 6   ise, o zaman  3 3,7,8S   

Önerme 3.1.4[i] formunda,  4 4,6,7,9S   Önerme 3.1.5[ii] formunda 

ve  5 5,6,7,8,9S   Önerme 3.1.6[i-b ] formunda Arf sayısal 

yarıgruptur.  

Eğer 6, 1, 2, 3, 4, 5S             ve 6   ise, o zaman 

{ 3} 6, 3, 1, 2, 4, 5S               Önerme 3.1.7[i-c] formunda, 

{ 2} 6, 2, 1, 2, 3, 5S               Önerme 3.1.7[i- d ] formunda ve 

{ 1} 6, 1, 1, 2, 3, 4S               Önerme 3.1.7[v- a ] formunda bir Arf 

sayısal yarıgruptur.  

ii. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman 

{ 1} 6,6 2,6 4, 1, 1, 3S t t             o halde Önerme 3.1.7[iv- a ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer  1t   ise, o zaman {4} 4,6, 1, 3S       Önerme 3.1.5[i] formunda 

bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 1t   ise, o zaman {6 2} 6,6 2,6 2, 1, 3, 5t S t t            Önerme 

3.1.7[i- d ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

iii. Eğer 6,6 3, 1, 2, 4, 5S t           ise, o zaman  

3, 1, 2 , 1
{6 3}

6,6 3, 1, 2, 4, 5 , 1

t ise
t S

t t ise

     
   

         
  

Arf sayısal yarıgruptur. Burada 1t   ise, o zaman Önerme 3.1.4[i] formunda, 

1t   ise , o zaman Önerme 3.1.7[i- c ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

{ 1} 6,6 3, 1, 1, 2, 4S t              ise, o zaman Önerme 3.1.7[v-b ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

iv. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S t t          ise, o zaman 

{6 2} 6,6 2,6 4, 1, 3, 5t S t t            Önerme 3.1.7[i-b ] formunda ve 
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{ 1} 6,6 4,6 8, 1, 1, 3S t t             Önerme 3.1.7[iv-b] formunda bir 

Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Teorem 4.15. S , Önerme 3.1.7[ii] deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Burada 

2
1,2,...,

6
u

 
 , 

2
1, 2,..., 1

6
v

 
   ve 2(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman 

{4, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

u ise
SH S

u u u ise

      
 

        
  

olur. 

ii. Eğer 6,6 3, , 2, 3, 5S v          ise, o zaman 

 (S) 6 3, 6, 4, 3, 1SH v           olur. 

iii. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S v v          ise, o zaman 

{8, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

v ise
SH S

v v v ise

      
 

        
  

olur. 

 

İspat.  Öncelikle Önerme 3.1.7[ii] deki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgruptur.  

Burada 
2

1,2,...,
6

u
 

 , 
2

1, 2,..., 1
6

v
 

   ve 2(mod 6)   iken,  

i. Eğer 2(mod 6)   için 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman 

( ,6) {0,6u 2,6u 4, 1, 3, 5}Ap S           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6u 4,6u 2, 5, 3, 1}PF S           olduğu görülür.  Burada 

1u   ise, o zaman 2(6 1 4) 4 S     olur. Eğer 1u   ise, o zaman 

2(6 4) 6(2 2) 4u u S      ve 6 4 ( )u SH S   olur. Benzer şekilde 

2(6 2) 6(2 1) 2 6 2 ( , 2 1)u u k S k k u            ve 6 2 ( )u SH S   olur. 

Diğer taraftan 

     8   

          2 8    

  2( 5) 2      

   ve 
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 2( 3) 2      

 ve 

  2( 1) 6      

2( 5),2( 3),2( 1) S        

                                                   5, 3, 1 ( )SH S        çıkar. 

Buradan da,  
{4, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

u ise
SH S

u u u ise

      
 

        
  

olarak elde edilir. 

ii. Eğer 2(mod 6)   için 6,6 3, , 2, 3, 5S v          ise, o zaman 

( ,6) {0,6 3, , 2, 3, 5}Ap S v          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. 

den de ( ) {6 3, 6, 4, 3, 1}PF S v           olduğu görülür. 

Burada 2(6 3) 6(2 1) 6 ( , 2 1)v v k S k k v          ise, o zaman 

6 3 ( )v SH S  olur. Diğer taraftan, 

       14   

            2 14     

  2( 6) 2      

   ve 

 2( 4) 6      

  ve 

 2( 3) 8      

  ve 

  2( 1) 12      

2( 6), 2( 4), 2( 3), 2( 1) S          

                                         6, 4, 3, 1 ( )SH S          çıkar. 

Buradan da,  (S) 6 3, 6, 4, 3, 1SH v            

olarak elde edilir. 

iii. Eğer 2(mod 6)   için 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S v v          ise, o zaman 

( ,6) {0,6 4,6 8, 1, 3, 5}Ap S v v          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6 2,6 2, 5, 3, 1}PF S v v          olduğu görülür. Burada 1v   

ise, o zaman 2(6 1 2) 8 S     olur. Ayrıca eğer 1v   ise, o zaman 
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   2(6 2) 6 2 1 2 6 2 , 2 1v v n S k n v            ve 6 2 ( )v SH S   

olur. Benzer şekilde,  2(6 2) 6(2 ) 4 6 4 , 2v v m S k m v          ve 

6 2 ( )v SH S   olur.  Diğer taraftan, 

      14   

          2 14     

2( 5) 4      

  ve 

2( 3) 8      

 ve 

 2( 1) 12      

                        2( 5),2( 3),2( 1) S                                                                                 

                                      5, 3, 1 ( )SH S        çıkar. 

Buradan da, 
{6 2, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

v v ise
SH S

v v v ise

        
 

        
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.16. S , Önerme 3.1.7[ii] deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. 

Burada 
2

1,2,...,
6

u
 

 , 
2

1, 2,..., 1
6

v
 

   ve 2(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman {6u 2} S   ve  

{ 1} S    Arf sayısal yarıgruptur ve ayrıca 
2

6
u

 
  için de { 5} S    Arf 

sayısal yarıgruptur. 

Burada 1u   ise, o zaman  {6u 2} 4 4,6, 1, 3S S          Önerme 

3.1.5[ii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 1u   ise, o zaman  6 2 6,6 2,6 2, 1, 3, 5u S u u            

Önerme 3.1.7[ii- c ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 
2

6
u

 
  ise, o zaman { 1} 6, 1, , 1, 2, 3S              ise , o halde 

Önerme 3.1.7[i- a ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  
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 Eğer 
2

6
u

 
  ise, o zaman { 1} 6,6 2,6 4, 1, 1, 3S u u             ise , o 

halde Önerme 3.1.7[i-b ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 8   ise, o zaman { 5} 3,8,10S     Önerme 3.1.2.[ii] formunda bir 

Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 8   ve 
2

6
u

 
  ise, o zaman  

{ 5} 6,6 3 5, , 2, 3, 5S u                ise , o halde Önerme 3.1.7[ii-b ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

ii. Eğer 6,6 3, , 2, 3, 5S v          ise, o zaman {6 3}v S   ve { 1} S    

birer Arf sayısal yarıgrubudur. 

Burada 1v   ise, o zaman  {6 3} 3 3, , 2v S S         Önerme 3.1.4[ii] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Eğer 1v   ise, o zaman  6 3 6,6 3, , 2, 3, 5v S v            Önerme 

3.1.7[ii-b ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Diğer taraftan { 1} 6,6 3, 1, , 2, 3S v             Önerme 3.1.7[i-b ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

iii. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S v v          ise, o zaman {6 2}v S   ve 

{ 1} S    birer Arf sayısal yarıgruptur. 

Burada  6 2 6,6 2,6 4, 1, 3, 5v S v v            Önerme 3.1.7[ii- a ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. Diğer taraftan 

{ 1} 6,6 4,6 8, 1, 1, 3S v v             Önerme 3.1.7[i- d ] formunda bir 

Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Teorem 4.17. S , Önerme 3.1.7[iii] deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Burada 

3
1, 2,...,

6
u

 
   ve 3(mod 6)   iken,  

Eğer 6,6 3, 1, 2, 4, 5S u           ise, o zaman 

 

 

6 3, 4, 2, 1 , 9
(S)

6 3, 5, 4, 2, 1 , 9

u ise
SH

u ise

        
 

          
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olarak elde edilir. 

 

İspat. Öncelikle Önerme 3.1.7[iii] deki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgruptur.  

Burada 
3

1, 2,...,
6

u
 

  ve 3(mod 6)   iken, 

Eğer 3(mod 6)   ve 6,6 3, 1, 2, 4, 5S u           ise, o zaman 

( ,6) {0,6 3, 1, 2, 4, 5}Ap S u           olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. den 

de ( ) {6 3, 5, 4, 2, 1}PF S u           olduğu görülür. 

Burada  2(6 3) 6(2 1) 6 , 2 1u u t S k t u          ise, o zaman 6 3 ( )u SH S   

olur. Diğer taraftan 9   ise, o zaman 5 4   , 2 4 8 S    ve  5 4 SH S     olur. 

Ayrıca eğer 9   ise, o zaman 

      9   

           2 9    

   2( 5) 1      

    ve 

  2( 4) 1      

    ve 

  2( 2) 5      

    ve 

  2( 1) 7      

                       2( 5),2( 4),2( 2),2( 1) S          

                                         5, 4, 2, 1 ( )SH S          çıkar.  

Buradan da, 
 

 

3,5,7,8 , 9
(S)

6 3, 5, 4, 2, 1 , 9

ise
SH

u ise

 
 

          
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.18. S , Önerme 3.1.7[iii] deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. 

Burada {6 3}u S   ve { 1} S     kümeleri birer Arf sayısal yarıgrubudur. Eğer 1u   

ise, o zaman {6 3 3} 3, 1, 2u S         Önerme 3.1.4[i] formunda bir Arf 

sayısal yarıgruptur.  
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Eğer 1u   ise, o zaman  6 3 6,6 3, 1, 2, 4, 5u S u              Önerme 

3.1.7[iii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 
3

6
u

 
  ise, o zaman  1 6, 1, , 1, 2, 4S              Önerme 3.1.7[ii- a ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 
3

6
u

 
  ise, o zaman  1 6,6 3, 1, 1, 2, 4S S u               Önerme 

3.1.7[ii-b ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Teorem 4.19. S , Önerme 3.1.7[iv] deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Burada  

4
1,2,...,

6
u

 
   ve 4(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u           ise, o zaman 

{6 2 4, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

u u ise
SH S

u u u ise

         
 

        
  

olur. 

ii. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman 

{6 2 8, 5, 3, 1} , 1
( )

{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

u u ise
SH S

u u u ise

        
 

        
 

olur. 

  

İspat. Öncelikle Önerme 3.1.7[iv] deki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgruptur.  

Burada 
4

1,2,...,
6

u
 

  ve 4(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman 

( ,6) {0,6 2,6 4, 1, 3, 5}Ap S u u          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6 4,6 2, 5, 3, 1}PF S u u          olduğu görülür.  

Burada 1u   ise, o zaman 2(6 4) 2(6 1 4) 2 2 4u S         ve 2 ( )SH S , 

2(6 2) 2(6 1 2) 2 4 8u S         ve 4 ( )SH S  olur. Ayrıca eğer 1u   ise, o 

zaman  2(6 4) 12 8 6(2 2) 4 6 4 S , 2 2u u u s k s u              ve 

 2(6 2) 6(2 1) 2 6 2 S , 2 1u u t k t u            ve 

6 4,6 2 ( )u u SH S    olur.  Diğer taraftan 
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          10   

               2 10    

2( 5)     

       ve 

      2( 3) 4      

      ve 

      2( 1) 8      

                            2( 5),2( 3),2( 1) S        

                                         5, 3, 1 ( )SH S        çıkar.  

Buradan da, 
{6 2 4, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 4,6 2, 5, 3, 1} , 1

u u ise
SH S

u u u ise

         
 

        
  

olarak elde edilir. 

ii. Eğer 6,6 4,6 8, 1, 3, 5S u u           ise, o zaman 

( ,6) {0,6 4,6 8, 1, 3, 5}Ap S u u          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 

4.2. den de ( ) {6 2,6 2, 5, 3, 1}PF S u u          olduğu görülür.  

Burada 1u   ise, o zaman  2 6 2 2(6 1 2) 2 4 8u S         ve 

 2 6 2 2(6 1 2) 2 8 16u S         iken 4 ( )SH S  ve 6 2 8 ( )u SH S    

olur. Ayrıca eğer 1u   ise, o zaman 

 2(6 2) 12 4 6(2 1) 2 6 1 S , 2 1u u u t k t u              ve 

6 2 ( )u SH S  ,  2(6 2) 6(2 ) 4 6 4 S , 2u u m k m u          ve 

6 2 ( )u SH S   olur.  Diğer taraftan 

          10   

               2 10    

2( 5)     

      ve 

      2( 3) 4      

      ve 

      2( 1) 8      

                            2( 5),2( 3),2( 1) S        

                                         5, 3, 1 ( )SH S        çıkar. 
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Buradan da, 
{6 2 8, 5, 3, 1} , 1

( )
{6 2,6 2, 5, 3, 1} , 1

u u ise
SH S

u u u ise

        
 

        
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.20. S , Önerme 3.1.7 [iv] deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim. 

i. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman {6u 2} S   ve 

{ 1} S    kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur. 

Eğer 1u   ise, o zaman    6 2 4 4,6, 1, 3u S S          Önerme 

3.1.5[ii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Eğer 1u   ise, o zaman  6 2 6,6 2,6 2, 1, 3, 5u S u u             

Önerme 3.1.7[iv-b ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Diğer taraftan { 1} 6,6 2,6 4, 1, 1, 3S u u             Önerme 3.1.7[ii- a ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

ii. Eğer 6,6 2,6 4, 1, 3, 5S u u          ise, o zaman {6 2}u S   ve 

{ 1} S    kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur.  

{6 2} 6,6 2,6 4, 1, 3, 5u S u u            Önerme 3.1.7[iv- a ] formunda 

bir Arf sayısal yarıgruptur.  

Eğer 
4

6
u

 
  ise, o zaman 

{ 1} 6,6 3,6 4,6 8, 1, 3 6, 1, , 1, 3, 4S u u u                       

Önerme 3.1.7[iii] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Eğer 
4

6
u

 
  ise, o zaman { 1} 6,6 4,6 8, 1, 1, 3S u u             

Önerme 3.1.7[ii- c ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

                                                                   

Teorem 4.21. S , Önerme 3.1.7[v] deki gibi bir sayısal yarıgrup olsun. Burada 

5
1, 2,...,

6
u

 
   ve 5(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6, , 2, 3, 4, 5S            ise, o zaman 

 

 

4, 3, 2, 1 , 11
(S)

6, 4, 3, 2, 1 , 11

ise
SH

ise

         
 

           
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olur. 

ii. Eğer 6,6 3, , 2, 3, 5S u          ise, o zaman 

 

 

6 3, 4, 3, 1 , 11
(S)

6 3, 6, 4, 3, 1 , 11

u ise
SH

u ise

        
 

          
 

olur. 

 

İspat. Öncelikle Önerme 3.1.7[v] deki tüm sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgruptur.  

Burada 
5

1, 2,...,
6

u
 

  ve 5(mod 6)   iken, 

i. Eğer 6, , 2, 3, 4, 5S            ise, o zaman 

( ,6) {0, , 2, 3, 4, 5}Ap S            olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. 

den ( ) { 6, 4, 3, 2, 1}PF S             olduğu görülür. Burada 

         11   

             2 11         

    2( 4) 3      

      ve 

     2( 3) 5      

       ve 

     2( 2) 7      

       ve 

     2( 1) 9      

2( 4),2( 3),2( 2),2( 1) S          

4, 3, 2, 1 ( )SH S          çıkar. 

Eğer 11   ise, o zaman  2 6 2 5 10 S        ve 5 ( )SH S  olur. Ayrıca 

11   ise, o zaman 2 11     ve  2 6 1      olur. Böylece  2 6 S    ve 

 6 ( )SH S    olur.  

Buradan da, 
 

 

4, 3, 2, 1 , 11
(S)

6, 4, 3, 2, 1 , 11

ise
SH

ise

         
 

           
 

 olarak elde edilir. 
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ii. Eğer 6,6 3, , 2, 3, 5S u          ise, o zaman 

( ,6) {0,6 3, , 2, 3, 5}Ap S u          olduğu aşikardır. Yardımcı Teorem 4.2. 

den ( ) {6 3, 6, 4, 3, 1}PF S u           olduğu görülür.  

Buradan da  2 (6 3) 6( 1) 6 , 1u u n S k n u           ve 6 3 ( )u SH S   

elde edilir. Diğer taraftan 

          11   

             2 11     

    2( 4) 3      

      ve 

     2( 3) 5      

    ve 

     2( 1) 9      

2( 4),2( 3),2( 1) S        

                             4, 3, 1 ( )SH S        çıkar. 

Eğer 11   ise, o zaman  2 6 2 5 10 S       ve 5 ( )SH S  elde edilir. 

Ayrıca 11   ise, o zaman 2 11    ,   2 6 1     olur. Bu durumda 

 2 6 S    ve  6 ( )SH S    elde edilir.  

Buradan da, 
 

 

6 3, 4, 3, 1 , 11
(S)

6 3, 6, 4, 3, 1 , 11

u ise
SH

u ise

        
 

          
  

olarak elde edilir. 

 

Sonuç 4.22.  S , Önerme 3.1.7[v] deki gibi bir sayısal yarıgrup olduğunu kabul edelim.  

i. Eğer 6, , 2, 3, 4, 5S            ise, o zaman { 2} S    ve { 1} S    

kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur. 

Burada { 2} 6, 2, , 2, 3, 5S              Önerme 3.1.7[v-b ] formunda 

bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Diğer taraftan { 1} 6, 1, , 2, 3, 4S              Önerme 3.1.7[iv-b ] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur.  

ii. Eğer 6,6 3, , 2, 3, 5S u          ise, o zaman {6 3}u S   ve { 1} S     

kümeleri birer Arf sayısal yarıgruptur. 
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Eğer 1u  ise, o zaman  6 3 3, , 2u S       Önerme 3.1.4[ii] formunda 

bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Eğer 1u  ise, o zaman  6 3 6,6 3, , 2, 3, 5u S u            Önerme 

3.1.7[v-b ] formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Diğer taraftan { 1} 6,6 3, 1, , 2, 3S u             Önerme 3.1.7[iii] 

formunda bir Arf sayısal yarıgruptur. 

 

Örnek 4.23. S  kümesi 6,9,10,11,13,14S  şeklinde bir sayısal yarıgrup olsun.  S , 

Önerme 3.1.7.[iii] şeklinde bir Arf sayısal yarıgruptur. Bu sayısal yarıgrubun özel 

boşluğu  ( ) 3,8SH S   dir. Böylece  8 6,8,9,10,11,13S   ve  3 3,8,10S   

şeklinde yeni bir Arf sayısal yarıgrubu elde edilir. Bu işlemi tekrar edersek 

    8 7SH S   ve   8 S  den      7 8 6,7,8,9,10,11S    şeklinde yeni 

bir Arf sayısal yarıgrubu elde edilir. Bu işlem benzer şekilde tekrarlanarak aşağıdaki 

Şekil 4.4 elde edilir. Şekil 4.4 den anlaşılacağı üzere elde ettiğimiz kümeler Arf sayısal 

yarıgruptur.  

 

   

     

           

           

     

 

 

 

6,9,10,11,13,14

3 8

3,10,11 6,8,9,10,11,13

8 7 4

3,8,10 6, 7,8,9,10,11 4, 6,9,11

7 3 5 4 7 2

3, 7,8 3, 7,8 5, 6, 7,8,9 4, 6, 7,9 2,9

5 3 4 5 2 7

3,5, 7 4,5, 6, 7 2, 7

4 3 5

3, 4,5

2

2,5

3

2,3

1

S 

 

   

      

    





 

 

 

Şekil 4.4. 6,9,10,11,13,14S  i Kapsayan Tüm Arf Sayısal Yarıgruplar Tablosu 
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 Yukarıdaki Şekil 4.4 ten anlaşılacağı üzere 6,9,10,11,13,14  sayısal yarıgrubunu 

kapsayan Arf sayısal yarıgruplarının zincirleri aşağıdaki gibidir: 

  

6,9,10,11,13,14 3,10,11 3,8,10 3,7,8 3,5,7 3, 4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 6,7,8,9,10,11 3,7,8 3,5,7 3,4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 6,7,8,9,10,11 5,6,7,8,9 3,5,7 3,4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 6,7,8,9,10,11 5,6,7,8,9 4,5,6,7 3,4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 6,7,8,9,10,11 4,6,7,9 4,5,6,7 3,4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 6,7,8,9,10,11 4,6,7,9 2,7 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 4,6,9,11 4,6,7,9 2,7 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 4,6,9,11 4,6,7,9 4,5,7,9 4,5,6,7 3,4,5 2,5 2,3

6,9,10,11,13,14 6,8,9,10,11,13 4,6,9,11 2,9 2,7 2,5 2,3  
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada katlılılığı 6 ya kadar olan Arf sayısal yarıgrubunun özel 

boşluklarının kümesinin genel bir denklemini yazmaya çalıştık. Sonrasında ise bu özel 

boşluklarının  hangi elemanlarının bu küme ile birleşim işlemi yapıldığında yeni bir Arf 

sayısal yarıgrubu oluşturduğunu ve yeni oluşan Arf sayısal yarıgruplarının kümesinin  

hangi formda bir Arf sayısal yarıgrup oluşturduğunu göstermiş olduk. 

  

5.2 Öneriler 

Bu çalışmamızda katlılığı 6 ya kadar olanları inceledik katlılığı 6 dan büyük  Arf 

sayısal yarıgrupları için ise bu işlemler yapılabilir. 
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