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Belirli baglangic-sinir sartlari ile verilen 1-boyutlu non-lineer Kuramoto-Sivashinsky (KS)
tipi kismi diferansiyel denkleminin Richtmyer lineerlestirmeli Crank-Nicolson tipi sonlu fark
yontemi ile yaklasik ¢oziimlerini bulmayr amaclayan bu yiiksek lisans tezi 5 boliimden
olusmaktadir.

Boliim 1’de 6nce model problem olarak ele alinacak olan KS denklemi kisaca tanitildiktan
sonra ¢Oziimleri ile ilgili literatiirdeki mevcut calismalardan bahsedildi.

Boliim 2°de 6zellikle tezde kullanilacak olan klasik sonlu farklar yontemleri ile birlikte bazi
gerekli tanim ve kavramlara yer verildi.

Bolim 3’te KS denklemi ile verilen model problemin Richtmyer lineerlestirmeli
Crank-Nicolson tipi sonlu fark semasi ¢ikartildi. Ayrica bu boliimde semanin von-Neumann
yontemi ile sartsiz kararli oldugu gosterildi ve lokal kesme hatasi ile birlikte yakinsaklik
mertebesi hesaplandi.

Boliim 4°de sunulan semanin dogrulugu ve giivenirliginden emin olmak i¢in 2 tanesi tam
¢Oziime sahip olan 3 test problem ele alindi. Semadan hesaplanan sonuclar kendi igerisinde
ve literatiirde var olan diger arastirmacilarin verdikleri sonuglarla karsilagtirildi. Bu kapsamda
Ly, L., ve GRE hata normlart ile CPU (s) islemci siireleri hesaplandi. Ayrica yaklagik sonuglarin
stirekliligini ve ele alinan problemin dogru fiziksel davranislarini sergilediklerini gostermek icin
bazi grafikler verildi.

Son boliim olan Boliim 5’de ise elde edilen sayisal sonuclar genel olarak degerlendirildi ve
tez boyunca ulagilan bulgular 1s181nda gelecek calismalara yonelik kisa bir 6neri sunuldu.

Anahtar Kelimeler: Kuramoto-Sivashinsky Denklemi, Crank-Nicolson Sonlu Farklar
Yaklasimi, Richtmyer Lineerlestirme Teknigi, Hata Normlari, Lokal
Kesme Hatasi, Yakinsaklik Mertebesi, von-Neumann Kararlilik Analizi
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This master’s thesis aims to find approximate solutions of a one-dimensional nonlinear
Kuramoto-Sivashinsky (KS) type partial differential equation with given initial-boundary
conditions using the Richtmyer linearized Crank-Nicolson type finite difference method. The
thesis consists of five chapters.

In Chapter 1, a brief introduction to the KS equation which is considered as the model
problem followed by a review of existing studies in the literature regarding its solutions.

In Chapter 2, the classical finite difference methods with some necessary definitions and
concepts to be used in the thesis are briefly presented.

In Chapter 3, the Richtmyer linearized Crank-Nicolson type finite difference scheme for
the model problem given by the KS equation is derived. Additionally, in this chapter, the
unconditional stability of the scheme was demonstrated using the von-Neumann method and
its convergence order together with the local truncation error was calculated.

In Chapter 4, three test problems, two of which possess exact solutions, in order to verify
the accuracy and reliability of the presented scheme. The results obtained from the scheme are
compared both internally and with the results reported by other researchers in the literature. In
this context, the L, L. and GRE error norms, as well as CPU (s) processor times, are calculated.
Furthermore, some graphs are provided to demonstrate the continuity of the approximate results
and to show that they exhibit the correct physical behavior of the problem.

In the final chapter which is Chapter 5, the numerical results obtained are generally
evaluated, and a brief suggestion for future studies is made in light of the findings reached
throughout the thesis.
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1. GIRIS

1.1 Tezin Icerigi ve Model Problem

Giiniimiizde fizik, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi bir¢ok alanda kargsilagilan
fenomenler genellikle matematiksel olarak modellenir. Bu tip olaylar ¢ogunlukla lineer veya
non-lineer Kismi Diferansiyel Denklemlerle (KDD) sonuglanir. Lineer KDD’lerin genellikle
kapali formda analitik ¢oziimlerini bulmak miimkiindiir. Ancak non-lineer KDD’lerin analitik

¢cOziimlerini bulmak ¢ogu zaman miimkiin degildir ya da son derece sinirhidir.

Icinde yasadigimiz dogadaki gercek fiziksel olaylar incelendiginde, lineer modellerin
yetersiz kaldig1r durumlarin sayist oldukca fazladir. Akiskanlar mekaniginden kuantum fizigine,
biyolojik sistemlerden malzeme bilimine kadar pek c¢ok alanda karsilasilan problemler
non-lineer KDD’lerle ifade edilmektedir. Bu denklemler, bilinmeyen fonksiyonun veya
tiirevlerinin ¢arpimlarini, kuvvetlerini ya da daha karmasik non-lineer terimlerini icermekte ve
boylece sistemin kendi kendisiyle etkilesimini modelleyebilmektedir. Non-lineer denklemleri
onemli kilan temel etken, lineer sistemlerde gozlemlenemeyen zengin fiziksel davraniglari
ortaya koyabilmeleridir. Ornegin, Navier-Stokes denklemleri ile tanimlanan tiirbiilansh
akislar, Korteweg-de Vries denkleminin ¢6ziimii olarak ortaya c¢ikan soliton dalgalari,
Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov denklemi ile modellenen reaksiyon-difiizyon siire¢leri
ve Einstein’in alan denklemleriyle ifade edilen kiitlecekimsel fenomenler, non-lineerliin
dogrudan bir sonucudur. Bu sistemlerde gozlemlenen catallanma, kaotik davranig ve kararlilik

degisimleri gibi niteliksel ozellikler, lineer teorinin ag¢iklama kapasitesinin 6tesinde kalmaktadir
[1].

Non-lineer KDD’leri incelemek zordur. Genel olarak bu tip denklemler i¢in iyi caligsan bir
teknik yoktur. Bu nedenle her bir denklem ayr1 bir problem olarak ele alimir. Denklemlerde
non-lineer terimlerin varli§1 nedeniyle bu tip denklemlerin analitik ¢oztimleri yalnizca bazi
baslangic-sinir kosullar1 ve parametreler i¢cin mevcuttur. Bu gibi durumlarda bu tip denklemlerin
¢Oziimil icin yaklagik yontemlerin kullanimi vazgecilmezdir. Son yillarda bilim insanlari
non-lineer KDD’leri ¢ozmek icin ¢esitli yaklasik yontemler gelistirmis ve uygulamiglardir.
Bu yontemler ¢6ziimiin sayisal olarak yaklasik degerlerini verir. Farkli uygulama alanlari icin

uygun olan cesitli teknikleri icerir. Bu baglamda yaklasik yontemlerin genel amaci non-lineer



veya ¢ok karmasik olan problemleri ¢6zmek ve ayrica bilgisayar ortaminda uygulanabilir yeni

algoritmalar gelistirmektir.

Non-lineer KDD’lerle verilen herhangi bir baglangic ve sinir deger probleminin sayisal

olarak yaklagik degerlerini bulmak i¢in literatiirde mevcut olan yaklasik yontemlerin baglicalar

Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu Hacimler Yontemi

Spektral Yontemler

dir. Bu yontemler uygulama alanina ve ¢oziilmesi gereken problemin yapisina gore seg¢ilir. Her
bir yontem kendine 6zgii avantaj ve dezavantajlar sunar; nihai se¢im, ¢oziim gereksinimlerine,
istenen hassasiyete ve mevcut hesaplama kaynaklarina baglhdir. Bu tez calismasinda literatiirde

siklikla kullanilan sonlu faklar yontemi ele alinacaktir.

Bu ¢alismada, 1970’lerin sonlarinda Yoshiki Kuramoto [2,3] ve Gregory Sivashinsky [4] nin
birbirinden habersiz olarak sunduklar1 ve daha sonra Kuramoto-Sivashinsky (KS) denklemi

olarak adlandirilan denklemin literatiirde en ¢ok bilinen ve ¢alisilan
U[ + aUxx—}_BUxxxx_‘_’}/UUx - O,Cl S X S b,t Z 0

olarak verilen 1-boyutlu formu ele alindi. Bu denklem

U[+aUxx+ﬂUxxxx+g(U2)x :O’Cl Sx S b,t 2 0

olarak da yazilabilir. Denklem goriiniirdeki sadeli§ine karsin son derece zengin dinamik
davraniglar sergileyen dordiincii mertebeden non-lineer bir KDD dir. Denklemin icerdigi her
bir terim farkli bir fiziksel mekanizmayi temsil etmekte ve bu terimlerin etkilesimi sistemin
karmagik dinamik yapisini ortaya ¢ikarmaktadir. Denklemde goriilen her bir terimin fiziksel
bir anlami vardir. Soyleki o, ve 7y keyfi sabitler olmak iizere U, terimi incelenen fiziksel
biiyiikliigiin zaman icindeki degisim hizini, Uy, terimi biiyilik 6l¢eklerdeki kararsizliklari, Uyyyx

terimi kiiciik 6l¢eklerdeki soniimlemeyi ve non-lineer U U, terimi ise enerji aktarimini ifade eder.

Bir periyodik dalga i¢in k dalga sayisi olmak iizere dalga boyu A = 27/« olarak tanimlanur.

Eger,



¢ k¥ — 0iken A — o olup bu durum biiyiik 6l¢ek olarak nitelendirilir.

¢ K — oo iken A — 0 olup bu durum kii¢iik 6lgek olarak adlandirilir.

KS denklemi temelde enerjinin uzun dalga boylarina enjekte edildigi, kisa dalga boylarinda
soniimlendigi ve dogrusal olmayan terimlerin bu iki zit etkiyi dengeleyerek kendiliginden
organize olan kaotik ve karmasik uzay-zamansal desenler iirettigi sistemleri tamimlar. Bu
denklem plazma fizigi, akigkanlar mekanigi, yanma teorisi, malzeme bilimi/nanoteknoloji,
kimyasal tepkime sistemleri, makine 0grenmesi, havacilik/akis kontrolii, proses kontrolii ve

biyoloji gibi bir cok alanda kullanilmaktadir [5].
Bu calismada,

Uy + QU + BUserx + %’ (U?), =0, (x,) € [a,b] x [0, T] (1.1.1)

olarak verilen 1-boyutlu non-lineer KS denklemi
U (x,0) = f(x),x € [a,b] (1.1.2)

baslangic sart1 ve

Ula,t)=gi(t),U(b,t) =g (1)
U (a,t) :(Zi (t),Uy (b,t) :ghzz (t) 20 (1.1.3)

sinir gartlart ile goz 6niine alindi. Burada [a,b] C R olup f(x), g1 (¢), g2(¢), hy (¢t) ve hy(t)

verilen diizgiin fonksiyonlardir.

1.2 Kaynak Taramasi

KS denklemini ¢6zmek i¢in giiniimiize kadar bir ¢ok bilim insani ¢esitli analitik/yari-analitik
ve yaklasik yontemler gelistirmis ve uygulamiglardir. Kullanilan baglica yaklasik teknikler
sonlu farklar, sonlu elemanlar, spektral yontemler ve bunlarin hibrit uygulamalaridir. Denklemin

coziimleri lizerine yapilan calismalarin bazilar1 sunlardir:

Khater ve Temsah [6], genellestirilmis KS denkleminin ¢oziimii icin El-Gendi yontemi
[7-9] olarak bilinen Chebyshev spektral kolokasyon yontemlerini gelistirdiler. Lai ve Ma [10],
gKS denkleminin ¢oziimiinde Lattice Boltzmann yontemini tercih etmislerdir. Uddin vd. [11],
calismalarinda KS denklemlerinin sayisal ¢oziimiinii bulmak icin radyal taban fonksiyonlarina
(RBF) dayali agsiz (mesh-free) yontem uyguladilar. Haq vd. [12], gKS denkleminin sayisal

¢Oziimil i¢in multi kuadrik, Gauss ve ters multi kuadrik radyal taban fonksiyonlarina dayanan

3



agsiz cizgiler yontemini Onerdiler. Mittal ve Arora [13], KS denkleminin sayisal ¢coziimii i¢in
besinci derece B-spline kolokasyon yontemini kullandilar. Ye vd. [14], KS denkleminin ¢oziimii
icin yiiksek mertebeden moment yontemine dayanan bir kafes Boltzmann modeli gelistirdiler.
Lakestani ve Dehghan [15], gKS denkleminin ¢oziimii i¢cin sonlu farklar ve kolokasyon
yontemlerine dayanan sayisal bir teknik sundular. Dong ve Lan [16], KS denkleminin uzaysal
periyodik sabit ¢oziimlerini dinamik sistemler perspektifinden sistematik bir sekilde incelediler.
Acan ve Keskin [17], KS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in indirgenmis diferansiyel doniisiim
yontemini kullandilar. Ganei vd. [18], KS denkleminin sayisal ¢oziimii ve analizi i¢in kiibik
Hermite kolokasyon yontemini sundular. Rashidinia ve Jokar [19], gKS denkleminin ¢6ziimii
icin polinom 6lgekleme fonksiyonlarini kullanan kolokasyon yontemi ile birlestirilmis sonlu
fark formiilii izerine temellenmis bir yaklagik ¢coziim tekni8i onerdiler. Ersoy ve Dang [20], KS
denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in iistel kiibik B-spline kolokasyon yontemini kullandilar. Mittal
ve Dahiye [21], KS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢cin besinci derece B-spline fonksiyonlarina
dayali bir diferansiyel kuadratiir teknigi gelistirdiler. Hepson [22], KS denkleminin yaklagik
coziimleri icin trigonometrik kiibik B-spline kolokasyon yontemini kullandi. Dhiman ve
Thamsir [23], KS tipi denklemleri ¢6zmek i¢in yeniden modifiye edilmis besinci derece
B-spline kolokasyon yontemini onerdiler. Sing vd. [24], KS denkleminin ¢oziimiinde kompakt
sonlu farklar yontemini tercih ettiler. Yigit ve Bayram [25], KS denkleminin ¢6ziimiinde
diferansiyel kuadratiir yontemine dayali bir sayisal ayrik tiirev teknigi Onerdiler. Igbal vd.
[26], KS denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in besinci dereceden B-spline fonksiyonlarini1 kullanan
yeni bir yaklasim sundular. Bhatt ve Chowdhury [27], uygun baslangic ve smir kosullari
altinda KS denkleminin uzay-zamansal ¢oziim profilini incelemek amaciyla sayisal bir sema
gelistirdiler ve uyguladilar. Hepson [28], bu ¢alismada gKS denkleminin sayisal ¢oziimleri icin
kuartik B-spline trigonometrik Galerkin sonlu elemanlar semasim1 verdi. Hosseini [29], KS
denkleminin ¢oziimiinde varyasyonel yineleme yontemini ele aldi. Shallu ve Kukreja [30], KS
denkleminin ¢6ziimiinde iyilestirilmis quintic B-spline ekstrapolasyonlu kolokasyon yontemini
tercih ettiler. Hepson ve Yigit [31], KS modelinin sayisal ¢6ziimii i¢in kuartik trigonometrik
gerilim B-spline fonksiyonlarim1 kullanan bir hibrit kolokasyon semasi onerdiler. Kumari ve
Kukreja [37], KS denklemini ¢dzmek i¢in septik Hermit kolokasyon yontemini sundu. Wang
ve Wu [32], dogrusal stokastik KS denkleminin ters problemini ¢ozmek i¢in regiile edilmis bir
optimizasyon yontemini ve bu yontemin sayisal uygulamasini sundular. Mohanty ve Sharma
[33], KS denklemi ile Fisher-Kolmogorov denkleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in {iistel

yaklasim formunda yeni bir kompakt 2-seviyeli kapali sayisal yontem onerdiler. Kaur ve
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Joshi [34], KS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kuintik tiniform cebirsel hiperbolik ve kuintik
tiniform cebirsel trigonometrik gerilim B-spline fonksiyonlarini kullanan diferansiyel kuadratiir

yontemine dayanan yeni bir yaklasim sundular.

Bu tez ¢alismasinin temel amaci, baglangic-sinir sartlariyla verilen 1-boyutlu non-lineer KS
denkleminin yaklagik ¢coziimlerini elde etmek icin Richtmyer lineerlestirme teknigi yardimiyla
Crank-Nicolson tipi bir sonlu fark semasi sunmaktir. Yontem, denklemde goriilen tiirevlerin
Taylor seri agilimlarindan elde edilen sonlu fark formiilleriyle yer degistirerek siirekli problemi
ayriklastirmakta ve cebirsel bir denklem sistemine doniistiirmektedir. Tiirevler yerine yazilacak
olan sonlu fark formiillerinin dogas1 geregi ag uzunluklarmin kiiciiltiilmesiyle bu siirecte
olusan hatalar azaltilabilmektedir. Yontem, programlama ve uygulama kolaylig1 nedeniyle
miihendislik ve ¢esitli bilim dallarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Tezin diger boliimleri
ise su sekilde planlandi: Boliim 2°de tezde kullanilacak klasik sonlu farklar ile bazi temel
kavramlardan bahsedildi. Bu calismanin esasini teskil eden Boliim 3’te ele alinan model
problemin Richtmyer lineerlestirmeli Crank-Nicolson tipi sonlu fark semasi olusturuldu. Ayrica
bu boliimde, semanin von-Neumann yontemiyle kosulsuz kararlili§1 gosterildi ve lokal kesme
hatasiyla birlikte yakinsaklik mertebesi hesaplandi. Boliim 4’de ise semanin dogrulugu ve
giivenirligini gostermek i¢in 2 tanesi tam ¢oziime sahip 3 test problem ele alindi. Tam ¢oziimii
mevcut olan problemler i¢in sunulan semadan hesaplanan L, L. ve GRE hata biiyiikliikleri
kendi icinde ve ayrica diger arastirmacilarin verdikleri sonuglarla karsilastirildi. Ayrica bu
boliimde CPU (s) iglemci siireleri ve yaklagik yakinsaklik mertebeleri hesaplandi. Tezin son

boliimii olan Boliim 5’°de ise bulgular ve onerilerle birlikte kisa bir sonug verildi.



2. KLASIK SONLU FARKLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak olan klasik sonlu fark yontemleri ile birlikte bazi temel kavramlar

verildi. Bu boliimiin hazirlanmasinda [35] no’lu kaynak esas alindi.

2.1 Klasik Sonlu Farklar Yontemi

Dogada karsilagilan fiziksel olaylar her zaman karsimiza lineer olarak ¢ikmaz, bunlarin cogu
non-lineerdir. Non-lineer denklemlerin analitik ¢coziimiinii bulmak kolay degildir. Bunun icin
yaklagik yontemler gelistirilmigtir. Yani denklemin tam ¢6ziimii yerine, yakin ¢oziimler iireten

literatiirde mevcut yaklasik ¢oziim teknikleri kullanilir.

Bu tez calismasinda mevcut literatiirde oldukca siklikla kullanilan, uygulanmasi ve
programlanmasi diger yaklasik yontemlere kiyasla daha kolay olan sonlu faklar yontemi ele
almacaktir. Bunlar icerisinde agik, kapali ve Crank-Nicolson olarak bilinen klasik sonlu fark
yontemleri genis uygulama alanlarina sahiptir. Bu tezde agik ve kapali yontemlerin averajlarinin

alinmasiyla elde edilen Crank-Nicolson sonlu fark yontemi kullanilacaktir.

x ve t sirastyla konumsal ve zamansal degiskenleri gostermek izere U = U (x,¢) bilinmeyenli
Uy = F (x,;U,Uy, Uy, Urear) (2.1.1)

I-boyutlu lineer veya non-lineer kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin tanimli
oldugu bir (x,t) € [a,b] x [0,T] ¢oziim bolgesinde belirli baglangi¢ ve sinir sartlariyla verildigini
kabul edelim. Boyle bir problemin Crank-Nicolson sonlu farklar yontemi ile c¢odziimiinde

asagidaki adimlar izlenir.

Bolgenin Ayriklastirilmasi: Verilen ¢6ziim bolgesi genellikle dikdortgensel veya karesel
olacak bi¢cimde diizgiin geometrik kafeslere boliiniir. Her bir kafesin kesistigi yerler ag, mesh
veya grid noktalar olarak adlandirilir. Yaklasik ¢oziimler sadece bu diigiim noktalarinda aranir.
Bunun i¢in x € [a,b] konum aralift a =xp < x] <x3 <+ <X <Xy < X1 <00 <xXpy—1 <
Xy =b ve h = xy11 —xn = (b—a) /M olacak sekilde esit alt araliklara; benzer sekilde ¢ €
[0,7] zaman araligi da 0 =19 < t)] <th < -+ <ty | <ty <tpy1 < - <ty_1 <ty=T ve
k =ty,+1 —t, = T /N olacak sekilde esit alt araliklara boliiniir. Her m ve n noktast i¢in (x,,,,)
grid (mesh) noktasi olarak kabul edilir. Boylece ¢oziim bolgesi dikdortgensel (h # k ) veya

karesel (h = k) es kafeslere ayrilmis olur.



Bu tez boyunca (x,f,) grid noktasinda denklemin tam ¢6zimii U (x,,1,) ile yaklasik

coziimii ise U,y ile gosterilecektir. Yani U} ~ U (X, 1,) dir.

Tiirevlere Fark Yaklasimlari: Problemde goriilen x ve ¢ degiskenlerine gore kismi tiirevler
Cizelge 2.1°de verilen Taylor seri a¢ilimlarindan kolayca elde edilen sonlu fark formiilleriyle
degistirilir. Bu ¢alismada #’ye gore birinci basamaktan tiirev yerine O (k) mertebeden ileri fark
formiilii, x’e gore birinci, ikinci ve dordiincii basamaktan tiirevleri yerine O (hz) mertebeden
sirastyla merkezi ve simetrik fark yaklagimlar: kullanildi. Daha yiiksek dogrulukta yaklasik
coziimleri elde etmek icin tiirevler yerine daha yiiksek mertebeden kesme hatalarini iceren fark

formiilleri de kullanilabilir. Ancak bu durumda hesaplama maliyetinin artacagi unutulmamalidir.

Cizelge 2.1 : Kismi Tiirevlere Sonlu Fark Formiilleri

Kismi Tiirev  Sonlu Fark Yaklagimi Tipi Mertebe
U Ui U fleri  O(k)

U, et Un-y Merkezi  O(1?)
Uy U1 2200+ Ui Simetrik  O(h?)

m

Uxxxx h

h
ur.,—4u’ 46U —4U" _ +U" : .
+2 m+1 o m=1""m-2  Qimetrik O (hZ)

Cebirsel Denklem Sistemi ve Matris Formu: Problemde goriilen tiirevler yerine Cizelge
2.1°deki fark formiileri yazilir ve sonra gerekli cebirsel iglemlerle birlikte diizenlemeler yapilirsa
ele alinan baglangic ve sinir deger problemi cebirsel denklem sistemine indirgenmis olur. Eger
verilen sinir sartlar1 Neumann ve/veya Robin tipi sartlar ise bu siire¢ esnasinda problemin ¢oziim
bolgesi igerisine diismeyen hayali degerler olarak bilinen U degerleri elimine edilir. Ele alinan
kismi diferansiyel denklem eger lineer ise baslangic-sinir deger problemi lineer cebirsel, aksi
halde yani non-lineer ise non-lineer cebirsel denklem sistemi ile sonuclanir. Non-lineer cebirsel
denklem sistemlerinin ¢dziimii, lineer sistemlere kiyasla oldukca zordur ve bu tiir sistemler
icin genellikle Newton—Raphson veya sabit nokta iterasyon yontemleri gibi sayisal yontemlerin
kullanilmasi gerekir. Bu tezde non-lineer bir baglangi¢-sinir deger probleminin lineer cebirsel bir
denklem sistemi ile sonu¢landirilmasi hedeflendiginden denklemde goriilen non-lineer terimler
daha sonra verilecek olan Richtmyer tipi lineerlestirme yaklagimi kullanilarak lineerlestirildi.
Elde edilen lineer cebirsel denklem sistemlerinin katsayilar matrisi tiirevler i¢in kullanilan
yaklagimlardaki nokta sayisina esit olan ii¢lii ve besli bant matrisleri gibi seyrek matrislerdir.

Bu durum bilgisayarda bellek kullanimi1 ve hesaplama maliyeti agisindan 6nemli avantaj saglar.



Yakinsaklik Analizi: Lineer cebirsel denklem sisteminden elde edilen c¢oziimler hangi
sartlar altinda ele alinan baglangi¢ ve sinir deger probleminin tam ¢oziimiine yakin kalir. Bu
durum yakinsaklik analizi olarak bilinir. Yakinsaklik icin daha sonra verilecek olan Lax’in

esdegerlik teoremi kullanildi.

Coziim Yontemi: Yukaridaki hazirliklardan sonra lineer cebirsel denklem sistemi Gauss
eleme veya LU ayristirmasi gibi direkt ¢6ziim yontemleri yardimiyla ¢oziiliir ve boylece mesh

noktalarinda ele alinan orijinal problemin yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

2.1.1 Agirhikh averaj sonlu fark yaklasim

(2.1.1) denkleminde U; yerine

Un+1 —_yn
_ “m m
R k

ileri fark yaklasimi U, Uy, Uy, ve Uy tiirevleri yerine, 0 € [0, 1] olmak iizere,

Ui

U=0Ur"+(1-0)U"

Uy, =h—12 [0 (Ut} =20 + Ut ) + (1= 0) (Un -y —2Un + Up )]

m m—1
1

Ur =75, (6 (Up —Un ) +(1=6) (Ui —Upy)]

L[ o(Urt,—4urtl +6Urtt —aurt) + UML) +

B | (1-0) (U, ,—4Un | +6Un—4U" | +U"_,)

UX)C.XX

agirlikli yaklagimlar: yazilirsa (2.1.1) ile verilen KDD’nin agirlikli sonlu fark semasi elde edilir.

Buradan agikca

* Eger 6 = 0 ise denklemin acik sonlu fark semas: elde edilir. Bu sema sarth kararli olup

O(k) 4+ O(h?) mertebeden dogruluga sahiptir.

* Eger 0 = 1 ise denklemin kapali sonlu fark semasi elde edilir. Bu sema kosulsuz kararli olup

dogruluk mertebesi O(k) + O(h?) dir.

» Eger 6 = 1/2 ise denklemin Crank-Nicolson sonlu fark semasi elde edilir. Sema kosulsuz

kararli olup dogruluk mertebesi O(k?) + O(h?) dir.

2.1.2 Richtmyer lineerlestirme yaklasimi

Richtmyer lineerlestirme tekni8i temel olarak non-lineer fark denklemlerini lineer hale
getirmek i¢in Amerikali fizil¢i Robert D. Richtmyer tarafindan 6nerilmistir [36]. Bu ¢alismada

ele alinacak olan U = U (x,t) bilinmeyenli non-lineer bir KDD’ in sonlu farklar yontemi
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yardimiyla konum ve zaman degiskenlerine gore tamamen ayriklastirilmis fark denkleminde

goriilen (n+1). zaman adimindaki (U Z)Zjl bicimindeki non-lineer terimleri lineerlestirmek
icin
(U = (UP): 42 (Ut — U 2.1.2)

n+l
m =

olarak verilen Richtmyer yaklasimi kullanildi. Bu yaklagim, (U 2) U? (X, t, + k) fonki-

yonu (X, £, + k) noktasi civarinda Taylor serisine agilir ve %Y (x,u,,) yerine U(XmJ"J“kI)(_U(X’"J”)

ileri fark yaklasimi yazilirsa

U? (Xt + k) = U? (x t)-l—ka—Uz(x 1)+ O (k)
moytn - msytn 8t msytn
U

:UZ(xm7zn)+k y (xm,tn)W(xm,t,,)Jr 0(k2)

U (Xpm,ty +k) — U (xp, 1)
k

= U? Xy 1) +2U (X 1) [U (s 1w + k) — U (X, 1,)] + O (kz)

= U? (X, tn) +k2U (X, 1) + 0 (k)

n+1
m

bulunur. Bu esitlikte keyfi bir (x,,,7,) mesh noktasinda O (k*) hatasi ihmal edilirse (U?)
non-lineer terim

m

olarak yazilabilir. Boylece (U 2);“ non-lineer terimi lineerlestirilmis olur.

2.2 Temel Kavramlar

Bu kisimda yine tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlar verildi.

2.2.1 Lokal kesme hatas1 (LKH)

Sonlu fark yontemlerinde, bir kismi diferansiyel denklemde bulunan tiirevler yaklasik sonlu
fark formiilleri ile degistirildiginde, tam ¢6ziim ile sonlu fark yaklasimi arasinda bir fark olusur.
Iste bu farka lokal kesme hatasi1 adi verilir. Daha somut bir ifadeyle, LKH tam ¢6ziimiin fark

denkleminde yerine konulmasiyla elde edilen bir biiyiikliiktiir.

(m,n)-inci digiim noktasindaki bir fark denklemi genel olarak F (U),) = O big¢iminde

yazilabilir. Boylece LKH, U (x,,t,) denklemin tam ¢oziimii olmak iizere,

Tnn (U) =F (U (xpn,1))



olarak tanmimlanir. Yani, fark denkleminde U’ yerine U (x;,,,) konuldugunda elde edilen
bitytikliik (x,,7,) mesh noktasindaki LKH’nin mertebesini verir. Eger tam c¢oziim fark
denklemini tam olarak saglasaydi, bu hata sifir olurdu; ancak genellikle durum boyle degildir.
Peki bu hata nasil hesaplanir? Bunun i¢in Taylor seri acilimlarindan yararlanilir. Boylece LKH,
h ve k’nin kuvvetleri ve U (x,,,1,) nin ¢esitli mertebeden kismi tiirevleri cinsinden bir esitlik elde
edilir. Bu esitlikte /2 ve k’nin en diisiik kuvvetlerini igeren terimlerin bulundugu kisstm LKH’ nin
esas kismu olarak adlandirilir ve LKH’nin mertebesini verir. LKH, sonlu fark ydnteminin

tutarliligini belirlemek icin kullanilan temel kavramdir.

2.2.2 Tutarhhk

Eger h,k — 0 iken LKH da sifira gidiyorsa, yontem tutarlidir denir. Tutarlilik, bir yaklagik
yontemin dogru sonuca yakinsamasi i¢in olmazsa olmaz kosullarindan biridir. Bu hata, su
sorularin yanitini verir: Kullanilan sonlu fark yontemi, tam ¢oziime ne kadar dogrulukta yaklasik
cOziimler iiretiyor? Adim biiyiikliikleri 1yilestirildiginde hata hangi hizda azaliyor? Bunlarin
saglanmasi i¢in herhangi bir sonlu fark semasi gelistirildiginde yapilmasi gereken ilk islerden

biri, LKH’yi hesaplamak ve yontemin tutarli olup olmadigini kontrol etmektir.

2.2.3 Kararhhk

Kararlilik, zaman arttikca hatalarin sinirli kalmasidir. Ancak bu durumda sonlu fark
semas1 kararli olacaktir. Aksi taktirde fark semasiyla ¢oziim iiretirken, baslangic verisinde
ya da adimlarda olusan kiiciik sayisal hatalar ¢oziim boyunca kontrolden c¢ikip biiyiiyorsa
bu kararsizlik demektir. Lineer fark semalarinin kararlilig1 incelenirken kullanilan en yaygin
yontemler von-Neumann (Fourier yontemi) ve matris kararlilik analizleridir. Burada sadece

asagidaki von-Neumann kararlilik testi kisaca verildi.

2.2.3.1 von-Neumann kararhlik testi

Bir sonlu fark semasi, baslangic kosullarinda yapilan kiigiik degisikliklerin veya yuvarlama
hatalarinin, yaklasik ¢oziimde sinirsiz bir sekilde biiylimemesi durumunda kararli olarak
adlandirlir. Bagka bir ifadeyle, kararli bir semada, hatalar zaman i¢inde kontrolli kalir
veya soOniimlenir. von-Neumann kararlilik analizi sonlu fark yontemlerinin kararliliginin
incelenmesinde lineer problemler icin yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu yontem, adim

matematik¢i John von-Neumann’dan almistir ve temel olarak hata terimlerinin Fourier serisine
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acilmasi prensibine dayanir. Bir lineer fark semasinin bu yontemle kararliligi incelenirken
semanin genel satirinda U yerine, & amplikasyon faktorii, A dalga sayisi, A konum adim

biiyiikliigii ve i = v/ —1 olmak {lizere,

Ui’r}’ll _ éneilmh

yazilir ve gerekli bir takim cebirsel iglemler yapilarak biiyiime faktorii & hesaplanir. Eger |&| < 1
kosulu saglanmiyorsa sema kararlidir, aksi halde yani |£| > 1 ise hatalar biiyiir ve sema kararsizdir

denir.

2.2.4 Yakinsakhk

Yakinsaklik, bir sonlu fark semasimnin iirettigi yaklasik ¢oziimiin, adim biiytikliikleri sifira
yaklagirken, kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimiine yaklagmasidir. Matematiksel olarak,
U), yaklagik ¢oziim ve U (xp,f,) tam ¢ozim olmak tizere limy g ||U) —U (X, 1,)|| =
0 kosulunu sagliyorsa sema yakinsaktir. Yakinsaklik, bir yaklagik yontemin giivenilirliini
gosteren en temel Olgiittiir. Eger bir sema yakinsak degilse, adim biiyiikliikleri ne kadar
kiigiiltiiliirse kiiciiltiilsiin, yaklasik ¢oziimiin ger¢ek coziime yaklasacaginin garantisi yoktur.
Yakinsaklig1 incelemek genellikle kolay degildir. Bunun i¢in Lax’in esdegerlilik teoreminden
yararlanilir. Bu teorem sayesinde, yakinsakligi dogrudan gostermek yerine, daha kolay

incelenebilen tutarlilik ve kararlilik kosullar kontrol edilir.

2.2.4.1 Lax’in denklik teoremi

Sayisal ¢oziim yontemlerinde, bir lineer fark semasinin iirettigi sonuglarin gercek coziime
yakinsay1ip yakinsamadig1 sorusu her zaman merkezi bir 5Gneme sahiptir. Bu soruya cevap arayan
Lax’m esdegerlilik teoremi, sayisal analiz literatiiriiniin temel taslarindan biridir. Bu teoreme
gore lineer bir baglangi¢-sinir deger problemi i¢in bir sonlu fark semasinin yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter kosul semanin hem tutarli hem de kararli olmasidir.
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3. KURAMOTO-SIVASHINKSY DENKLEMI ICIN SONLU FARK SEMASI

Bu boliim, tezin temel 6zgiin kismint olusturmaktadir. Burada (1.1.1)-(1.1.3) denklemleriyle
verilen

Ut—i_aUxx—i_ﬁUxxxx—i_%/(Uz)x:O’ agxgb, tzo

U(x,0)=f(x), a<x<b

Ula,t) =g (1), U (b,t) =g (1)
U (a,t) :ii (). Ue (b,1) :ghzz 0 (>0

baglangi¢-sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek icin Crank—Nicolson tipi
bir sonlu fark semas1 gelistirildi. Bu ¢aligmayi literatiirde bulunan diger calismalardan ayiran
en Onemli yonii, KS denkleminde goriilen (U Z)X non-lineer teriminin, mevcut ¢alismalardan
farkli olarak Richtmyer tipi yaklagim ile lineerlestirilmis olmasidir. Ayrica bu béliimde, Onerilen

semanin LKH ile birlikte yontemin yakinsaklik yani dogruluk mertebesi de hesaplandi.

3.1 Richtmyer Lineerlestirmeli Crank-Nicolson Tipi Sonlu Fark Semasi

Bu kisimda, 1-boyutlu zamana bagh 4. mertebeden non-lineer KS denklemi ile verilen
yukaridaki baslangi¢c ve sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in gelistirilen Richtmyer

lineerlestirmeli Crank—Nicolson tipi sonlu fark semasi verildi.

Bu baglamda (1.1.1) ile verilen KS denklemine Crank-Nicolson tipi sonlu fark yaklagimi

uygulanirsa [35]

(Unee) 5 4 (Uee)?, 7 [(UD) ]2 4 (0210
Srh 2 2 2 =0

Ut = Up | o U™ + (U,
k 2

esitligi elde edilir. Bu esitlikte n ve (n+ 1)-inci zaman adimlarindaki x’e gore birinci, ikinci
ve dordiincii mertebeden tiirevler yerine Cizelge 2.1°de verilen O (hz) mertebeden simetrik fark
yaklagimlar1 hatalar ihmal edilerek yazilirsa, n=0(1) N ve m=1 (1) M — 1 olmak iizere, konum

ve zaman yOniinde tamamen ayriklastirilmis

m—

k 2h?

UM —4Ur +6Um —4U UM+ U, AU +6UR—4U" | +U",
+B i (3.1.1)

1 e AR ) e

2 4h

UZ+1—U,71+06U —2UpH Ut U —2UR+U

=0

non-lineer fark semasi bulunur. Burada n zaman adimini, m uzay diiglim noktasini, k£ zaman

adim biyiikligiinii ve & uzay adim bilyiikliginii gostermektedir. Bu denklem, (x,,—1,%,+1)

12



n+1 . .o . . . .
terimleri icermesi sebebiyle non-lineer bir

ve (Xp+1,tp+1) digiim noktalarinda (U 2)
denklemdir. Non-lineer cebirsel denklem sistemlerinin genellikle Newton—Raphson veya sabit
nokta iterasyonu gibi yaklasik yontemlerle ¢oziilmesi miimkiin olmakla birlikte, bu tiir
yaklagimlar her zaman adiminda ek hesaplama maliyeti ve yakinsama problemi getirmektedir.
Bu calismada, bu zorluklarla karsilagmamak icin (3.1.1) ile verilen ayriklagtirilmis semada

(n+1). zaman adimindaki non-lineer terimlerin lineerlestirmesi amaglanmigtir. Bunun i¢in

Boliim 2’de (2.1.2) ile verilen

(U™ = @) +2un (U —UR) +0(3) = (U +2un (Unt Ul

m

Richtmyer lineerlestirme teknigi kullanildi. Bu yaklasim (3.1.1) de yerlerine yazilir ve kisalifin
hatirt i¢in Wy, = U"*! — U”" kullanilirsa bir takim cebirsel islemlerden sonra, n = O(1)N ve

m=1(1)M — 1 olmak iizere,

Z—EWm_ﬁ (roc — 4th — ]2(—2: ,;1_1) W—1+ <2—2ra+ 6}%2[3) W,
+ (”O‘ - 4th + IZC_Z rrrlz—i—l) Wint1 + 2_€Wm+2
:—2%3 ) — (Zr(x—gth—% ,f,_l)U,f,_l—k(Ma—li—;ﬁ) u; (3.1.2)
- (zra_i’lﬁ_zﬁ"‘% ;Z+1) 1 _2}:_5 2
lineer sonlu fark semasi elde edilir. (3.1.2) denkleminden
m=1 igin;
B (v B S1ug)w (2- v 22w
+ ( (X—%—F%Ug) W2+2—§W3
:_zthUﬁl— <2roc—8;—f—%U6'> Ul + (4roc— %ﬁ)w (3.1.3)
— (2 — hzﬁ +%U2"> Uy 2}:—2[3U3"
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m=2 igin;

h? h2 2h h?

4rp rB
—|— rol — h2 +2hU3 W3+ h2W4

Zrﬁ 8r[3 k)/ 12rp
2r[3

8rB  ky
+(—2r(X+ﬁ—EU3)U3 h2 4

m=3(1)M —3 igin;

4 k 6r
;g Win— 2+(O¢—LB——Y ,71_1>Wm—1+<2 2roe+ ﬁ)Wm

4
B o+ (r(x _ 4P kyUl) Wi+ (2 2ra+ @> W)

W 2h h?
arB ky ., rB
+ ( a_h_2+2h m+1) Wins1 + h2Wm+2
2rB 8rp kj/ 12rB
=5 n (Zr(x— T~ @ >UZ_1+ (4r(x— 7 u, (3.1.5)

_(2r 8rB kY, ) no 2P

o= —5 12 +2h m+1 m+1_? m+2

m=M—2 icin;

B

h2

4 k 6
(b o2 P

4rB B
+ roc——+2hUM1 Wh— 1+h2WM

h2
2B 8B kv, ., 12"13
ky 2r[3
(27‘06 8 2ﬁ+ UM I)Uﬂrﬁl—l h2
m=M-—1 icin;
rB 4rB  ky orf
/’l2WM 3+ a_F_ZhUM s [ W2+ 2-2ra+ —- n W1
B, ky B
+ (I’OC— e + 2hUM Wy + — 2 — W1
2B 8rB  ky 12rB
= h2 UM 3 (21’06— h2 2hUM 2) UM 2+ (41”06— h UM 1 (317)
8B kY, ., 2B
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dir. m=1vem=M — 1 i¢in ortaya ¢ikan U" |, Uy, ;, W_1ve Wy hayali deZerler, problemde
verilen sinir sartlarindan elde edilen
U", =U{ —2hh (),
Uy = Uy +2hho (1),
W_y = Wi +2h[h (ta) — hi (tas1)]

Wars1 = Wy—1+2h[hy (th1) — b2 (1))

esitliklerinin kullanilmasiyla kolayca yok edilir. Bunlarla birlikte baglangi¢ sartindan elde edilen

esitlikleri kullanilir ve gerekli bir takim matematiksel diizenlemeler yapilirsa (3.1.3)-(3.1.7)
denklemleri ile verilen baglangi¢ ve sinir deger probleminin (M — 1) bilinmeyenli (M — 1) tane
lineer cebirsel denklemle sonuglanan Richtmyer lineerlestirmeli Crank-Nicolson tipi sonlu fark

semas1 matris formunda

AW =B
olarak elde edilir. Burada
ail a2 as
a1 az azs azq
as) dszp dasj asy ass
asgn  a43 ass ass ase

aM-4M-5 AaM—4M—-5 OAM—4M—4 OAM—4M—3 OM—4M-2
amM-3mM-5 AM-3M—4 AM-3M-3 AM-3M-2 AM-3M—1
am-2M—-4 aM-2M-3 AM-2M—2 AM-2M—1
am—-1M-3 aM-1M-2 aM—1M—1 |

T
W=[W W, Ws Wi -+ Wy_sa Ww_z Wy Wy_p |
15



veE

B:[bl by by by

olup A matrisinin girigleri:

Tr
ajp =2-—2ro+ hzﬁ,
o 4;’[3+ Un
app = rof —
r
013_]?13,
4B ky,
az) =ro — h2 _ﬁ 1>
6r
ayp =2-2ra+ hf,
P K
a23_r h2 2h 37
r
024:}?[3
r ;
a,-J_z = ﬁﬁ ,lZ3(1)M—3
arB ky. ., .
ai7i_1:r06—7—ﬁ i—l’l: (I)M—?)
6rB3 .
ai,i:2—2roc—|—h—2ﬁ,l:3(1)M—3
4rB  ky .
Cli’H,]:r(X—?—f—ﬁ iﬁ_17l:3(1)M—3
ai,i+2:}?ﬁal: ()M -3
ap-2M—4 = ﬁﬁ’
4rB ky
apmg-—r2mM-3 =ro — ——— 2 h
6r
ay—2 M— y=2-2ra+ hZB’
arB | ky,
ay-am—1 =re— o+ ﬁUM—l
r
aM—l,M—3:]/7B7
4rB  ky
AM-1M—2 = 10— — o 2hUM 2

am—1.M—1= 2—=2ra+ h—zﬁ

ve B matrisinin girigleri:
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R 2h h? h?

2P0 B e () 81 00)

2r[3 8B ky. ., " 12rp "
b]: h2 j— —(27"(1—?—% j—1>U 1—1—(47’06— 2 U]

— (2ra—3E+ o, up, - 2Rus,, =3()M -3

2rB 8rB  ky 12rB
by_r=— 2 UM 4= (2r(x h2 2hUM 3) UM 3+(4r06—7 U]ﬁ]fz

88k 12 8
b2:—(2roc— B yUl)U{“—i—<4roc— rﬁ)uz (2a rﬁ+ﬂu3)u3"

k
(Zroc 8h2[3 + YUM 1) Uy | - hzﬁ (82 (tas1) + 82 (tn)]
2rB 8rB  ky 14rB\
by_1= 2 —Upy_ 3 (2”05 w2 ZhUM 2) Uy + (4r06— 7 Um—1
4 4r 2
(roc — th) g2 (ty) — {roc — hf + 2hg2 (tn)] g2 (ths1) — %ﬁ [ho (tys1) + ha (20)]

dir. Boylece bu tezde hedeflenen lineer yapidaki yaklagik sema basariyla elde edilmis
olur. Sunulan bu sema lineer cebirsel denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan klasik direkt

yontemlerden biri yardimiyla herhangi bir iterasyon gerektirmeksizin kolayca ¢oziiliir.

Bu kisimda kullanilan lineerlestirme stratejisi 1-boyutlu non-lineer KS denkleminin yaklagik
coziimlerine literatiirdeki mevcut ¢alismalardan farkli yeni bir yaklasim sunmakta olup, tezin

0zgiin katkisini olusturmaktadir.

3.2 Semamin LKH ve Yakinsaklik Mertebesi

(Xm, 1) diigiim noktasinda bir kismi diferansiyel denklemin herhangi bir sonlu fark yaklagimi
F (U}}) = 0 formunda ifade edilebilir. Bu diigiim noktasinda sonlu fark yaklagiminin LKH,
kismi diferansiyel denklemin tam ¢ozimi U (xy,,1,) olmak tizere T, ,(U) = F (U (xm,t4))
esitliginden & ve k’nin kuvvetleri ile (x;,,f,) diigiim noktasinda hesaplanan tam ¢6ziim U’ nun
kismi tiirevlerine bagl olarak kolayca bulunur. LKH, sonlu fark yaklagiminin kismi diferansiyel

denklemin ¢oziimiine ne Olciide yaklastigini gosteren bir biiyiikliiktiir.

(3.1.1) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark yaklasiminin LKH’nin mertebesi asagidaki

sekilde bulunur:
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LKH’nin tanimindan (3.1.1) yaklasiminda U}} yerine U (x,t,) yazilirsa

U (Xt +k) — U (X, 1) U (xp — hyty+ k) —2U (X, 1, + k)
Tm,n = to 242
U (xm+ hyty + k) + U (xm — hyty) — 2U (X 1) + U (X + D, 1)
2h?
U (xm + 20ty + k) —4U (xp, + hyty + k) + 6U (X, 1y + k)
+h 2ht
—4U (X — hyty + k) + U (X0 — 20,1y + k) + U (X + 25, 1,,)
F 2h*
iy, —4U (X + hyty) + 6U (xp, 1) — AU (X — hyty) + U (x, — 20, 1)
i
2
LY
2

(3.2.1)

2h
(U?) (xm+ hyty + k) = (U?) (xim — iyt + k)
4h
(U?) (xm + h,ty) — (U?) (xm — h,tn)
4h

bulunur. Bu esitlikte goriilen U ve U? fonksiyonlarmin (x,,7,) noktasindaki Taylor seri

acilimlari

U{m,(n+ 1)k} =U (xp,t, + k)
u oU
(Y

U{(m—1)h,n} =U (xp, — h, 1)

20\ o> ), 31\ o),
n oU\"
-u-n(50), ¢

WPUNT I (PUNT
20\ ox% /,, 31\ adx®/,
U{(m+1)h,n} =U (xp, + h,ty)

e (22) E (BLY (2
ax ), 21\ ax2 ) T3r\ad ),
U{(m+2)h,n} = U (X + 20, 1)

—aen(5) 5 (5), 5 (5),
U {(m—2)h,n} = U (xm — 2, 1,)

\ U 4n* (9*U 8h3 (PUN\"
= Un 2’“(ax> +7(W)m 0 <axs>
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U{(m—1)h,(n+1)k} = U (xm — h,ty + k)
oUN\" K [(J*U\" K [d’U\"
“uin(G), (e ), 5 (),
2 fuo(2) (L) (2 ]
or| " x / ox* ), 31\ odx* ), "
R Y A CRA T A
2002 | ™ ox / ox* ), 31\ odx* ), ”

U{(m+1)h,(n+ 1)k} = U (xpn + bty + &)

—U"_|_h(aU> h_2<82_U)n+h_3<(93_U>n+

ox ox* ), 31\ adx* /),

_|_ka {U"_i_h(aU) +]1_2<82_U)"+h_3<a3_U)"+:|"
ot 0 ox? 31\ odx* /), "

_|_k_28_2 U"+h ou + az n+h_3 33’_U n_|_...n
2! 9¢2 Ox 0x2 31\ odx* /, ”

U{(m+2)h,(n+1)k} =U (xp, +2h,t, + k)
2 79277\ " 3 /9377\"
—onen(50) Vo (50 )45 (59),
A {Uth(aU) +4h2(82U>"I8h3<83U>”+m]"
ot 0 t\ax2 /), 31 \adx*/, "
+k_28_2 {U”+2h(aU) +4hz<82U>n I 8h3(&3U)n+mr
2! 0t? dx 20\ ax% /,, 31\ odx*/, "

U{(m—2)h,(n+1)k} =U (xp — 2h,tp+ k)
. oU 4n* (9*UN\"  8h? [dPU\"
= Un 2h<ax) *7(@),[?(%)
Tl . QUN\" 4n*(9°U\" 8w’ (U
#4525 ) ! ‘(W)n (W> - L

+k_28_2 U2 JU\" 4h?(J*U 8h3 +
2! 9t? Ox I2! ox? ) 8x3 m

U?{(m+1)h,n} =U? (xp+h,1,)
oU? W (92U\"
2 JE— [
(U ) +h( ox )m+2! ( ox2 )m+

19

B (PUr\"
z(W)m*“'



Uz{(m—l)h,n}:Uz(xm—htn)
oU? 2 (92U\" R [d3Ur\"
= (U ) _h( ox )m+2! ( dx? )m_?)! ( ox3 )m+

U*{(m+1)h,(n+1)k} = U? (x + h,1, + k)
Y i W T W T A
n Ox m 20\ ox% ) 31\ odx¥ ),
ol , oUX\" n2/o*u\" n/o’ur\" 1"
alena(5) G ) 5w ),
2%, o (QUR" R2(o2U2\" W [o3u2\" |
1o [(U )m““(—ax ),ja (—axz ),ja (—axs ),,f’ ' L

+

U*{(m—1)h,(n+ 1)k} = U* (X, — h,t,, + k)
() () S ()
+k% [(U2) h(&;iz)n { h? (38252)”; h3 (a;)gz)f;+}:1
gl en(GE) 5 G G,

olup bunlar (3.2.1) denkleminde yerlerine yazilirsa LKH
{8U ’U d9*U y&UT "

T, =

P R e

+5§ 8_U+a82U+B&4U yoU?|"
210t | ot ox? axt 2 9x |,
0> [19U «ad’U BI*U yaU?
2

k8t2[68t+48x +484+88x]m

(3.2.2)

2[adU vy dut |y ,dU*]"
+h [12 o T2 o0 T 120" o
PR 9
3_ 'nun 2’— '--n
TR A

olarak elde edilir. U verilen KDD’nin tam ¢6ziimii oldugu i¢in

8_U+a82U+ﬁ84U+Z8U2 " 0
ot ox? ox* "2 0x |,
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olup (3.2.2) esitligi
22 ok [1 oU ad’U Bo*U yaUZ]

T,

216 T o T4 o T8 ox
) ga“u la3U2 ,Pur”" 593 . 20
+h Lz o T2 a0 T aw | TR oAl In RS 1l

N

TV
lokal kesme hatasinin esas kismi

olur. LKH’nin esas kismindan KS denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagiminin hata

mertebesi
0 (k) +0 (h?)

olarak bulunur. Béylece sunulan semanin yakinsaklik mertebesinin teorik degeri 2’dir.

3.3 Semamn Kararhhk Analizi

Denklem (1.1.1)" de goriilen UU, non-lineer teriminde U yerine C lokal sabiti alinirsa

Ut + aUxx atn ,BUxxxx + '}/CUx =0

denklemi elde edilir. Bu lineerlestirilmis denklemin Crank-Nicolson tipi sonlu fark yaklagimi

U,;lq_H - Ur’yl, a (Uxx)nJrl + (Uxx)n (Uxxxx)n+1 + (Uxxxx)

m
k 2 2

+7C

(3.3.1)
olur. Bu esitlikte kismi tiirevler yerine Cizelge 2.1°de verilen uygun sonlu fark formiilleri
yazilirsa, n = 0(1)N ve m = 1(1)M — 1 olmak iizere, (3.3.1) ile verilen lineer KS denkleminin

Crank-Nicolson sonlu fark semasi

m+1 m—1
k 2h?

Unt' U | (U 2 UL UL 205+ U

ﬁUZilz AU HOURT —4Un S+ Uty +Up s —4Up  +6Us —4Up_ +Up
+ 2
(3.3.2)
1
Lyt s Upta Ui =Unr

4h
olarak elde edilir. Bu lineer yaklasimin von-Neumann yontemi ile kararlilig1 inceleneceginden,
& biiyiime faktorii, A dalga sayisi, 2 konum adim biiyiikliigii ve i = v/—1 olmak iizere, semanin

genel satirinda U,! yerine
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UIZ _ ig'neilmh

esitligi yazilir ve gerekli bir takim trigonometrik iglemler kullanilirsa & gii¢lendirme faktorii

_1+A—iB

S 1A G33)
olarak bulunur.
Burada
2k  8PBk\ . , Ah 2Bk . 5
A= <7 — F) sin (7) + —a sin (Ah) (3.3.4)
ve
Gk
B= % sin(Ah)

dir. Kararlilik igin |§] < 1 olmalidir. (3.3.3)” dan

1+A)>+B2
g = VU H

(1—A)*+B2

_ [142A+A2+B2
1 -244+A24+B2

olup |&| < 1 olmasi i¢in A < 0 olmalidir. (3.3.4) ifadesi

2Bk (ah? ., Ah. 2Bk .,
A = F (T—4> Sin (7)—’—?5111 (Ah)

olarak yazilabilir. Ger¢ekten A < 0 yani
2Bk [ ah? Ah, 2Bk
P (— —4) sin®(=-) + P sin®(Ah) <0

A RS

mudir?

4. Boliimde ele alinan 3 test problemde 8 = 1 > 0 oldugundan yukaridaki esitsizlik

(%hz —4) sinz(%) +sin?(Ah) <0
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olur. Bu esitsizlik ise

veya max cos”x = 1 oldugundan

olarak yazilabilir. Test problemlerde

a=—-1,1,h>0,ve =1

olup

2
oo

esitsizligi her zaman saglanir. Boylece A < 0 esitsizliginin saglandig1 gosterilmis olur.
Dolayisiyla (3.3.2) ile verilen lokal lineerlestirmeli Crank-Nicolson sonlu fark semasi sartsiz

kararlidir.
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4. SAYISAL DENEYLER VE SONUCLAR

Bu boliimde, Boliim 3’te sunulan semanin dogrulugu ve giivenirliginden emin olmak
icin 2 tanesi tam ¢oziime sahip olan 3 test problem g6z oniine alindi. Her bir problem icin
farkli parametre degerleri kullanilarak hesaplanan sayisal sonuglar kendi aralarinda ve ayrica
literatiirde bulunan bazi arastirmacilarin farkli yaklasik yontemlerle elde ettikleri sonuglarla

karsilagtirildi.

Bir sayisal yontemin performansinin degerlendirilmesinde tam ¢6ziim, yaklagik yontemlerin
dogruluk analizinde referans fonksiyonu olarak kullanilmaktadir. Bundan dolay1 elde edilen
yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziime ne Olc¢iide yaklastiginin nicel olarak ortaya konulmasi biiyiik
onem tasimaktadir. Bu amag¢ dogrultusunda, bu tez ¢alismasinda Onerilen sayisal semanin
dogrulugu ve giivenirligi, farkli 6lgcme ozelliklerine sahip ii¢ ayri hata normu kullanilarak
gosterildi. Bunlar sirasiyla, ¢oziimiin toplam enerji hatasini temsil eden L; normu, ¢dziim
bolgesi boyunca karsilagilan maksimum anlik sapmay1 ifade eden L. normu ve ¢oziimiin
bagil biiytikliigiinti dikkate alarak oransal bir karsilagtirma imkan1 sunan GRE (Goreceli Hata)
normudur. Bu hata normlar1, (x,,,7,) grid noktasinda denklemin tam ¢oziimii U (x,,,1,) ve

yaklagik ¢oziimii U, olmak ilizere

m=M
Ly=[h Y |(Uxmta)) = UL
m=0

2 L= max | (U (x,1,)) — Uy |
m

veE

_ Yo | (U (xm; 1)) — Upil
L U]
olarak tanimlanir. Ayrica sunulan semanin L, ve L. hata normlarindaki yaklagik yakinsaklik

GRE

mertebeleri

Mertebe(L) = log, [%] ,(L=13,L)

seklinde tanimlanan formiilii ile hesapland1 [21]. Elde edilen tiim hesaplamalarda 12. Nesil
Intel(R) Core(TM) 15-12450H, 2000 Mhz, 8 cekirdek, 12 mantiksal islemci, 64 bit isletim
sistemine sahip diziistii bilgisayar ve MATLAB (R2011a) siirtimii kullanildz.
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4.1 Test Problem 1

Ik olarak (x,t) € [—30,30] x [0, 7] ¢6ziim bolgesinde (1.1.1) ile verilen KS denklemi & = 1,

B =1 ve y=1 parametre degerleri icin ele alindi. Bu durumda (1.1.1) denklemi
Uy + Uy + Uy + UU, = 0,x € [—30,30],1 € [0, T]

olup

U(x,0) = c+g % [—9tanh (k (x —x0)) + 11 tanh? (k (x—x0))]

baslangi¢ sart1 ve

U(_3O7t) :gl(t)’ U(30,Z) :g2(t)

>
Uy (—30,1) = 0, Uy (30,1) = 0 120
sinir sartlartyla géz oniine alindi. Burada
15 /11 3
gi(t)=c+ 1080970 [—9tanh (k (—30 — ¢t —xg)) + 11 tanh® (k' (—30 — cf — x9))]
15 /11 3
e ({t)=c+ oV 1o [—9tanh (k (30 — ¢t — xo)) + 11 tanh” (k (30 — ¢t — x9))]

olup problemin tam ¢oziimii

15 /11 \
m E[—9tanh(1<(x—ct—x0))+lltanh (K (x—ct —x0))]

U(x,t)=c+
dir [13]. Burada U (x,t) soliton veya kink-tipi (top kink) dalgay1, ¢ dalganin ilerleme hizim (faz
hiz1) ve/veya asimptotik seviyesini, & dalga sayisin1 (wave number) ve xo dalganin baglangi¢
konumunu (fazini) ifade eder. Bu problemde ¢ =5, k = %\/T—é , Xo = —12 olarak alind1 ve farkl
h ve k adim uzunluklar i¢in x € [—30,30] konum aralifinda ¢ = 1(1)4 bitis zamanina kadar
niimerik hesaplamalar gerceklestirildi. Bu hesaplamalarda (3.1.2) sonlu fark semasi kullanildi
ve iki farklt durum incelendi. Once k = 0.01 zaman adim uzunlugu sabit tutularak # konum adim
uzunlugunun # = 0.4’ten & = 0.0125’e kadar her seferinde yarilanarak giden 6 farkli degeri ve
sonra & = 0.1 konum adim uzunlugu sabit tutularak k£ zaman adim uzunlugunun k = 0.01’den
k = 0.000625’e kadar her seferinde yine yarilanarak giden 5 farkli degeri icin hesaplanan L,
L. ve GRE hata normlari ile birlikte CPU (s) zamanlari sirasiyla Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2°de

sergilendi.
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Cizelge 4.1 : Problem 1’ in k = 0.01 i¢in L, L. ve GRE hata normlan ile birlikte
CPU (s) iglemci siireleri (¢ =5, xp = —12, =30 < x < 30).

t h=04 h=0.2 h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125
1 L 0.303531e-2  0.774438e-3  0.211464e-3  0.711260e-4  0.363698e-4  0.278316¢-4
L. 0.192365¢-2  0.505801e-3  0.138639¢-3  0.468432¢-4 0.241637¢-4  0.186083¢-4
GRE 0.284277e-4  0.724696e-5 0.198453e-5 0.666848e-6 0.340259¢-6  0.260011e-6
CPU (s) 0.151629 0.271976 1.162485 6.974626 63.760740  250.941059
2 L 0.495447¢-2  0.126457e-2  0.345074e-3  0.115804¢-3  0.589592¢-4  0.449647¢-4
L. 0.321286e-2  0.762539¢-3  0.208434e-3  0.702504e-4  0.360435¢-4  0.276415e-4
GRE 0.612700e-4  0.136851e-4  0.374283e-5 0.125439¢-5 0.635797e-6  0.483164e-6
CPU (s) 0.133723 0.276300 1.403985 7.920150 80.059375  553.890900
3 L 0.625024¢-2  0.159806¢-2 0.436120e-3  0.146232¢-3  0.743224e-4  0.566041e-4
L. 0.335690e-2  0.873784e-3  0.238815e¢-3  0.804969¢-4  0.413024e-4 0.316823¢-4
GRE 0.774051e-4  0.198256e-4 0.542461e-5 0.181605e-5 0.918109¢-6 0.695871e-6
CPU (s) 0.121777 0.405805 2.081350 11.648885 75.455132  480.797386
4 L, 0.699078e-2  0.179123e-2  0.489037¢-3  0.163946e-3  0.832973e-4  0.634247¢-4
L. 0.327123e-2  0.849729¢-3  0.232753e-3  0.786196e-4  0.405009¢-4 0.311681e-4
GRE 0.987235e-4  0.254524e-4  0.696660e-5 0.233162¢-5 0.117737e-5 0.891339¢-6
CPU (s) 0.151421 0.480855 2.653189 15.211532 94.591134  697.588001

Cizelge 4.2 : Problem 1’ in 2 = 0.1 icin Ly, L. ve GRE hata normlart ile birlikte
CPU (s) islemci siireleri (¢ =5, xp = —12, =30 < x < 30).

t k=0.01 k = 0.005 k=0.0025 k=0.00125 k=0.000625
1 L 0.211464e-3 0.193446¢-3 0.188964e-3 0.187845¢-3  0.187565e-3
Lo 0.138639¢-3  0.126554e-3 0.123534e-3  0.122780e-3  0.122591e-3
GRE 0.198453¢-5 0.181708e-5 0.177524e-5 0.176479¢-5 0.176217e-5
CPU (s)  0.666764 1.370281 2.614152 5.096666 10.307431
2 L 0.345074e-3  0.315835e-3  0.308559¢-3  0.306742¢-3  0.306288e-3
L 0.208434¢-3  0.190282¢-3 0.185747¢-3 0.184614¢-3  0.184330e-3
GRE 0.374283e-5 0.342880e-5 0.335096e-5 0.333150e-5 0.332663e-5
CPU (s)  1.345984 2.621825 5.235693 10.331324 20.694397
3 L 0.436120e-3  0.399249¢-3  0.390072¢-3  0.387780e-3  0.387208e-3
Lo 0.238815¢-3 0.217935e-3  0.212863e-3 0.211614e-3  0.211302e-3
GRE 0.542461e-5 0.496883e-5 0.485574e-5 0.482748e-5 0.482041e-5
CPU (s)  1.961320 5.031317 10.355157  27.593883 37.864399
4 L, 0.489037¢-3 0.447715e-3 0.437431e-3 0.434863e-3  0.434222¢-3
Lo 0.232753e-3  0.212265e-3  0.207375e-3  0.206153e-3  0.205847¢-3
GRE 0.696660e-5 0.638492¢-5 0.623975e-5 0.620345¢-5 0.619438e-5
CPU (s)  3.516980 6.786743 13.017209  25.735691 48.827130

26

Cizelgeler incelendiginde, h ve k degerleri kiiciildiikce Ly, L. ve GRE hata normlarinin
da azaldig1 goriilmektedir. Bu durum, yaklasik sonuclarin gercek sonuca giderek yaklastigini
gostermekte olup kullanilan sonlu fark semasinin teorik beklentilerinin bir sonucudur. Bagka bir
deyisle h ve k degerleri azaltildikca elde edilen yaklagik ¢6ziim, tam ¢6ziime yakinsamaktadir.

Ancak c¢izelgelerde verilen CPU (s) zamanlarindan da agik¢a goriilecegi iizere bu yakinsama



hesaplama maliyetini 6nemli Ol¢iide artirmaktadir. Daha kiigiik adim uzunluklari, daha fazla
islem yiikii ve dolayisiyla daha uzun ¢alisma siiresi anlamina gelmektedir. Bu nedenle, dogruluk
ile hesaplama maliyeti arasinda bir denge kurularak /4 ve k degerleri makul oOlciilerde
se¢ilmelidir. Ayrica k = Ar = 0.01 sabit alinarak r = 1(1)4 bitis zamanlarinda hesaplanan GRE
hata normlar1 M = 200, 300, 400 konum boliintii sayilar1 i¢cin [13] ve [23]’de verilenler ile
Cizelge 4.3’te; M = 150 icin [10, 13, 20, 21, 23,28, 30]’de; M = 100 icin [26]’da ve k = At =
0.001, M = 50 i¢in [37]’de verilen sonuglarla Cizelge 4.4’te karsilastirildi. Hesaplanan GRE
hata degerlerinin kabul edilebilir seviyede kiiciik olmasina ragmen karsilastirmalarin yapildigi
referanslarda kullanilan cesitli sonlu eleman yontemleri ile elde edilen sonuglar kadar iyi
olmadi81 goriilmektedir. Bu da sonlu elemanlar yonteminin iistiinliigiiniin kaginilmaz dogal bir

sonucudur.

Cizelge 4.3 : Problem 1’ in k = 0.01 icin GRE hata normlar1 (¢ =5, xo = —12,

=30 < x < 30).
GRE

Yontem M =200 M =300 M =400

Mevcut  1.5996e —3 7.2470e—4 4.1836e¢ — 4
[13] 2.1335¢—4 1.2335¢—4 6.6956e — 5
[23] - 4.5761le—5 2.8714e—5
Mevcut  3.0235¢—3 1.3685¢—3 5.6241e—3
[13] 3.0874e—4 1.6780e—4 9.6417¢—5
[23] - 4.0193e—5 2.8313¢—5
Mevcut  4.3706e —3 1.9826e—3 1.1433e¢—3
[13] 3.9500e—4 2.0791e—4 1.0947¢—4
[23] - 5.0135¢—5 3.0294e—5
Mevcut  5.6241e—3  2.5452¢—3 1.4689¢—3
[13] 4.8448¢—4 2.5018¢—4 1.2600e —4
[23] - 6.2745¢—5 3.7783e—5

Cizelge 4.4 : Problem 1’ in h = 0.4 ve k = 0.01 igin

xo=—-12,-30<x<30)

GRE hata normlar1 ( ¢ = 5,

Yontem t=1 t=2 t=3 t=4

Mevcut 2.8428¢-3  5.3200e-3  7.7405¢-3 9.8723e-3
[13] 3.8173e-4 5.5114e-4 7.0398e-4 8.6366¢-4
[10] 6.7923¢-4  1.1503e-3  1.5941e-3  2.0075e-3
[21] 2.3986e-4 2.9855e-3 3.6254e-3  4.3300e-3
[23] 1.8111e-4  1.9264e-4 2.4797e-4 2.9873e-4
[28] 2.2135¢-5 4.1690e-5 6.0879¢-5 7.7538e-5
[20] 3.3290e-4 5.5636e¢-4 8.7489¢-4 1.2516¢-3
[30] 2.2482¢-5 3.9889¢-5 5.5110e-5 6.7441e-5
[371(k=0.001, M =50) 1.7727¢-5 2.7460e-5 3.4621le-5 4.3647¢-5
[26](k=0.01, M =100) 2.5000e-5 4.5700e-5 6.3500e-5 7.8600e-5
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Bu cizelgelere ek olarak 7 = k adim uzunluklarinin 0.2’den 0.0125’e kadar yarilanarak
kiiciilen 5 farkli degeri i¢in # = 1(1)4 bitis zamanlarinda L, ve L., hata normlari ve bu normlarda
hesaplanan yaklagik yakinsaklik mertebeleri ile birlikte CPU (s) degerleri Cizelge 4.5°te
listelendi. Cizelgeye bakildiginda i = k deZerlerinin kii¢iilmesi durumunda artan CPU (s) zaman
degerleriyle L, ve L. hata normlarimin gittik¢e kiiciildiigii ve ayrica bu hata normlarinda elde
edilen yaklagik dogruluk mertebelerinin teorik degeri olan 2 nin olduk¢a yakin civarinda oldugu
goriilmektedir. Bu bulgular 6nerilen semanin beklenen yakinsaklik davranisini sergiledigini

acikca ortaya koymaktadir.

Cizelge 4.5 : Problem 1’in yakinsaklik mertebeleri ve CPU (s) islemci siireleri ( ¢ = 5,
xo=—12, -30<x<30).

t h=k Ly Mertebe (L) L Mertebe (L) CPU
1 02 1.085690e+0 - 7.784655¢-1 - 0.060478
0.1 2.694367¢-1 2.010593 1.843657e-1 2.078006 0.123365

0.05 6.712348e-2 2.005056 4.517000e-2 2.029133 1.041094
0.025 1.676569¢-2 2.001305 1.123549e-2 2.029133 10.873595
0.0125  4.190427¢-3 2.000342 2.805099¢-3 2.007301 126.912914
2 02 1.876530e+0 1.526975 1.255339¢+0 1.242256 0.079239
0.1 4.417378e-1 2.086805 2.805365¢-1 2.161816 0.318390
0.05 1.087699¢-1 2.021910 6.746977e-2 2.055875 2.819838
0.025 2.709262¢-2 2.392931 1.670082¢-2 2.014322 17.421433
0.0125  6.766769¢-3 2.001360 4.164665¢-3 2.003646 245.731327
3 02 2.494776e-0 - 1.561538e+0 - 0.090259
0.1 5.614914e-1 2.151574 3.290031e-1 2.246794 0.435166
0.05 1.371973e-1 2.033011 7.778680e-2 2.080503 4.240959
0.025 3.411549e-2 2.007753 1.916731e-2 2.020277 25.662647
0.0125  8.517103e-3 2.001992 4.774404¢-3 2.005255 383.855327
4 02 2.946728e+0 1.415558 1.714831e+0 1.305752 0.107154
0.1 6.336577e-1 2.217338 3.335270e-1 2.362190 0.577923
0.05 1.539605e-1 2.041143 7.711853¢-2 2.112654 5.579943
0.025 3.823957e-2 2.009422 1.890180e-2 2.028548 36.418597
0.0125  9.543754e-3 2.002437 4.701171e-3 2.215381 653.467134

Sunulan sayisal yontemin siireklilik 6zelligini ve tam c¢oziimle uyumunu gorsel olarak
sergilemek amaciyla k = 0.01 zaman adim1 ve M = 600 konum bdoliintii sayis1 i¢in r = 1,2,3,4
bitis zamanlarinda hesaplanan yaklagik ¢oziimler ile birlikte tam ¢oziimiin 2-boyutlu grafikleri
Sekil 4.1°de verildi. Sekilden yaklasik ¢oziimlere ait egriler ile tam ¢oziime ait egrilerin birbirine
olaganiistii derecede yakin oldugu hatta her iki egrinin neredeyse iist iiste binmesi nedeniyle ayirt
edilemedigi goriilmektedir. Bu bulgular, Richtmyer lineerlestirmeli Crank-Nicolson sonlu fark
semasinin KS denklemi ile verilen baglangi¢c ve sinir deger probleminin ¢oziimiinii yiiksek bir

dogrulukla temsil ettigini acikca gostermektedir.
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30

Sekil 4.1 : Problem 1’in 4 = Ax = 0.1 ve k = Ar = 0.01 icin farkli # zamanlarinda
hesaplanan yaklagik (—) ve tam (o) ¢6ziimlerinin 2-boyutlu grafikleri.

4.2 Test Problem 2

Ikinci test problem olarak, (x,7) € [—50,50] x [0,T] ¢6ziim bolgesinde tanimh (1.1.1) ile
verilen KS denklemi, @ = —1, B = 1 ve y = | parametre se¢imiyle incelendi. Bu durumda
(1.1.1) denklemi

U — U+ Upx + UU, = 0,x € [—-50,50],2 € [0, T]

olup

U(x,0)=c+ [—3tanh(1<(x—xo))+tanh3(1<(x—xo))}

15
1919

baslangic sart1 ve

U (—50,1) = c+—— [~3tanh (k (~50—ct—xo)) +tanh® (k (~50—ct —x0))]

9v/19
U (50,t) = c+—= [-3tanh (k (50—ct —x0))+tanh? (k (50—ct —xp))] >0
Uy (—50,1) = 0,U, (50,¢) =0

— p—

1919 -

sinir sartlartyla ele alindi.

Bu problemin tam ¢6ziimii

15
U(x,t) =c+——=|—3tanh (K (x—ct —x +tanh® (K (x — cf —x,
( ) 19\/E [ ( ( 0)) ( ( 0))}
dir.
Bu problemde x € [—50,50], ¢ = 5 (dalganin ilerleme hizin1 belirleyen sabit), x = 1/2v/19
(dalga sayis1 olarak adlandirilan ve baglangi¢ profilin dikligini kontrol eden parametre) ve xg =

—25 (baslangi¢ aninda dalganin merkezinin baglangi¢ noktasina gore konumu) alindi [13].
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Ik olarak ¢ = 6(2) 12 bitis zamanlarinda k = 0.01 zaman adim uzunlugu sabit tutularak A
uzay adim uzunlugunun 2 = 0.5’den h = 0.03125’e kadar her defasinda yarilanarak kiigiilen
5 farkli degeri ve sonra & = 0.125 konum adim uzunlugu sabit tutularak k& zaman adim
uzunlugunun k£ = 0.01’den k£ = 0.000625’e kadar her seferinde yine yarilanarak kiiciilen 5
farkli degeri icin sunulan semadan hesaplanan L, L. ve GRE hata normlar ile birlikte
CPU (s) zamanlan sirasi ile Cizelge 4.6 ve Cizelge 4.7°de sergilendi. Cizelgelerden uzay ve
zaman adim biiyiikliiklerindeki azalmanin 6nerilen sonlu fark semasinin beklenen yakinsama
ozelligini destekleyerek L,, L. ve GRE hata normlarinda diizenli bir iyilesmeye yol actig
acikca goriilmektedir. Bunlarla birlikte adim uzunluklarinin her birinin giderek kiigiilmesi
problemin ¢6ziim bolgesindeki toplam diigiim noktasi sayisimi arttirmakta ve buna paralel
olarak semanin hesaplama yiikii ile ¢aligma zamanini veren CPU (s) islemci siirelerini 6nemli
oOlciide yiikseltmektedir. Dolayisiyla, dogruluktan ¢ok fazla 6diin vermeden hesaplama yiikiinii

sinirlamak adina, & ve k parametre degerleri elden geldigince makul degerler se¢ilmelidir.

Ayrica bu problemin k = Ar = 0.01 sabit alinarak, M = 150 ve M = 200 konum bdoliintii
sayilari i¢in ¢ = 6(2)12 bitig zamanlarinda hesaplanan GRE hata normlari diger aragtirmacilarin
[10, 13, 21-24, 26, 30, 37] buldugu sonuglarla Cizelge 4.8 te karsilastirildi. Cizelgeden
hesaplanan GRE hata degerleri yeterince kiiciik olmasina ragmen karsilastirmalarin yapildig:
referanslarda kullanilan cesitli sonlu eleman yontemleriyle elde edilen sonuglar kadar iyi
olmadig1 goriilmektedir. Bu da sonlu elemanlar yonteminin beklenen iistiinliigiiniin dogal bir

sonucudur.

Cizelge 4.6 : Problem 2’nin k = 0.01 icin L, L. ve GRE hata normlar ile birlikte
CPU (s) islemci siireleri (¢ =5, xp = —25, =50 < x < 50).

t h=0.5 h=0.25 h=0.125 h=0.0625 h=0.03125
6 L 0.663816e-4  0.168508e-4 0.446039¢-5 0.136354e-5 0.591393¢-6
Lo 0.276429¢-4  0.703252¢-5 0.186236e-5 0.569104e-6  0.246504¢-6
GRE 0.599973e-6  0.152798e-6  0.406757e-7  0.126099¢-7  0.559372¢-8
CPU (s) 0.492972 1.693127 9.855793 55.876326 378.546295
8 L 0.808375e-4  0.205186e-4 0.543127e-5 0.166038e-5 0.719984¢-6
L. 0.334126e-4  0.850267e-5 0.225171e-5 0.688077e-6  0.298060e-6
GRE 0.725013e-6  0.184676e-6  0.491281e-7 0.151920e-7  0.670708e-8
CPU (s) 0.679315 2.380722 12.917214 65.079129 539.614353
10 L, 0.929511e-4  0.235919e-4  0.624496e-5 0.190953e-5  0.828529¢-6
L. 0.382043e-4  0.972416e-5 0.257520e-5 0.786927e-6  0.340913¢-6
GRE 0.826700e-6  0.210574e-6  0.560182¢-7 0.173499¢-7  0.768388e-8
CPU (s) 0.667689 2.844161 16.066100 94.849171 656.983847
12 L, 0.102997¢-3  0.261964e-4  0.730213e-5 0.326310e-5  0.268391e-5
L. 0.422349¢-4  0.107519¢-4  0.284738e-5  0.252200e-5  0.254909¢-5
GRE 0.882950e-6  0.227164e-6 0.647841e-6  0.246155e-7  0.146453¢-7
CPU (s) 0.793183 3.832700 19.421785 105.132791  1020.889669
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Cizelge 4.7 : Problem 2’nin & = 0.125 icin L, L. ve GRE hata normlart ile birlikte

CPU (s) iglemci siireleri (¢ = 5, xp = —25, =50 < x < 50).

t k=0.01 k =0.005 k=0.0025 k=0.00125 k=0.000625
6 L 0.446039¢-5 0.421353e-5 0.41518%e-5 0.413649¢-5 0.413263e-5
L. 0.186236e-5 0.175959¢-5 0.173394e-5 0.172752¢-5  0.172592e-5
GRE 0.406757e-7  0.384370e-7 0.378790e-7 0.377395¢-7  0.377046¢-7
CPU (s) 9.424389 19.631666 36.145682 67.723718 230.613015
8 L 0.543127¢-5 0.513057e-5 0.505549¢-5 0.503672¢-5  0.503203e-5
L. 0.225171e-5 0.212734e-5 0.209631e-5 0.208855e-5  0.208661e-5
GRE 0.491281e-7 0.464200e-7 0.457430e-7 0.455738e-7  0.455315e-7
CPU (s)  13.088476 25.108306 49.982668 95.074347 304.096658
10 L, 0.624496e-5 0.589914e-5 0.581279¢-5 0.579121e-5  0.578581e-5
L. 0.257520e-5 0.243285e-5 0.239736e-5 0.238849¢-5  0.238627e-5
GRE 0.560182e-7 0.529315e-7 0.521624e-7 0.519701e-7  0.519220e-7
CPU (s)  15.926473 31.802654 60.853269  117.223938  384.839021
12 L, 0.730213e-5  0.694402¢-5 0.685503e-5 0.683282¢-5  0.682727e-5
L. 0.284738e-5 0.268989¢-5 0.265064e-5 0.264082¢-5  0.263837e-5
GRE 0.647841e-7 0.615680e-7 0.607640e-7 0.605630e-7  0.605128e-7
CPU (s)  19.708085 36.896296 75.476074  185.188134  459.157626

Cizelge 4.8 : Problem 2’nin k = 0.01 i¢cin GRE hata normlar1 ( ¢ = 5, xg = —25,

=50 <x<50).
Yontem tr=26 t=28 t=10 t=12
Mevcut(k=0.01,M =200) 5.9997¢-5 7.2501e-5 8.2670e-5 8.8295¢-5
[13](k=0.01,M = 200) 6.5093e-6 7.1315¢-6  7.3103e¢-6 8.7766¢-6
[10](k = 0.01,M = 200) 7.8808e-6 9.5324e-6 1.0891e-5 1.1793e-5
[22](k=0.01,M = 200) 9.34e-6 1.57e-5 2.37e-5 3.33e-5
[23](k=0.01,M = 200) 1.9615¢-7 1.9381e-7 1.8891e-7 1.8388e-7
Mevcut(k=0.01,M = 150) 1.0614e-4 1.28347¢-4 1.4627e-4 1.5629¢-4
[21](k =0.01,M = 150) 3.5910e-6  4.2874¢-6  5.0912¢-6 3.7896¢-6
Mevcut(k =0.001,M =200) 5.9706e-5 7.2148¢-5 8.2262¢-5 8.7860e-5
[37](k = 0.001,M = 40) 6.2688¢-7 6.5453e-7 6.8669¢-7 1.4297e-6
[30](k =0.001,M = 100) 3.1682¢-7 3.8735¢-7 4.4815e-7 5.8566¢-7
[26](k =0.01,M = 100) 300e—7 3.62¢—7 4.14e—7 4.43e—7
[24](k =0.001,M = 200) 6.5092¢-6  7.1315¢-6  7.3103¢-6 8.7766¢-6

Bu cizelgelere ek olarak & = k adim uzunluklarinin 0.5’ten 0.03125’e kadar yarilanarak
azalan 5 farkli degeri icin r = 6(2)12 bitis zamanlarinda elde edilen L, L. hata normlar
ile birlikte CPU (s) degerleri ve bu normlarda hesaplanan yaklagik yakinsaklik mertebeleri
Cizelge 4.9°da rapor edildi. Cizelgeye bakildiginda, h ve k degerlerinin kiigiilmesi durumunda
L, ve L. hata normlarininda gittikce kiiciildiigii, ayriklagtirllmis noktalarda bu normlarda
hesaplanan yaklasik dogruluk mertebelerinin tam degeri olan 2’ye olduk¢a yakin oldugu agikca
goriilmektedir. Bu bulgular uygulanan sayisal yontemin dogrulugu ve giivenirligine dair giiclii

delillerdir.
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Cizelge 4.9 : Prablem 2’nin yakinsaklik mertebeleri ve CPU(s) islemci siireleri
(c=5,x9g=-25-50<x<50).

t h=k L, Mertebe (L) L Mertebe (Lo) CPU
6 05 8.699978e — 2 - 3.440451e —2 - 0.058751
0.25 2.245727e -2 1.953829 9.337896e¢ — 3 1.881428 0.223095

0.125 5.631936e -3 1.995779 2.349695¢ -3 1.990624 0.894668
0.0625 1.408590e — 3 1.999379 5.876287e — 4 1.999496 9.254545
0.03125 3.522096¢ —4 1.999745 1.469127e — 4 2.000275 110.065000

8 05 1.070753e — 1 - 4.162284¢ —2 - 0.060031
0.25 2.746796¢ — 2 1.962804 1.132784e —2 1.877502 0.171426
0.125 6.866682¢ — 3 2.000064 2.843956¢ — 3 1.993901 1.204873

0.0625 1.715907e -3 2.000064 7.105932¢ — 4 2.000803 11.951172
0.03125 4.289650e —4 2.000039 1.776118e — 4 2.000296 148.352548
10 05 1.241055¢ — 1 - 4.745411e -2 - 0.066823
0.25 3.169304e — 2 1.969329 1.298398¢ — 2 1.869800 0.193101
0.125 7.903453¢ -3 2.003611 3.255195¢ -3 1.995916 1.256821
0.0625 1.973667¢ —3 2.001604 8.128083e — 4 2.001756 15.075598
0.03125 4.933478¢ —4 2.000201 2.031240e — 4 2.000554 187.383634
12 05 1.384375e — 1 - 5.225277e -2 - 0.073754
0.25 3.522428e — 2 1.974592 1.437910e — 2 1.861534 0.199563
0.125 8.764641e —3 2.006832 3.601609¢ — 3 1.997259 1.421847
0.0625  2.195705e —3 1.996981 8.988513e —4 2.00248 18.561932
0.03125 5.964982¢ —4 1.880094 2.464887e — 4 1.866560 218.805147

Bunlarin yani sira farkli bitis zamanlarinda Sekil 4.2°de hesaplanan yaklasik ve tam
coziimlerin 2-boyutlu grafikleri cizildi. Sekilden her bir bitis zamaninda hesaplanan yaklagik
coziimlerin tam degerlerine oldukca yakin oldugu, grafiklerinin neredeyse iist iiste binmesi
nedeniyle ayirt edilemedigi, = 0 baglangi¢ aninda xyp = —25 noktasinda konumlanmis keskin
sok profilli dalganin zaman ilerledik¢e pozitif x yoniinde hareket ettigi ve ¢oziim profilinin

neredeyse seklini bozmadan genel formunu korudugu agikca goriilmektedir.

5.4

U(x,1)
o

1
4;%0 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Sekil 4.2 : Problem 2’nin 7 = Ax = 0.5 ve k = At = 0.01 i¢in farkli1 1 zamanlarinda
hesaplanan yaklagik (—) ve tam (o) ¢6ziimlerinin 2-boyutlu grafikleri
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U(x.t)

4.3 Test Problem 3

Son test problem olarak, (1.1.1) ile verilen KS denkleminde parametrelerc =1, =1,y=1
ve konum-zaman ¢6ziim bolgesi (x,7) € [—30,30] x [0, 7] olarak secildi. Bu durumda ( 1.1.1)

denklemi
U[ + Uxx —'l_ Uxxxx + UUx - O,X E [_30,30] ’t 6 [07 T]

olup

2

U(x,0)=¢"
baglangi¢ sart1 ve

U(-30,t) =0, U(30,1) =
Uy (—30,1) =0, Uy (30,1) =

homojen Dirichlet sinir sartlariyla incelendi [13].

O
>
07t 0

Bilindigi kadariyla bu problemin tam ¢6ziimii mevcut degildir. Bundan dolay1 bu problem
icin sunulan semadan elde edilen c¢oziimlerin dogrulugunu ve giivenirligini gostermek icin
zaman adim1 k = Ar = 0.01 ve M = 100 esit aralikli diiglim noktasi icin konum bdlgesi
[—30,30] tizerinde r = 5 ve r = 20 zamanlarinda sunulan gemadan elde edilen yaklagik
coziimlerin grafikleri Sekil 4.3’de verildi. Bu grafiklerin [13, 21, 37] referanslarinda sirasiyla
Figure 6 ve Figure 7, Figure 10 ve Figure 11, Figure 4(a) ve Figure 4(b) ile verilen grafiklerle
kiyaslandiginda benzer fiziksel davranislart sergiledikleri acik¢a goriilmektedir. Bu bulgular
sunulan semanin dogru ve giivenilir sonuglar irettigini agikca ortaya koymaktadir.

1.51 3r
t=5

0.5f

Sekil 4.3 : Problem 3’tin 7 = Ax = 0.6 ve k = At = 0.01 igin t =5 ve t = 20
zamanlarinda hesaplanan yaklasik ¢oziimlerinin grafikleri
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5. BULGULAR, ONERILER VE SONUC

Tezin son boliimii olan bu boliimde, 4. Boliimde gergeklestirilen sayisal deneylerden cikarilan
ana bulgular 6zetlenmis, ileride yapilabilecek calismalar i¢in bazi 6neriler sunulmus ve kisa bir

sonug verilmistir.

Bu tez calismasinda, belirli baslangi¢ ve sinir sartlar1 altinda tanimlanan ve oldukca giiclii
bir dogrusal olmayan karaktere sahip olan 1-boyutlu 4. mertebeden Kuramoto—Sivashinsky
(KS) denkleminin yaklasik ¢oziimlerine ulagabilmek icin Richtmyer lineerlestirme teknigi ile
desteklenen, konum ve zaman degiskenlerine gore tamamen ayriklasgtirilmig bir Crank-Nicolson
tipi sonlu fark semasi sunuldu. Onerilen semanin dogrulugu ve giivenirligi iki tanesi tam ¢oziime

sahip olan ii¢ farkli test problem iizerinde denendi.

Test Problem 1’de o = 1 icin yapilan hesaplamalar, onerilen semanin ikinci mertebeden bir
yakinsama davranis1 sergiledigini gostermistir. Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2’de uzay ve zaman
adimu kiiciildiik¢e tiim hata normlarinda (L,, L. ve GRE) diizenli bir azalma kaydedilmistir.
Cizelge 4.5°te hesaplanan yaklagik yakinsaklik mertebelerinin teorik deger olan 2’ye oldukca
yakin ¢ikmasi semanin beklenen dogruluk seviyesine ulastifin1 gostermektedir. Sekil 4.1°de
yaklasik egrilerle analitik egrilerin neredeyse ayirt edilemez durumda olmasi bu bulguyu

desteklemektedir.

Test Problem 2’de o = —1 i¢in KS denklemin farkli bir fiziksel rejimdeki davranisi
incelenmigtir. Hata normlarindaki iyilesme egilimi birinci probleme benzer sekilde Cizelge
4.6 ve Cizelge 4.7°de gozlenmistir. Cizelge 4.9’da sunulan yaklagik yakinsaklik mertebelerinin
teorik deger olan 2’ye oldukca yakin oldugu goriilmiistiir. Sekil 4.2°de, baslangi¢ profili zaman
arttikca seklini koruyarak pozitif yonde hareket etmektedir. Bu da tezde kullanilan niimerik

semanin problemden beklenen dogru fiziksel davraniglar1 yansittigini ortaya koymaktadir.

Tam ¢oziimii mevcut olmayan Gauss baslangic kosullu Test Problem 3 i¢in elde edilen
hesaplamalarda, t = 5 aninda baglangigtaki dalga birden ¢cok salinim iceren periyodik bir yapiya

doniismiis ve t = 20 aninda ise ¢oziim daha diizensiz (kaotik-benzeri) bir goriiniim kazanmastir.

Bunlarla birlikte, karsilastirmali cizelgelerde verilen sonuglar ¢esitli sonlu eleman tabanl
yontemler kullanilarak elde edildiginden sunulan semadan bulunan sonuglardan daha kiigiik
hata degerleri iirettigi goriilmiistiir. Bu durum, ac¢ikca sonlu elemanlar yonteminin iistiinliigiiniin

beklenen dogal bir sonucudur.
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Ayrica bu ¢alismada elde edilen bulgular asagidaki gibi siralanabilir:

Elde edilen sonuglar sunulan semanin dogrulugunu ve kararliligini ortaya koymustur.

Semanin LKH hesaplanmis ve O(h?) + O(k?) mertebeden yakinsak oldugu gosterilmistir.

L,, L. ve GRE hata biiyiikliikleri ile CPU (s) islemci siireleri hesaplanmig ve literatiirdeki

diger yontemlerle karsilastiriimigtir.

* Hesaplanan sonugclar literatiirdeki diger ¢calismalarla karsilastirildiginda sunulan yontem daha
kiiciik hata iiretmezse de uygulama ve programlama kolaylig1 acisindan 6nemli avantajlar

saglamaktadir.

Bu alanda ¢aligmalar yapan aragtirmacilar i¢in ise asagidaki oneriler siralanabilir:

* Farkli lineerlestirme yaklasimi kullanilabilir.
* Daha yiiksek mertebeli sonlu fark yaklagimlar1 denenebilir.

* Sunulan sema KS denkleminin 2-boyutlu versiyonuna uygulanabilir.

Sonug olarak, bu tezde sunulan uygulanmasi ve programlanmasi kolay olan niimerik sema,
KS denklemi disinda baslangi¢ ve sinir sartlartyla verilen diger non-lineer bazi KDD’lerin

yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasinda basariyla kullanilabilir.
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