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OZET

S? Birim Kire Yizeyi Uzerinde Apollonius Egrileri ile ilgili olan bu ¢alisma ¢ bélimden
olusmaktadir.

Birinci boélimde, vektorler ile ilgili bazi temel kavramlardan bahsedilmistir. Ayrica bu bélimde,
egriler ile ilgili calismamizda esas alinan bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir.

ikinci bolimde, R* Oklid diizieminde, R* Oklid uzayinda ve R* Oklid uzayinin z = sy

dizleminde Apollonius egrileri ve ylzeyleri verilmistir, ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayica, bu
uzaylardaki Apollonius egrileri ve ylzeyleri ile ilgili drnekler verilmistir.

Uglincii bélimde, Oklid diizleminde ve 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan Apollonius egrilerine

benzer olarak, S? birim kiire yuzeyi Uzerinde kuresel Apollonius edrileri tanimlanmis ve ilgili teoremler
ifade ve ispat edilmistir. Ayrica, bu uzaylardaki Apollonius egrileri ve ylzeyleri ile ilgili drnekler verilmistir.
Elde edilen sonuglar herhangi bir kiire ylzeyi tzerinde de gegerlidir.



ABSTRACT

This study which is related to the Apollonius curves in S? unit sphere spaces consists of three
chapters.

In the first chapter, basic concepts of vektors are mentioned. Also in this chapter, some definitions
and theorems of curves which are essential for our study are mentioned.

In the second chapter, Apollonius curves ve spaces are defined in the Euclidean plane R?,
Euclidean space R*® and plane z =Sy of Euclidean space R?and the related theorems are given and
proved. Furthermore, the examples of Apollonius curves and surfaces are given in these spaces.

In the third chapter, As similar of Apollonius curves which are defined in the Euclidean plane and in

the Euclidean space R?, spherical Apollonius curves in S? unit sphere spaces are defined and the related
theorems are given and proved. Furthermore, the examples of Apollonius curves and surfaces are given in
these spaces.



GiRiS

Apollonius ¢emberi, biyiuk geometrici olarak bilinen Yunan matematik¢gi Pergali (Antalya’ da
Murtana olarak bilinen yer) Apollonius (M.O. 262- M.O. 190) dan sonra bu ismi almistir. R Oklid

dizleminde, P(a,,a,) ve Q(b,b,) farkii iki nokta ve m,n (n=0) tamsaylar olmak izere;

d (P, X):d (Q, X ) =mMm:n oranini saglayan X (x,X,) noktalarinin geometrik yerinin, M=n ise [PQ]

dogru parcasinin orta dikme dogrusu ve M=nN ise bir gember oldugu bilinir. Bu geometrik yer
Ap[P,Q;—j ile gosterilir ve Apollonius gemberi (veya Apollonian ¢emberi) olarak bilinir. Bu énemli
n

geometrik 6zellik, matematiksel fizik, optik ve elektrik alanlarinda bazi problemlerin ¢éziimiinde kullanilir.
Bu calismada bu énemli kavramlar, S? birim kiire yuzeyi Uzerinde verilmigtir. S? birim kiire yuzeyi Uzerinde

Pve Q farkh iki nokta ve m, n (n;tO) tamsayilar olmak Uzere; d(P,X):d(Q,X):m:n oranini

saglayan kiire yiizeyi tizerindeki X (X,,X,,X;) noktalarinin geometrik yerine Apollonius kiiresel egrisi adi

m — _
verilir ve ApSZ (P,Q;—] ile gosterilir. P ve Q noktalarina karsilik gelen P ve G konum vektdrlerinin
n
birbirine dik oldugu ve dik olmadidi durumlardaki geometrik yerler elde edilmigti. EGer M=nN ise
s2 m . . O .. - . . .. o . - R
Ap° | P,Q;— | Apollonius kiiresel egrisi kiire yiizeyi Gzerinde bir dizlemsel egri (yani bir blylk gember)
n

ve M =N ise dizlemsel olmayan bir egri belirtir.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda, vektorler ve egriler teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. [3, 4]
Tamim 1.1. R® vekt6r uzayinda p=(p,, p,, p;) ve §=(0,,d,.0;) iki vektor olsun.
Bu iki vektorln i¢ carpimi
(P.0)= P, + P,0, + P3G
ile tanimlanan bir reel sayidir. Bu vektorlerin vektorel carpimi ise
PG =(P, 0y— P30y, Py 0= Py O, Py Op— P, Gy )
olarak tanimlanan yeni bir vektordar.

Bir p=(p,, P, P;) € R® vektdrinin uzunlugu (veya normu)
B =y<P. p>=p+pi+p:
olarak tanimlanir. Eger |p|=1 ise p vektoriine birim vektor denir.

Tanim 1.2. R® 6klid uzayinda P(ai,ai,ag) ve Q(bl,bz,b3) iki nokta olsun. Bu iki noktayi

birlestiren vektor ﬁ) :(ql— P, 4, — P,y O3 — p3) ile verilir. P ve Q noktalari arasindaki

uzakhk



(@)
(b)
(©)
(d)

(e)

dP.Q-[Fq-[> (@Y

R? uzayinda verilen bir P noktasini O baslangi¢ noktasi ile birlestirildigimizde elde

olarak tanimlanir.
edilen OP vektoriine P noktasinin konum vektorii (yer vektori) adi verilir ve p ile gosterilir.

ic carpim ve vektorel garpim ile ilgili asagidaki 6zellikleri verebiliriz:
8" =(p.B);
(P, G)=|p||d|cos®, burada &, p ve § vektorleri arasindaki agidir;
<f), q) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart p ve § vektorlerinin dik olmasidir;
Eder p ve § vektorleri lineer bagimsiz ise bu takdirde pxq vektérid p ve § vektorlerinin her
ikisine de diktir;
p ve G vektorleri paralel (yani, lineer bagimli) ise bu takdirde pxG=0 dir. Ozellikle, px p=0

dir;

Simdi, 3-boyutlu uzayinda egri kavramini verelim.

Tanm 1.3. | cR bir arallk olmak lzere, bir X:l1— R® X(t)=(x1(t), X, (1), xg(t)),te l,
diferensiyellenebilir fonksiyonuna ®* de bir egri denir.

Tanim 1.4. X'(to)=(x1'(to),x2'(to),x3'(t0)) vektoriine X (t,) noktasinda X egrisinin teget

vektorl (veya hiz vektord) ve |X’(to)| degerine de hizi denir. Eger her tel igin X'(t);tO ise
X egrisine reguler egri denir.

Tanim 1.5. te[a, b] olmak Uzere bir X(t) edrisinin yay-uzunlugu s(t):j:|X'(t)|dt olarak
tanimlanir.

Tanim 1.6. Eger X :1 — R® yay-uzunlugu parametreli (yani, birim hizli) bir egri ise bu takdirde

X in egriligi x(s)=|X"(s)| olarak tanimlanir.

Tanim 1.7. Bir X :1 — R® egrisinin (birim hizli olmasi gerekmez) birim teget vektorii

X'(t)
T)= ,
® X(0)
asli normal vektori
T'(t)
N(t)= —=
0=

ve



binormal vektori
B(t)=T(t)xN(t)
olarak tanimlanir.
Tanim 1.8. X :1 — R® birim hizli bir egri olmak lzere X egrisinin burulmasi
7(s)=—(B'(s), N(s))
olarak tanimlanir.

Teorem 1.1. X : 1 — R® bir egri (birim hizli olmasi gerekmez) olsun. Bu takdirde

X'(t)
T(t)= ,
B(t) = X'(t)x X"(t)
IX'(t)x X"(t)]’
N(t)=B(t)xT(t),
K(t):|X'(t)xX'3'(t)|
[X'(t)
) (X*(t)x X"(t), X™(1))

X ()% X"(t)]
dir.
Tanim 1.9. Eger bir egrinin bitin noktalari bir dizlem tarafindan igeriliyorsa bu egriye

dizlemsel egri denir.

Tanim 1.10. Bir kire Uzerinde yatan egriye kiresel egri adi verilir.

Teorem 1.2. Egriligi «>0 olan bir X :1 — R® egrisinin bir diizlemsel edri olmasi igin gerek ve
yeter kosul 7 =0 olmasidir.

Teorem 1.3. Bir X :1 — R® egrisi bir gemberdir (veya cember parcasidir) ancak ve ancak egrilik

x>0 sabittir ve =0 dir. Ozellikle, birim gemberin egriligi x =1 dir.



BOLUM 2
OKLID UZAYINDA APOLLONIUS EGRILERI VE YUZEYLERI

Bu bolimde R? Oklid diizleminde, R* Oklid uzayinda ve R* Oklid uzayinin z = sy

dizleminde Apollonius edrileri ve ylzeyleri verilmistir. R? Oklid diizleminde ve R* Oklid
uzayinin zZ =Sy dizleminde Apolllonius egrileri gemberler ve dogrulardan olusur. R? Oklid

uzayinda ise Apollonius yuzeyleri kireler ve dizlemlerden olusur. [1]

2.1. R* OKLID DUZLEMINDE APOLLONIUS EGRILERI

Oklid diizleminde P(a,,a,) ve Q(b,b,) farki iki nokta ve m,n (n=0)

tamsayilar olmak Uzere; ‘WHQ—X‘:m:n oranini saglayan X(x,y) noktalarinin

m m
geometrik yerinin — =1 iken [PQ] dogru pargasinin orta dikme dogrusu ve — #1 iken bir
n n

m
gember belirtir. Bu geometrik yer Ap(P,Q;—) ile gosterilir ve Apollonius gemberi olarak
n

bilinir.

Teorem 2.1.1. R? de P(ai,az) ve Q(bl,bz) farkli iki nokta ve m, n tamsayilar olsun. Bu

taktirde; ‘W‘ ‘Q—X‘ =mM:N oranini saglayan X (X, y) noktalarinin geometrik yeri;



i)mzlise
n
y_(az_”’zjz_ 3, (x_ai_erlj 2.1.1)
2 a, —b, 2
dogrusudur.
ii)m;tlise
n
n%a, —meb, )’ n%a,—-m, \ m?
= R = e e RIS

denklemi ile verilen Apollonius ¢emberidir.

m
iii) Ap(P,Q;—j egrisi M merkezli ve r yarigapli bir gember ise
n

‘WD'HWQ‘ —r2 2.1.3)
dir.

. m
ispat: i) R* 6klid dizleminde P(a;,a,) ve Q(by,b,) iki farkii nokta ve — =1, yani m=n
n
m
olsun. X (X, y), Ap(P, Q; —j egrisi Uzerinde herhangi bir nokta olmak uzere;
n
— 2 ——2
‘PX‘z‘QX‘ den ‘PX‘ :‘QX‘ dir. Buradan,

PX =(x-a,y-a,) ve QX =(x—b,y-b,)dir.

Simdi dizlemde iki nokta arasindaki uzaklk formulinden;

‘W‘:\l(x—ai)2+(y—a2)2 ve ‘Q—X‘:\/(X—bl)2+(y—b2)2 olacagindan gerekli

islemler yapilirsa
y_[az +sz:_[ al_bl J[X_aﬁ'blj
2 a, —b, 2

+b a,+b -
denklemi elde edilir. Bu denklem [ai—zbl,%j noktasindan gegen ve edimi — 2 El
a,—Db,

olan [PQ] dogru parcasinin orta dikme dogrusunu verir.



m m
i) —#1,yani m#n olsun. X (X, y), Ap(P,Q;—) egrisi Gizerinde herhangi bir nokta
n n

olmak uzere;
‘P:X- = m den n‘ﬁ‘ = m\(ﬁ\ olur. Buradan n? ‘ﬁr =m? ‘Wr dir. Simdi,
ox|

PX=(x-a,y-a,) ve QX=(x-b,y-b,)
oldugundan;

2

PX|=y(x-a ) +(y-2,)" ve [QX|=y(x-b) +(y-b,)’

dir. Boylece gerekli igslemler yapilirsa;

S VNI E. N RN

n*—m n*—m (nZ_mZ)

Apollonius gemberi elde edilir.

m
iii) Ap(P,Q;—j , (i) de verilen M merkezli ve r yarigapl Apollonius gemberi olsun.
n

n“a, —m’b, n’*a, —m’b, 2

. jve rzznz—mz[(al—bl)2+(a2—b2)2}

Dolayisiyla M =(

n* —m? n*—m (nz—mz)
dir. Buradan,
T n*a, —m’b, * (n%a,-m% i
‘MP‘: ( 2 _ 2 _alj +£ T Z_azJ
n*—m n’—m
ve
e n*a, —m’b, * (nfa,-m% i
|- | "y |
n*—m n’—m
oldugundan;

MPBlIMO n2 _m2 i nza —mzb 2 n2 _m2 2 n2a _mzb
‘MPHMQ‘:JK%_%) (T e .J[H_q] Mo

2 2
_ | n’a,—m’b, —n’a, +m*a . n’a, —m’h, —n*a, + m?a,
n’ —m? n* —m?

\/( n’a, —m?b, —n%, + m?b, jz J{nzaz —m?b, —n?b, +m?b, ]2

n? —m? n? —m?



elde edilir.

m —_— —_—
NOT: — =1 ise bu taktirde; n‘PX‘ = m‘QX‘ esitligini saglayan noktalarin geometrik yeri;
n

[PQ] dogru pargasini dik agiyla iki esit pargaya bolen bir ¢ dogrusudur. Bu geometrik yerin

oo noktasini da icerdigini kabul edersek, bu taktirde geometrik yeri genigletilmis £ u{oo}

m
dogrusu olarak dustnebiliriz. Bu kabul ile — nin her pozitif degeri bir genellestiriimis cember
n

m
verir. O halde; — nin her pozitif degeri igin bir Apollonius gemberi elde edilir. Butiin boyle
n
gemberlerin ailesi P ve Q noktalari ile tanimlanan Apollonius gemberleri ailesi olarak bilinir.

m

— degeri (0,00) araligi boyunca artarken karsilik gelen gemberlerde Apollonius ailesi
n
arasinda dizilir.

m _— —_
0 < — <1 oldugunda ‘PX‘<‘QX‘ olur. Dolayisiyla X , P ye Q dan daha
n

m
yakindir. Bu durumda — nin bu degerlerine kargilik gelen gemberler ¢ dogrusuna gére P
n

m [—— —_—
ile ayni taraftadir. — nin 0 a yakin degerleri igin n‘PX‘ = m‘QX‘ kigUktlr ve boylece
n

m
karsilik gelen gemberler P ye daha yakindir. —, 1 e yaklastikga gemberler biyir ve ¢ ye
n

m
daha yakin olmaya baslar. — =1 oldugunda ise karsilik gelen gember genigletiimis ¢ u{oo}
n

dogrusudur.



m _ RS
— >1 oldugunda ‘PX‘ >‘QX‘ olur. Budurumda X , Q ya P den daha yakindr.
n

m
— nin bu degerlerine karsilik gelen cemberler ¢ dogrusuna gore Q ile ayni tarafta
n

m - R
olacaktir. — , 1 den itibaren artarken ‘QX ‘ = (%)‘PX‘ ifadesi kiicUlir ve karsilik gelen
n

gemberler daralir ve Q ya yakin olmaya baslar.

. N m m
Yukaridaki tartismalar 1siginda, bazen P ve Q noktalarini — =0 ve — =0

n n
durumlarina karsilik gelen nokta gemberleri olarak ifade etmek daha uygun olur. Bu varsayim

ile dizlemin her bir noktasi Apollonius ailesi ile baglantili tek bir cembere aittir.

Ornek 2.1.1. R? &klid diizleminde P(—l,O) ve Q(Z,O) nokta gemberleri ile tanimli

Apollonius ailesi igin (1, 0) noktasindan gecen ailedeki gemberin denklemini bulalim.

Cozim: X (X, y) noktasi n‘ﬁ‘ = m‘Q7‘ olacak sekilde bir nokta olsun. Buradan
2l py 2 2lAvY 2 T
n ‘PX‘ =m ‘QX‘ yazilabilir.

PX =(x+1, y):‘ﬁ‘: f(x+1)2+y2
QX =(x-2, y):‘Q—x‘: ,(X—2)2+y2

nz[(x+1)2 +y2}= m? [(X—Z)2 +y2}

ve

oldugundan

m
elde edilir. — nin her bir degeri icin bu denklem Apollonius gemberlerine karsilik gelen bir
n

denklemdir. (1,0) noktasi Apollonius cemberi Gzerinde olacagindan bu denklemi saglar. O

halde,
n?| (1+2)° 407 |=m?| (1-2)"+ 0 |

m
esitliginde gerekli igslemler yapilirsa 4n® =m? ve dolayisiyla 2n=m bulunur. Yani, — = 2
n

bulunur. Béylece (1,0) noktasindan gecen ¢cemberin denklemi,



(x+1)"+y* = 4[(x—2)2 + yz}
dir. Bu esitlikte gerekli dizenlemeler yapilirsa,
X’ +y>—6x+5=0
(X—S)2 +y’ =4

denklemi bulunur. (Sekil 2.1.1.)

Sekil 2.1.1.

Ornek 2.1.2. R* &klid diizleminde P(—1,0) ve Q(0,2) farkli iki nokta olsun.

‘ﬁ‘ : ‘Q—X‘ =1:1 olacak gekildeki X (X, y) noktalarinin geometrik yerini bulahim.

m
Cézim: X (X, y), Ap(P,Q;—j egrisi Uizerinde herhangi bir nokta olsun.
n

m =1 ise ‘W‘ z‘Q7‘ olup buradan ‘Wr :‘Q—X‘Z dir. Simdi,

n
W:(x+1, y):‘ﬁ‘: ,(x+1)2 Ty

ve

QX =(x,y-2)=[QX| =¥ +(y-2
esitlikleri kullanilirsa
(x+1)2+y2 =x2+(y—2)2

X2+ 2X+1+y* —x* -y +4y—4=0



x+2y—g=0

dogru denklemi elde edilir.(Sekil 2.1.2.)

0,53 x

Sekil 2.1.2.

Ornek 2.1.3. R* &Klid diizleminde P(—1,0) ve Q(0,2) farkl iki nokta olsun.

‘W‘ : ‘Q—X‘ =21 olacak sekildeki X (X, y) noktalarinin geometrik yerini bulalim.

Cozim: X (X, y), Ap(P,Q;mj egrisi Gizerinde herhangi bir nokta olsun. n‘ﬁ‘ = m‘Q—X‘
n

den n? ‘Wr =m? ‘Q—X‘2 dir. m=2n,

PX =(x+1, y):‘ﬁ‘: f(x+1)2+y2
Q—X=(X,Y—Z)D‘Q—X‘a/x%(y—z)z

2 —2 —2 —2 — 2
oldugundan, n ‘PX‘ =4n? ‘QX‘ ve dolayisiyla ‘PX‘ =4‘QX‘ dir. Boylece,

(x+1)° +y? :4[x2 +(y—2)2}

dir. Buradan, gerekli dizenlemeler yapilirsa

ve

X2+ 2x+1+y* = 4(x2 +y° —4y+4),
X2+ 2X+1+ Yy —4x* —4y* +16y-16=0
—-3x* —3y* +2x+16y-15=0

10



2 16
X +y*—=X——y+5=0
y 3 Sy

SEG
X==| +ly—-=| =—
3 3 9

denklemi ile verilen Apollonius gemberi elde edilir. (Sekil 2.1.3.)

Sekil 2.1.3.

N m) .
Ornek 2.1.4. Ap(P,Q;—J , Ornek 2.1.3. de verilen M merkezli ve r yarigaph Apollonius
n

2\5

18
cemberi olsun. Buradan; M (E,gj ve r :T dir. Bu durumda

2 2
o n*a, —m’b, n*a, —m?b, 80
‘MP:\/( n? —m’ _aij J{ o %) o

ve

dir. Bdylece,

oldugu gorulir.

11



2.2. R® OKLID UZAYINDA APOLLONIUS EGRILERI VE YUZEYLERI

R*® OKlid uzayinda P ve Q farkli iki nokta ve m,n (n;tO) tamsayilar olmak

Uzere; ‘E)?HG)Z‘ =m:N oranini sadlayan X noktalarinin geometrik yeri bir ylzeydir. Bu

m m m
ylizeye Apollonius ylizeyi denir ve Ap(P,Q;—] ile gosterilir. — =1 iken Ap(P,Q;—j
n n n

m m
ylzeyi bir dizlem, — =1 iken Ap(P,Q;—) ylzeyi bir kliredir. [1]
n n

Teorem 2.2.1. R°® 8klid uzayinda P(a,,a,,8;) ve Q(b;,b,,b,) farkii iki nokta ve m,n

tamsayilar olsun. Bu taktirde, ‘W‘:‘W‘:m:n oranini saglayan X noktalarinin

Ap ( P,Q; mj geometrik yeri;
n

i)mzlise
n
a’+a,’+a,’ —(b’+b’+b?
x(b—a)+y(b,—a,)+z(b—a,)+ Z 2( 2 3):O
denklemi ile verilen dizlemdir.
ii)m;tlise
n
n’a, —m%, na, -m%, | n’a, —m’b, )’
(X_ n* —m? j+ . ng—m22 e n2—m23 B

T (8,0 (2, ~b,) +(a,-b,) ]

(n*-m?)
denklemi ile verilen kire yuzeyidir.

iii) Ap(P,Q;—j egrisi (ii) de verilen M merkezli ve r yarigapli bir kiire ise
n

-

dir.

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

. m m
ispat:i) — =1, yani m=n olsun. X (X, Y, Z), Ap(P,Q;—j ylzeyi izerinde herhangi bir
n n

nokta olmak tzere;

12



‘W =‘Q—X‘ olacagindan ‘W‘z :‘Q—X‘2 dir. Buradan,

PX|=y(x-a,) +(y-2,  +(z-a,)° ve [QX|=y(x-b) +(y-b,)"+(z-b,)
oldugundan, gerekli islemler yapilirsa

a12+a22+a32—(b12+b22+b32)
i 2

x(b,—a)+y(b,—a,)+z(b,—a,)

denklemi bulunur. Bu denklem, [PQ] dogru pargasinin orta noktasindan gegen ve bu dogru

parcasina dik olan dizlemi verir.

.. M : m) . . -

i) —=#1,yani m=n olsun. X (X, Y, Z), Ap(P,Q;—) ylizeyi Gzerinde herhangi bir nokta
n n

olmak Uzere;
N _— —2 —2
n‘PX‘ = m‘QX‘ den n? ‘PX‘ =m? ‘QX‘ dir. Bu esitlikte parantezler acilir ve gerekli

dizenlemeler yapllirsa;

n2a —m’, ) n2a, —mb, \’ n2a, —m2b, )
R e R =)
n’m?
= 2[(ai—bl)z+(a2—b2)2+(a3—b3)2}
(n*-m?)

2 2 2 2 20 2
bulunur. Budenklem,M:(nal m’b, n‘a,—m", n"a,—m’b,

n? —m? n? —m? n? —m?

j merkezli ve

nm
n? —m?

r= \j”(a1 _b1)2 +(a, b, )2 +(a, —b, )2 yarigapli kiireyi ifade eder.

m
iii) Ap(P,Q;—j , (i) de verilen M merkezli ve r yarigapli bir kiire olsun. Bu taktirde;
n

— na —m? ® n?a, —m% * (n2a.—m ?
[MP| = (a;—zbl_aij W{%—%j +(—a3 ; 3—%}

n>—m n>—m n>—m
ve
2 2 2
o n’a, —m? n*a, —m’b, n*a, —mb,
‘MQ: — 7 b b
n>—m n>—m n>—m
oldugundan;

13



elde edilir.

Ornek 2.2.1. R?® 6klid uzayinda P(l, -3, 4) ve Q(Z,—2,3) farkli iki nokta olsun.

‘ﬁ‘ X ‘Q—X‘ =1:1 olacak sekildeki X (X, Y, Z) noktalarinin geometrik yerini bulalim.

m
GCoziim: X (X, Y, Z), Ap(P,Q;—] diizlemi tzerinde herhangi bir nokta olsun.
n

‘W‘ =‘Q7‘ oldugundan ‘ﬁr :‘Q—X‘2 dir.

PX =(x-Ly+3,2-4) = [PX|=/(x-1)" +(y+3)" +(z -4

ve

QX =(x-2,y+2,2-3)=[QX| = /(x-2) +(y+2)" +(z-3)
oldugundan;
(x—nz+(y+3f+(z—4f:(x—2f+(y+2f4{z—3f
dir. Buradan karele agilirsa
X2 —2X+14+y* +6y+9+72° —82+16—X* +4x—4—-y* —4y—4—7°+62-9=0

elde edilir. Béylece,

9
X+y—-z+—=0
Y 2

14



dizlem denklemi elde edilir. (Sekil 2.2.1.)

804

el
Sekil 2.2.1.

Ornek 2.2.2. R® 5klid uzayinda P(l, -3, 4) ve Q(2,—2,3) farkli iki nokta olsun.

|ﬁ| : |Q—X| = 3:1 olacak sekildeki X (X, Y, Z) noktalarinin geometrik yerini bulalim.

m
Coziim: X (X, Y, Z), Ap[P,Q;—J ylizeyi Gizerinde herhangi bir nokta olsun.
n

n|ﬁ| = m|@| den n? |W’|2 —m? |W2 yazilabilir. Yani, ‘W‘z =9‘Q—X‘2 dir.

PX =(x-Ly+3,2-4)= [PX|=(x-1)" +(y+3)" +(z -4

ve

QX =(x-2,y+2,2-3)= Q—X|=\/(x—2)2+(y+2)2+(z—3)2
oldugundan; ‘Wr =9‘W‘2 esitliginden
(x=1)"+(y+3)" +(2-4) =9| (x=2) +(y+2) +(2-3)’ |

dir. Buradan kareler agilirsa

X+ 2X+14y* +6y +9+2° ~82+16—9(X* —4x+4+y* +4y+4+2°—62+9)=0

15



elde edilir. Simdi gerekli dizenlemeler yapilirsa
19 15 23 127

Xy +7 X+ — 7+—=0
y 4 y 4 8
bulunur. Bu ise
( 17)2 ( 15]2 ( 23]2 27
X—— | +| y+—= | +|z-—| ==—
8 8 8 64
esitligi ile verilen kiire ylizeyidir. Boylece, Ap(P,Q;mj ylzeyinin M (%,—%,%j
n

33
merkezlive r = T\/_ yaricapli kireyi gosterir. (Sekil 2.2.2.)

P 4
\ _3
B

Sekil 2.2.2.

" m .
Ornek 2.2.3. Ap(P,Q;—] yuzeyi, Ornek 2.2.2. de verilen M merkezli ve r yarigapli
n

17 15 22 3
Apollonious kiresi olsun. Buradan; M (—,——,——j ve r= % dir. Bu durumda

8 8 8

2 2 2
——  [(n*a,-m’h n’a, —m’b, n*a, —mb, _[243
WP\J{W“”‘J (Tama ) T -

ve

16



‘M—Q‘_\/[f@;m
n~—m

dir. Buradan

oldugu gorulir.

— 243 |3 27
\Mp\.\MQ\:\/;J;fa:rz
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2.3. R® OKLID UZAYININ z = sy DUZLEMINDE APOLLONIUS EGRILERI

R*® Okiid uzayinin z =sy (SGR) dizleminde P ve Q farkli iki nokta ve m,n

(n;tO) tamsayilar olmak Uzere; ‘E)?HQ_)Z‘:m:n oranini saglayan X noktalarinin

m m
geometrik yeri bir egridir. Bu egriyi ApRS(P,Q;—j ile gosterelim. Eger — =1 ise
n n

m m
ApR3 (P, Q; —j egrisi, Z=98y duzleminde bir dogru belirtir ve eger —#1 ise
n n

m
ApRg(P,Q;—j egrisi Z=S8y duzleminde bir gember belirtir. Bu ¢embere Apollonius
n

¢emberi denir. [1]
Teorem 2.3.1. R® OKlid uzayinin z=sy diizleminde P(ai,aﬁ,ag) ve Q(bl,bz,b3) farkli
iki nokta ve m, N tamsayilar olsun. Bu durumda,

) D _lise ApT (P,Q;mj egrisi, Z =Sy diizleminde
n n

(y_aﬁbz]:_ 12{131—31)[)(_31_”’1) (2.3.1)
2 1+s*{b,—a, 2

denklemi ile verilen bir dogru belirtir.

i) m;ztl ise ApR3 (P,Q;mj egrisi, Z =Sy dizleminde
n n

2 2p )2 2 2 \?
(X_wJ +(1+Sz)[y_mg;mzsz

n>—m n>—m

- (a b + (3, +(s2,-b,)] (232)

(n*-m?)
ile verilen bir gember belirtir.

ispat: i) R° Oklid uzayinin z =sy diizileminde P(a,,a,,a,) ve Q(b,,b,,b;) farklr iki

m m
noktave — =1, yani m=n olsun. X (X, Y, Z), ApR3 (P,Q;—j egrisi Uzerinde herhangi
n n

- — —2 —2
bir nokta olmak (izere; ‘PX‘ =‘QX‘ olacagindan ‘PX‘ =‘QX‘ dir. Buradan, P ve Q

noktalari z =Sy diizleminde oldugundan &, =sa, ve b, =sb, dir. Béylece,

18



PX =(x-a,y-a,sy-sa,) ve QX =(x-b,y-b,,sy—sh,)

ve dolayisiyla

PX|=(x-a,) +(y-a,) +(sy-sa,)

ve

[QX| = J(x =B +(y—b,)" +(sy—sb,)

2 =2
dir. Bu esitlikler ‘PX‘ :‘QX‘ esitliginde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa z =Sy

2

dogru denklemi elde edilir.

dizleminde

m m
i) — =1 olsun. X (X,Y,2), ApE [P,Q;—J egrisi tizerinde herhangi bir nokta olmak
n n

lizere, “g_z((“ :%ifadesinden n‘ﬁ‘ = m‘Q—X‘ olur. Buradan n? ‘ﬁr —m? ‘Q—Xr

yazilabilir. Diger taraftan, P ve Q noktalar Z = sy diizleminde oldugundan a, = sa, ve
b, = sh, dir. Buradan;

PX =(x—a,y—-a,sy-sa,) ve QX=(x-b,y-b, sy—sh,)

ve dolayisiyla

PX|= (-2 +(y-a.) +(sy-sa.)

ve

‘@" :\j(x—bl)2 +(y-b,)" +(sy—sh,)’

— 2 —2
dir. Bu esitlikler n? ‘PX‘ =m? ‘QX‘ ifadesinde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

2h 2 2n 2 2
x2+(1+sz)y2+2x[—mnt2)l n2a1j+2y(l+sz)£mn22_r:2a2j+nazl m2b1+

elde edilir. Bu esitlik yeniden dizenlenirse,
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[X— n2a21 _mjbljz +(1+ 52)(y— n2a§ —mjb2 jz i
n*-m n*—m
(nz_—mz)z[(ai—bl)2 +(a,~b,)" +(sa, —sbz)z}

denklemi elde edilir. Bu ise z =Sy dizleminde bir gember belirtir.

Ornek 2.3.1. a) R*® Oklid uzayinin zZ =0 diizleminde P(l, 2,0) ve Q(2,3,0) farkl iki

nokta olsun. ‘ﬁ‘ : ‘Q?‘ =1:1 olacak sekilde bu diizlem tizerindeki X (X, Y, Z) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

m
Coziim: X (X, Y, Z), Ap”‘?3 (P,Q;—j egrisi Uzerinde herhangi bir nokta olsun. m=1, n=1
n

e 2 —p2
oldugundan ‘PX‘:‘QX‘ dir ve buradan ‘PX‘ :‘QX‘ yazilabilir. Simdi,

PX =(x-Ly-2,0)=[PX|=(x-1) +(y-2)°

ve

QX =(x~2,y-3,0)=[QX|=/(x-2)" +(y-3)’
dir. Buradan ‘ﬁr :‘Q—X‘2 esitliginden

(x=1) +(y=2)" =(x-2)" +(y-3)
ve buradan da
X2 —2X+1+y* —4y+4—x* +4x—4—y* +6y—-9=0
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse
X+y—-4=0
dogru denklemi elde edilir. (Sekil 2.3.1.(a))

20



Sekil 2.3.1.(a)

b) R® Oklid uzayinin z =y diizleminde P(1,2,2) ve Q(2,3,3) farkl iki nokta olsun.

|ﬁ| : |Q—X| =1:1 olacak sekilde bu diizlem lzerindeki X (X, Y, Z) noktalarinin geometrik

yerini bulalim.

Codziim: (2.3.1) formilinde verilenler yerine yazilirsa istenen geometrik yerin Z =Y

dizleminde

+=Xx—==0
Y5

dogrusu oldugu goralar.(Sekil 2.3.1.(b))

Sekil 2.3.1.(b)
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Ornek 2.3.2. a) R* Oklid uzayinin z=0 diizieminde P(1,2,0) ve Q(2,3,0) farkii iki

nokta olsun. ‘ﬁ‘ ‘Q7‘ =21 olacak sekilde bu diizlem tizerindeki X (X, Y, Z) noktalarinin
geometrik yerini bulalim.
m
Cozim: X (X, Y, Z), Ap”‘?3 (P,Q;—j edrisi Uzerinde herhangi bir nokta olsun. Bu
n

durumda, n‘ﬁ‘zm‘Q—X‘ yazilabilir. Buradan her iki tarafin karesi alinirsa

) — 2 —2 — 2
nZ‘PX‘ —m? ‘QX‘ elde edili. m=2, n=1 oldugundan ‘PX‘ :4‘QX‘ dir. Bu esitlikte

PX =(x-Ly-2,0)=[PX|=(x-1) +(y-2)°

ve

QX =(x-2,y-3,0)=[QX|=/(x-2)" +(y-3)’

esitlikleri yerlerine yazilirsa

(x_1)2+(y_2)2:4[(x_2)2+(y_3)2]
dir. Buradan gerekli dizenlemeler yapilirsa,
XF = 2X+1+y? — 4y +4-4(X* —4x+4+ Yy’ -6y +9)=0
X2 —2X+1+ Yy -4y +4—-4x* +16x—16—4y* + 24y -36=0
—3x*+14x-3y* +20y—-47=0
14 20 47 _

Xy - x——y+
Y 3 3y 3

0

22

bulunur. Bu ise Z =0 diizleminde, merkezi M (%,%j ve yarigapl I ZT olan
SRGHE
X—=| +|y——=—| ==
3 3 9

b) R* Oklid uzayinin Z = Yy diizleminde P(l, 2,2) ve Q(2,3, 3) farkli iki nokta olsun.

cemberidir. (Sekil 2.3.2.(a))

‘W‘ : ‘Q—X‘ = 2:1 olacak sekilde bu diizlem tizerindeki X (X, Y, Z) noktalarinin geometrik

yerini bulalim.

22



Codziim: (2.3.2.) formulinde verilenler yerine yazilirsa istenen geometrik yerin, Z =Y

SR
X=—| +2|y——| ==
3 3 3

diizleminde yatan

cemberdir. (Sekil 2.3.2.(b))

sekil 2.3.2.(a) Sekil 2.3.2.(b)
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BOLUM 3
S? BiRiM KURE YUZEYi UZERINDE APOLLONIUS EGRILERI

Bu bélimde, Oklid diizleminde ve 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan Apollonius

egrilerine benzer olarak, S? birim kire yuzeyi Uzerinde Apollonius kuresel edgrileri
tanimlanmis ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayni kavramlar herhangi bir kire

yuzeyi Uzerinde de gecerlidir.
Birim kire yiizeyi iizerinde verilen herhangi iki P(p,, p,, ;) ve Q(0;,,d,,0;)

noktasina karsilik gelen P ve § konum vektorlerinin birbirine dik oldugu ve dik olmadigi

durumlardaki geometrik yerler elde edilmigtir.

Tanim 3.1. S? birim kiire yiizeyi tizerinde P(pl, P, ps) ve Q(ql,qz,qS) iki farkl nokta
olsun. Bu takdirde, <|5,q> =|| |3||||q||cosd = p,0, + P,0, + P50, dir. Bu durumda, bu noktalar

arasindaki d uzakhg d(P,Q)zCOSfl(< ﬁ,ﬁ>) ile verilir.

Tamim 3.2. S° birim kiiresi tizerinde P ve Q farkli iki nokta ve m, n (n ;tO) tamsayilar

olmak (izere; d(P,X):d(Q,X)zm:n oranini saglayan kiire vyiizeyi U(zerindeki
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X(Xl,XZ,XS) noktalarinin geometrik yerine Apollonius klresel egrisi adi verilir ve

2 m 2 m
ApS (P,Q;—J ile gosterilir. Eger m=n ise ApS [P,Q;—j Apollonius kiresel egrisi
n n

kire ylzeyi Uzerinde bir dizlemsel edri (yani bir blylk ¢ember) ve m=n ise dizlemsel

olmayan bir egri belirtir.

Teorem 3.1. S? birim kiiresi tizerinde P( P, Py, p3) ve Q(ql,qz ,q3) farkli iki nokta ve
m, n (n #* O) pozitif tamsayilar olsun. Eger P ve ( vektorleri dik degil iseler bu takdirde
. . o 52 m
d (P, X ) .d (Q, X ) =mMm:N oranini saglayan X (Xx,,X,,X;) noktalarinin Ap> | P,Q;—
n

geometrik yeri;
i) Eder m=n ise

%(cr) = cosa B cosa a7 1 2c0s* a .
(I+<p,G>) (+<p G>) 1+<p, G>

ile verilen IS(S yayinin orta dikme blyuk ¢gemberidir.

i) Eger m#n ise
. cos(kB)—cosf<p,g>_ cosfB—cos(kB)<p,q>_
%(5) - (kB) af’ Pa>y, p (ﬂﬂq) P
1-(<p.g>) 1-(<p.G>)
- cos’ (kB)+cos? B—2cos(kB)cos B < P, (j>F
T 1-(< PG>

ile verilen diuzlemsel olmayan bir egridir.

ispat:
i) M=n olsun. Bu takdirde,

ApSZ [P,Q;%]:{X (xl,xz,xg)e82|d(X,P):d(X,Q)}

kiimesini bulmamiz gerekir. T vektorini

X

o
o]l

r=

~ =(r1,r2,r3)

olarak tanimlayalim. Bu takdire P, , e S? vektorleri lineer bagimsiz olurlar.

o
o]



simdi, d(X,P)=a, d(X,Q)=4, d(X,R)=0 dyelm. d(X,P)=d(X,Q)

oldugundan o = £ dir. Diger taraftan, S? birim kresi tizerinde herhangi bir X noktasinin

konum vektord igin

X=AP+AA+ AT . AeR, i=123

yazabiliriz. Buradan X vektorl ile sirasiyla, P, §, I vektorlerinin i¢ garpimlari alinirsa

(%, )= 4 (P, B)+ 4 (G, B)+ 4 (F, B) = 4+ 4, (4, B) = cosa,
(%,G) =4 (P.G)+4,(4,G)+ 4 (F.G) = 4 (P.G)+ 4, =cos 3,
(%,F)=2(P.F)+4,(4,F)+ 4 (F,F) = 2, =cosd

esitlikleri elde edilir. Yani,
A +2,(4, p) =cosa
A4

(p.q)+4,=cosf (3.1)
A, =cos@

denklem sistemini elde edilir. Simdi (3.1) denklem sistemden bilinmeyen A4,,4,, 4, degerlerini
bulalim. Kire Uzerinde herhangi iki nokta arasindaki uzaklik formdlinden
§=d(P,Q)=cos™((P.d))
dersek
cosS =(p,q)
olur. Bu esitlik (3.1) denklem sisteminde yerine yazilirsa

A, +1,C086 =CoS
A, 0SS + A, =c0s B (3.2)
Ay =C0S6

bulunur. (3.2) denklem sisteminin birinci denklemi —C0S ¢ ile carpilir ve ikinci denklemi ile
taraf tarafa toplanirsa

4, (1—cos® 5) = cos B—cosa cos 5
elde edilir. Buradan da

C0S 3 —COS  COS &
1—-cos’ &

12:

bulunur. $imdi bu deger 4 =C0Sa—A,C0sS ifadesinde yerine yazilirsa;
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C0S 3 —COS COS 8
co

A =CoSsa — > SO
1-cos“ o
_ COS@ —COS COS” & — COS BCOS S +COS @ COS” &
h= 1-cos’ s
_ COSa —COS SCOSO
AT osts

bulunur. Diger taraftan, & = £ oldugundan cOS« = c0s £ dir. Bdylece,

4= cosa—cosf.cos§ _ cosa(l-coss)  cosa
1-cos’s (1-coss)(1+coss)  (1+coss)
ve
ﬂ?_cosﬂ—cosacow_ cosa(l-coss)  cosa
1-cos®* & (1-coss)(1+coss)  (1+coss)
elde edilir, yani 2, =4, = cosa _ coSa dir.

(1+coss) (+<p,G>)
Simdi, 4, in degerini bulalim.
X= AP+ A0+ AT = (AP + A0 + A, AP, + 4,0, + Ahy, APy + 4,05 + A1)

seklinde yazabiliriz. X € S? oldugundan |[X||=1 dir. Dolayisiyla;

AP 200+ A+ 2( A A0, + A P A + AL ) +

AP, 270, A7, + 2( Ao Aay + APy, + A, ) +

AP+ 2005 + A0+ 2( A Ps s + A Padst + A0 A8 ) =1
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

A (2 +n)7 + r32)+ 2 22, (G + 1, + 0t )+ 24, (P + Pohy + Doty ) |+
22,2, (PG, + Pl + Pals) + A7 (B2 + p,0 + 0,7 )+ 4,7 (0 +0,° +05°)-1=0

elde edilir. Bu ise 4, e gore ikinci dereceden bir denklem belirtir. Buradan,

” |3|| =1, ||q|| =1, ||F|| =1ve PpLTF,G.Lr oldugu kullanilirsa

A2 +242,(Pd, + Pod, + Pss) + A7 + 4,7 —1=0

elde edilir. Béylece,

Jy=F1-(A2 + 4,2 +244, < P, G >)
CoOSa

— "= degerleri A, de yerine yazilirsa
(I+<p.a>)

dir. A=A =
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208’ a

=1 1——
SR Tt

2cos’ o 5 .

bulunur. Sonug olarak, 1—————— >0 kosulunu saglayan a degerleri icin
+<p,g>
_ cosa _ cosa o 2cos’a
()= ——— P+ ———— §F, [l T
(I+<p, G>) (I+<p, G>) 1+<p, g>

vektorl tek bir o parametresine indirgemis olur. Bu ise istenen egriyi verir.

ii) Simdi M= N olsun. Bu takdirde
Apsz(P,Q;%jz{x(xl,xz,xs)esz‘ d(X,P):d(X,Q):m:n}

kimesini bulacagiz. T vektorini

pxq

[Pl

olarak tanimlayalim. Bu durumda P, ( ve T vektorleri lineer bagimsiz olur.

= (rl' r2'r3)

simdi, d(X,P)=a, d(X,Q)=2,d(X,R)=0 ve k:% diyelim. Bdylece, a =k/3

olur. S?birim kiiresi Gizerinde herhangi bir X noktasinin X konum vektorini
X=A4Pp+A0+4F , 4R, i=123
seklinde yazabiliriz. Buradan X vektorl ile sirasiyla, P, (, I vektorlerinin i¢ carpimlari
alinirsa
(X, P)=A(P. P)+4(d, B)+ 4 (T, P) =4 + 4,(0. B) =cosa
(F.G)=A4(p.0)+1,=cos
)

esitliklerini buluruz. Bdylece elde edilen

A +2,(0, p)=cosa

A (P.G)+ 4, =cos B

A, =cosé
denklem sistemini ¢ozerek A, A,, A, degerini bulalim. Kiire lizerindeki iki nokta arasindaki
uzakhk formulinden;

5§=d(P,Q)= COS_1(< P, q)) dersek, COSO = < P, q) olur. Buradan
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A, +1,C086 =Ccosx
4,080 + A, =cos B (3.3)
Ay =C0S6

denklem sistemi elde edilir. (3.3) denklem sisteminin ikinci denklemi —C0So ile garpilir ve
birinci denklemi ile taraf tarafa toplanirsa
4 (1-cos® 5) = cos . — cos Bcos 5

COSa —C0S 3Cos S

elde edilir. Buradanda A, = 1 75
—CO0S

bulunur. Simdi & =k oldugundan

cosa =cos(k3) dir. Bdylece

cos(k/)—cos fcoss _ cos(kg)—cos <P, G >

A= 1-cos® S 1-(< P, G>)°

yazilabilir. Bu deger A, =C0S S—A4,€C0SS esitliginde yerine yazilirsa

cos(k)—cos BcosS ;

A, =C0S B — oo 5 )
cos 8 —cos B cos’ 5 —cos(kB)cos S +cos B cos” &
%= 1-cos’ &
_cos B—cos(kp)coss cosf—cos(kB)< P, G>
= 1-cos? 5 - 1-(< p, §>)

bulunur. Son olarak A, degerini bulalim. X vektoriinii

Xzﬂlb’—kﬂ?(j—l—ﬂgf:(ﬂipl—kﬂqu%—ﬂgl’l, AP, + 4,0, + A1, ﬂ1p3+ﬂzq3+ﬁ3r3)

seklinde yazabiliriz. Diger taraftan, ||)?||:1 oldugundan

APPE AT+ AR+ 2( AP A0y + AR + A0 ) +
AP, 20" + A+ 2( WPyAlly + APty + Ay AT, ) +
AP+ A0+ 270 4 2( APyl + A il + A0 AT ) =1
dir. Buradan gerekli dizenlemeler yapllirsa
A2 +244, <P, G>+4°+4°-1=0
A, e gore ikinci dereceden denklemi elde edilir. Buradan A, ve A, nin degerleri yerine

yazilirsa

A :+\/1_ cos’(kB)+cos® f—2cos(kp)cos S < P, G >
- 1_(< I3, q>)2
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cos’ (kB)+cos? B—2cos(kB)cos B< P, G >
1_(< p’ q>)2

bulunur. Béylece, 1— >0 kosulunu

saglayan S degerleri i¢in

%() - cos(kpB)—cos < P, G > qucosﬁ—cos(k,&’)< D, G>_

1-(<p, G>)° 1-(< P, G>)°
_\/1_ cos? (k) +cos? B—2cos(kB)cos B < b, q>
T 1-(< P, G>)

vektorl tek bir  parametresine indirgemis olur. Bu ise istenen egriyi verir.

Ornek 3.1. S? birim kire ylzeyi Uzerinde P(O % £j ve Q(O _% £j iki nokta olsun.

d(P,X):d(Q,X)=1:1 olacak sekilde kiire ylizeyi lzerindeki X (X, X,,X;) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

Cozim: P( 1 £j ve Q(o,_l,ﬁJ noktalar igin 7 = ? q =(1, 0, 0) dir. Diger
"2 22 |pxd]

taraftan

o 1 343 1.3 2 1
(9,G)=00+=| = [+-——~—=--+-="==
2 2 2 2 4 4 4 2

oldugundan cos§:<ﬁ,q>:% dir. Simdi, X vektorii

X = AP+ A0+ AF
_,11(05 %}ﬂ{o,; %J 7,(1,0,0)

{ﬂgé(ﬂl—ﬂz),?(ﬂﬁﬁz)]

: . : cosa _ 2cos’ a
seklinde yazilabilir. Teorem 3.1.1 (i) dan 4 =1, =———— ve L=Fl-—
1+<p,G> l+<p,g>
3 2 A A
oldugundan 4 =4, =§COSa ve 4, =F l—gcos o elde edilir. Bdylece
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X(a)—ECOSaﬁ+gc05aq T 1—£C082a r
3 3 T3
={¢ /1—gcosza, 0, %cosw}

dir. X(a) egrisinin xz —dlzleminde yatan blylk gember oldugu agiktir. Burada,

B3

4 -3
1—§COS2 a >0 ve dolayisiyla, TJ_ <cosa < 7 olmalidir. Ayrica, bu o degerleri igin

“Maple 15” programi ile agagidaki hesaplama bu egrinin egriliginin x =1 ve burulmasinin

7 =0 oldugunu gésterir.

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

>local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
>end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

> RETURN(tau=simplify((dp(xp(Xt,Xtt),Xttt))/((nrm(xp (Xt,Xtt)))*2),symbolic));
> end:

> X:=[(sqrt(1-4/3*(cos(alpha)*cos(alpha)))), 0, 2*((sqrt(3))/3)*cos(alpha)];

X:—[%J 9— 12c0s(0c)2,0,%\/?cos(oc)}

k=1

> curv(X);

> tor(X);
=0
Bdylece, x=1ve =0 olmasi egrimizin bir dizlem egrisi oldugunu goésterir. Bu egri

XZ —duzleminde yatan bilylik cemberdir. (Sekil 3.1.)
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Sekil 3.1.

Ornek 3.2. S? birim kilre yiizeyi iizerinde P(1,0,0) ve Q(gggj iki nokta olsun. Bu

durumda, d (P, X):d(Q, X )=1:1 olacak sekilde kiire ylzeyi tizerindeki X (X,,X,,X;)

noktalarinin geometrik yerini bulalim.

122 . pxq 1 1
Cozim: P(1,0,0) ve Q(—,—,—J noktalari igin ="~ :(0,__,_j bulunur. Bu
(10.9) v Q333 oal > 2
durumda, <b’,ﬁ>:1.l+0.z+0.3=1 oldugundan cosézl bulunur. Diger taraftan,
3 3 3 3 3
X €S? olmak izere
X=A4P+A40+ 4"
122 1 1
= 11010 + 1 L + 0!__)_
Al( ) ﬂ7(3 3 3) ( 2 2)

yazilabilir. Teorem 3.1.1 (i) den
cosa 3

Xl=ﬂ2 =W=ZCOS(Z

2
}La=$ 1_2(30% =F 1—§C0320{
+<p, 4> \/ 2

ve

bulunur. Béylece
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X(a)—ECOSaﬁ+§COSaq T 1—§c052a r
4 4 W3
=(c03a,%comi%x/z—scosza,%0030@%\/2—300520{)

dir.
“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

>nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

>

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

>

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

>

> RETURN(tau=(simplify(dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/((nrm(xp (Xt,Xtt)))*2,symbolic)));
>end:

> X1:=[cos(alpha), (1/2)*cos(alpha)+(1/2)*(sqrt(2-3*(cos(alpha)*cos(alpha)))),
1/2*cos(alpha)-(1/2)*(sqrt(2-3*(cos(alpha)*cos(alpha))))]; X2:=([cos(alpha),
(1/2)*cos(alpha)-(1/2)*(sqrt(2-3*(cos(alpha)*cos(alpha)))), 1/2*cos(alpha)+(1/2)*(sqrt(2-
3*(cos(alpha)*cos(alpha))))]);

cos(a), % cos(a) + % J2-3 cos(oz)2 , % cos(a)

2 — 3 cos(01)’ ]

X1 =

1
2

> curv(X1);
k=1
> tor(X1);
=0
bulunur. Boylece, edrimiz @ parametresine bagh olan diizlemsel bir egridir, Yani bir biylk
¢ember belirtir. (Sekil 3.2.)
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Sekil 3.2.

Ornek 3.3. S? birim kire ylzeyi Uzerinde P(O % £j Q(O _1 £j iki nokta olsun.

d(P,X):d(Q,X)=2:1 olacak sekilde kiire ylizeyi tizerindeki X (X,,X,,X,) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

Co6zim: P(Ol £j ve Q(o,;,ﬁ noktalari igin 7 = p=q =(1,0,0) bulunur.

Ayrica, <r),q> =0.0+—-.

bulunur.

m=2, Nn=1 oldugundan & =2/ dir. Bdylece COSa =C0S2£ dir. Simdi X vektori

B3

X’=w+m+ﬂgf{%é(«—@);(%%)}

seklinde yazilabilir. Teorem 3.1.1 (ii) den

1
cos(kB)—cos B< P, G> G052 —5C0sp

S Y TR
4

4 2
=—C00S23——C0s f3,
3 P 3 P

L cos2
cos f—cos(kp) < p, > COF—,00828 4 )
- B a>)> - =—cos,6’——c052ﬁ
1-(<P, G>) 1 1 3

4
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ve

A +\/1_ cos’ (k) +cos? B—2cos(kB)cos B < P, G >

1_(< ﬁl q >)2

ﬂ/l—icos2 ﬂ—ﬂcos2 2ﬂ+fcosﬂ.cos 23
3 3 3
olarak bulunur. Buradan

%(5) - cos(kp)—cos < P, G > *+cosﬂ—cos(kﬂ)< B, 4> .

1-(< P, G>)° 1-(< P, G>)°
_ cos’ (kB)+cos® B—2cos(kB)cos S < P, G >
T 1-(< P, §>)°
ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa
>*((,3):£¢\/1—gcos2 [3’—§cos2 2ﬂ+gc052ﬁcosﬂ,cosﬂ—0052ﬂ,%(cosﬂ+c052ﬂ)J

elde edilir.
“Maple 15” programiyla yapilan agagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

>nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[ab,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

>

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp(Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

>

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);

>

> RETURN(tau=simplify((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))*2),symbolic));
> end:

> X:=[sqrt(1-4/3*cos(beta)*cos(beta)-
4/3*cos(2*beta)*cos(2*beta)+4/3*cos(2*beta)*cos(beta)), cos(beta)-
cos(2*beta),sqrt(3)/3*(cos(beta)+cos(2*beta))];
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X:=[% \/ 9—12 cos([3)2 — 12cos(2 [3)2 + 12cos(2B) cos(B) ,

cos(B) — cos(2B), % V3 (cos(B) + cos(2B))

> curv(X);
K
= % |( ~64cos(B)’ + 432 cos(B)® — 1776cos(B)°
+ 1728cos(B)’ — 648 cos(B)* + 96 cos(B)’ — 1)1/2/
(cos(B)*"* (cos(8)? — 3cos(B) +1)"”)
> tor(X);

T= ((8 cos(B)6 —-72 cos([_’))5 + 60 cos(B)4 - 20005([3)3
+6cos(B) — 1)
\/ -3 — 48 cos(B)4 + 24 cos(B)3 + 36 cos([?))2 — 12 cos(P)

\/?)/(64 cos(B)9 — 432005([3)8 + 1776005([3)6
— 1728005([3)5 + 64800s([3)4 — 96 cos(B)3 +1)

dir. Ornegin, ﬁ:% degeri igin ¥ ve r degerleri

> evalf(subs(beta=Pi/3,curv(X)));
K =1.99999999.

> evalf(subs(beta=Pi/3,tor(X)));
T =0.0000816496580

olarak elde edilir. Bu ise egrimizin dizlemsel olmayan kiresel bir egri oldugunu gdsterir.

(Sekil 3.3.)
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" S e 1 1 1)..
Ornek 3.4. S? birim kiire yiizeyi lizerinde P(1,0,0) ve Q(___j iki nokta olsun.

(0.0) 3'B'\B
d(P,X):d(Q,X)=2:1 olacak sekilde kiire yiizeyi lizerindeki X (X,,X,,%;) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

o 1 1 1 . pxd 1 1
6zim: P=(1,0,0) ve Q=| —=,—=,—= | noktalarigin 7= =0,——,—

¢ (10.0) ve Q (3\5\@ o e n[ J‘JJ
bulunur. Diger taraftan, <p,q> % \/_ \/_ \/_ dir. Dolayisiyla COS5—%

bulunur. m=2, n=1 oldugundan & =2/ dir. Béylece COSc =C0S2/ dir. Simdi, X

vektoru

X =4+ A0+ T

1 1 1 1 1
—(“ﬁb—«@@ N *T&‘e]
olarak yazilabilir. Teorem 3.1.1 (ii) den

cos2p3 — 13 cos

cos(kﬁ)—cosﬂ<r),q> NE) _ﬁ
1 2cosZﬂ 5 cos 3,
3

AT aoy ~

COSﬂ—iCOSZ,B

cos —cos(kB)< P, G > Ng) 3 3

E—— = =—Cos f———cCos2p3
1-(<p, G>) 11 2 2

3

A=
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ve

A +J1_ cos? (kB)+cos? B—2cos(kB)cos B< P, G >

1_(< ﬁ! q >)2

:1\/1—gcos2 ﬂ—%cos2 23 +/3cos Bcos2f3

olarak bulunur. Boylece

)"((ﬁ)=( cos2/, %cosﬂ—1c032ﬂ+\/_ 1—§cos /3’——cos 2,8+J§cos/3’cosZ,B,
3 1 3

2\/§cos[3——0032ﬂ+\/_ 1——cos ,B——cos 2,B+\/§cos,b’cosZﬂJ

dir.

“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

>nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[ab,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);

> RETURN(tau=abs(simplify((dp(xp(Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))*2),symbolic)));
>end:

> X:=[cos(2*beta), (3/(2*sqrt(3)))*cos(beta)-1/2*cos(2*beta)+(1/(sqrt(2)))*(sqrt(1-
3/2*(cos(beta)*cos(beta))-
3/2*(cos(2*beta)*cos(2*beta))+sqrt(3)*cos(beta)*cos(2*beta))),(3/(2*sqrt(3)))*cos(beta)-
1/2*cos(2*beta)-1/(sqrt(2))*(sqrt(1-3/2*(cos(beta)*cos(beta))-
3/2*(cos(2*beta)*cos(2*beta))+sqrt(3)*cos(beta)*cos(2*beta)))];
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> curv(X);

> tor(X);

X =

cos(2B), % V3 cos(B) — % cos(2B)
+Lyz

4

\/4 - 6cos([3)2 — 6cos(2 B)2 + 43 cos(B) cos(2B) ,
1 1
1T cos(B) — £ eos2)
1
— ?\/7
\/4 - 6c0s([3)2 — 6cos(2 B)2 + 43 cos(B) cos(2B)

L (1 + 2008 V7 - 243008(8)'

+ 1008cos(B)® — 6483 cos(B)’ + 486 cos(B)*

12

— 483 cos(B)’) (-1 — 12cos(B)" + 43 cos(B)’
+9cos(p) = 2T eos() ) /

(-1~ 9c0s(B) ~ 65 cos(p)

+ 1728cos(B) ' V3 — 3264cos(B)’ V3 + 2160cos(B)
— 324c0s(B)® + 22683 cos(B)” — 7023 cos(B)’

+ 96\/?cos(|3)3 - 1728005([3)12 — 495 cos(|3)6
12

+ 189c0s([3)4) cos([_’))3/2 (3 cos(B)3 — 9 cos(B)
+2v3)"7)

10

277 [(

(-2—24 cos(B)4 + 8ﬁcos([§)3 + 18 cos(B)2
- 4\/?c0s(B))1/2 (1- 6cos(B)6 + 27\/?cos(B)5
— 45 cos(B)4 + 10\/?c0s([3)3 — 3\/?005([3)))/(1

+ 24 cos(B)9 J3 —243 cos(B)8 + 100800s([3)6
— 6483 cos(B)5 + 486003([3)4 — 483 cos(B)3)‘
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bulunur. Ornegin, ﬂ:% degeriicin k¥ ve ¢ degerleri

> evalf(subs(beta=Pi/4,curv(X)));
K =1.58276867!

> evalf(subs(beta=Pi/4,tor(X)));
T =10.0818498850

olarak elde edilir. Bu ise egrinin dizlemsel olmayan bir egri oldugu gorilur. (Sekil 3.4.(a),
Sekil 3.4.(b))
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Sekil 3.4.(a) Sekil 3.4.(b)

Teorem 3. 2. P( P, P, p3) ve Q(ql,qz,qg) birim kire Gizerinde farkli iki nokta ve n#0
olmak iizere M, N tamsayilar olsun. P ve{ vektdrleri dik ise, d (P, X):d(Q,X)=m:n
oranini saglayan kire Uzerindeki X (xl, Xy, X3) noktalarinin geometrik yeri;

i) Eger m=n ise

X(a)=cosa p+cosa GFVl-2cos’a T
ile verilen I56 yayinin orta dikme blylk ¢gemberidir.
i) Eger m#n ise
X(B) =cos(kp) E)+cosﬁc”1rr\/"1—cos2 (kB)+cos® B F

ile verilen duzlemsel olmayan bir egridir.
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Ispat 3.1.2. i) Teorem 3.1.1 () den 4 =4, = cosa ___ cOSa ve

(1+coss) (+<p,G>)

_ 2cos’a
1+<p,g>

oldugunu biliyoruz. P ve ( dik olduklarindan <p, q) =0 dir.

Jo=7 L

Boylece , 4, =4, =cosa ve A, =F\1-2c0s’a dir. Dolayisiyla
X(a)=cosa p+cosa GFVl-2cos’a T

dir. Bu ise kire ylzeyi Gzerinde bir buyluk ¢gember belirtir.

cos(kg)—cos < P, G> _ cos f—cos(kB)< P, G>
1-(<p,G>)’ ' 1-(< P, G>)

i) Teorem 3.1.1 (i) den 4 =

ve

oldugunu biliyoruz. p ve q dik

A _+\/1_ cos’ (kB)+cos® f—2cos(kB)cos < P, G >
- 1-(<p, G>)°

olduklarindan <f), q) =0 dir. Boylece

Ay =cos(kp), A, =cos B ve 1, =x,[1-cos’(kf3)+cos? B

olur. Dolayisiyla

X(B) =cos(kpB) |T)+cos,8(j$\,/1—cos2 (kB)+cos* B

bulunur.

Ornek 3.5. S? birim kiire yiizeyi tizerinde P(1,0,0) ve Q(0,1,0) iki nokta olsun.
d(P,X):d(Q,X)=1:1 olacak sekilde kiire yiizeyi tizerindeki X (x,,X,,X;) noktalarinin
geometrik yerini bulalim.

Cozim: P(1,0,0) ve Q(0,1,0) noktalari igin F:”?Xq” oldugundan R(0,0,1) bulunur.
pxq

Buradan, a = f oldugundan cOS« =C0S £ dir. Simdi, X vektoriini
X = AP+ ,G+AF
= 7,(1,0,0)+ 4,(0,1,0)+4,(0,0,1)
=(4,0,0)+(0,4,0)+(0,0,4,)
= (A Ay %)
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seklinde yazabiliriz. X € S? oldugundan ||)?|| =1 dir. Dolayisiyla,

A2+ A7 + A7 =1 dir. Buradan,

ve buradan da

Jo= L= 27 =2

elde edilir. 4, =cosa ve A, =cos /8 olup cosa =cos S oldugundan 4 = A, dir. Buradan,

Ay = i\/l— 1% = 1\/1—20082 a olarak bulunur. O halde;

X(a)= (cos a,cos o, FyJ1— 2cos? a)

denklemi elde edilir.
Maple 15" programi ile asadidaki hesaplama bu egrinin egriliginin & =1 ve burulmasinin
7 =0 oldugunu gbsterir.

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

>nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

>local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> |local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
>end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

> RETURN(tau=simplify((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))*2),symbolic));
>end:

> X:=[cos(alpha),cos(alpha), (sqrt(1-2*((cos(alpha))*cos(alpha))))];

X:=[cos(o¢),cos(0c),\/ 1 - 2cos(0t)2 ]

> curv(X);

> tor(X);
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Bu ise egrimizin bir dizlemsel egri, yani bir bliylik gember oldugunu gosterir. (Sekil 3.5.)

15

Sekil 3.5.

Ornek 3.6. S? birim kire yiizeyi lizerinde P(0,0,1) ve Q(0,1,0) iki nokta olsun.

d(P,X):d(Q,X)=1:1 olacak sekilde kiire yiizeyi tizerindeki X (X,,X,,X;) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

X

ol
el)

Cozim: P(0,0,1) ve Q(0,1,0) noktalari igin F =

oldugundan R(1,0,0) dir.

X

ol
o)

m=n oldugundan & = [ ve dolayisiyla da COSc =c0S S dir. X vektoriini
X = AP+ ,G+AF
= 7,(0,0,1)+ 4,(0,1,0)+ 4, (1,0,0)
=(0,0,4)+(0,4,0)+(4,0,0)
=(ﬂa’/12’/11)

seklinde yazabiliriz. X € S? oldugundan ||)?|| =1 dir. Dolayislyla, /112 +/122 +A,32 =1

bulunur. Buradan, 4> =1-A47°—4,” ve dolayisiyla 4, =F[1-4°—4,” bulunur.

A =cosa ve A, =cos S olup cosa =cos S oldugundan, A, = A, dir. Dolayisiyla,
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A= ;\/1_ 21°% = T1-2c0s’
olarak bulunur. Béylece,

X(a)=($\/l—2C052a,COSa,COSa) dir. Burada, 1—2cos*> @ >0 dir.

“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

>local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[ab,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
>end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

> RETURN(tau=simplify((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))* 2),symbolic));
> end:

> X:=[(sqrt(1-2*((cos(alpha))*cos(alpha))),cos(alpha),cos(alpha))];

X:=[ 1—-2 cos(ot)2 ,cos(a), cos(oc)]
> curv(X);
k=1
> tor(X);
=0
bulunur. k=1, =0 oldugundan egrimiz bir dizlemsel egri olup, bir buyuk gember belirtir.

(Sekil 3.6.)

44



Sekil 3.6.

Ornek 3.7. S° birim kiire yiizeyi lizerinde P( iki nokta

Jouly g
5 NN
olsun. d(P, X):d(Q, X )=1:1 olacak sekilde kiire yiizeyi tizerindeki X (X,,X,,%;)

noktalarinin geometrik yerini bulalim.

Co6zim: P( j ve Q( - j noktalari igin f = ﬁxq oldugundan
2’ \/_ V2’ J_ | pd]

R(0,0,1) dir. m=n oldugundan & = f olup COSa =cos S dir. X vektoriinii

X =AP+ A0+ 4F

:4{%,%,0) (% —% j %5(0,0.1)
~(Fr o ggo)oon
:(E(ﬂl%),ﬁ(ﬂi—@),ﬂgj

seklinde yazabiliiz. X € S oldugundan |X|| =1 dir. Dolayisiyla;

%(ﬂi +4,) +%(ﬂ1 —2,)" + 4 =1 bulunur. Buradan, 42 +4,% + 4, =1 ve dolayisiyla

T fl_ﬂlz_ﬂ?z

bulunur. 4, =cosa ve 4, =cos g olup COSa =C0s S oldugundan; A, = A, bulunur.

Boylece, A, = 1\/1—2212 = 1«/1—2COS2 o olarak bulunur. O halde,
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X(cx) :(\/50050:,0, FV1-2cos’ a) dir. Burada, 1—2¢0s* & >0 dir. Bu egrinin

Xz - dizleminde yatan bir bliyik ¢cember oldugu agiktir.
Ayrica, “Maple 15" programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

>local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> [ocal Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

> RETURN(tau=simplify((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))*2),symbolic));
> end:

> X:=[(sqrt(2)*cos(alpha),0,sqrt(1-2*((cos(2*alpha))*cos(2*alpha))))];

X:= [\/7 cos((x),O,\/ 1 —2cos(2 oc)2 ]

> curv(X);

-1+ 6cos(0c)2 — 24 cos(oc)4 + 16 cos(oc)6
2)3/2

k=4
(1 — 12800s(0t)6 + l36cos(0c)4 — 40 cos(a)
> curv(X(t));

> tor(X(t));

oldugu gorilir. Yani egrimiz bir dizlemsel egri olup, bir blyik gemberdir. (Sekil 3.7.)
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Sekil 3.7.

Ornek 3.8. S? birim kiire yiizeyi lizerinde P(1,0,0) ve Q(0,1,0) iki nokta olsun.

d(P,X):d(Q,X)=2:1 olacak sekilde kiire yiizeyi tizerindeki X (X,,X,,X;) noktalarinin

geometrik yerini bulalim.

X

o
0

Coziim: P(1,0,0) ve Q(0,1,0) noktalariigin F = oldugundan R(0,0,1) bulunur.

[pd]
m=2, n=1 oldugundan a =2/ dir. O halde; COSa =C0s2/ dir. Buradan,
X=A4P+A0+ 40
221(1,0,0)+22 (0,1,0)+23(O,0,1)
=(%4:0,0)+(0,4,,0)+(0,0,4)
=(4 Ao 4s)

yazilabilir. Diger taraftan, X € S? oldugundan ||7(|| =1 dir. Dolayisiyla,

X

o
Eel]

A%+ A% + 2.7 =1 bulunur. Buradan,

T =27 -2

bulunur. 4 =cosa =cos2f ve 4, =cosf oldugundan, A, =¢\/1—C052 B—cos*2f drr.

Bdylece,

X(B)= (cos 23,¢08 f3, 1\/”1—0032 3 —cos® 2/3)

denklemi elde edilir. Burada, 1—cos® —cos’ 23>0 olmalidr,
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“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[ab,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);

> RETURN(tau=abs(simplify ((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))* 2),symbolic)));
> end:

> X:=[cos(2*beta),cos(beta),sqrt((1-(cos(beta)*cos(beta))-cos(2*beta)*cos(2*beta)))];

X:=[cos(2 B),COS(B),\/ 1— cos(|3)2 — cos(2 [3)2 ]

> curv(X);
cos(B)2 —4

(cos(p)? —3)""

> tor(X);

\/ -4 cos(B)2 +3
cos(ﬁ)2 —4

T=

Ornegin, ﬁz% degeri igin k¥ ve r degerleri
> evalf(subs(beta=Pi/3,curv(X)));

k=1.10323613¢

> evalf(subs(beta=Pi/3,tor(X)));
1 =0.3771236161

bulunur. Buradan; egrimizin diizlemsel olmayan bir egri oldugu goérulir. (Sekil 3.8. (a), (b))
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T
ke : m ] 15 RS
T
=~
E-1 5
Sekil 3.8. (a) Sekil 3.8. (b)

Ornek 3.9. S* birim kiire yiizeyi tizerinde P(0,0,1) ve Q(0,1,0) iki nokta olsun.

d(P,X):d(Q,X)=1:2 olacak sekilde kiire yiizeyi lizerindeki X (X,,X,,X,) noktalarinin
geometrik yerini bulalim.

X

ol
el)

Cozim: P(0,0,1) ve Q(0,1,0) noktalari igin F = oldugundan R(1,0,0) bulunur.

[pd]
m=1 n=2 oldugundan S =2« dir, ve dolayisiyla COS2¢ =C0s 3 dir.
X =4 P+ A0+ 40
= 2,(0,0,1)+ 4,(0.1,0)+ 4 (1,0,0)

=(0,0,4)+(0,4,0)+(4,0,0)
=441 41)

yazabiliriz. X € S* oldugundan ||)?|| =1 dir. Dolayisiyla, 4,° +4,° +4° =1 bulunur.

X

ol
e}

Buradan,

T == 27 -2

bulunur. 4, =cosa ve A, =cos 3 =cos 2 oldugundan, A, = F/1—cos? @ —cos? 2

olarak bulunur. O halde,

X(a)= (ixll—COSZ o —C0s? 2, C0S 2cx, COSa) dir. Buradan:

denklemi elde edilir.
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“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

>[a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> |local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
>end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,alpha);

> Xtt:=diff(Xt,alpha);

> Xttt:=diff(Xtt,alpha);

> RETURN(tau=abs(simplify ((dp(xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))* 2),symbolic)));
> end:

> X:=[sqrt(1-(cos(alpha)*cos(alpha))-
(cos(2*alpha)*cos(2*alpha))),cos(2*alpha),cos(alpha)];

X:= [\/ I - cos(ot)2 — cos(2 oc)2 ,cos(2a), cos(a)]

> curv(X);

cos(oc)2 —4
)3/2

(cos(oz)2 -3
> tor(X);

\/ -4 cos(oc)2 + 3

cos(oc)2 —4

"c:

Ornegin, a:% degeriigin k¥ ve r degerleri

> evalf(subs(alpha=Pi/3,curv(X)));
K=1.10323613¢

> evalf(subs(alpha=Pi/3,tor(X)));
1=0.3771236161
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bulunur. Buradan; egrimizin diizlemsel olmayan bir egri oldugu gorular. (Sekil 3.9. (a), (b))

Sekil 3.9. (a) Sekil 3.9. (b)

%’%’OJ ve Q(%,—%,Oj iki nokta

olsun. d (P, X):d(Q, X )=2:1 olacak sekilde kiire lizerindeki X (X, X,,X;) noktalarinin

Ornek 3.10. S° birim kiire yiizeyi lizerinde P(

geometrik yerini bulalim.

L P>q oldugundan

1 1 -
—,—,0]| ve Q(_,__,Oj noktalariigin  F = _——
22 J 22 |p<d|

R(O, 0,1) bulunur. m=2, n=1 oldugundan & =2/ dir. O halde; COSa =C0S2/ dir.

Coziim: P[

Simdi, X vektorini P,  ve I vektorlerinin bir lineer kombinasyonu olarak yazalim:

O

dir. X €S? oldugundan ||X||=1 dir. Dolayistyla, %(21 +24,) +%(21 A )+ A2 =1

bulunur. Buradan, 4> +4,% + A, =1elde edilir. Boylece,

T =27 -2

bulunur. 4 =cosa =cos2 ve 4, =cos B oldugundan;
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A= 1\/1— cos?23—cos® B olarak bulunur. O halde;

X(B)= (%(cos 2ﬂ+cosﬂ),%(cos 2,B—cosﬁ),$\j1—cos2 23 —cos’ ,Bj

dir. Burada, 1—cos” 25 —cos” >0 saglanmalidir.

“Maple 15” programiyla yapilan asagidaki hesaplamalardan;

> dp:=proc(P,Q)

> P[1]*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*Q[3];

>end:

>nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

>end:

> xp:=proc(P,Q)

> |ocal a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*Q[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

>end:

> curv:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp (Xt,Xtt)))/(nrm(Xt))*3,symbolic)));
> end:

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);

> RETURN(tau=(simplify ((dp (xp (Xt,Xtt),Xttt))/(nrm(xp (Xt,Xtt))*2),symbolic)));
>end:

> X:=[(1/sqrt(2))*(cos(2*beta)+cos(beta)),(1/sqrt(2))*(cos(2*beta)-cos(beta)),-sqrt(1-
(cos(beta)*cos(beta))-(cos(2*beta)*cos(2*beta)))];

X:—[% V2 (cos(2B) + cos(B)), % V2 (cos(2B) — cos(B)),
—\/ 1— cos(B)2 — cos(2 B)2 ]

> curv(X);
2
—4
COS(E) 3/2
(cos(B)” - 3)

> tor(X);

B \/ -4 cos([i)2 +3
= 2
cos(B)” — 4

elde edilir. Ornegin, az% degeriicin k¥ ve r degerleri

> evalf(subs(beta=Pi/3,curv(X)));
K=1.10323613¢
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> evalf(subs(beta=Pi/3,tor(X)));
1=0.377123616:

bulunur. Bu ise egrimizin dizlemsel olmayan bir egri oldugunu goésterir. (Sekil 3.10.(a),(b))

Sekil 3.10. (a) Sekil 3.10. (b)
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