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KURESEL GEOMETRIDE BAZI UYGULAMALAR
Sermin DURA
Ozet

Bu calismanin amaci Oklidyen olmayan Kiiresel Geometriyi tanitip, Diizlem ve
Kiiresel Geometriyi karsilastirmak, Kiiresel Geometri ile Hiperbolik Geometri
arasindaki benzerlikleri ve farkliliklar1 arastirmaktir.

1. Boliimde Kiiresel Geometrideki temel kavramlar hakkinda bilgi verilmistir.

2. Bolimde Diizlem ve Kiiresel Trigonometri tanimlanarak, siniis ve kosiniis
bagintilarinin iligkileri karsilagtirilmastir.

3. Boliimde Pisagor Teoremi, Kiiresel Geometri icersinde yapilandirilmastir.

4. Boliimde ise kiiresel geometrinin bir uygulamasi olarak sig su dalga denklemleri
calisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiiresel Geometri, Kiiresel Trigonometri, Oklidyen Olmayan

Geometri, S1§ Suda Dalga Denklemleri.
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SOME APPLICATIONS IN SPHERICAL GEOMETRY
Sermin DURA

Abstract

The aim of this thesis is to introduce the Non-Euclidean Spherical Geometry
and to compare of Plane and Spherical Geometry by searching the analogies and
differences between Spherical Geometry and Hyperbolic geometry.

In the first chapter, about basic concepts on Spherical Geometry information is
given.

In the second chapter, Plane and Spherical trigonometry are defined and their
connections of sines and cosines relations are compared.

In the third chapter, the Pythagoras theorem in Spherical Geometry is
constructed.

In the fourth chapter, as an application of Spherical Geometry the shallow water
wave equations are studied.

Keywords: Spherical Geometry, Spherical Trigonometry, Non-Euclidean Geometry,

The Shallow Water Wave Equations.



GIRIS

Temel diizlem geometri noktalar, cizgiler ve bunlarmn etkilesimlerini konu
alirken; Arap ve Yunanlilarin eskiye dayanan geometrisi Kiiresel Geometri ile ilgiliydi
(kiire olarak nitelendirilen diinyanin geometrisidir). Diinyamizin seklinin bir kiireyi
andirmasi nedeniyle kiiresel geometri astronomi ve fizikte dnemli uygulama alanlarina
sahiptir. Bu tez ¢aligmasinda kiiresel geometriyi tanitip Oklid ve Hiperbolik Geometri
ile aralarindaki benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya koymaya calisacagiz ve son boliimde
kiire iizerinde ki s1g su tabakasi iizerinde meydana gelen dalgalarin hareket

denklemlerini ve ¢oziimlerini bir uygulama olarak sunacagiz.



1. BOLUM
KURESEL GEOMETRIDE TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Kiiresel Geometrideki Temel Tanimlar

Tamm 1. Ug boyutlu Oklid uzay1 R’de bir kiire, sonlu fakat sinirsiz iki boyutlu
bir yiizeydir.

Acik olarak ti¢ boyutlu uzayda orijin ad1 verilen sabit bir noktadan esit uzaklikta
bulunan noktalarin kiimesi bir kiire yiizeyi olusturur. Bir kiire iizerinde bulunan bir

cember, o kiirenin diizlem ile olan arakesitidir.

Kiiresel Geometri bir kiire yiizeyi iizerinde yapilan geometri olup iki
boyutludur ve genel olarak Oklid diizlem geometrisinden farklidir. Ornegin kiire
yiizeyi ilizerine bir dogru cizemeyiz. Bu farklar1 ikinci boliimde detayli sekilde
inceleyecegiz. Bunun yerine burada diizlem geometri deki dogrulara karsilik gelen
kiirenin yaricapi ile ayn1 yarigapa sahip olan ve biiyiik cemberler adin1 verecegimiz

cemberleri goz Oniine alacagiz.
Biiyilik cemberlere 6rnek olarak ekvatoru ve boylam cizgilerini verebiliriz.

Biiylik cemberleri; kiirenin merkezinden gecen diizlemlerle kiireyi kesmek
suretiyle, kiire ile diizlemin ara kesit egrisi olarak elde edebiliriz. Bu biiyiik cemberlere
kiirenin jeodezikleri adim verebiliriz. Boylece diizlemde iki nokta arasindaki en kisa
uzaklhigi veren dogru parcalart yerine kiire yiizeyi {iizerindeki farkli iki noktayi
birlestiren biiyilk ¢cember yaylarinin uzunlugu kiire yiizeyi iizerindeki iki farkli noktay1

birlestiren en kisa uzaklig1 verecektir.

Yaricapr r>0 ve merkezi (0,0,0) noktasinda olan bir kiire denklemi,
X+ y*+z77=r dir

Eger yaricap 1 ise kiireye birim kiire denir.

Tanim 2. (Kiiresel A¢1)

Bir kiire ylizeyi iizerinde bir noktadan gecen iki biiylik cember arasindaki aci, bu

biiyiik cemberlerin {izerinde bulundugu diizlemler arasindaki a¢1 olarak tanimlanir.



Sekil 1. (kiiresel agi, APX=AOX dir.)

Tamm 3. (Kiiresel Ucgen)

Ucii birden aym biiyilk ¢ember iizerinde bulunmayan biiyiik cemberler

tizerindeki ii¢ nokta bir kiiresel ticgen tanimlar.

Oyle ic nokta A,B,C ise AB, BC ve CA yaylarinin uzunluklari, kiirenin birim
kiire olmas1 durumunda 7 ’den daha kiigiik olan yaylar1 alinmalidir. Ciinkii kiire ylizeyi
tizerinde iki nokta verildiginde bu noktalar1 iki tane biiyiik ¢ember yay1 ile
birlestirmemiz miimkiindiir. Bir biiyiik cemberin uzunlugu 27 olarak diisiiniildiigiinde,
bunun iizerindeki iki nokta karsit noktalar olmadigi siirece birisi 7 ’den kiiciik digeri
7’den biiyiik iki yay parcast olusturur, biz bunlardan 7 den kiiciik olan1 almaliy1z.
Diger taraftan kiire lizerinde bir nokta verildiginde bu noktayr kiirenin merkezi ile
birlestirdigimizde uzantisinin kiireyi deldigi diger nokta bu noktanin karsiti olarak
adlandirilacaktir. Eger A ve A' karsit noktalar ise AA' biiyiik cember yayinin uzunlugu
7 olur. AA' dogru pargasi ise kiirenin veya bilyiikk cemberin ¢apini olusturur. Kiiresel
ticgeni tanimlarken noktalarin herhangi ikisinin karsit noktalar olmadigina dikkat

etmeliyiz.

Ayrica kenarlar jeodezik pargalardan olusan bir kiiresel iiggenin herhangi bir

kenarinin uzunlugunun, diger iki kenarin uzunluklar1 toplamindan daha kisa olacagi



aciktir. Oklid diizleminde bulunan bir iicgenin i¢ agilar1 toplami 180° olmasina karsin
bir kiiresel iiggenin i¢ acilari toplami 180°den daima biiyiiktiir. Bir diizlemsel iicgenin

en cok bir dik agis1 olabilmesine karsin bir kiiresel iiggen ii¢ tane dik aciya sahip

olabilir.

Simdi kiire ylizeyi lizerinde bulunan ii¢ nokta A,B,C olsun ve A,B,C
noktalarinin olusturdugu diizlem kiirenin merkezinden ge¢cmesin. Bu durumda bu ABC
diizlemine paralel olacak sekilde ve kiirenin merkezinden gecen bu diizleme paralel bir

diizlemi gz Oniine alabiliriz. Bu paralel diizlem orijinden gectigi i¢in kiireyi iki esit

yari-kiireye ayiracaktir. Ustelik A,B,C noktalarinin olusturacag AZA?C ticgeni bu yari-
kiirelerden sadece birisinde yer alacaktir. Boylece kiiresel ABC iiggenin her parcast 0
ile 7 arasinda kalacak sekilde sinirlandirilmig olur. Bu durumda iiggenin bulundugu
bolgede acilarin kosiniisleri tek degerli olmasina ragmen siniisleri tek degerli
olmayabilecektir. Bu nedenle kiire iizerinde bir aciy1 kosiniisleri cinsinden ifade etmeye

0zen gosterecegiz.

Bu cemberler A,B ve C noktalarinda kesistigini diisiiniirsek ABC kiiresel ticgeni

olusur ve a, f ve ¥ i¢ agilar1 gosterir.(Sekil 2)

Sekil 2. (Kiiresel Ucgende Acilar)

Eger ii¢c biiylik cemberin kesistigi noktalara A,B ve C desek A',B' ve C' karsit
noktalardir. Boylece ABC,A'BC,AB'C,ABC',AB'C',A'BC',A'B'C,A'B'C'

kiiresel iiggenleri olusur.(Sekil 3)



Sekil 3. (Kiiresel Ucgende karsit noktalar)
Tamim 4. (Kiiresel Ucgenin Acilarr)

Kiiresel bir iiggen alt1 ac1 belirler: A,B ve C koselerindeki acilar kiiresel {icgenin

ic acilar1 yani biiyiik ¢cemberin tegetleri arasindaki agilardir. Bu agilan «,f ve ¥
olarak gosterecegiz.
Sekil 4 de goriildiigii gibi BC, CA ve AB yaylar aslinda birer agidir. BC yayina

a, CA yaymma bve AB yayma da ¢ dersek ve kiirenin yaricapim1 da 1 olarak

diistiniirsek; a,b,c merkez a¢1 olur. Bu agilara kenar agilar denir.

Sekil 4. (Kiiresel Ucgende Acilar ve Yaylar)

Tamm S. (Kiiciik Cemberler)

Kiirenin merkezinden ge¢cmeyen bir diizlem ile ara kesitinden elde edecegimiz

cemberlere kiirenin kiiciilk ¢cemberleri adi verilir. Kiigiik ¢emberin kutup noktalari



kiiciik cemberin diizlemine dik olan kiirenin capinin extremum degerleridir ve bunlar

P ve Q ile gosterilmektedir.

T

Q
Sekil 5.

Buna gore kiiciik cemberlerin yaricapt daima kiirenin ya da biiylikk ¢emberlerin
yaricaplarindan kiigiiktiir. Sekil 5’de AB bir kii¢iik cemberi CD ise ona paralel olan
bir biiyilk cemberi gostermektedir. Her iki cember aym1 P ve Q kutup noktalarina
sahiptir. Simdi r yaricaph bir kii¢iik ¢cember géz Oniine alalim. Biiyiikk ¢emberin bir
yaym1 da AP =46 ile gosterelim. Diizlemsel AOS ii¢genini géz Oniine alalim. AB
kiigiik cemberinin noktalar1 P kutup noktasindan sabit uzaklikta bulunur. Bu nedenle
kiirenin kiiciik cemberleri diizlem geometrideki ¢emberlerin gorevini yaparlar. 8 kiigiik
cemberlerin noktalarinin kutup noktasindan ayni yiikseklige sahip olduklarini kolayca

gorebiliriz. ¢ ise kutup noktasinda yay tarafindan belirlenen kiiresel agidir. O halde,

AS = AO sin(AéSj

yazilabileceginden r=sinf elde ederiz. Burada AO =1 birim ve AS =r olarak

kullandik.



Simdi AB kiigiik ¢cemberi iizerinde bir E noktasi alalim. P ile E’yi biiyiik
cember yay1 ile birlestirip biiylik ¢emberinin ekvatoru yani CD biiyilk ¢cemberini

kestigi noktayr F ile gosterelim. Bu durumda PE yayinin yine € agisini belirtecegi

aciktir. APE  kiiresel acisim¢ ile gosterelim. Yine es deger olarak COF=¢
yazabiliriz. AS , AE kii¢iik cember yayina paralel oldugundan,

AE = r ASE = ¢sin 6
yazabiliriz. Burada, bu uzakligin yani ¢sin@’nin A ile E arasindaki en kiigiik uzaklik

olmadigina dikkat etmeliyiz. Burada A ile E arasindaki en kiiciik uzaklik A ile E yi
birlestiren biiylik cember yayi ile alinacaktir. Boylece bir kiiciik ¢ember yayr hicbir

zaman bir kiiresel icgeni olusturamayacaktir.

1.2 Kiiresel Koordinatlar ve Kiiresel Ucgenler icin Bazi Sonuclar

Simdi birim Kiire iizerinde bir A noktasi kartezyen koordinatlarda (x,y,z) ile

verilsin. x* + y* +z> = r* oldugunu biliyoruz. Ayn1 noktanin kiiresel koordinatlarin1 da

(r,0,9) ile gosterelim. Kolay bazi trigonometrik hesaplarla, yarigap1 r olan bir kiirenin

lizerinde bir P =(x,, y,.z,) noktasi alindiginda;

TTe L X4 M Yo, o) - (19,2)

io

Sekil 6. ( (x, y, z) Koordinatlar)

alinan (x,,y,,z,) noktast sekil 6’daki gibi (r,6,¢) seklindeki koordinatlara sahip

olsun. Burada r, X noktasinin baslangic noktasina olan uzakligidir ve r > 0dir. @ ise



X noktasimi baslangi¢c noktasina birlestiren dogrunun, xy koordinat diizlemine dik
izdisimii  olan  dogrunun  xekseniyle yaptigt a¢imin  radyan  olarak

olciisiidiir. (0<0<27) ¢ ise X noktasim baslangic noktasina birlestiren dogru ile
.. . T T - . .
xy-diizlemi arasinda kalan acidir. (_E <p< E) Simdi  (x,,y,2,) ile (r,6,9)

arasindaki bagintilari inceleyelim: OXA dik iicgeninde ;
cos¢=% & OA=rcos¢@
r
ve

sin¢:ﬁ(:) XA =r.sing
r
dir. Sekilde goriildiigii gibi XA =|z,| dir. Buradan z, =r.sin¢ elde edilir. OAB dik

ticgeninde;
cosé?:@(:)OB:OA.cosﬁ (1.1)
OA

olur ve OA =r.cos¢ ifadesini (1) de yerine yazarsak,
X, =0B =0A.cos 8 =r.cos@.cos @ (1.2)
elde edilir. Yine ayn1 sekilde;

sinﬁz%@AB=0A.sin9=r.cos¢.sin9:>y0=r.cos¢.sin0 ve z,=r.sing (1.3)

elde edilir. (1.2) ve (1.3) den:
X =r.cos@.cos@
y =r.cos@.sin @

Z=r.sing

ifadeleri bulunur. Bunlara, P noktasinin kiiresel koordinatlar1 denir.



X=rcosgoos B
i 2 Y=rcozgsind
I=rang

Sekil 7. (Kiiresel koordinatlar)

Ornegin; kiiresel  koordinatlari (2,%,%) olan noktanin kartezyen

koordinatlarinmi1 bulalim;

X, =r.cosg.cos@ = 2c0s ZcosZ =0
32
Yo =7.sinf.cos@ = 2sin§cos§:1

Zy=r.sing= ZSil’lg =3
ten (O, 1, \/§ ) bulunur.

Simdi, kartezyen koordinatlari l,l,i ile verilen noktanin kiiresel
2’2’2

koordinatlarini bulalim;



F=alXyty,t2, = —+l+l—1
0T Yo T% 44 9
-1
¢:sm1—°=s1n’lﬁ=z pe|-=,=
r 1 4
1
_ . V4
6 =tan" 20 tanl%:— (x,>0,y,>0)
X, 14
2

Sonug olarak, noktanin kiiresel koordinatlari (1,%,—%) seklinde elde edilir.

Simdi @ ve¢ yi sekil 8’ deki gibi alirsak ve r =1 alirsak;

Q
Sekil 8.

x=sin@cos@P,y =sin@sin @,z =cos

(1.4)

yazabiliriz.

Simdi kiiresel geometride 6nemli rol oynayan dort denklem elde edecegiz.

Birim yarigapl kiire yiizeyi iizerinde bir kiiresel iiggen ABC olsun. AB yayr ¢=0

10



olacak sekilde referans biiyilkk ¢emberi olsun. Boylece B noktasinin koordinatlari

(1,¢,0) olacaktir. Burada @ =c ve ¢ =0 dir.

A (6=0,0=0)

Sekil 9. (a) (B ve C noktalarinin yer vektorleri) (b)(D noktasinin yer vektoril)

A noktasi, kiirenin =0, ¢ =0 olacak sekildeki kutup noktasi olarak alinmistir

ve AB yayr ¢ =0diizlemi yani esas meridyen iizerinde yer almaktadir. C noktas1 ise

0 =b,p0=A seklinde bir noktadir. Simdi kiirenin merkezine gore B ve C noktalarinin

yer vektorlerini sirasiyla 7, ve 7. ile gosterelim. Boylece,

r, = (sin 8, cos @, sin 8, sin g, cos G, ) =(sin ¢, 0,cosc)
ve
r. =(sinbcos A,sinbsin A,cosb)
yer vektorleri olur. Bu iki yer vektorii arasindaki aci ise biiylik cember yaylari
tarafindan olusturulan kiiresel iicgenin BC kenarinin uzunluguna esit olacaktir. Burada

r, ve 1. ‘nin gergekte birim uzunluguna sahip vektorler oldugu goriilebilir.

O halde, bunlarin skaler carpimlart birinin, digeri istiine olan dik izdiisiimiiniin
uzunlugunu verecektir. Boylece,

IyIp =COSa (1.5)

11



yazabiliriz. r, ve r. yerine yukaridaki esitlikleri yazar ve diizenlersek,

A

cosa =cosb.cosc+sinb.sinc.cos A (1.6)
elde ederiz. Bu denkleme kiiresel kosiniis formiilii ad1 verilir. Bu formiil temel olup
diger biitiin formiilleri bundan yararlanarak kolayca elde edebiliriz. Bir diger formiil ise

1. ile rynin vektorel carpimindan elde edilebilir 7, ile 7. arasindaki aginin BC yay1
veya BC =a ile verildigini gorebiliriz. O halde r, kiire iistinde B ve C nin her

ikisinden 90° olan kiire iistiinde bir noktaya (D noktas1) dogru bir birim vektorii
gostermek lizere,

Io X1y, =1,sina
yazabiliriz. Burada D noktasinin koordinatlar1 8, = AD ve ¢, = BAD dir. Kartezyen

koordinatlarla kiiresel koordinatlar arasindaki bagintilar1 kullanarak r,’yi kartezyen
koordinatlarda,

r, =(sin ADcos BAD,sin ADsin BAD,cos AD)

yazabiliriz. Boylece,

i J k
T.Xry =|sinbcosA sinbsinA cosbh

sinc 0 cosc
=(sinbcoscsin A,cosbsinc—sinbcosccos A,—sinbsincsin A)
=r,sina

yazabiliriz. Buradan,

(sinbcoscsin A,cosbsinc—sinbcosccos A,—sinbsincsin A)

=sina(sin AD cos BAD,sin AD sin BAD, cos AD) (1.7)

elde ederiz. Buradan karsilikli bilesenleri esitlemek suretiyle iki 6nemli formiil daha

elde ederiz: BAD iiggenini goz oniine alalim. BC biiyiik cemberinin kutbu D noktasi,

BD yay1 =CD =90°, BD L CDve ABD =90° + B oldugunu goz 6niinde bulundurup

BAD iicgenine yukaridaki kosiniis kuralin1 uygularsak,
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cos AD = sinccos(90° +B) = —sin Bsinc¢

elde ederiz.

Bu ifadeyi (1.7) denklemindeki r, nin z-bileseninde yerine yazarsak sonra da

esitlersek;

si.nA:si.nB:si.nC (1.8)
sina sinb sinc

denklemlerini buluruz ki bu ifadeye siniis formiilii adi verilir. Bunu aym1 BAD
ticgenine uygularsak,

sin AD sin AB sin BD

sin ABD sin ADB  sin BAD

buluruz. Boylece,

sin AD sin BAD = sin ABD =sin (900 + B) =cos B

veE

cosbsinc—sinbcosccos A=sincsin ADsin BAD =sinacos B

veya

sinacos B =cosbsinc—sinbcosccos A

buluruz. Bu formiil siniis formiiliiniin bir benzeridir.
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2.BOLUM
DUZLEM ve KURESEL TRIGONOMETRI
2.1 Diizlem ve Kiiresel Trigonometrinin Karsilastirilmasi

Oklidyen olmayan geometri Oklid geometrisindeki temel postulatlar iizerine
kurulmayan geometridir. Oklid geometrisindeki 5 temel postulat sunlardur:

1. Iki nokta bir dogru parcas1 belirler.

2. Bir dogruyu her iki uctan sonsuza genisletebiliriz.

3. Bir merkez ve yaricap bir cember tanimlar.

4. Biitiin dik agilar birbirine es degerdir.

5. Bir dogru ve disinda bir nokta verildiginde, verilen noktadan gecen ve verilen

dogruya paralel olan sadece bir tek dogru vardir.

Buradaki 5. postulat paralellik postulati olarak da bilinir.

5.postulat ayn1 zamanda icinde bulunulan uzayin geometrik olarak egriligini de
belirler. Eger herhangi bir uzay icin besinci postulatta oldugu gibi bir tek paralel soz
konusu oluyor ise uzayn egriligi sifir olarak tanimlanir. Yani uzay herhangi bir egrilige
sahip degildir. Eger verilen dogruya, disindaki bir noktadan en az iki paralel dogru
cizilebiliyor ise icinde bulunan uzayin egriligi negatif olarak tanimlanir. EZer bir
dogruya disindaki bir noktadan hi¢bir paralel dogru ¢izilemiyor ise uzayin egriligini
pozitif olarak tanimlariz. Oklidyen olmayan en onemli geometriler Kkiiresel ve

hiperbolik geometridir.

Hiperbolik geometri hiperbolik bir yiizey {iizerinde c¢alisilan geometridir.
Hiperbolik bir yiizey ise negatif egrilige sahiptir. Boylece hiperbolik geometride
S.postulat, bir dogru disindaki bir noktadan en az iki paralelin cizilebilecegi seklindedir.

Kiiresel geometri ise bir kiire yiizeyi lizerindeki geometri olup, kiiresel

geometride yukarida bahsettigimiz bu postulat asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1) Karsit olmayan herhangi iki nokta bir tek dogru belirler.(Karsit iki nokta ise
sonsuz sayida dogru parcasi belirleyecektir, karsit iki noktayr hatirlayalim:
Bir nokta verildiginde bu noktay1 kiirenin merkezine birlestiren dogruya

uzatirsak kiireyi deldigi diger nokta verilen noktanin karsit noktasidir.)

14



2) Bir dogru parcasit kiirenin cevresine esit olacak bir uzunluga kadar
genisletilebilir.

3) r yarigaph bir kiire verilsin. Kiire iistiinde bir nokta verildiginde yaricap:
< zr olacak sekilde bir tek cember belirleyebiliriz.

4) Biitiin dik agilar birbirine es degerdir.

5) Bir dogru ve disinda bir nokta verilsin. Bu noktadan gecen ve verilen

dogruya paralel olan hi¢bir dogru ¢izilemez.

Burada kiire i¢in dogrular biiyiik ¢emberler olarak tanimlanacagindan farkl
herhangi iki biiyiik ¢cemberin birbirini daima kesmek zorunda oldugu gercegi ile bunu
hemen kanitlayabiliriz. Diger taraftan kiire ylizeyi iizerinde iki nokta arasindaki en kisa
uzaklik bu iki noktadan gecen biiyiik ¢cember yayinin bir parcasidir, dolayisiyla biiyiik
cember yaylar iki noktay1 birlestiren dogru parcalart olarak goriilebilir. Bu ¢cember
yayini, verilen iki nokta ve kiirenin merkezi olan nokta bir diizlem belirleyeceginden bu
diizlem ile kiirenin ara kesiti bu iki noktadan gecen biiyiikk cemberi ve bu biiyiik

cemberin noktalar arasinda kalan pargasi da istenen dogru parcasini tanimlayacaktir.

Ayrica kiire yiizeyi lizerinde verilen ve herhangi ikisi aym bir biiyiik ¢ember
tizerinde olmayan ii¢ noktanin belirttigi ticgen, kiiresel geometrideki iigcgenler olarak
tanimlanir. BoOylece bu sekilde iki farkli iiggen tanimlamak miimkiin ise de bu
tamimlanabilen iki licgenden birisinin i¢ acilar1 180°den kiiciik digerinin ise 180°den
biiyiiktiir. Biz bunlardan 180°den kiiciik i¢ agilarin tanimli oldugu iicgeni esas alacagiz
ve bu iicgeni kiiresel iicgen olarak tanimlayacagiz. Ustelik bu iicgenin her bir kenarinin
uzunlugu birim kiire durumunda 7z ’den kiiciik olacaktir. Diger iicgende ise kenar
uzunluklar1 7 ’den biiyiik olabilecegi i¢in bu iki nokta arasindaki en kisa uzaklik olma

ile celiseceginden bu hali zaten ele almayacagiz.

Simdi i¢ acilann A,B,C ve karsilarindaki kenar uzunluklar1 a,b,c olan ABC

kiiresel iicgenini goz oniine alalim. A,B,C noktalarinin R*’te olusturacagi diizlemsel

A .
ABC ii¢geniyle kiiresel ABC ii¢cgeni icin ornegin Oklidyen diizlem halinde ¢ kenarinin
uzunlugu ile kiiresel iicgen halinde ¢ kenarinin uzunlugu oranini ve Oklidyen ve kiiresel

ticgenler halinde bunlarin alanlar1 oranini arastiralim:

Cu  Alany,

9
Ckur A lankur
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oranlarini bulmak istiyoruz.

Bu oranlar iiggenlerin sekline ve biiyiikliigiine gore degisecektir, ayn1 zamanda
kiire ile de baglantilidir. Bu oranlar1 ¢evre uzunlugu farkli kiireler i¢in arastirmak
istiyoruz. Bunun i¢in kiiresel trigonometriye ihtiyacimiz olacaktir. ABC iicgeni dik
ticgen olmak zorunda olmayacagindan cesitli acilara sahip tiggenlerin trigonometrisini
kullanmamiz gerekir.

Bu yiizden kenarlar icin kosiniis kurali ile siniis kuralim kullanmak istiyoruz.
Once dik acili iicgenler icin bu kurallar tiiretelim: Iki biiyiikk cemberin kesisimi ile
teskil edilen a¢inin Olciimii, bu biiyiik cemberlere ara kesit noktasindan ¢izilecek iki
teget dogru arasinda kalan agiya esittir.

Iki biiyiik cemberin ara kesit noktast A ve kiirenin merkezi O olsun. A
noktasindan bu biiyiik cemberlere teget olacak sekilde ¢izilen dogrular [ ve m olsun.
Bu dogrular ¢emberin yarigapr olan OA ya diktir, yani / L OA ve m L OA dir. [
dogrusu ve O merkezinin teskil ettigi diizlemi ve m dogrusu ile O merkezinin tegkil
ettigi diizlemi gz Oniine alirsak, bu iki diizlem arasindaki a¢1 [ ve m dogrulari
arasindaki agiya esit olur, boylece biiyiik cemberlerin arasinda olusan kiiresel acinin

Olclimii bu aciya esittir.

Sekil 10. (Dikler ve diizlemler)

Yukaridaki sekilde O kiirenin merkezidir, ABC ii¢geni ise dik acis1 C olan bir
dik iicgendir.
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Simdi OB iistiindeki bir E noktasindan gecen DEF diizlemini olusturalim,

Oyle ki DEF 1 OA olsun;
De OA ve F € OC noktalarini alalim:

DE ve DF dogru parcalari, DEF diizleminde oldugundan ve DEF 1 OA
oldugundan DE | OA ve DF 1 OA’dir. Boylece DF L OA olmas1 nedeniyle ODF
dik acis1 D olan bir dik iicgen ve DE | OA oldugundan ODE de dik agis1 D olan bir
dik iicgendir.

Diger taraftan DEF 1 OA ve OAe OAC oldugundan DEF | OAC elde ederiz.
Bu iki diizlem kesisir ve tiglincii bir diizleme her ikisi birden dik olursa o zaman onlarin
ara kesit dogrusu da bu iigiincii diizleme dik olur, boylece BCO 1L OCA ve
DEF 1 OCA olmas1t nedeniyle EF L OAC elde ederiz.OCe OCA oldugundan
EF 1 OC olur ve boylece OFE {i¢geni bir dik iicgendir. Aym sekilde DF € OCA
oldugundan EF 1 DF olup DFE ii¢cgeni de bir dik ticgen olur.

ABC Kkiiresel iicgeninin her parcasi i¢in bu parcanin dlgiisiine esit dl¢ciime sahip

bir a¢1 tamimlayabiliriz. Kiiresel icgenin her pargasi ve o pargalara karsilik gelen agilari,

A=EDF., a=FOE
B=DEF. b=DOF

C=DFE, c¢=DOE
seklinde gosterelim. Bu durumda,

Aj FE FE ED
OE ED OE

sina =sin(FOE =——=————=3sinAsinc

buluruz.

Simdi ayn1 diisiinceyi OA yerine OB ye uygularsak, yani OB ye dik bir diizlem

teskil edersek bu formiile ilaveten alt1 formiil daha ilave ederiz. Boylece bulacagimiz bu
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yedi formiilii ve bu formiilleri tiireterek elde edecegimiz diger ii¢ formiilii asagida

yazalim:

sina =sin Asinc sinb =sincsin B

tana =sinbtan A tanb =sinatan B
tana = tanccos B tanb =tanccos A
cosc =cosacosb cosc =cot AcotB

cos A =cosacosB cos B =cosbsin A

Simdi siniis ve kosiniis kurallarini tiiretebilmek igin bir yiikseklik kavrami
olusturalim. Ucgenin C kosesinden ¢ kenarma olan uzaklifi gerekirse uzatmak
suretiyle belirleyebiliriz. Bu sekilde belirleyecegimiz yiiksekligi her iki durum igin

asagidaki sekilde (¢ yi uzatmadan ve ¢ yi uzatmak suretiyle) cizebiliriz.

C
a h
b
B b
A D
D
c A m
Sekil 11. (a) Sekil 11. (b)
1.durum: c yi uzatarak 2.durum: c yi uzatmadan
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2.2 Siniis ve Kosiniis Bagintilari

Yukarida verdigimiz kiiresel dik {i¢gen icin trigonometrik bagintilardan,
sinh =sinasin B ve sinh =sinbsin A elde ederiz.sinh 'nin bu ifadelerini kullanarak
sinasin B =sinbsin A buluruz. Bunun her iki yanin1 sin Asin B ile bolersek,

sina _ sinb

sinA sinB

buluruz. Eger h yiiksekligini B kosesinden b kenarina olan yiikseklik olarak alirsak bu
esitlik:

sina _ sinc

sinA sinC

sekline gelir. Ge¢isme 6zelligi nedeniyle de:

sina _ sinb _ sinc

sinA sinB sinC

yazabiliriz. Bu siniis bagintisidir.
ADC dik acis1 D agis1 olan bir dik iiggen olsun. Kiiresel dik iicgenler i¢in

trigonometri formiillerini kullanmak suretiyle birinci hal i¢in;

cosa = cosh cos(c—m)
ve ikinci hal i¢in;

cosa = coshcos(m—c)
yazabiliriz.

cos(c—m)=cos(m—c)
oldugundan;

coshcos(c—m) = coshcos(m—c)

buluruz. Bu nedenle her iki halde formiil tiiretmek i¢in birinci hali kullanabiliriz.

cos(a— f3) =cosacos f+sinasin B
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oldugundan;

coshcos(c—m) = cosh (cosccosm+sincsinm)

buluruz.
Kiiresel ADC dik iiggenine yukaridaki trigonometrik ozellikleri uygulamak
suretiyle;
cosb =coshcosm

ve her iki tarafi cosh ile bolerek;

cosbh
cosm =
cosh
ve
sinm = tanh cot A
sinh =sinbsin A
buluruz.
cosm ve sinm nin degerlerini yerine yazarsak,
. cosb .
cosh (cos ccosm+sincsinm) = coshcosc +sinc tanh cot A
cosh
veya
cosb . .
coshcosc N +sinctanhcot A =cosccosb +sincsinhcot A
Ccos

elde ediyoruz.
sinh =sinbsin A ve sin Acot A=cos A

oldugunu kullanarak;

cosccosb +sincsinhcot A =cosccosb+sincsinbcos A
buluruz.
Buradan dagilma 6zelligini kullanarak;
cosa =cosccosb+sincsinbcos A
elde ederiz.
Simdi de ¢ kenarina ait yiikseklik yerine a ve b kenarlarina karsilik gelen
yiiksekliklerini kullanirsak biitiin kenarlar i¢in yazacagimiz Kkosiniis kurallarinm

asagidaki sekilde buluruz:
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cosa =cosccosb+sincsinbcos A
cosb =cosacosc+sinasinccos B

cosc =cosbcosa+sinbsinacosC

Simdi boliimiin baginda bahsettigimiz S ye alan, oranlarini hesaplayalim:
Ckur alanku’r
Asagidaki sekli olugturalim:
A A
C
C b
b
C B
B
C a a
Sekil 12. (a) Oklid hali Sekil 12. (b) Kiiresel hali

Oncellikle c,, ve c,, in karsiliklarini bulalim:

Oklidyen halde ¢* =a’ +b*—2abcosC den

¢,y =\’ +b> —2abcosC

bulunur.

Kiirenin yarigapinin sabit r sayist oldugunu kabul edelim. Kiiresel ii¢genin
kenarlarinin kosiniis bagintilarin1 kullanabilmemiz i¢in acilart yay uzunlugu olarak

ifade etmek durumundayiz. Yani,
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uzunluk  yay uzunluk
= = ay =
2xr 2r

almaliy1z.

Boylece kenarlara ait kosiniis formiillerini uygularsak,

c a b . a . b
COS— = Cc0S—c0S—+sin—sin—cos C
r r r r r

c a b . a.b
— = Arccos| cos—cos—+sin—sin—cos C
r r r r r

veya
a_ b . a.b
Cpr = FAFCCOSs| cOs—c0s— +8in—sin—cos C
ror ror
buluruz.
Boylece,

[ Ja* +b* —2abcos C

C,. a b . a. b
kir — yArc cos(coscos + sin —sin—cos Cj
r r r r

sonucunu elde ederiz.

. alan,
Simdi de, —%#L  oranim hesaplayalim.
alanki{'r

Bunun i¢in bu alanlar1 ayr1 ayr1 hesaplayacagiz:

Oklidyen halde ABC iicgenini asagidaki gibi C kosesi orijinde olacak sekilde cizelim:
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Sekil 13. (ABC iicgeninin alani)

sinC =% = y=bsinC den ABC li¢geninin alan , alan,, = %ay = %ab sinC olarak

bulunur. Kiiresel halde A ve B ’yi bulmak icin kiiresel siniis kuralin1 kullanarak;

sinA_sinB _sinC

.. a . b . C
sin— sin— sin—

r r r
den,
. a .
sin—sin C
A = Arcsin r
. C
sin —
r
. b .
sin—sinC
B = Arcsin r
. C
sin—
’
buluruz.

Kiiresel ticgenimizin i¢ agilar1 toplami 7 ’den biiyiik idi, 7 ’den fazla aciy1 E

ile gosterirsek kiiresel iicgenin alam r°E seklinde olur. Ornegin i¢ acilart A =90°
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B=90° C=90" olan bir kiiresel iicgendeki i¢ agilar fazlahigi 90° veya % radyandir.

2
Buna gore r yarigaph kiire {izerine ¢izilen bu kiiresel {icgenin alani= % seklinde olur.

Bu Ornegimizdeki licgen kiire yiizeyinin % ni kaplar. Boylece kiirenin yiizeyi bu

licgenin alanmin 8 kati olacagindan kiirenin alam 477" olarak bulunur. Boylece

buldugumuz kiiresel ticgenin alan formiiliiniin dogrulugunu da kontrol etmis oluruz.

Esas problemimiz de artik a¢1 formiiliinden,

Alan,, =r’*(A+B+C—7x) de A ve B nin degerleri yerine yazilirsa,

. a . . b .
sin—sinC sin—sinC
Alan,,, =r’| Arcsin r +Arcsinl —L—— [+ C-7x
. C . C
sin — sin —
r r
bulunur. O halde,
1 )
Al —absinC
Ay _ 2
Alan, . . a . . b .
hiir sin—sinC sin—sinC
r*| Arcsin| —1—— |+ Arcsin| ——— |+ C -7
. C . C
sin — sin—
r r

elde ederiz.
Simdi buldugumuz bu sonucu kontrol edelim:

a=b=k olsun, r=1 alalim; 0< C <z aldigimizdan 0<k <z dir. Aksi durumda k

N c,
bir dogru parcasinin tanimina uymaz. O halde k artarken —%L oram da artacaktir.
Ckur

Boylece kiiresel halde C nin degeri gitgide Cnin Oklidyen degerinden daha

kiiciik kalacaktir. Bu ise {icgenin a ve b kenarlarinin kiirenin daha fazla kismin
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kapsayacagini gosterir. Boylece £1mﬂ =1 olur. Buna gore k nin kiiciik degerleri

-0 Ckﬂr

icin ¢, ile ¢, arasindaki fark ihmal edilebilir.

.o . C.. .
Diger taraftan lim—%L =1 dir.
Com Ck[ir

Bunun sebebi de bu durumda ¢ ’nin uzunlugunun giderek a+b ye yaklasiyor

olmasidir.
, . . o V4 .
¢ ’nin maksimum degeri ise k = B} oldugunda alinir.

Bunu kanitlayalim:

¢ = Arccos (cos2 k +sin* k cos C)

ifadesini k ya gore tiiretirsek:

dc -1

== (—2cosksink +2sink cosk cos C)
dk \/1—(c052 k+sin’kcos C)

veya
%: \/1—(coszk:—1sin2kcosC) (cosksink (cosC-1))
veya
dc  —2cosksink(cosC—1)
dk \/1—(coszk+sin2kcosC)
buluruz.
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de y1 0 ya da tamimsiz yapan k degerleri ¢ ’nin kritik degerleridir. O halde

dk

yukaridaki esitligin sag yaninda bulunan kesrin payini 0’ a esitlersek veya paydasini 0’

a esitleyerek ¢’ nin kritik degerlerini elde ederiz.

Boylece c¢’yi kritik yapan k degerini elde ederiz. Simdi paym: 0’ a

esitleyerek,

—2cosksink(cosC—1)=0 dan -2(cosC—1)#0 oldugundan

cosksink =0 buluruz.

O halde cosk=0 veya sink=0 olmalidir.
V4
Buradan & :E veya k=0 veya k=7x buluruz.

Simdide paydayi sifir’a esitleyelim:

\/1—(cos2k+sin2kcosC) =0

veya
cos’k +sin*kcosC =1
buluruz.

Buradan 1-cos®k =sin’k oldugundan,

- 1—
cos” k :ﬂ ve k =Arccos,/LSC den k=0 veya k=x elde ederiz.
I-cosC I-cosC

Sonug olarak kritik noktalar: k =§ , k=0 ve k= dir.
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Simdi de, k’nin bu kritik degerlerinden hangisinin maksimuma karsilik

gelecegine bakalim. Bunun i¢in,

de _ —2cosksink(cosC—1)
dk \/1—(c0s2k+sin2kcosC)

ifadesinde cos C —1 her zaman negatiftir. Ciinkii |cos C| <1 dir.

Bu ifadede payda >0 dir.

—2 <0 oldugundan k bir kritik deger degilse % nin igareti her zaman cosksink nin

isareti ile aymdir.

0<k <§ oldugunda cosk ve sink ’min her ikisi de pozitif oldugundan %

pozitiftir.

z <k <m oldugunda cosk negatif ve sink pozitiftir.

Dolayisiyla % daima negatif olacaktir. Diger taraftan (O,%j araliginda ¢ daima

artan ve (%,ﬂ'j araliginda ¢ daima azalan oldugundan k =% de yerel maksimuma

sahiptir.

Ustelik c¢’nin baska hi¢ bir yerel maksimumu olamayacagindan & =% ,c’nin bir

mutlak maksimumu olur.

Alany,

fonksiyonunun C degiskenine gore k=1 ve &k X olmasi halinde
Alan,,, 2

grafikleri asagidaki gibidir:
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k=1
1—\
y=1
I I I I |
1 2 3 4 5
Sekil 14.(a)
A
2—.—
k=_TT_
| 2
I y=1
I I I I |
1 2 3 4 5
Sekil 14.(b)
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. Alan, . . .. Do
Buna gore lim M —1  dir.k  artarken egrinin y eksenini kestigi noktada

k—0 Alankﬂr

yiikselir. k azalirken lim%

.. . . T . .
limit degeri azalir ve k =— de sifir minimumuna
¢z Alan,, 2

ulagir. & >% halinde grafik asagidaki gibidir:

y=1

Sekil 15.
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3.BOLUM
KURENIN ALANI ve KURESEL PiSAGOR TEOREMIi
3.1 Biiyiik Cemberler Ustiinde Uzakhk

Tamim 6. Bir kiire iizerindeki A noktasiyla B noktasin birlestiren biiyiik cember
tizerinde AOB agis1 « radyan ise, AB yaymin uzunlugu ra olur.Yine aksi yonde
bityiik ¢emberden ayrilmadan gidersek AB yaymnin uzunlugu r(27-«) olur.Eger
A’dan herhangi bir yonde yola cikip, biiyiik cember {izerinde gene A noktasina gelirsek

aldigimiz yol 27r° olacaktir.

3.2 Kiirenin Alani

Yaricapi r olan bir kiirenin yiizey alam 47> dir. Bir kiire yiizeyindeki biiyiik
cemberler arasindaki agiya ¢ dersek ¢emberlerin arasinda kalan dilimin alan1 2ar” ye
esittir ciinkii 477> olan toplam kiiresel alan1 27 radyana bolersek 1 radyanlik kiiresel

dilimin alanini buluruz (2r2); bunu ¢« la carparsak « radyanlik dilimin alanini

buluruz.
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Sekil 17.

Sekil 17'te goriildiigii gibi (A,A'),(B,B'),(C,C')karsit noktalardan olusan nokta

ciftleriyse ABC ve A'B'C" kiiresel iicgenlerinin alanlar1 birbirine esittir, ¢iinkii kiiresel

ticgenlerden biri kiirenin merkezine gore digerinin simetrigidir.

Kiire iizerindeki poligonal bolgelerin alani ile ilgili agsagidaki dort 6zelligi ifade

edelim:

Yaricapt r olan kiirenin alam 4mr” ;
Birbiri ile 6rtiismeyen alanlarin birlesimi bunlarin alanlarinin toplamina esittir;

Benzer poligonal bolgelerin alanlart esittir;

Eal ol L B

Iki bityiik daire ile ¢evrelenmis alanin kiirenin alanina olan oram bu iki biiyiik

cember arasindaki ag¢inin 27 ye oranina esittir.
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Sekil 18. Bir kiiresel yiizey dilimi

Yukaridaki varsayimlardan dordiincii varsayim sunu gosterir:

Kiiresel yiizey diliminin alanina kisaca A, dersek ; A, =2—.47[r2 =2ar’
T

olur.
Teorem 1. (Girard Teoremi)
Kose agilart &, B ve ¥ olan bir kiiresel iiggenin alan1 A ise,
A
a+p+y=r+—
r
dir.
Kanat.
Kiiresel iicgenlerin kose acilariyla alani arasindaki iligkiyi genel olarak
inceleyelim:

ABC kiiresel iicgeni diisiiniirsek, ABCA'diliminin alan1 2¢r dir.

(A',A nm karsit noktasidir.) BCA' kiiresel iiggeninin alanina x dersek,2ar’ = A+ x
ve ABCB'dilimine bakarsak ACB'kiiresel iicgeninin alanina y dersek,28r’ =A+y

olur.

Aym sekilde ABC 'kiiresel iicgeninin alanin1 z ile gosterirsek,2yr> =A+z

elde ederiz.
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Yukarida elde edilen ii¢ esitligi toplayarak,

27 =200’ +28r° +2yr* =3A+ A
2A=20r + 281 + 2y 271’

A=(a+B+y-7m)r

bulunur.
Bir kiiresel ticgen ile karsitlarinin alanlarinin esit oldugunu hatirlayarak (6rnegin

A'BC' kiiresel iiggeniyle AB'C kiiresel iicgenleri karsilastiralim.) soyle diyebiliriz;

A+x+y+z=27r" ise

son iki esitlikten,

A+zr’=(a+B+y)r’

buluruz.

Sekil 19. (A,ABC kiiresel tiggenin alanidir)

Kiirenin Alani:
4r’ =2(A+x+y+2)

dir.
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Teorem1.1’de goriildiigii iizere, yarigapi r olan bir kiirede, i¢ agilar a, B, ve y

A
olan bir ABC {i¢genin alani:

A=r*(a+p+y-7)
dir.

Teorem 2. (Kiiresel Pisagor Teoremi )

A
Kiire lizerinde r yarigapl C tepe noktasinda dik agiya sahip bir dik iiggen i¢cin ABC

ticgeninin uzunluklart a, b ve ¢ olmak iizere,

ERabi

dir.

Sekil 20. ( Kiiresel Dik Uggen)

Kamit. A noktasinin koordinatlar1 (7,0,0) olacak sekilde kiireyi dondiiriirsek ve
C noktasinin xy- diizleminde bulundugunu diisiiniirsek [ ve % acilar1 B noktasini

belirleyen agilardir. Burada /f;AC kenari tarafindan belirlenen merkezi ag1, v ;CB
tarafindan belirlenen bir a¢1 ve ¥; AB tarafindan belirlenen bir ac1 olur.

Bunlar kullanarak iiggenin tepe noktasi i¢in asagidaki kiiresel koordinatlar1 buluruz;
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A=(r,0,0)

B:(r.cos(ﬁ).sin(%—aj,r.sin(ﬁ).sin(%—a'j,rcos(%—ajj

=(r.cos(B).cos(a),r.sin(B).cos(a),r.sin(cx))
C =(r.cos(f),r.sin(f).0)

3 o
R” de ¥ acismin kosiniisii,

AB _ r’.cos(a).cos(p)
[A]-5] r’

cos(7)=| =cos(a).cos(f) 4)

seklindedir.

ifadelerini (4)de yerine yazarsak,

l5)el)eel)

elde ederiz.

Bu, ni¢in Kiiresel Pisagor Teoremi olarak adlandirilmistir? Oncelikle bu teorem
bana dik acinin hipoteniisiiniin tiggenin diger kenarlariyla iliskisini vermektedir, bu
sebeple Klasik Pisagor Teoremi ile iliskisini gormek icin, Maclaurin Serilerini

kullanarak,

(Taylor serilerinde a=0) kosiniis fonksiyonu icin:

2 4 6
X X X

COS(X):l—E'FZ—a‘F
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Kiiresel Pisagor teoreminde bu formiilii kullanarak;

l_i+i_ — l_a_2+a_4_ l_b_2+b_4_
2 245 T 2k 24r* T 2r 245 T

l_c_2+c4_ _az_b2+a2b2+
2P 2470 T 2 21 24r°
4 2712
b
Po——+ = +bh -2 —+...
12r 2r
(¢) (ay.b)
c a b
C2+(_2):a2+b2+( vez)
r r

elde ederiz.

Eger, r’yi biiyiitiip sonsuza yaklastirirsak klasik Pisagor Teoremine yani

¢ =a’+b* limit haline ulasmis oluruz.
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4. BOLUM

KURESEL GEOMETRININ BiR UYGULAMASI

4.1 S1g Suda Dalga Denklemleri

S1g su akiminin denklemleri momentum ve kiitlenin korunma kanunlarini ifade

edebilen denklemler olarak,

dv

L =fkxv-gVh+Fy 4.1)
ve
%
% = —I'V.y+F, 4.2)
seklinde ifade edilir.

Burada, v= v(u,v) hiz vektorii, uve v bilesenleri 8 ve ¢ yoniindeki hizlari
gostermektedir. Serbest su yiizeyinin yiiksekligini 2 =h"+h,_ seklinde gosterecegiz.

Boylece h, su yiizeyini A" ise suyun derinligini ve

d d . \_d
E( ) notasyonu, E( )_at( )+v.V( ) (4.3)

gostermektedir. Etkiyen dig kuvvetler eger mevcut ise, F, =(F,F,) ve F, seklinde

ifade edilmektedir.

Goriildiigti gibi (4.1), (4.2) denklemleri sistemi nonlineer hale getirmektedir ve
s0z konusu denklemlerin gercek c¢oziimiinii elde etmek imkansizdir. Bu nedenle
genelde (4.1), (4.2) denklemler sisteminin ¢oziimii niimerik yontemler yardimui ile elde
edilir.

Fakat bu denklemler divergence bi¢cimde olmadigi i¢in onlarin sonlu fark
karsilig1 da konservatif sema olusturamaz ve buda fiziksel yanlislara neden olmaktadir.

Bu nedenle bu bolimde (4.1), (4.2) denklemler sistemini divergence

denklemler seklinde ifade edecegiz.
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Daha kolay olmasi bakimindan kiire yilizeyi iizerinde yatay eksen boyunca

tiirevleri hesaplamak i¢in bir kartezyen koordinat sistemi kullanacagiz.
Yiizey vektoriinii v = (u,v)T seklinde gosterelim ve bu vektorii ii¢c boyutlu hale
genisletelim, yani v, =(w, v,u)T gibi gosterelim.

Bu durumda momentum denklemleri,

aaLtS+S(vS)vS+a+B+y+6:0 (4.4)
seklinde bir tek denklemle gosterilebilir.
Burada,
J, 1 ﬂ_v ! i—ucosﬁ
B ald, acosé\ d,
0 1{ad 1 o)
S(vy)=| == —|==+w - —usin@ 4.5
(vs) 9, a(ag j acos@\ 9, ! j *43)
au lau 1 a
9 P —“—vsinf@+wcosb
r ad, acos@\ 9,

seklindedir. Bu ifadede A enlemi ve @ boylami r ise radyal koordinati gostermekte

olup diinyamiz iizerinde bu r =a ’dir. Ayrica,

2 2
u +v

a
o= 0 , (4.6)
0

0

oh
b=| Soo | - 4.7)
g Ooh

acos@ﬂ
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Y=|-F ; (4.8)
_Fu
0

o=| fu (4.9)
—fv

seklinde verilir.
(x,y,z)kartezyen koordinat sisteminde hiz vektdrini  V=(X,Y,Z )T seklinde
tanimlarsak

v, =QV (4.10)

biciminde yazabiliriz. Burada

cos@cosA cos@sinAd  sin@
Q=| —sinfcosA —sinfsinA cosb 4.11)
—sin A cosA 0

seklindedir. (4.10) denklemini (4.4) de yerine yazip Q” ile carparsak kartezyen formda

aa—\t]+CV+QT(a+[5+y+6)=O (4.12)

denklemini elde ederiz. Bu denklemde,

oX X oX

ox dy 0z

oY dY oY
c=Q'sQ=| &£ & 2| 4.13
Q'5Q ox dy 0z @13

7 oz

ox dy 0z
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x(X*+Y*+Z%

Qﬂrv% WX +Y +ZY |, (4.14)
2X*+Y*+Z%)
0 0 -z y\X
74
Q6= | ¢ 0 —x||Y], (4.15)
-y x 0 )\Z
ve
Q'B=gPV. h (4.16)

seklindedir. (4.16) denkleminde

| a’—x*  —xy —xz
P:? —Xy az—yz -yz 4.17)
—xz -yz a’ -7
ve
oh oh anY
h=——, = (4.18)
ox dy oz
dir.
Benzer sekilde, siireklilik denklemi kartezyen koordinat sisteminde,
a}l>F T ® *
8_+V PV h +h VC.Vth* (4.19)
t

ile verilir. Buradaki P matrisi, keyfi bir vektorii kiireye (x,y,z) noktasinda teget olan

diizleme iz diisiiren bir doniisiime karsilik gelmektedir.

40



4.2 Momentum Denkleminin Kiiresel Koordinatindaki Yazilim Formu

Kiiresel koordinat sisteminde tanimlanan girdap, {=kVxv  seklinde

olmaktadir. Asagidaki esitligi
vVy=V (V—zvj +ERXY (4.20)

kullanarak momentum denklemini,

g—::—(§+f)kxv—V(gh+v—;j+Fv (“.21)

seklinde yazabiliriz. Kiiresel koordinatlardan kartezyen koordinatlara doniisiim yapmak
suretiyle momentum denklemini kartezyen formda,

NV (Avy+4)=0 (4.22)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemde,

-z X
. (E+29Q7) Y
QA= Y z 0 —x||Y (4.23)
-y x 0 )\Z
ve
Q'A=PV, ( gh +¥j (4.24)
seklindedir.

Curl operatorii koordinat doniisiimii altinda degismeyeceginden,
¢ =kV xV

yazabiliriz.

Burada k vektorii kiireye (x,y,z) noktasinda dik olan birim vektordiir. Yani k = X a.
a

Kartezyen koordinat sisteminde curl operatorii standart sekilde

9Z_or
dy 0z
0X 0Z
VXV=| ——— 4.25
S IR (+:29)
ar_ox
ox dy
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ile verilir. Buradaki tiirevler ise yukarida tamimladigimiz C matrisinde mevcuttur.

Momentum denkleminin donel formunun yar1 enerjiyi korudugu ¢ok énemli bir
ozellik olup momentum denklemini hiz ile vektorel olarak carptigimizda elde edilen

diskret kinetik enerji denklemini goz oniine alirsak kolayca goriilebilir.

Yiizeyin seklini ve kuvvetini i¢eren terimleri ihmal ederek,

-z y (X
V.a—V: (£ +29Qz) VV) 4.26)

> —TV. z 0 —x||Y —V.PVC(gh+7
-y x 0 )\Z

Bu denklemi iki parcaya ayirarak birisi sadece hiza dik olan digeri ise gradyent
icerisinde kinetik enerji olarak yok olur. Hiz vektorleri kiireye teget vektorler

oldugundan ilk terim kartezyen hiz ile ¢arpildiginda sifir olur boylece,

2 - —V.PVC( gh+;j 4.27)

yazariz.

Toplam enerjiyi E = gh+g ile tamimlayip (4.27) denklemine (4.28)

denklemini katarsak diskret enerji denklemi,

%—E =-VPV_ (E)-VPV gh—ghV_V (4.28)
1

seklinde elde edilir.

Enerjinin korunumu dolayisiyla diskret enerjinin integrali sabit olmalidir,

boylece,

B_E =0 (4.29)
ot
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yazariz. Burada E integralin kiire iizerinde alindigim gostermektedir, yani ( )= j( )
52

notasyonu kullanilmastir. (4.28) denkleminin integralini alirsak,

~(V.PV (E))~(VPV gh+ghV V)=0 (4.30)
bulunur.

Diskret gradyent diskret divergence’nin negatif adjointi ise o zaman enerji

denklemi,

0=+(EV.V)-(V,.(¢hV)) 4.31)

sekline gelir.

Serbest divergence hizi i¢in ilk terim sifir olur ve ikinci kosul kiitlenin
korunmasi kosuludur. Bu nedenle eger bu kosullar saglanirsa diskret enerji de

korunacaktir.

43



1.

SONUCLAR

Geometride ylizey egriliklerini simiflandirmak i¢in yiizeyin birbirine dik iki
diizlemle kesiminden elde edilen minimum ve maksimum normal egrilikleri olan

asal egrileri kullaniriz. Bu egriler birbiri ile ayni veya zit isaretli olabilir. Asal

egriliklerin carpimindan elde edilen Gauss egriligi
1 1 o - .
K= — X = ,(K=0),(K>0) veya (K <0) olabilir. Buna gore yiizeyleri

1 2

diizlemsel,eliptik,kiiresel veya hiperbolik olarak siniflandirabiliriz.

r =1 yaricaph bir kiire {izerindeki bir {icgenin iki kenarlar1t a =b =k ise ¢ kenar

cbklidgen

icin0<c<xm gecerlidir. 0<k <z olmak iizere. k artarken oraninin da

ck[i resel

artacagi sonucuna ulastik.

Bu calismada kiiresel koordinatlar kullanilarak  kiiresel tiggenler ile ilgili
sonuglar elde edilmis ve kiirenin diizlemlerle arakesitleri kullanilarak siniis kosiniis
bagintilar1 karsilastirilmis ve alan hesaplamalar1 yapilmistir. Son boliimde ise
kiiresel geometrinin bir uygulamasi olarak, si1g su dalga denklemlerinin kiire yiizeyi
tizerindeki yatay eksen boyunca hareketini kiiresel koordinatlar1 kullanarak elde

ettik.
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