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ABSTRACT

DIRECTIONAL CURVES OF SPHERICAL INDICATRIX CURVES

COLAK, Fatma
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. ilkay GUVEN
June 2023
72 pages

This study consists of 4 parts. In the first chapter, information about the usage areas
of curves, combined curves, directional curves, {N, C, W} alternative moving frame
is given. In the second chapter, basic information about Frenet deriative formulas and
{N, C, W} alternative moving frame of tangent indicatrix and principal indicatrix
curves of a unit speed curve « are given. In the third chapter, the Frenet apparatus of
direction curves of tangent indicatrix curve of the unit speed curve ¢ is investigated
in terms of {N, C, W} alternative moving frame, in 3-dimensional Euclidean space.
Accordingly, general helix, slant helix and C-slant helix characterizations of the
curve are given. In fourth chapter, similary, the Frenet apparatus of direction curves
of principal normal indicatrix curve of the unit speed curve « is obtained in terms of
the {N, C, W} frame. Lastly, same characterizations of the this direction curves are

determined and exampes are given.

Key Words: Directional curves, Spherical Indicatrix Curves, Integral Curve,

Alternative Moving Frame, Helix .



OZET

KURESEL GOSTERGE EGLERININ YONLU EGRILERI

COLAK, Fatma
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Prof. Dr. flkay GUVEN
Haziran 2023
72 sayfa

Bu calisma 4 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde egrilerin kullanim alanlari,
birlestirilmis egriler, yonlii egriler, {N, C, W} alternative hareketli cat1 hakkinda
bilgi verilmistir. Ikinci bdliimde Frenet tiirev formiilleri, ¢ahsmada kullandigimiz
birim hizli bir « egrisinin tegetler ve asli normal gosterge egrilerinin {N, C, W}
alternatif hareketli ¢atis1 ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Uciincii bdliimde 3
boyutlu Oklid uzaymda birim hizli o egrisinin tegetler gdsterge egrisinin yonlii

egrilerinin Frenet aparatlari, {N , C,W} alternatif hareketli c¢atis1 cinsinden

bulunmusturr. Buna bagli olarak egrinin genel helis, slant helis ve C-slant helis
karakterizasyonlar1 verilmistir. Dordiincii boliimde, benzer sekilde birim hizhh «
egrisinin asli normal gdsterge egrisinin yonlii egrilerinin Frenet aparatlari, {N,C,W}
alternatif hareketli ¢atis1 cinsinden bulunmustur. Son olarak bu yonlii egrilerin bazi

karakterizasyonlar1 belirlenmistir ve 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yonlii Egriler, Kiiresel Gosterge Egrileri, Integral Egrisi,

Alternatif Hareketli Cati, Helis.
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BOLUM 1

GIRIS

Diferansiyel geometrinin egriler teorisi konusu uzun zamandir iizerinde calisma
yapilan alanlarindan birisidir. Egrilerin kullanim alanlar1 ¢cok genistir. Ornegin helis
egrilerini; hayvan boynuzlarinda, deniz kabuklarinda ve en onemlisi DNA molekiil
yapisinda goriiliir. En ¢ok bilinen 6rnegi vidadir. Eksen dogrultusu boyunca donmeyi
harekete transfer eden bir helis yapisidir. Egri tiirlerinin farklh alanlardaki
kullanimlarin1 gérmek de miimkiindiir. Mesela eliptik egriler kriptografide, Bezier

egrileri dlizgiin egrileri modellemek icin bilgisayar grafiklerinde kullanilmaktadir.

Egrilerin rol aldig1 en 6énemli kisimlardan biri ise yiizeylerdir. Doga, fizik, endiistri,
miihendislik alanlarinin birgok yerinde kullanilan yilizey kavramini olusturmada

egrilerden yararlanilmaktadir.

Egri teorisi i¢inde ise birlestirilmis egriler en ilgi cekici olanlarindandir. iki ya da
daha fazla egri arasinda matematiksel bir iliski var ise bu egrilere birlestirilmis
egriler denir. Birlestirilmis egrilerin en iyi bilinen Ornekleri, involiit-evoliit egri
ciftleri, Bertrand egri ciftleri, Mannheim egri ¢iftleridir. Son zamanlarda, Choi ve
Kim [2] yeni bir birlestirilmis egri tipini glindeme getirmislerdir. Bu egriyi, verilen
bir egrinin Frenet vektor alanlarindan birinin integral egrisi olarak tanimlamiglardir
ve ismine yonlii egri adim1 vermislerdir. Birlestirilmis egrilerin egrilik ve torsiyon
iliskilerini vermislerdir. Genel helis ve slant helisleri birlestirilmis egri agisindan
karakterize etmislerdir ve bu helisleri insa etmek i¢in kanonik metod vermislerdir.
Bu yeni birlestirilmis egriler lizerine bir¢ok arastirmaci ¢caligmistir. Qian ve Kim [13]
yonlii egrileri, 3 boyutlu Minkowski uzayinda aragtirmislardir. Macit ve Diildil [11]
bu yonlii egrilerden esinlenerek yeni bir egri olan W-yonlii egrileri verilen egrinin
birim Darboux vektoriinii kullanarak tanimlamiglardir. Darboux ¢atis1 yardimiyla da
bir 2-yiizey iizerinde verilen egrinin V-yonlii egrisini tanitmiglardir. Korpinar ve

digerleri [9] yonlii egrileri Bishop ¢atist kullanarak yeniden vermislerdir. Kiziltug ve



Onder [8] yonlii egrileri 3 boyutlu kompakt Lie grubunda tanimlayip, burada bazi
teorileri caligmiglardir. Kiiresel gosterge egrileri de egri teorisinde birlestirilmis egri
kategorisine girmektedir ve yine popiiler olarak calisilan egrilerdendir. Kula ve Yayl
[10] slant helislerin kiiresel gosterge egrilerini calismislardir. Kiiresel gostergelerinin
kiiresel helisler oldugunu bulmuslardir. Sahiner gosterge egrileri ile yonli egrileri
iliskilendirip, [15] nolu makalesinde; teget gOsterge egrisinin yonli egrisini
aragtirmistir. Bu egriler de birlestirilmis egri sinifina girmektedirler. Bu egrilerin
egrilikleri arasinda bazi iligskiler vermistir. Birim kiire {izerindeki ¢ember, kiiresel
helisler ve kiiresel slant helislerden, genel helis ve slant helis elde etme metodlarini
bulmustur. Sahiner benzer durumlar1 asli normal gosterge egrisinin yonlii egrisinde

de arastirmustir [14].

Diger taraftan egri teorisinde c¢aliswken  egrilerin  catilari, onlarin
karakterizasyonlarii arastirmada c¢ok onemlidir. Bircok adapte egri catist 6rnegi
vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve kullanilani hareketli bir ¢at1 olan Frenet ¢atisidir.
Cok 1iyi bilinmesine ragmen, egrinin ikinci tiirevi sifir oldugunda tanimh degildir ve
bu durum, catinin bir genel egrinin tegeti boyunca donmesinde genelde hareket
dizayninda ya da yiizey modellemesinde istenmeyen bir biikiilmeye yol acar. Genel
bir egrinin tegeti boyunca donme yapmayan hareketli catiya hareketli minimize ¢ati
(rotating minimizing frame-RMF) denir. Bu ¢at1 herhangi bir egri i¢in siirekli sekilde
tanimlanir. RMF c¢atis1, minimal donme 6zelligi ve doniim noktalarinin varligindaki
sabit davranisindan dolay1 bir¢ok bilgisayar grafiginde Frenet catis1 yerine tercih
edilmektedir. Fakat tercih edilmesine ragmen bu catinin hesaplanmasi oldukga
zordur. Bunun {izerine Bishop [1] alternatif bir cati olan Bishop c¢atisini
tanimlamistir. Bishop c¢atis1 bir paralel nakil catisidir (paralel transport frame).
Paralel nakil catisi; sifir olan ikinci tiireve sahip egriler i¢in tanimlanabilen bir
alternatif ¢atidir. Son yillarda tanimlanan baska bir egri catisi tiirii de Flc ¢atidrr.
Dede [3], polinom tipli egriler i¢cin Flc-benzer catiy1 tantmlamistir. Bu yeni ¢ati; egri
n.inci dereceden bir polinom egrisi olmak iizere, egrinin birinci ve n.inci tiirevlerinin
vektorel carpimi yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu ¢atinin avantaji Frenet catisinda
tanimlanmayan singiiler noktalarin sayisini azaltmasidir. Yeni tanimli diger ilgi
ceken catilardan biri de Uzunoglu ve digerlerinin [17] tanimladig: alternatif hareketli
bir ¢at1 olan { N, C, W} c¢atisidir. Bu ¢atiy1 tanimlanirken, egrinin egrilik ve

torsiyonunu kullanarak yeni f ve g isimlerinde egrilikler de tanimlamiglardir. Yeni



cattya dayanarak ilk defa C-slant helis kavramini vermislerdir. Bu tiir helis, bir
egrinin teget gosterge ve binormal gosterge egrilerinin kiiresel slant helis oldugu
durumdur. C-slant helisin bazi1 karakterizasyonlarin1 vermiglerdir ve C-sabit
prosessiyon egrisinin bir C-slant helis oldugunu gostermislerdir. Bir egrinin kiire
iizerinde yer alan ve kendisiyle birlestirilmis egriler olan teget gosterge, asli normal
gosterge ve binormal gosterge egrilerinin Frenet aparatlarmi (yani Frenet
vektorlerini, egrilik ve torsiyonunu){ N, C, W } c¢at1 aparatlar1 cinsinden

vermislerdir.

Bu tezde yeni bir alternatif hareketli cat1 olan { N, C, W } catis1 kullanilarak kiiresel
gosterge egrileri ve yonlii egriler bir arada diisliniiliip, bu egriler arasinda iligkiler
arastirilmistir. Sahiner [15] makalesinde, teget gosterge egrisinin yonlii egrisini
arastirirken bilinen Frenet catismi, egrinin egrilik ve torsiyonunu kullanarak
sonuclara ulasmistir. Burada ise gosterge egrilerinin yonlii egrileri ¢alisilirken { N,
C, W} cat1 aparatlar1 kullanilmistir. Arastirma igerisinde bulunacak sonuglar yeni
ve g egrilikleri cinsinden incelenmistir. Kiiresel gosterge egrilerinin yonli egrilerine
bu bakis agisindan yaklasmak ilging sonuglar vermistir. Benzer c¢alismalar farkli
catilar almip, yeni tipten egri aparatlar1 ile de incelenebilir. Bu kapsamda

arastirmacilara, yeni fikirler konusunda 1g1k tutmaktadir.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

2.1 Egriler icin Temel Bilgiler

Tamm 2.1.1: Matematikte egri; dogruya benzeyen fakat diiz olmak zorunda
olmayan bir objedir. Topolojik olarak ise tanimi; bir araligin topolojik uzaya gittigi
stirekli bir fonksiyondur. Diferansiyel geometride egri; I bir aralik, X de
diferansiyelenebilir ~ bir  manifold olmak {izere «a:1—>X sekindeki

diferansiyellenebilir fonksiyona denir(Struik,1988).

Tamm 2.1.2: 3-boyutlu Oklid uzaymda bir uzay egrisinin adapte ¢atist {v,,v,,v,}
vektor iigliisiiniin koleksiyonudur. Burada v, 3-boyutlu Oklid uzaymin ortonormal
bir bazin1 olusturur dyle ki v, « egrisine tegettir ve v, v, vektorleri keyfi olarak v,

vektoriine normal olacak sekilde diizlemden secilirler(Do Carmo, 1976).

Teorem 2.1.1: areguler bir uzay egrisi ve a'xa"#0 olmak iizere, iic tane

ortogonal vektdr alanina egrinin Frenet Catis1 denir. Bu vektorler;

T=%_ | N=BxT,B=2"%_ (1)
|

o<’

seklindedir. Burada T teget vektor, N asli normal vektor, B binormal vektor olarak
adlandirilir. Egrinin egrilik ve torsiyonu ise

||a'><a"|| B det(a',a",a")

e=trel o : ¢

||a <o

seklinde hesaplanir ve Frenet Tiirev formiilleri;

T'=kN N'=—«xT+tB  B'=—tN (3)



ile verilir (Struik, 1988).

Tammm 2.1.3: Bir egrinin Frenet catisindaki her bir vektoriinii birim kiirenin
merkezine tagiyarak, kiirenin yiizeyi tizerinde vektorlerin u¢ noktalarinin
birlestirilmesiyle olusan egrilere kiiresel gosterge egrileri denir. T teget vektoriin, N
asli normal vektoriin ve B binormal vektoriin olusturdugu gosterge egrilerine
sirastyla teget gosterge, asli normal gosterge ve binormal gosterge egrileri denir

(Struik, 1988).

Tamim 2.1.4: Integral egrisi bir diferansiyel denklem ya da denklem sistemine 6zel

¢Oziim veren parametrik bir egridir. X bir vektor alan1 ve «(f) parametrik egri
olmast durumunda, eger a(f) egrisi «'(f) = X (a(t))diferansiyel denkleminin bir

¢coziimil ise a(t) egrisine integral egrisi denir (Struik, 1988).

Teorem 2.1.2: o:1 c R— R’ 3 boyutlu 6klid uzaymda tammli birim hizl bir egri

olsun. ¢ egrisinin ortonormal Frenet vektorleri {T, N, B} asagidaki gibi tanimlanir:

T:d_a’ N:(le', B=TxN,
ds K

Burada T birim teget vektor alani, N birim asli normal vektér alant ve B birim
binormal vektdr alamdir, x=|T' egrinin egriligi, s «’nmn yay uzunluk

parametresidir. Frenet tiirev formiilleri matris formunda su sekilde de verilebilir;

T 0O x~ 0T
iN:—lc()rN,
ds

B 0 - 0|l B

burada T ve N vektorlerinin kapsadigi, salinim diizleminden egrinin sapma miktarini

Olcen
r=—(B'",N) (4)

ifadesine torsiyon denir (Do Carmo, 1976; O’Neill, 2006).



Teorem 2.1.3: Bir egrinin genel helis olmasi i¢cin gerek ve yeter sart H =L
K

fonksiyonunun sabit olmasidir (Gray vd., 2006).
Teorem 2.1.4: Bir egrinin slant helis olmast i¢cin gerek ve yeter sart

o= —(Zj fonksiyonunun sabit olmasidir (Izumiya ve Takeucki, 2004).
K

Tanmm 2.1.5: Bir « egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak iizere « egrisinin

kiiresel goster egrilerinin denklemleri

o, =T
ay=N (5)
a,=B

seklindedir. Bu egriler siras1 ile teget gosterge, asli normal gdsterge ve binormal

gosterge egrileridir (Struik, 1988).
2.2 Alternatif Cat1 Hakkinda Temel Bilgiler

Teorem 2.2.1: Yeni egri catilarindan biri olan egri boyunca alternatif hareketli

{N, C, W} ¢atis1 soyle tanimlanir:

N vektori birim asli normal vektor, C vektorii asli normal vektoriin tiirevi ve W

vektori de Darboux vektor olmak iizere;

N' 7T + kB

c="_ w=1tx2
NKr+ 72

[V

ile verilir. Burada bu yeni catiya gore egrilikler f ve g fonksiyonlaridir.
Bir egrinin harmonik egriligi: H = Love (6)
K

asli normal gdsterge egrisinin geodezik egriligi,



olmak uizere

f=xJ1+H*> ve g=of (8)
ile hesaplanir (Uzunoglu vd., 2016).

Burada H ve o arasindaki iligki ve I" fonksiyonu

o H' _p o) ©)

1((1+H2)E f(s)(1+0'2(s))2

seklindedir(Uzunoglu vd., 2016).
Teorem 2.2.2: Birim hizli bir ¢ egrisinin, C vektori sabit bir u dogrultusu ile sabit
6?;:&% acisini yapiyorsa, bu egriye C-slant helis denir. Yani; C vektorii ve sabit

dogrultu arasindaki a¢g1 & olmak iizere, <C,u> =cos @ =sabit ve ¢, C-slant helistir

gerek ve yeter sart

3

(fz+g2?2
av

olmasidir(Uzunoglu vd.,2016).

=tan @ = constant (10)

Teorem 2.2.3: Bir ¢egrisinin, «, tegetler gosterge egrisinin Frenet aparatlari
{TT,NT,BT,KT,TT}Olsun. o, gosterge egrisi ile ¢ egrisi arasindaki Frenet vektor

iligkileri {N , C,W} catist cinsinden soyledir;



I.=N

T

N, == (T +HB)

B, =~ (HT+B
f( +B)

K, = ve TT=§

K K
ﬂ:l (11)
ds, K

s; o 'nin yay parametresidir(Uzunoglu vd., 2016).

Teorem 2.2.4: o ’nmn asli normal gostergesi «, egrisi olsun. «, ’nin Frenet

aparatlari {TN,NN,BN,KN,TN}olsun. o, gostergesi ile o egrisi arasmdaki Frenet

vektor iliskileri {N,C,W} catis1 cinsinden soyledir;

T,=~(-T+HB
f( +HB)

o K 1
N, = —(HT +B)——N
N 0'2+1{f( ) o }
1 K
—(HT +B)+0oN
\/0'2+1[f( ) }
ky=No’+1 ver, =TVJo’+1

ds 1 (12)

dsy f

B, =

sy »a, nin yay parametresidir (Uzunoglu vd., 2016).

Tamm 2.2.1: « egrisi {T, N, B} Frenet catis1 ile verilen regiiler bir egri olsun. Eger

a, efrisi, o« 'mn teget gosterge egrisi ve e, “nin Frenet aparatlar1 {7, N, B, ,k;, 7, }

ise;
9=,
9 =[N, (13)
9 =8,

Integral egrilerine ¢, 'nin yonlii egrileri denir (Sahiner, 2019).



BOLUM 3

TEGET GOSTERGE EGRISININ YONLU EGRILERI

3.1. Teget Gosterge Egrisinin Teget Vektoriiniin Yonlii Egrisi

Bu boliimde; bir ¢ egrisinin teget gosterge egrisinin teget vektoriiniin integrali

alinarak, yonlii egrisi arastirilmistur.
Bu yonlii egri ile ilgili bilgiler {N, C, W} alternatif ¢at1 aparatlariyla verilmistir.
a egrisi, {T,N,B} Frenet catisi ile verilen birim hizli bir egri olsun. Eger o, egrisi,

o’nin teget gosterge egrisi ve «, ’nin Frenet aparatlart {T,,N,,B,,k;,7,} ise;

9 = jTTdST yonli egrisi o, teget gosterge egrisinin 7. yonlii egrisidir.

9, :jTTdST yonlii egrisi i¢in {TSI,N &,Bﬁ,xyl,rgl} Frenet aparatlarmi bulalim. ds,
o, tegetler gosterge egrisinin yay parametresi olsun.

; _d8 _d

S d—ST(jTTdsT)=TT:>T91 =T,

:>T3] =N

T, , § yonli egrisinin teget vektoriidir.

| =VN =1

d_191 — TT = d_lgl
ds, ds,

oldugu i¢cin 9 yonlii egrisi birim hizlidir.

& egrisinin yay parametresinin ds, oldufunu varsayilsin. «; teget gostergesinin yay

parametresi ds, i¢in,



d9 d§ ds, d(ITTdST) ds; _ .. ds;

ds, ds,ds,  ds, ds, ' ds,

T

4 4

Son ifadenin normu alinirsa;

d3

ds
B as, = ds,
ngl T d T K

5

olur. Yani, 4 yonli egrisi ile «, tegetler gosterge egrisinin yay parametreleri

aynidir.

& yonlii egrisinin teget vektort;

T, =N

seklindedir.
&, yonlii egrisinin asli normal vektori;

19 "
N

L‘% "

R

ile hesaplanir. Buradan,
W d8'_d d§ ,
4" = — (=)= —(T )=T;

ds d ds, ds,

olacaktir. Oncelikle denklem (3) yardimiyla Frenet tiirev formiilleri kullanilip 7'

hesaplanirsa,

1.'=x.N,
eldeedilir. Denklem (11) kullanilarak,
T, ':if[—T+HB] —[-T+HB]=9,"

x f

bulunur.
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|9 "|=vH?+1 esitligi géz oniine alinarak 9, yonlii egrisinin asli normal vektorii;

N, = ,91:: :(—T+HB): -1 . H 4
191 VE*+1 JH +1  JH?+1
seklinde bulunur. Kisaca
-1 H

N, = T+
SN /T RN e

olur. Simdi de § yonli egrisinin binormal vektorii B, bulunacaktir. Denklem
(1)’deki esitlik kullanilarak;

By =T, xN,

= Nx( ! g H

+
JH>+1  H*+1

-1 H
_\/H2+1 JH? +1

B)

(NxT)+ (N xB)

bulunur. §, yonlii egrisinin binormal vektorii

H 1

B, = T+
g JH>+1  H*+1

seklinde bulunur.

& birim hizli egri oldugundan, x, :HT& 'H ile § yonli egrisinin egriligi  ve

denklem (4) ile § yonlii egrisinin torsiyonu 7, = _<le LN > seklinde hesaplanirsa,

Ky =T | =17 = Ne | =i =5, = 50y =1, :5

bulunur.
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Diger taraftan §, yonlii egrisinin torsiyonu i¢in 7, :—<BL% "N L91> esitliginde once

B, ' bulunacaktr,

B, = H T+ ! B icin
JH>+1  NJH?+1
X =L ve Y= olsun.Denklem(l l)kullamlarak,
H*+1 H*+1
B ,_dBy d(XT+YB) ds _d(XT+YB) 1
4 ds, ds ds, ds K
seklindedir.
Ml=l(x'T+XT'+Y'B+Y15?'):l(x'T+X;<N+Y'B—YTN)
ds K K K
' X _Y 1
~LxT+(xx-vr)N+yB) =X o XEYT) Vg
K K K

X' (Xk ¥ W x Y
T+(—K——T)N —B——T+(X YH)N +—B
K K K K K K

elde edilir. Bulunan B, ' degeri 7, = —<Béﬁ LN > esitliginde yerine yazilirsa;

X' Y -1 H
7, =—(—T+(X-YH)N+—B, T+ B
! <’f ( ) K JH*+1  JH?+1 >

L& 1 v H J
K NH>+1 K H>+1
olur. Burada X ' ve Y' degerleri hesaplanip yerlerine yazilirsa,
. H' H2+1—7H2}§H
X = X' . 2AH +1
H?+1 H” +1
H'(H*+1)-H’H'
_ VH® +1 __H
2 3
_ 2HH'
2 _ 1
Y= 1 oy 251+1: HH“
H?+1 H”+1 (H +1)

12



H' -1 -HH' H

T\ S (g e

H' H'H® H(H+1) g
. _

w(H? +1) K(H2+1)2_1<(H2+1)2 K(H*+1)

olarak bulunur.

1

Sonug olarak, & yonlii egrisinin torsiyonu 7, = ———— seklindedir.
K(H + 1)

Ozetle 3 yonlii egrisinin Frenet aparatlart;

T5,1=N
-1 H
N, = T+ B
i Ji+H? Ji+H?
H 1
B, = T+ B
4 NH? +1 NH* +1
S
Kg]:;
;o H
4 K(H2+1)

olarak elde edilir. Bu son denklemlerde, denklem (7) ve (8) kullanilarak;

T, =N

N, =—=T+Z HB

B,=—HT+%B
f

-

7y =§=0£

seklinde bulunur. Elde edilenler, «, teget gosterge egrisinin Frenet aparatlariyla

aynidir. Bu durum asagidaki islemlerle de goriilebilir:
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o, =T ve 8 :.[TT oldugundan;

8'=T.=N
_doy _dl _dlds _ 1 _
ds, ds, ds ds, K
:>daT =N=§'=a'=54"'
ds.

T

=a, =8 +c ve c=0 alnabilir.

& yonlii egrsinin harmonik egriligi hesaplanirsa,

_H'
= :Ti:K(H2+1): H' _ H' _
4 K S f(H2+1) K‘(H2+l);
K
:>H53=0'
elde edilir.

Slant helis i¢in sabit olmasi gerecken o, fonksiyonu denklem (7) kullanilarak

hesaplanacaktir.

Burada dikkat edilmesi gereken durum sudur: 9 egrisinin yay parametresi s, ,;

egrisinin yay parametresi s, ve ¢egrisinin yay parametresi s olmak iizere

d 1 . ) .. .
rve d—s=— oldugundan, & egrisinin slant helis olmasi igin sabit
s, K

fonksiyon hesaplanirken;

2
Ky Ta | . ) e s e .
0y =————| — | ifadesindeki tiirev s, "e gore tirevdir.
K

'91

Ancak Onceden hesaplanan torsiyon ve egrilikler yerlerine yazildigindaki degerler

icin tlirev s’ye gore olmalidir. Yani;
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] \
(14> +74%) e
(K‘z sz
f2 f2
ookt dfglds 2 d(g]|ds
4 S ds\ f N2 ds\ f )ds,

denklem (10) kullanilarak;

1 1
oy = K—
' tanf «
o - 1
4 tan@

seklinde olacaktir.

Onerme 3.1.1: o egrisi yay parametreli bir egri, o, ; «egrisinin teget gosterge
egrisi ve 4 de, o, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. § egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve torsiyonu su sekilde hesaplanir:

T, =N
N&=—£T+?HB
_K‘
B, _?HT+—B (14)
S
K, =—
4 K
g f
T, =—=0—
4 K K

(Giiven ve Colak, 2022).
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Ispat: (13) nolu denklemlerden ilk denklemin tiirevi almarak, (1), (2), (3), (4) ve (8)
nolu denklemler kullanilarak ve gerekli islemler yapilarak (14) nolu denklemler elde
edilir.

Sonug 3.1.1: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ;  egrisinin teget gosterge egrisi
ve Y de «, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. « egrisinin teget gosterge egrisi ve «,

egrisinin 7, -yonlii egrisi ¢akisir (Giliven ve Colak, 2022).

Ispat: (11) ve (14) nolu denklemlerden goriildiigii iizere o, ve § egrilerinin Frenet

aparatlar1 esittir. Bunun yanisira (5) ve (13) nolu denklemlerin birinci tlirevleri

alinarak, Frenet formiilleri ve ;Z_s = 1 kullanilarak bu sonug elde edilir.
s, K

Teorem 3.1.1: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; o egrisinin teget gosterge
egrisi ve 9 de, o, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. ¢« egrisi slant helistir gerek ve

yeter sart ¢, egrisinin T, -yonli egrisi genel helistir (Giiven ve Colak, 2022).

Ispat: (7) ve (11) esitlikler yardimiyla 9, egrisinin harmonik egriligi H g =0 olarak

bulunur. Yani, o egrisinin geodezik egriligi ile aynidir. Buradan ispat agiktir.

Teorem 3.1.2: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; o egrisinin teget gosterge
egrisi ve 9 de ¢, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. ¢ egrisi C-slant helistir gerek ve

yeter sart ¢, egrisinin T, -yonlii egrisi slant helistir (Giiven ve Colak, 2022).
Ispat: 9 yonlii egrisinin asli normal gdstergesinin geodezik egriligi ;

1
tan @

(7‘91:

seklinde bulunmustu.

Burada @, C vektor alani ve u sabit dogrultu arasindaki agidir. o egrisi C-slant

helis oldugunda @ sabittir. Boylece o, fonksiyonu da sabittir ve terside gecerlidir.
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Teorem 3.1.3: ¢ egrisi yay parametreli bir efri, «,; « egrisinin teget gosterge
egrisi ve 9 de ¢, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. ¢ egrisi genel helistir gerek ve

yeter sart ¢, egrisinin T, -yonlii egrisi diizlemseldir (Giiven ve Colak, 2022)

Ispat: (8) ve (9) denklemleri dikkate almarak, (11) denklemindeki 9 egrisinin

burulmasi 7, = — hesaplandiginda sonug agiktir.
K ( H~+1 )2

Yani « genel helis & H sabit< H'=0’dir< 7, =0 olur.< J diizlemseldir.

3.2. Teget Gosterge Egrisinin Asli Normal Vektoriiniin Yonlii Egrisi

Bu boliimde; bir o egrisinin teget gosterge egrisinin asli normal vektoriiniin integrali

almarak, yonlii egrisi arastirilmistir.
Yine islemler ve sonuglar {N, C, W} alternatif ¢at1 aparatlariyla verilmistir.

a egrisi, {T, N, B} Frenet catis1 ile verilen birim hizli bir egri olsun. Eger o, egrisi,
a’nin teget gosterge egrisi ve «, ’nin Frenet aparatlart {T,,N,,B,,k;,7,} ise;

9, = J N,d, integral egrisi, &, teget gosterge egrisinin N, yonlii egrisi olsun.

4 = j Nydg yonli egrisi i¢in {TSZ,N SZ,BSZ,KSZ,T%}Frenet aparatlar1 bulunacaktur.

ds, ,a, tegetler gosterge egrisinin yay parametresi olsun.

; _d% _d

S E(jNTdsT)=NT:>TSZ:NT

=T, =N, =?(—T+HB).

T, ; 8, yonli egrisinin teget vektoridiir.
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d_192 = NT = d_192
ds, ds,

= [ (r+1)

oldugu i¢in 9, integral egrisi birim hizlidir.

8, egrisinin yay parametrisini ds, oldugunu varsayalim. o, teget gostergesinin yay

parametresi ds, igin,

d9, _d$, ds, _ d(jNTdST) ds, _ . ds;
dsg2 ds, dsé,2 ds ds

r .
- 5 dsg2

Son ifadenin normu alinirsa;

s,

dslg2

=[[v |

ds,
Sg

y, = ds;=dsy

olur. Yani, §, yonlii egrisi ile «, tegetler gosterge egrisinin yay parametreleri

aynidir.

8, yonlii egrisinin teget vektorti;

T,

=N, =%(-T+HB
5 f( +HB)

seklindedir.

4, yonlii egrisinin asli normal vektori N, ;

|9 "
N, =—2_
sl

ile hesaplanir. Buradan,

d$,'" d d8 d
l92n= 2 =__2)=_(NT)=NT|
ds, ds, ds, ds,

olacaktir.
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Oncelikle denklem (3) yardimiyla Frenet tiirev formiilleri kullanilarak N, '

hesaplanirsa,

N,'=—xT, +2,B, =L N+ 8 [HT 1 B]
K K f

_Spr_IniSpogr
f Kk f

bulunur. Diger taraftan;

R e
=\/o-2(H2+1)+(H2+1)=\/(02+1)(H2+1)

elde edilir. Buradan,

 Spr SNi8p
_‘92 48 K S

" e )

Denklem (8)'deki esitlik kullanarak bu islem diizenlenirse,

H
N, = o T- / N+ g B

\/(02+1)(H2+1) K\/(02+1)(H2+1) \/(02+1)(H2+1)

2
- oH T- (4 +1) N+ g B

\/(02+1)(H2+1) \/(o-z+1)(H2+1) \/(02+1)(H2+1)

bulunur. 4, yonlii egrisinin asli normal vektorti;

H 1
N, = c T— N+ 7 B

\/((72 +1)(H2 +1) \/(02 +1) \/(02 +1)(H2 +1)

seklinde olur.

Simdi §, yonlii egrisinin binormal vektorii bulunacaktir. Denklem (1) kullanilarak;

19



B, =T, xN,
I oH T 1 N—
B, 2{?(_T+HB)}X fe H)(GH ) (o)
+ B
e _

‘(_ﬂ{_ﬁ}”m{_?juaz+1(;(H2+1)](TXB)

Gl el e

H? H
= & B+ K9 N+ s’ N+ K

N N N

Yukarida denklem (8) kullanilirsa, 4, yonlii egrisinin binormal vektort;

B, = H T+—2 N+ ! B

* \/(Hz +1)(02 +1) \/(02 +1) \/(H2 +1)(02 +1)

seklinde bulunur.

9, birim hizli oldugundan x, =|T,, | ile 9, yonlii egrisinin egriligi ve denklem (4)

ile 8, yonli egrisinin torsiyonuz, = _<332 LN 92> seklinde hesaplanirsa;

2

2
o = [T = IV =Ty e B = e = £

K
fi+g

K

31(‘82:

Yani §, yonlii egrisinin egriligi;
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olarak bulunur.

Diger taraftan, 9 yonlii egrisinin torsiyonu igin 7, = _<332 "N 32> esitliginde once

B, ' bulunacaktur.

H o 1 ..
B, = T+ N+ B icin
” \/(H2+1 (02+1) \/(02+1) \/(H2+1)(02+1)
X, = " Y, = ° ve Z, = !
\/(H2+1 (02+1) (0'2+1) \/(H2+1)(02+1)
olsun.
- ,_9dB;, d(XT+YN+ZB) ds
L ds, ds ds,
AXTAINAZB) ds _ 1y op X 14y ' N+YN'+Z, 'B+ZB')
ds ds, K
1 (X,'T+X,kN+Y'N
~ k\+Y,(~«T +7B)+ Z,'B—ZzN
=l((x1 —xY)T+(X,x+Y,'~Z7)N+(Y,r+Z')B)
K
denklem (11) yardimiyla,

B, '=l((x1 —xY)T+(Xx+Y,'-Z7)N+(Yr+Z,")B)
- K
elde edilir.

N, = oH T-— (4 +1) N+ 9 B
bl (e o) (mt )
ifadesinde

N T R )

denirse,
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7y =—%<(X1 —kY)T+(X,k+Y,'-Z7)N+(Yr+Z,")B,AT +BN+CB>

= —l[Al (X,'=x¥)+B (X,x+Y,'-Z7)+C (Yr+Z)]
K
bulunur.

Once X,.Y,"' ve Z,' degerleri sirastyla hesaplanacaktir.

H
X, = olmak {izere,

\/(Hz +1)(02 +1)

H
X,'=
[\/(H2 +1) (o +1) ]

H'J(H? +1)(c” +1) —H{

2HH (6 +1)+200'(H? +1)
2J(H? +1)(0” +1)
(H>+1)(c* +1)

H'(H*+1)(c*+1)-H’H'(c* +1)-Hoo'(H* +1)
JH? +1)(0° +1)
(H> +1)(c* +1)

H'(c*+1)H*+1-H*)-Hooc'(H* +1)

_ JH? +1)(0° +1) _H'(0’+)-Hoo(H’ +1)
(H"+1)(o” +1) [(H2+1)(G2+1)]§
_xH(7+1)  Hoo'(H*+1)

3 3 3
K(H>+1)2(c” +1)2  (H>+1)2(c” +1)2

xkH' Hgo'

k(H>+1)2 (e +1)  J(H +1) f(c”+1)?

ve denklem (9) kullanilarak,

. Ko Hgll
X, '= -
J@+1)  JH>+1)
seklindedir.

= a5)
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olmak tizere,

o200
o’ +1-

o’ +1 >

Y'—( o ]OJ 2 02+1_0"(0'2+1)—0'20"
WA (O_2+1)§

1

\/(HZ +1)(<72 +1)

olmak {iizere,

2HH (¢’ +1)+200'(H* +1)
2J(H? +1)(0” +1)
(H? +1)(0” +1)

il
Z,'= 4
{\/(H2 +1)(o” +1)J

HH '(c* +1) oo'(H* +1)

) [(H2 +1)(c> +1)]3 [(H2 +1)(o> +1)]§

TH'(c* +1) go'(H? +1)

3 3 3 3
K(H*+1)2(c” +1)> (o +1)2 (H* +1)?
ve denklem (9) kullanilarak,

___ o gl
J@ 1) JH? +1)

seklindedir.

=7

X,' degeri yerine yazilirsa,

oH Ko Hgl'

(16)

A7)

o

A (X, '-kY))=

oH?gl’
(H2 +1) (02 +1)
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bulunur. Y,' degeri yerine yazilirsa,

H o'
K + 3
| J(H2 +1) (07 +1) (0% +1)?
Bl(xlzcﬂzlv_zlr):_m )
O

P en)(o )

ve denklem (6)kullanilarak,

bulunur. Z' degeri yerine yazilirsa,

T+7Z")= 9 T N R
C1(Y1 A ) \/(62+1)(H2+1)[ \/(0_2 +1) \/((72—}—1) \/(Hz—i-l)J
ogl
h (20)
<H2+1)\/(52+1)

bulunur.

Son olarak bulunan (18),(19) Ve(ZO)'dekiesitlikler torsiyonda yerine yazilirsa;

l{ oH?gl’ o' ogl }

TR () o) (o2+1) (1) (o0 o)

elde edilir. Denklem (8) ve (9) yardimiyla,

1 o(H?+1)gr o' }

K_ (H2+1) (02+1) (<72+1)2

=_l_ ogo' 3 o'
| for g o) (oF+1)
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1 2 fo’ o |1 (02+1)a'
Kl f(o*+1) (o2 +1) | &| (o +1)
j— O-'

_K(O'2+1) .

Sonugta 9, yonlii egrisinin torsiyonu 7, =(L seklindedir.
K

o’ +1)

8, yonli  egrisinin  harmonik  egriligi  denklem  (6)  kullanilarak,

Al

o
" :T_SZ:K(02+1): o' _ o'
& Ky, \/f2+g2 \/f2+g2(0'2+1) f\/0'2+1<0'2+1)
K

seklinde bulunur.Bu ifade diizenlenirse ve denklem (9)kullamlirsa,

'

(o2
H, =——" =T

% 3
f (0'2 + 1)2
seklinde elde edilir.

4, egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit olmasi gereken o, fonksiyon degerini

denklem (7) kullanilarak hesaplanacaktir.

Burada, J, egrisinin yay parametresi s, ,c, egrisinin yay parametresi s, ve «

e . . ds 1 .
egrisinin yay parametresi s olmak uzere, s, =s, ve d—=— oldugundan, 9,
s, K

egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit fonksiyon hesaplanirken;

2
K
_ 9, ' : o e .
Oy =— 3 H, ifadesindeki tiirev s, ’ye gore tirevdir.

2
2 2\2
(x5 +75)

Ancak onceden hesaplanan torsiyon ve egrilikleri yerlerine yazildigindaki degerler

icin tlirev s’ye gore olmalidir. Yani;

25



buradan denklem (9) kullanilirsa

f? (62 .t 1)4 [ o' J
Ps, = 3 3
Pl ) (o) [ L)
seklinde olacaktir.

Onerme 3.2.1: o egrisi yay parametreli bir egri, o, ; «egrisinin teget gosterge
egrisi ve 4, de a, egrisinin N,-yonlii egrisi olsun. 9, egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve torsiyonu su sekilde hesaplanir:

T, =?(—T+HB)

N = oH T_ f N o B
e E ) el ) (E# ) o e (E )

B, = il T+ o N+ ! B

\/(Hz +1)(0'2 +1) \/(02 +1) \/(Hz +1)(O'2 +1)
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21)

(Giiven ve Colak, 2022)

Ispat: (13) nolu denklemlerden ilk denklemin tiirevi almarak (1), (2), (3), (4) ve (8)
nolu denklemler kullanilarak ve gerekli islemler yapilarak (21) nolu denklemler elde
edilir (Gliven ve Colak, 2022).

Teorem3.2.1: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; o egrisinin teget gosterge egrisi
ve 4, de «, egrisinin N,-yonlii egrisi olsun. « egrisi slant helistir gerek ve yeter

sart ¢, egrisinin N, -yonli egrisi diizlemseldir (Giiven ve Colak, 2022).

0—2 seklinde elde
K(O‘ +1)

Ispat: 9, egrisinin torsiyonu (21)’ deki denklemde Ty =

edilmisti. o egrisi slant helis oldugunda o sabittir. Boylece ispat aciktir (Giiven ve

Colak, 2022).

Sonu¢ 3.2.1: Eger o egrisi genel helis ise, o, egrisinin N,-yonlii egrisi yine

diizlemseldir (Giiven ve Colak, 2022).

Ispat: Denklem (9) ve 7, “ den sonug agiktir (Giiven ve Colak, 2022).

Teorem3.2.2: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; o egrisinin teget gosterge egrisi
ve 4, de, o, egrisinin N,-yonlii egrisi olsun. Eger o« egrisi slant helis ise, genel

helis ve slant helis olan N, -yonlii egrisi yoktur (Giliven ve Colak, 2022).

Ispat: 9, egrisinin denklem (21) ‘deki egriligi ve burulmasi kullanilarak N, -yonlii

egrisinin harmonik egriligi ve o, fonksiyonu su sekilde elde edilir;

o o' ve o, = f2(02+1)4 o'

f(62+1)§ [f2(02+1f+(0')2}z f(02+1)2

| W
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Burada eger o slant helis ise o zaman H, =0ve o, =0 olur. Buradan sonug

aciktir (Giiven ve Colak, 2022).

Teorem 3.2.3: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; « egrisinin teget gosterge
egrisi ve 4, de, o, egrisinin N, -yOnlii egrisi olsun. ¢ egrisi C-slant helistir gerek ve
yeter sart N, -yonlii egrisi genel helistir.

Ispat: ¢ egrisi, C-slant helistir gerek ve yeter sart

3

M=tan6’
21 &
a

1
ifadesinin sabit olmasidir. Denklem (8) ve (9) kullanilarak tan6’=F oldugu

gorilir. Dolayistyla H, =1I"sabit olur ve bdylece ispat agiktir.

3.3. Teget Gosterge Egrisinin Binormal Vektoriiniin Yonlii Egrisi

Bu boéliimde; bir « egrisinin teget gosterge egrisinin binormal vektoriiniin integrali

almarak, yonlii egrisi aragtirilmistir.
Bu yonlii egri ile ilgili bilgiler {N, C, W} alternatif ¢at1 aparatlariyla verilmistir.

a egrisi, {T,N,B} Frenet catisi ile verilen birim hizli bir egri olsun. Eger o, egrisi,
a’nin teget gosterge egrisi ve «, ’nin Frenet aparatlart {T,,N,,B,,k;,7,} ise;

G = j B.d yonlii egrisi o, teget gosterge egrisinin B, yonli egrisidir.

&= IBTd 5, yonli egrisi i¢in {Tl% Ny By Ky Ty } Frenet aparatlarin1 bulalim. ds,

o, tegetler gosterge egrisinin yay parametresi olsun.
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; _d% _d

T d—ST(jBTdsT)zBT =T, =B,

=T, =?(HT+B).

T, , 8, yonlii egrisinin teget vektoriidir.

d9 dsg K’ K’ K’
ds; B, :sts; :||BT||:\/FH2+F =\/F(H2 +1) =1

oldugu i¢in & yonlii egrisi birim hizhidir.

g, egrisinin yay parametresinin ds, oldugunu varsayalim «, tegetler gostergesinin

yay parametresi ds, i¢in,

d$, dS, ds, d(IBTdST) ds, _ p ds;

ds s ds, ds 5 ds, ds 5 " ds 5

Son ifadenin normu alinirsa;

ds,

=[]
dsL93 ’

= ds;=dsg

ds;
ds 5

olur. Yani, & yonli egrisi ile «, tegetler gdsterge egrisinin yay parametreleri

aymdir.

&, yonlii egrisinin teget vektorti;
T, = ?(HT +B)

ya da,

H?>+1 H?>+1

seklindedir.
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& yonlii egrisinin asli normal vektor;

19"
N — 3
Sy

ile hesaplanir. Buradan,

dsg,' d d3&
&= = (—3)——(3) B’
ds, dsT ds, ds,

olacaktir. Oncelikle denklem (3) yardimiyla Frenet tiirev formiilleri kullanilip

hesaplanirsa,

B,'=-7,N,

elde edilir. Denklem 1) kullanilarak,

(1
B':—ﬁ{—E +ﬂ3} [gT g B}z&l"
R £ ’

bulunur.

Jo 1= S & ,/ Al
for

denklem( kullanllarak

_ |8 s
- I T =17
seklindedir.
||1% "|| =& esitligi gdz Oniine alinarak $ yonlii egrisinin asli normal vektori;
K

o = ‘93:: =£(§T—£BJ:—T—ﬁB
S Vi f f f

seklinde bulunur.

Denklem (8)'deki esitlik kullanarak bu iglem diizenlenirse,
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1 T H

= - B
* JH>+1  H*+1

N

seklinde bulunur. Kisaca,

1 T H

N = _
JH>+1  H*+1

&

Simdi 8, yonlii egrisinin binormal vektorii bulunacaktir. Denklem (1) kullanilarak;

Bl93 :T%XN%

1 H
T B}

B :L/%”\/ﬁlg}[\m%l H
:(\/HIZH)(_\/H}fﬂ}(TXB){«/HIZ+1J(JH12+1}(BXT)

H’ 1 H’+1
=— -N)+ N=
H2+1( ) H>+1 (H2+1

Jv=n

& yonlii egrisinin binormal vektorii;

seklinde bulunur.

9, birim hizhi oldugundan x, =T, | ile 9 yonlii egrisinin egriligi ve denklem (4)

ile 8, yonli egrisinin torsiyonu z, = —<B PRI\ 93> seklinde hesaplanirsa;

- - 8
<o = [T =18l = el =l =7 <

L, o
3

K
Yani 4 yonlii egrisinin egriligi;

3
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olarak bulunur.

Diger taraftan, , yonlii egrisinin torsiyonu i¢in 7, = —<Bl93 "N 93> esitliginde once

393 " bulunacaktir.

dB
B, '=—93=@£=N'l=(—KT+TB)l=—T+EB
Y ds, ds ds, K K K

denklem (8) yardimuyla,

ng '=-T+HB
elde edilir.

1 H
r%=—<—T+HB, T B>

JH? +1 _\/H2+1

2 2
1 H WH _ o f
K

= + =
JH2+1 JH?+1 JH?+1

bulunur. Yani, $,yonlii egrisinin torsiyonu 7, = i seklindedir.
K

&, yonli egrisinin harmonik egriligi denklem (6) kullanilarak,

seklinde bulunur.
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& egrisinin slant helis olmast i¢in sabit olmasi gereken o, fonksiyon degerini

denklem (7) kullanilarak hesaplanacaktir.

Burada, & egrisinin yay parametresi s, ,c; egrisinin yay parametresi s, ve «

. . . ds 1 -
egrisinin yay parametresi s olmak lzere, s, =5, Ve I =— oldugundan, &
: s, K
T

egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit fonksiyon hesaplanirken;

2
K ) . . . .. .. .
Oy = %H o. 1fadesindeki tiirev s, ’e gore tiirevdir.
S 3 3

2 2\2
(K@ T )

Ancak onceden hesaplanan torsiyon ve egrilikleri yerlerine yazildigindaki degerler

icin tiirev s’ye gore olmalidir. Yani;

2 2
g g
o, = K’ d(H‘g*) 2y = L (1]1
% ) fz % ds ds.% i( 2—|—f2)2 K
%+zj P\E
K° K
52
3 3 2
et ©

denklem (8)kullanilarak diizenleme yapilirsa,

=L(_£j=_ foo o
(e 77 (o)) (o1

buradan denklem (9) kullanilirsa,

o, =T (22)

3

seklinde olacaktir.

Onerme 3.3.1: « egrisi yay parametreli bir egri, «,; o egrisinin teget gosterge
egrisi ve & de «, egrisinin B, -yonlii egrisi olsun. & egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve torsiyonu su sekilde hesaplanir:
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H 1

T, = T+ B
* JH? +1 JH? +1
1 H
N, = T - B (23)
* JH? +1 JH? +1
BgzzN
g S
K, == Ve 7T, ==—
5 K % K

(Giiven ve Colak, 2022).

Ispat: (13) nolu denklemlerden ilk denklemin tiirevi alinarak (1), (2), (3), (4) ve (8)
nolu denklemler kullanilarak ve gerekli islemler yapilarak (23) nolu denklemler elde

edilir (Gliven ve Colak, 2022).

Teorem3.3.1: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; o egrisinin teget gosterge egrisi
ve Y, de «, egrisinin B, -yonlii egrisi olsun. ¢, egrisinin, diizlemsel B, -yonlii egrisi

yoktur (Giiven ve Colak, 2022).

Ispat: x#0ve dolayisiyla f #0 olacagindan 9, yonlii egrisinin denklem (23)’e

gore torsiyonu sifir olamaz (Giiven ve Colak, 2022).

Teorem3.3.2: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; o egrisinin teget gosterge egrisi
ve & de o, egrisinin B, -yonli egrisi olsun. o egrisi slant helistir gerek ve yeter

sart , egrisinin B, -yonlii egrisi genel helistir (Giiven ve Colak, 2022).

Ispat: Denklem (8) ve (23)’ye gére 9, yonlii egrisinin harmonik egriligi;

H, =

1
o)

seklinde bulunmustur.
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Eger o egrisi slant helis ise o =sabit olur, dolayisiyla & yOnli egrisinin harmonik
egriligi H, degeri de sabit olacaktir ve bdylece ispat agiktir (Giiven ve Colak,

2022).

Teorem3.3.3: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; « egrisinin teget gosterge egrisi
ve & de «,egrisinin B, -yonlii egrisi olsun. « egrisi genel helistir gerek ve yeter

sart ¢, egrisinin B, -yonli egrisi dogrudur (Gliven ve Colak, 2022).

Ispat: &, yonli egrisinin egriligi denklem (23), (8), (9) gbz 6niine alindiginda,

K, = L
% K'(H fs 1)
seklindedir.

Bu nedenle « egrisi genel helistir (H — sabit) gerek ve yeter sart §, yonlii egrisinin

egriligi x, =0 olur. Buradan ispat agiktir ve terside gecerlidir.

Teorem3.3.4: o egrisi yay parametreli bir egri, ¢, ; o egrisinin teget gosterge egrisi
ve & de ¢, egrisinin B, -yonlii egrisi olsun. « egrisi C-slant helistir gerek ve yeter

sart ¢, egrisinin B, -yOnli egrisi slant helistir (Giliven ve Colak, 2022).
Ispat: 9, yonlii egrisinin geodezik egriligi denklem (22)’de,

o, =-T

3

seklinde hesaplanmist.

Denklem (9) ve (10) ile o, =— seklindedir. Burada @, C vektor alami ve u

tan 6
sabit dogrultu arasindaki agidir. & egrisi C-slant helis oldugunda @ sabittir. Boylece

o, fonksiyonu da sabittir ve terside gegerlidir.
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3.4. Ornekler

Ornek 3.3.1: Yay parametreli ve genel helis olan
a(s)= cos(i],sin[ij,is

N R W IV
egrisini alalim. Bu egrinin teget gosterge egrisi,

aT(s)=%(—sin(%j,cos(%j,2] dir.

o, egrisinin 7, -yonli egrisi, N, -yonli egrisi ve B, -yonlii egrisi sirasiyla

asagidaki gibi bulunur:

Burada ¢, e R, 1<i<9 seklindedir.
Burada §, ve 4, diizlemsel, & de dogrudur. Boylece bu 6rnek Sonug 3.2.1, Teorem

3.1.3 ve Teorem 3.3.3 i dogrular.
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~1Baw 5 o

10

L’:Q_gﬁ

Sekil 3.4.1 & egrisi

Sekil 3.4.3 9 egrisi
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Sekil 3.4.4 9, egrisi Sekil 3.4.5 9, egrisi

(Giiven ve Colak, 2022).

Ornek 3.3.2: Yay parametreli ve slant helis olan

5(5)= (_§£cos(4s) . cos(2s)}_§[sin(4s) N sin(ZS)}?COSSJ

6 16 4 6 16 4

egrisini alalim. Bu egrinin teget gosterge egrisi,

5.(5) =(§[sin(4s) N sin(2s)}_§[cos(4s) N cos(ZS)}_gsinsJ

4 2 6 4 2
ve [, egrisinin T, - yonli egrisi, ¢,, c,, ¢, sabit reel sayilar olmak iizere;

sin(4s) sin(2s) cos(4s) cos(2s)

191(5)=[ + g +ep,— _S, - +cz,—§sins+c3]

3

seklindedir.

Burada 9, egrisi genel helistir ve bu 6rnek Teorem 3.1.1°1 dogrular.

38



Sekil 3.4.7 S, egrisi

Sekil 3.4.8 3, icin 9 egrisi

(Gtiiven ve Colak, 2022).
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BOLUM 4

ASLIi NORMAL GOSTERGE EGRISININ YONLU EGRILERI

4.1. Asli Normal Gosterge Egrisinin Teget Vektoriiniin Yonlii Egrisi

Bu boliimde; bir « egrisinin asli normal gosterge egrisinin teget vektoriiniin integrali

alinarak, yonlii egrisi arastirilmistur.

Yonli egri ile ilgili hesaplar ve sonuglar {N, C, W} alternatif cat1 aparatlari
yardimiyla verilmistir.

a egrisi, {T,N,B} Frenet catis1 ile verilen birim hizli bir egri olsun. Eger «,, egrisi,
oegrisinin  asli normal gosterge egrisi ve «,egrisinin Frenet aparatlar
{T\.Ny.By.ky, Ty} ise; ﬂlszNdsN integral egrisi, «, asli normal gOsterge
egrisinin 7, -yonlii egrisidir. ﬂlZITNdSN yonli egrisi icin {Tﬁl’Nﬁl’Bﬂ,’Kﬂl’Tﬁl}
Frenet aparatlar1 bulunacaktrr. ds,, «, asli normal gosterge egrisinin yay

parametresi olsun.

_dp _ d _ _
T, —E—E(jTNdsN)—TN =T, =T,

Denklem (12) den,

bulunur. 7, ; /5, yonlii egrisinin teget vektoriidir.

= FD

ah
dsy

ap

=T, =
N HdsN
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oldugu i¢in 3, yonlii egrisi birim hizhdir.

B, yonlii egrisinin yay parametrisinin ds, oldugu varsayilsm. «, asli normal

gostergesinin yay parametresi ds,, i¢in,

dp,_dp, ds, _d([Tydsy) ds, s
ds, dsy ds, ds, ds, "ds,

b

1fadesinin normu alinirsa;

ap

ds
Pl S = dsy=ds,

B

b

olur. Yani £, yonlii egrisiile o, asli normal gostergesinin yay parametreleri aynidir.

B, yonlii egrisinin teget vektort;

Tﬂl

K
T, == (-T + HB)
f

seklindedir.

B, yonlii egrisinin asli normal vektor;

A’
N, =11
Sy

esitligi ile hesaplanacaktir.

dB' d d d
A d dhy_ 4 gy,
ds, dsy ds, ds,

B =

olacaktir.

Oncelikle denklem (3) yardimiyla Frenet tiirev formiilleri ve denklem (12)

kullanilirsa,
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TN':KNNN

N " {E(HT+B)—1N}=%(HT+B)—01N
o f o

Ji+a? LS

seklinde olur. Buradan diizenleme yapilirsa esitlik;

T, =2 N TKp_p
f f

seklinde olur. Denklem (8) kullanilirsa,

||ﬂ1"||_\/f (A+H)+1= \/Uf—’jf—zﬂz o2 +1
K

olur. Dolayisiyla S, yonli egrisinin asli normal vektori;

o oKHp N,
N B f
2B Jo? +1
Yani,
oxkH 1 oK
N, = - N+ B
S N P e o
seklindedir.

B, yonlii egrisinin binormal vektorti B, denklem (1) kullanilarak;
By =Ty xNy

_(—7T+ L i B S Sy VN o/ S

fJa+1 Jor+l ot +1

K 1
=———(TXN)-———
f , 2 ( ) f’ 2
K‘H oxH KH

ff\/_ )f\/_BXN

(TxB)
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ox*H*

__*H g, S VUL S
fNo*+1 fo? v NN RN

kH T4 oK (H2+1) K

= B
fo?+1 o’ \/
KkH K
= T N B
fNo®+1 +\/0'2+1 +f\/0'2+1

H O-N+ ! B

= T+
JAH> 1)+ NP+l J(HP+1)(6? +1)

seklinde bulunur. Kisaca B yoOnlii egrisinin binormal vektori;

B, = H T+—2 N+ ! B

JAH D@+ ol 1 J(H+1)(07 +1)

seklinde olur.

A, birim hizli oldugundan, x, H H ile B yonlii egrisinin egriligi ve denklem
(4) ile f, yonli egrisinin torsiyonu 7, = —<Bﬂ] "N ﬂ]> seklinde hesaplanirsa;

K, :HTI H =[7

seklinde olacaktir. Burada denklem (3) ve (12) yardimiyla,

—||KN || 1/ =Ky =Kz =Ky = o’ +1

olur. Yani £, yonlii egrisinin egriligi,

olarak bulunur. £ yonlii egrisinin torsiyonu i¢in 7, = —<B,,),1 "N /31> esitliginde once

B 5 " bulunacaktur.

B, = H T+—2 N+ ! B icin,

JAH D@+ Joi+l  JHP+1)(o? +1)
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H Y = o ve Z, = ! olsun.

@ ety ol JH e 1))

X

B dB, d(X,T+Y,N+Z,B) ds
/i ds, ds ds,

Burada denklem (12) kullanilirsa,

_d(X,T+Y,N+Z,B) 1

B 1

A ds I
=%(X2'T+X2T’+Y2‘N+Y2N’+Zz’B+ZZB')
2%(X2'T+XZKN+Y2'N+Y2(—KT+TB)+ZZ'B—ZZTN)

1
= ?[(X2 kYT +(X,k +Y,'~ Z,0)N + Y,z + Z, ) B]
B, - (X, k¥ Xk 4 Y= Zy1) o (VT+2,) o
f f f
oxkH 1 oK
N, = 1l — N + B icin de

/i fNot+1 o'+l fNo?+1

A, :ﬂ, B, __1 ve C, = — %% olsun.

fio® +1 o’ +1 fo®+1

Elde edilen B, ' ve N, ifadeleri 7, :—<Bﬂ] "N ﬂ]> esitliginde yerine yazilirsa;

X, - kY, X, k+Y,'-Z Ye+Z,)
__ X mwb) . Xx Y, = Zyr) o (BT 2)B,AZT—BZN+CZB>

T, 7 7
:_%[AZ(XZ'—KYZ)—BZ(YZ’+KX2—rZ2)+C2(ZZ'+rY2)] . (24)

Torsiyonu hesaplayabilmek i¢in dncelikle buradaki X,',Y,"' ve Z,"' degerleri ayr1

ayr1 hesaplanip denklem (24)’te yerine yazilacaktur.

H

X, =
JH? +1)(0 +1)

icin,
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H
X,'=
L\/(H2 +1)(o” +1) J

2HH (6> +1)+200 '(H* +1)

H'J(H*+)(c*+1)-H
I 7 [ 2J(H? +1)(c* +1)

(H> +1)(c” +])

H'(H*+1)(c°+)-H’H'(c*+1)-Hoo(H* +1)
JH? +1)(0? +1)
(H> +1)(c*+1)

H'(c*+1)H*+1-H*)-Hoo'(H* +1)
JH? +1)(07 +1)
(H*+1)(c*+1)

_H'(c’+)(H*+1-H*)—Hoo'(H® +1)

[(H2 +1)(o> + 1)]3
_ xH'(’+])  Hoo(H+))

K(H?>+1)2(0% +1)2  (H>+1)2(6> +1)2

kH' Hgo'

K(H? +1)2\(07 +1)  J(H? +1)f (07 +1)?

denklem (9) 'daki esitlik yardimyla,

Ko Hgll

X.'= _
CoJe

bulunur.
Y, = i¢in,
ol +1
o'\Jo’ +1 _ 0200
Y = o _ 2ot +1
* ot o’ +1
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(1) (o)
) (0':—'1); 20
bulunur.
Z ! ¢in,

@ e
2HH (0° +1)+ 200" (H? +1)

; { 1 J{ 2J(H? +1) (0% +1)

JH? +1)(07 +1) (H? +1)(c” +1)
_ HH'(c’+1)  oo'(H’+1)
[(E+)(@*+D ] [H 4D +D ]
tH'(o’+1)  go'(H’+1)

3 3 3 3
K(H? +1)?(0” +1)>  f(0 +1)7 (H® +1)?

denklem (8)ve(9)'daki esitliklerile;

, 70 gl
AR - 27
J@+1)  J(H?+1) 7

bulunur. Denklem (25), (26) ve (27) ‘deki degerler denklem (24) ‘te yerine yazilarak

hesaplamalar yapilirsa,

ko  Hgl e o} oxcH
C(X,-x1)A, \{@ ) JaP ey @+
f A +1)

— Hel oxH
o ,/(H2+1) g

_ _ 8K ocH’T
e +1) f @ +DH? +1)
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o’HT

_ , 28
(H? +1)«/(0'2 +1) (28)

Hk o' T
(X,c+Y,'-Z,7)B, \CESTE (o2 +1) NI
f - PN
T o' T
* 3 2 2
JH? +1)(07 +1) (o2 +1) JH? +1)(07 +1)
B fo® +1
B o' 1 T 1

(G +1) \/a +1 \/0'2+1

=—= (29)

ve

o o g
(%r+2,)C, @+ @+ JH 1)

£ N

glox _8 K l'o
N +1)\/(H2+1) f I +1)\/(H2+1)
1

\/(H +1) J(&* +1)\/(H 1) (H +1)«/(0 +1)
30
(H +1)1/(0' +1) ( )

OK

olarak elde edilir. Yukaridaki denklem (28), (29) ve (30)’ daki ifadeler denklem

(24) ‘te yerine yazilirsa,
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o’H’T r I'o?

= + +
E (H>+DyJ(0* +1) o> +1  (H> +1)\[(0> +1)
o’ T(H?+1) r (c?+1)I >
= + = =I'{(o™+1])
(H>+DJ(0*+1) Vo> +1  \J(c*+1) 7
bulunur.

O halde, f, integral egrisinin torsiyonu 7, =Ty/(c? +1) seklindedir.

B, yonlii egrisinin harmonik egriligi denklem (6) kullanilarak,

. 7, L@+ .

SN
:>Hﬁ1:1"

seklinde bulunur.

B, egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit olmasi gereken o, fonksiyon degeri

denklem (7) kullanilarak hesaplanacaktir.

Burada, [, egrisinin yay parametresi s, ,c, egrisinin yay parametresi s, ve «

e . . ds 1 .
egrisinin yay parametresi s olmak tzere, s, =s, ve . = — oldugundan, f
SN

egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit fonksiyon hesaplanirken;

2

K ' . . . .o L) .. . .
O, = b H , ifadesinde ki tiirev s, ’e gore tiirevdir.
A 3708 B
2 2\2
(Kﬂ1 +Ty )

Ancak onceden hesaplanan torsiyon ve egrilikler yerlerine yazildigindaki degerler

igin tiirev s’ye gore olmalidir. Ayni zamanda H, =I" oldugundan,
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(1/(02 ) )2 dr ds

Op = 3
() <frm |
_ (o> +1) dl ds _ (@*+) I
((02+1)+(02+1)F2); ds dsy ((0'2+1)(F2+1)); f
(o> +1) r_ r r

(a2+1);(r2+1); ! @+ (r2+1); i @ +1) (r2+1);

seklinde olacaktir.

Onerme 4.1.1: « egrisi yay parametreli bir egri, «,; «egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve [, de, «,egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. S, egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve torsiyonu su sekilde hesaplanir:

K
Ty =Ty = (T+HB)
N, =—ZH 7 1 N p
2 +1 Not+l  fot+1
B, = il T+———N+ 1 B
JAH> D)+ Vot JH (0% +1)

K‘ﬁl:\/0'2+l ve rﬂlzl“«/(0'2+1) 31)

Ispat : (13) nolu denklemlerden ikinci denklemin tiirevi alinarak (1), (2), (3), (4), (8)
ve (9) nolu denklemler kullanilarak ve gerekli islemler yapilarak (31) nolu
denklemler elde edilir.

Teorem 4.1.1: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; « egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve S, de, a, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. « egrisi genel helis ise

o, egrisinin T, -yonlii egrisi diizlemseldir.
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Ispat : o egrisi genel helis olsun o halde H =L sabittir. Dolaysiyla o ve I'nin

K

tanimindan
o= H -, I'= O-(s) 3
K(H2+1)5 f(s)(1+0'2(s))E

['=0 olur. (31) nolu denklemlerden 7, =Iy/(c? +1) oldugu i¢in 7, =0Dbdylece

ispat gosterilmis olur.

Teorem 4.1.2: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; « egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve [, de, a, egrisinin 7, -yonlii egrisi olsun. ¢ egrisi C-slant helistir

gerek ve yeter sart o, egrisinin 7, -yonlii egrisi genel helistir.

Ispat: T, yonlii egrisi genel helis ise H 5, =1 sabittir. Denklem (9) ve (10)’daki

esitlikler dizenlendiginde, H, =I"= sabit olur. Boylece «egrisi C-slant

tan

helistir. Tersine de bu teoremin dogrulugu agiktir.

Teorem 4.1.3: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; « egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve S, de, «, egrisinin T, -yonlii egrisi olsun. ¢ egrisi slant helistir

gerek ve yeter sart o, egrisinin 7, -yonlii egrisi diizlemseldir.

Ispat: o egrisi slant helis ise o sabittir. S, egrisinin torsiyonu (31)’deki denklemde

Ty :FW/(O'2+1) seklinde elde edilmisti Ve denklem (9)’daki esitlikte

p_ o)
f(s)(1+02 (s))E

olacagindan ispat gosterilmis olur. Tersine de bu teoremin dogrulugu aciktir.

oldugundan, I'=0 elde edilir. Dolayisiyla 7z, =0
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4.2. Asli Normal Gosterge Egrisinin Asli Normal Vektoriiniin Yonlii Egrisi

Bu boliimde; bir « egrisinin asli normal gosterge egrisinin asli normal vektdriiniin

integrali alinarak, yonlii egrisi arastirilmistir.

Yine yonli egri ile ilgili hesaplar ve sonuclar {N, C, W} alternatif cat1 aparatlar1

yardimiyla verilmistir.

a egrisi, {T,N,B} Frenet ¢atis1 ile verilen birim hizli bir egri olsun. Eger «,, egrisi,

o egrisinin  asli normal gosterge egrisi ve «, egrisinin Frenet aparatlari
{T\.Ny,By. Ky, 7y} ise; B, = IN vds, integral egrisi, a, asli normal gosterge
egrisinin N, -yonli egrisidir. B, = jN vdg, integral egrisi icin
{Tﬂz’N ﬂz,Bﬂz,Kﬁz,Tﬁz} Frenet aparatlar1 bulunacaktir. ds,, «, asli normal gosterge

egrisinin yay parametresi olsun.

_dap, _d y _
T, _E_E(jNNdsN)_NN =T, =N,

denklem (12)’den,

5(HT+B)—1N}

O AP

o +1

bulunur. 7, ; B, yonli egrisinin teget vektoridir.

ap, s
ds, ds,

2 2
== [ [ U ”);}1

(0'2 + 1) f? o’
oldugu i¢in /3, yonlii egrisi birim hizhdir.

B, yonlii egrisinin yay parametrisinin ds; oldugu varsayilsin. «, asli normaller

gOstergesinin yay parametresi ds, i¢in,

dp, _dp, ds, _dJNyds) ds, . ds,

a’sﬁ2 ds, dsﬂ2 B ds ds, Ndsﬂz.

N B
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Ifadesinin normu alinirsa;

ap,
dsﬁ

ds,

I

ﬁz

olur. Yani £, yonlii egrisi ile a, asli normal gostergesinin yay parametreleri aynidir.

A, yonlii egrisinin teget vektort;

seklindedir.

£, yonlii egrisinin asli normaller vektorii;

B’
N, =12 _
Y

esitligi ile hesaplanacaktir.

. dap,' d d B, d ,
: ds, ds, ds )= ds, (V) N

olacaktir.

Oncelikle denklem (3) yardimiyla Frenet tiirev formiilleri ve denklem (12)

kullanilirsa,

N, '=—«,T, +7,B,

=—o? ( T + HB)+I'\o?

{ HT+B)+0N}

\/ 2H1LS

seklinde olur. Buradan diizenleme yapilirsa esitlik;
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:\/0'2+1KT_\/0'2+1KHB+KTH %

T+—B+IT'ocN
f f f f

2?(M+FH)T+F0N+?(—\/GZ_+1H +F)B:,6’2 "

seklinde olur.

+T%62

v, | e _1+02+F2H2+2\/02+1FH
Y +(02+1)H2+F2—2\/0'2+1FH

v, - J;_ (0° +1)(H? +1) 4 (1 +1)] + T

IV, '||=\/;—2(H2 +1)(1+<72 +F2)+F202

2

denklem (8) kullanilirsa,

1Ny = JI+62 +T2+T%6°
[Ny 1= (e +1)(r* +1) =],

olur. Dolayisiyla S, yonlii egrisinin asli normal vektori;

_ B Ny K Jo& 1 l'o
N. = = - 1+TH|T N
2718 I f¢<az+1)(r2+1)( i) NEEED

+ K ol +1H +T)B
f\/(cr2 +1)(1“2 +1)( )

yani,

v, - K(MWH) - To N K(_\/O-z_HH+F)B
S e T M e e AR e ey

olur. Denklem (8) kullanilarak,
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(M+FH)

I'o N

\/(HZ +1)(0? +1)(T2 +1) T+

J(@+1)(r2+1)

(—\/EHH“)

e

seklinde elde edilir.

B, yonlii egrisinin binormal vektori By, , denklem (1) kullanilarak;

By =T, XNy,

oxkH 1

K(\/1+7+FH)

N

- T—
(f\/<72+1 Jo? +1

T'o

9K __ B)x T
’ o+l (f\/(az +1)(r2+1)
K(—\/Jz +1H +F)

+

o’kHT

CEG

_f(02+1)\/(1“2+1) Ty

o)

O'KZH(—\/O'Z_-HH +r)
£*(o? +1)\/(1"2 +1)

(TxB)

K(\/O'Z_H+FH) ) K(—\/O'Z_—HH+F)( |
_ N — NxB
Ca +1)\/(r2 +1) f(o® Jrl)\/(r2 +1)
axz(M+rH) - e .
f2(0-2+1)\/(1“2+1)( ) f(02+1)\/(1"2+1)( )
CHT B_JKZH(—MH+F)N K(\/O'Z_-O-I+FH) .

f(o® +1)\/(1“2 1) f(o +1)\/(1“2 +1) Ca +1)\/(1“2 +1)
B K‘(—\/O'Z_-HH +F) . oK (m+FH) B o .
f(o? +1)\/(1“2 1) f3 (o +1)\/(1“2 +1)  f(o? +1)\/(1“2 +1)
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_ K\/(72+1H—E(U2+1)T+0K2H2\/0'2+1—0K2HF+0'K2\/0'2+1+07c2HFN

f(02+1) (r2+1) f2(02+1) (r2+1)
+02KHF+K\/02+1+KTHB

f(0'2+1)\/(1"2+1)
\/O'2+1(K'H—Kr\/0'2+1) O'K'2 O'2+1(H2+1

= T+ )N+
f(o?+1) /(T2 +1) £ (o7 +1) (> +1
\/0'2+1(1<H1“ o-2+1+1c)
B

f(o® +1)\/(1"2 +1)

S~

olur. S, yonlii egrisinin binormal vektori;
K(H—l'\/0'2+1) y K‘(HF 0'2+1+1)
B[% = T+ N+ B
: f\/(az +1)(r +1) \/(0'2 +1)(T +1) f\/(0'2+1)(F2+1)

seklinde olur. Denklem (8)’deki esitlik yardimiyla diizenlenirse,

H-T\o* +1 o

e ) e

HI\o? +1+1

e e

seklinde olur.

birim hizli oldugundan x, =|7, || ile onli egrisinin egriligi  ve denklem
2 g 5, 5 Yy g grifig

(4) ile B, yonli egrisinin torsiyonu 7, = —<Bﬂ2 "N ﬂ2> seklinde hesaplanirsa,

= [T =V |

seklinde olacaktir. Burada denklem (3) yardimiyla,
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x5, =T, =Ny | =0T + 4By =y + 2,7
= I+ + 12 (140%) = (2 +1) (o +1)

olur. Yani £, yonlii egrisinin egriligi;

K, :\/(r2 +1)(o? +1)

olarak bulunur. £, yonlil egrisinin torsiyonu i¢in 7, = —< B, \N ﬂ2> esitliginde Once

B 5 " bulunacaktur.

B _ H-To’ +1 T+ z

R G O R ()

)
H—Fm Y. = L

o e ) e

HI\o’ +1+1
ve Z,= o T olsun.

\/(Hz +1)(a2 +1)(1“2 +1)

dB, d(X,T+Y,N+Z,B) ds

dsy ds ds,

N

B igin,

Burada denklem (12) kullanilirsa,

dB, d(X,T+Y,N+ZB) 1

ds, ds f

=1(X 'T+X,T+Y,'N+Y,N'+Z,'B+Z,B")
f 3 3 3 3 3 3

:%((X3 '_KY3)T+(Y3 '+KX3—2'Z3)N+(23 ’+TY3)B)

(X, '—KY3)T+(Y3'+KX3 —TZ3)N+(Z3 '+TY3)B
f f f
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. - (errH) . o
’ \/(H2+1)(02+1)(F2+1) \/(02+1)(F2+1)
N (—MH +F)
JH+1)(0? +1)(r2 +1)
(m+FH) . o
\/<H2 +1)(a2 +1)(1“2 +1) \ \/(02 +1)(1“2 +1)
C, = (—MH +F)
JH+1)(0? +1)(r2 +1)

N

B icinde

Ve

olsun.

Elde edilen B, ' ve N, ifadeleri 7, = —<Bﬂ2 "N ﬂ2> esitliginde yerine yazilirsa,

Ty :—l<(x3 —xY,)T+(Y, +xX,-7Z,)N+(Z,'+7Y )B,AT +B,N +C,B >

1 ' 1 1
:—?[A3(X3 —kY,)+ B, (Y, '+ kX, —1Z,)+ C(Z,'+7Y,) | . (32)
Torsiyonu hesaplayabilmek i¢in A, (X,'-«Y,), B,(Y,'+xX,—1Z,)ve C,(Z,'+1Y,)
degerleri ayr1 ayr1 hesaplanip denklem (32) ‘deki esitlikte yerine yazilacaktir.

A, (X , —KY, ) icin Oncelikle X,' degeri hesaplanacaktir.

‘- H-TVo? +1
\ \/(Hz +1)(<72 +1)(F2 +1)

E
icin X3=31 olsun.

. E'D—ED,
X3 — 1 ll)2 11
1
2o’ Too'
EI':H'—(F' o +1+—22 }:H'—F' o +1- 22
2\o% +1 o’ +1

57



D '

_ 2HH '(a2 +1)(r2 +1)+20'0"(H2 +1)(r2 +1)+2rr'(H2 +1)(a2 +1)

2\/(H2 +1)(0? +1)(T +1)

HH '(o” +1)(T* +1)+ 00 (H> +1)(T* +1)+IT'(H* +1)(o” +1)

\/(HZ +1)(o? +1)(r% +1)

olur.O halde,

[H'—r' ol +1— l;filj\/(Hz+1)(0'2+1)(1“2+1)—

HH'(0” +1)(I* +1)+ o0 '(H* +1)(I +1)

R e +IT(H? +1)(0” +1)

( ) JH+1)(0? +1)(r2+1)
A 4 (1)o7 +1)(T° 1) '
elde edilir.

a=\1+H*, b=vo*+1 ve c=+T"+1

olarak alip X, 'diizenlenirse,

g H' T' Too H’H' Hoo' HIT' HH'T Tooc' TT'

- - - + + +
3
abc ac ab’c a’be ab’c abc’ a‘c ab’c  ac’

_H' I' H’H' Hoo' HIT' HH'T TT

- 3 3 3 3 3
abc ac a’bc ab’c abc ac ac

seklinde olur.

(MWH)
\/(1+H2)(02+1)(1"2+1)

denklem (33)'e gore diizenlenirse,

(b+TH)

abc

3
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seklinde olacaktir.

Bu durumda,
. (1 THY H' TI' H’H' Hoo' HIT' HH'T TIT'
AXy' =t | e 3 5. T3
T ac abc )\ abc ac a’bc ab’c abc a’c ac
_H' I' H’H' Hoo' HIT' HH'T IT'
a’bc®  a*c* a'bct atb’ct aPbct a‘c? a’ct
HH'T HIT' H'H'T HToc' HTT! HzH'F2+HF3F'
a’b’c®  a’bc*  a'b’c? a’b*c? a’b*c* a‘bc? a’bc*
ve

1 TH)\ o ko KHo
Arly =K —F—— || =St
ac abc )\ bc abc ab c

seklinde bulunurlar. Bulanan degerler A, (X3 '— K'Y3) ifadesinde yerine yazilirsa;

H' HH'T T' TI'TH H’H' HHT
a’bc®  a’b*c? p a’c? - a’bc’ - a‘bc? - a‘b’c?
_Hoo' H’Toc' HIT' HTT' N HH'T . H*H'T?

a’b’c? a’b'c? a’bct  a*b*ct a‘c? a*bc?

’T' HI'T' xo  «Ho (34)
a’ct  a’bct  abc®  ab’c?

AX, - KkAY, =

seklinde olur.

Simdi B, (Y3 +xX, —TZ3) icin oncelikle Y, 'degeri hesaplanacaktir.

20'0'0(F2 +1)+201T'(a2 +1)

2\/(02 +1)(% +1)

(02 +1)(1“2 +1)
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_ o'(o? +1)(I* +1)-0’c (I +12—0'IT'(0'2 +1)
((0'2 +1)(1“2 +1))5

seklinde elde edilir. O halde,

G’(0'2 +1)(1“2 +1)—0'20"(l"2 +1)—0'1'T'(0'2+1)

(e +1)(r +1))3

+K[ H-Tyo? +1 ]T{ HTVo’ +1+1 J
\/(H2+1)(02+1)(F2+1) \/(H2+1)(02+1)(F2+1)

seklindedir. Denklem (6) ve (33) kullanilarak,

Y,“+xX,—7Z,=

, o'b’c* —c’c'c* —ol T'b? H-Tb HTb+1
Y,)'+xX,—-1Z,= — +K -7
b’c abc abc
_o'b’*-c’c'c?—olT'b L KH-db—tHTb—7

b'c’ abc

_o' oo’ ol —x—«xH'T

_E be b’ ac
_2'_0-26'_61“r'_1d“<1+H2)
bc b’c bc? ac

o' 0'20'_01“1“'_11{‘41

bc bc bc? c

olur. Yani,

2
. o' oo dl' dda
Y3+KX3_TZS:E_ Pe b ¢

I'o

\/(02 +1)(r2 +1)

denklem (33)’e gore diizenlenirse,

B, =
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seklinde olacaktir. Bu durumda,

B, (Y,+KkX,—1Z;)=

O'F 0"_0'20"_0'1“F'_1d“a
bc bc bc bc? c

oo'T o’c'T o T’T' «kol’a
= b’ - bl - bt - be? (35)

olur.

C,(Z,'+7Y;) icin dncelikle Z,' degeri hesaplanacaktir.

\/(Hz +1)(o +1)(T +1)

icin Z, = 5 olsun.
2

Ez 'Dz ™ EzDz '
D,’

Z,'=

3

E,'=H'T\o? +1+HT" /_ 2HT oo’

Nt

b 2HH'(U2+1)(F2+1)+200'(H2+1)(F2+1)+2FF'(H2+1)(02+1)
L 2 (17 +1)(0? +1)(* +1)

b HH '(o” +1)(T* +1)+ 00" (H2+1)(F2+1)+FF'(H2+1)(02+1)

\/(Hz +1)(02 +1)(1“2 +1)

olur. O halde,

(HT o’ +1+HF’M+7%](J(HZ +1)(a2 +1)(1“2 +1))

e

\/(HZ +1)(0? +1)(T2 +1)

4= (1) 1) +1) ]

—(HF o’ +1+1)

ve denklem (33) yardimuyla,
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(H’Fb+HF'b+ Hrb“ )abc

17.2 2 v 22 v 2712
—(HFbJrl)(HH bc +00'bac +IT'a’b j
abc

Z,'=

21.2 2
abc

[ 2 1.2 [
[H Ib*+HT'b* + HT oo Jazbzcz

b
—(HTb+ 1)(HH bt +o0'a’ct +1T 'a2b2)
_ abc
B a’b*c?

b
(HzH Thc? + HT 60'a’bc + HT T 'a’b® + HH 'b*c + o0'a’c> +TT 'azbz)

(H'Fb2+HF'b2+HFO'o"j s
abc”—

373 3
a’b’c

H'T+HT' N Hl'oo' H’H'T _Hl'oo'
ac ab’c a’c ab’c
_HIT' HH' oo' IT'

3 3, A 3
ac a’bc ab’c abc

seklinde olur.

(—\/o-z_+1H +F)
\/(1+H2)(02 +1)(I +1)

denklem (33)’e gore diizenlenirse,
C - (r — Hbj
abc

olacaktir. Bu durumda,

H'F+HF'_H2HT_HF2F'
C (Z -_'_Z_Y):(F_Hb] ac a3c Cl6‘3
IV 3 abc _HH ' oo' IT' or

— — _l__
a’bc ab’c abc®  be
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H'T+HI' H’H'T HIT'
:(L_ﬂj ac de ad
abc ac _HH'_GJ'_FF'+£

a’bc ab’c abc®  be

H'T’+HIT' H’H'T® HI'T' HH'T

a’bc? a‘bc? a’bct _a4b2c2
_|_ooT T°I' oz HHT+HT' HHT (36)
a’b'c?  a*b*ct  ab’c? a’c? a‘c?

H’T’T' H’H' Hoo' HIT' Hor
a*c a‘bc’  a*b’c?  a*bet  abc?

bulunur.
Elde edilen; (34), (35) ve (36) denklemleri, denklem (32)’de yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

[ H' JHHT T' I'TH HH' H'H'T Hoo! |
a’bc*  a’b’c® a’c® a’bct a'bct  a'b’ct  ath’c?
_HToc' HIT' HTT' L HH'T H’H'T*> TT'

a’b’c®  a’bct  a*bct a'c? a'bc? a*c’
+HF3F'_ KO ld"HO'+ oo'l’ _030'F b 021"21"'_ Kol ’a
7 1 a’bct  abc®  ab’c®  bc? b*c? b*c* bc®
* A +HT2 +HIT' H’H'T> HI'T' HHT ocT IT'
a’bc? a‘bc? a’bct  a'b’c* a*b'c  a’bic!
o't _HHT+H2F’+H3HT HT’T' H°H' Hoo!
ab’c’ a*c’ a‘c® a’*c a‘bc®  a*b’c?
HIT' Hor
a’bc* abc®

ve denklem (6) ve (33) ‘deki esitlikler kullanilirsa,

'H-TT'H+H'T>+IT'H HH'T T+HH'T+HT |
27 2 Tt 2 2
a“be a'bc ac
+H2H'—H2H “H*H'T*-H*H'T? _H3H'F+HHT
a*bc? a*b*c?
1| Hoo'-Hoo' HTooc'+T'ococ' HIT'-HI'I'-HIT'+HIT'
Tp, == + 2,3 2 - 2,4 2 + 2, 4
: f ab’c ab’c a"bc
HTT'+I''I'' HH'T+H’H'T HTT+I'’ ' xko+Hor
- 272 4 4 2 + 2 4 - 5
a’bc a'c ac abc
+ofz'—ld‘HO'+aaT_KoT2a_030'T_0'2F2F'
i ab’*c? b’c? bc? b*c? b*c* |
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H(T*+1) ga'r T'(H*+1) gar (H*+1)HH'T
a’bc’ S a al a*b’c’
1| (H’+1)Too' (H*+1)I°T'" HH'T(H*+1) (H>+1)I°T"
:_7 P b a‘c? " a*ct
_KO'(H2+1)+00"F_Kof2a_030T_02F2F'
abc® b*c? bc? b'c? b*c*

H'@ HHT T'a® HH'T |
a’bc?  a*b ¢t a*c? a’c?
a’HH'T a’Tooc' aTT'

R - a* b2 - ab'c? _a2b204
f N HH'Ta® a'TT' «oad’
a‘c® a’*ct abc?
oc'T xol’a oc’c'T o TT'
b*c® bc’ bc® b*c* |

i’_E_FO'o"_FZF'_’_FZF'_KGa
:_l a’b & bt bt ! bc?
f +O'O'T KO‘FZCI_U3G'F o’ I’1'

b’c? - bc? b'c? p bc!

_H‘ ' FO'O"(O'2+1) F2F’(0'2+1)

__l @b b'c® - bc*
'l r' oo koa (F2 +1)
Tt~ 2
c b c bc

'H' T' Too'p® I'T'V

_ 1 ab & b b’ct
fl I’ ooc'l' koac®
Tt 2
c bc bc

olur. Yani, £, yonlii egrisinin torsiyonu,

1 H' ' xoVH’+1

i (H2+1) o +1 (F2+1) o’ +1

Tp,

denklem (9) kullanilarak,
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1 H' r' __KJHQ+1 H'

()Nt (T1) Vool )

seklinde bulunur.

1

r
O halde, g, yonlii egrisinin torsiyonu 7, =————= seklindedir.
(T )

S, yonlii egrisinin harmonik egriligi denklem (6) kullanilarak,

FV

y I £(r7+1) _ Ev

Ky, J@%Q@%ﬂ (2 +1) i+ o?)

seklinde bulunur.

B, egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit olmasi gereken o, fonksiyon degeri

denklem (7) kullanilarak hesaplanacaktir.

Burada, £, egrisinin yay parametresi s, , @, egrisinin yay parametresi s, ve «

.. . .. ds 1 .
egrisinin yay parametresi s olmak iizere s, =s, ve I = — oldugundan, g,
SN

egrisinin slant helis olmasi i¢in sabit fonksiyon hesaplanirken;

0, =——— H ' ifadesinde ki tiirev s, "e gore tirevdir.

2 2\3
(Kﬁz T g, )

Ancak Onceden hesaplanan torsiyon ve egrilikler yerlerine yazildigindaki degerler

icin tlirev s’ye gore olmalidir. Yani,
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Lidim
(12 +1)(c® +1) £+ (o® +1) | g

[(W +1)(0” +1)+ [f(;”)ﬂ v "

(F2 +1)(02 +1)

ﬁﬁ+wf+w{fg;l

| W

~|=

seklinde olacaktir.

Onerme 4.2.1: : o egrisi yay parametreli bir egri, «,; «egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve [, de, «, egrisinin N, -yonlii egrisi olsun. S, egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve torsiyonu su sekilde hesaplanir:

5(HT+B)—1N}
f o

T, =N, =—— {
ol +1

v, - K(M'FFH) - I'c N+K(_\/O-2_+1H+F)B
S o G KA e oy ey e

H—r\/O'z_-i-l T4 o N
\/(HZ +1)(0? +1)(T2 +1) \/(02 +1)(T2 +1)
HT\o? +1+1

e e
Ky = \/(Fz +1)(a2 +1)
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Ispat : (13) nolu denklemlerden ilk denklemin tiirevi almarak (1), (2), (3), (4),(6),(7),
(8) ve (9) nolu denklemler kullanilarak ve gerekli islemler yapilarak (37) nolu
denklemler elde edilir.

Teorem 4.2.1: « egrisi yay parametreli bir egri, «,; «egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve f, de, «, egrisinin N, -yonlii egrisi olsun. « egrisi genel helis

ise B, yonlii egrisi diizlemseldir.

Ispat : o egrisi genel helis olsun. O halde H =L sabittir. Dolayisiyla o ve I'nin

K
tanimimdan
o3 H' e o (S) 3
K(1+H2)5 f(s)(1+0'2(s))E
[''=0 olur. (37) nolu denklemlerden 7z, = ; (15 +1) oldugu i¢in 7, =0bdylece

ispat gosterilmis olur.

Teorem 4.2.2: ¢ egrisi yay parametreli bir egri, «,; «egrisinin asli normal
gosterge egrisi ve [, de «,egrisinin N, -yonlii egrisi olsun. o« egrisi C-slant

helistir gerek ve yeter sart £, yonli egrisi diizlemseldir.

Ispat : ¢ egrisi C-slant helis olsun. O halde C vektorii u sabit dogrultu ile yaptig1

acl1 Holursa, tan@ sabit olur. O halde I'= ifadesi de sabittir. Dolayistyla

tan

ispat gosterilmis olur. Tersinede teoremin dogrulugu agiktir.

[''=0olur ve (37) nolu denklemlerden 7, oldugu i¢in Ty = 0 boylece

Teorem 4.2.3: o egrisi yay parametreli bir egri, o, ; « egrisinin teget gosterge egrisi
ve f3, de, a,egrisinin N, -yonlii egrisi olsun. Eger o egrisi slant helis ise, H, =0

ve o, =0’dr.
2
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Ispat: B, ‘nin denklem (37) ‘deki egriligi ve burulmasi kullamlarak /3, yonlii egrisi

icin harmonik egrilik ve geozedik egrilik su sekilde elde edilir;

1—"

o, = 1 (Fz +1)(02 +1) : 1:'
S o YV LA(E ) (o0 )
(1“2 +1)(a2 +1)+{f(1“2 +1)]
Burada denklem (9) ‘daki I' = 0'(s) + oldugundan, eger o slant helis ise

f (s)(l +0° (s))a

ozaman H, =0ve o, =0 olur. Buradan sonug agiktir.

4.3. Ornekler

Ornek 4.3.1: Yay parametreli ve genel helis olan

a(s)=£cos2(s) _sin(s) cos(s) i]
£ 2 -

egrisini alalim. Bu egrinin asli normal gosterge egrisi,

ay (s)=(—cos(2s),sin(2s),0) dir.

a, egrisinin T, - yonlii egrisi, N, - yonlii egrisi sirasiyla asagidaki gibi bulunur.

A (s)= (—COS(ZS) ve, sing2s) +c2,c3}

2

5.(5) :[sin(22s) ve. Cos§2s) +C5’csj
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Burada ¢, e R, 1<i<9 seklindedir.

Burada S (s) ve f,(s) diizlemseldir. Boylece bu 6rnek Teorem 4.1.1 ve Teorem

4.2.1 ‘i dogrular.

00 02 gy 06

10
0.5
0.0 "
-0.5 &
2 —1.-0
10
0.5
0.0
1 !
—0.5"
10"
10
~ o2 05 T
‘ ‘0.0 L S
702 05
¥ 10
Sekil 4.3.1: o(s) egrisi Sekil 4.3.2: a, (s) egrisi
14
05
0.0
THR0500 a5 g -05.
. ] 10 —1.0
10
lo.5
0.5
lo.0 00!
05"
|-o5
/ =101
Y
l-1.0 —0.5
- o 00
L g : 0.5
I 00 -
-1.0 0.3 10
Sekil 4.3.3: f3,(s) egrisi Sekil 4.3.4: f3, () egrisi
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