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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk olarak bu tez boyunca kullanılacak olan olan bazı temel 
tanımlara yer verilmiştir. Ayrıca klasik yakınsaklık yardımı ile reel sayıların kompakt bir kümesi 
üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayı, sürekli ve 2𝜋-periyodik fonksiyonlar uzayı ve 
𝐻௪ uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörler için sırasıyla Korovkin teoremleri ifade 
edilmiştir. Verilen uzaylarda ifade ettiğimiz teoremleri sağlayan birer örnek verilmiştir.  
Sonrasında kuvvet serisi yöntemi yardımı ile yine verilen bu uzaylarda Korovkin tipi teoremler 
ifade ve ispat edilmiştir. Dördüncü yani son bölümde yakınsaklıktan daha kuvvetli olan kuvvet 
serisi yönteminin pozitif lineer operatöre uygulanması yöntemi ile sırasıyla bu üç uzayda 
Korovkin tipi yaklaşım teoremi ifade ve ispat edilmiştir. Ayrıca her bir uzayda bu yeni verilen ve 
ispat edilen Korovkin tipi teoremlerin, klasik yakınsaklık yardımı ile ifade edilen Korovkin tipi 
teoremlerden daha kuvvetli olduğunu gösteren bazı örnekler verilmiştir. Son olarak süreklilik 
modülü kullanılarak kuvvet serisi yönteminin pozitif lineer operatörüne uygulanması yardımıyla 
yaklaşım oranı hesaplanmıştır.  
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This thesis consists of four chapters. First, some basic definitions that will be used throughout 
this thesis are given. Also, with the help of classical convergence, Korovkin theorems are stated 
for positive linear operators defined on the space of continuous functions defined on a compact 
set of real numbers, the space of continuous and 2𝜋-periodic functions and the space 𝐻௪, 
respectively. An example is given which satisfies the theorems we have stated in the given spaces.  
Then, with the help of the power series method, Korovkin type theorems are stated and proved in 
these spaces. In the fourth and last part, Korovkin type approximation theorems are stated and 
proved in these three spaces respectively by applying the power series method, which is stronger 
than classical convergence, to the positive linear operator. Moreover, in each space, some 
examples are given to show that these newly given and proved Korovkin type theorems are 
stronger than the Korovkin type theorems expressed with the help of classical convergence. 
Finally, the rate of convergence is calculated by applying the power series method to the positive 
linear operator using the modulus of continuity. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

Simgeler 

ℕ  : Doğal sayılar kümesi 

ℝ                               : Reel sayılar kümesi 

𝑳(𝒈 ; 𝒙)           : Pozitif lineer operatör 

𝑪[𝒂, 𝒃]            : [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonlar                

                                    uzayı 

𝑪𝟐𝝅(ℝ)                     : 2𝜋-periyodik reel değerli sürekli fonksiyonların uzayı 

C(D)                         : D üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların uzayı 

𝝎(𝒇 ; 𝜹)                    : 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü  

⟦𝝀⟧                           : 𝜆 reel sayısının tam değeri 

𝒑(𝒖) = ෍ 𝒑𝒏

ஶ

𝒏ୀ𝟎

𝒖𝒏    ∶  (𝑝௡) reel dizi olmak üzere kuvvet serisi  

𝑯𝒘                            : |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑤 ቀቚ
௫

ଵା௫
−

௬

ଵା௬
ቚቁ koşulunu sağlayan  

                                    [0, ∞)  aralığında tanımlı reel değerli fonksiyonların uzayı 
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1. GİRİŞ 

Karl Weierstrass 1885 yılında, sonlu aralıkta sürekli olan her fonksiyona bu aralıkta 

yakınsayan bir polinomun varlığını ispatlamıştır. Birçok matematikçi bunun ispatını 

farklı şekilde ele almıştır.  

Pozitif lineer operatörlerin bir (𝐿௡) dizisinin sürekli bir fonksiyona düzgün yakınsak 

olması için gerekli şartlar nelerdir sorusu birçok araştırmacı tarafından incelemiştir. İlk 

olarak 1952 yılında H. Bohman, 𝐶[0,1] uzayına ait fonksiyonlara düzgün yakınsama 

problemini incelemiştir. Daha sonra Korovkin (1953) Bohman’ın elde ettiği sonucun 

genel halde de geçerli olduğunu ispatlamıştır. Korovkin, 1953’te [𝑎, 𝑏] aralığı üzerindeki 

tüm sürekli fonksiyonların uzayı 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere 1, 𝑡,  𝑡ଶ test fonksiyonlarını ve reel 

eksen üzerindeki 2𝜋-periyodik tüm sürekli fonksiyonlar uzayı 𝐶ଶగ(ℝ) olmak üzere 1,

𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡  test fonksiyonlarını kullanarak genel yaklaşım teoremleri ispatlamıştır. Bu 

sonuçlar birçok matematikçinin bu yaklaşımları farklı uzaylara genişletmesine olanak 

sağlamıştır. Böylelikle Yaklaşım Teorisi'nin özel bir dalı olan Korovkin Tipi Yaklaşım 

Teorisi ortaya çıkmıştır. Pozitif lineer operatör dizileri için klasik anlamda yakınsaklığın 

olmadığı durumda, farklı toplanabilme metotları (Boos, 2000; Hardy, 1949) kullanılarak 

Korovkin tipi yaklaşım teoremleri elde edilebilmektedir. İlk olarak Gadjiev ve Orhan 

(2002) toplanabilme metodu olan istatistiksel yakınsaklığı kullanarak Korovkin tipi 

yaklaşım teoremini ispatlamıştır. Sonrasında toplanabilme metotları operatörler yardımı 

ile fonksiyonlara yaklaşımda sıklıkla kullanılmış ve bu sayede klasik yaklaşımdan daha 

genel ve kuvvetli olan yaklaşım sonuçlarına ulaşılmıştır (Demirci vd. (2022), Dirik ve 

Demirci (2010), Dirik vd., (2019), Duman ve Orhan (2004), Duman (2007), Okçu Şahin 

ve Dirik (2018), Taş vd., (2018), Ünver (2013), Ünver ve Orhan (2019)). 

Bu tezde Kratz ve Stadtmüller (1989) tarafından tanımlanan kuvvet serisi yöntemi 

kullanılarak regülerlik koşulu altında Atlıhan ve Taş (2019), Gadjiev ve Çakar (1999)’ın 

çalışmalarına yer verilecektir. Bu çalışmalarda elde edilen sonuçların klasik anlamda 

yakınsaklık için elde edilen sonuçlardan daha kuvvetli olduğunu gösteren örnekler 

verilecektir. Son olarak pozitif lineer operatörlerin dizileri için yaklaşım hızı, süreklilik 

modülü yardımı ile hesaplanacaktır. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde ihtiyaç duyulacak olan bazı temel tanım ve kavramlara yer verilecektir. 

2.1. Pozitif Lineer Operatörler 

2.1.1. Tanım: X ve Y reel değerli fonksiyonların uzayı olmak üzere eğer X den alınmış 

herhangi bir g fonksiyonuna Y’de bir ve yalnız bir fonksiyonu karşılık getiren bir L kuralı 

varsa o takdirde X uzayında bir operatör tanımlanmıştır denir. L operatörünün 𝑥 

noktasındaki değeri 𝐿(𝑔(𝑡) ; 𝑥) = 𝐿(𝑔 ; 𝑥) = 𝑓(𝑥) şeklinde gösterilir.  

X tanım kümesinden alınan ∀𝑔(𝑥) ≥ 0 fonksiyonu için 𝐿(𝑔; 𝑥) ≥  0 koşulunu 

gerçekliyor ise bu durumda L operatörüne “pozitif operatör” denir.  

X uzayı lineer fonksiyon uzayı olmak üzere her 𝑔ଵ, 𝑔ଶ ∈ 𝑋  ve her 𝑏ଵ, 𝑏ଶ ∈ ℝ  olmak üzere 

𝐿(𝑏ଵ𝑔ଵ + 𝑏ଶ𝑔ଶ ; 𝑥) = 𝑏ଵ𝐿(𝑔ଵ ; 𝑥) + 𝑏ଶ𝐿(𝑔ଶ ; 𝑥)  

ise L ye “lineer operatör” denir.  

Lineer ve pozitif olan operatörlere “pozitif lineer operatör” denir. 

Pozitif lineer operatörler aşağıdaki özellikleri gerçekler. 

𝑖)  −𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒  𝐿(−𝑔; 𝑥) = −𝐿(𝑔; 𝑥) ≤ 0, 

𝑖𝑖)  Pozitif lineer operatörler monoton artandır. Yani; 

𝑔ଵ(𝑥) ≤ 𝑔ଶ(𝑥) ⇒ 𝐿(𝑔ଵ; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔ଶ; 𝑥), 

𝑖𝑖𝑖)  𝐿 pozitif lineer operatör olmak üzere, 

|𝐿(𝑔; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑔|; 𝑥) 

(Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995). 

2.2. Süreklilik Modülü 

Bu kısımda yakınsaklık oranı hesaplamasını yaparken kullanılan süreklilik modülü 

kavramı ve özellikleri verilecektir. 

𝐶[𝑎, 𝑏] uzayı [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların uzayı olup,  

‖𝑓‖஼[௔,௕] = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[௔,௕]

|𝑓(𝑥)| 

normuna göre Banach Uzayıdır. 

2.2.1. Tanım: 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü 𝜔(𝑓 ; 𝛿) şeklinde 

gösterilir ve  
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𝜔(𝑓 ; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
|௧ି௫|ஸఋ

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝛿 pozitif bir sabittir. 

Buradan 𝜔(𝑓 ; 𝛿) süreklilik modülü 

𝑖)  𝜔(𝑓 ; 𝛿) ≥ 0 

𝑖𝑖)  𝛿ଵ ≤ 𝛿ଶ ⇒ 𝜔(𝑓 ; 𝛿ଵ) ≤ 𝜔(𝑓 ; 𝛿ଶ) 

𝑖𝑖𝑖)  𝜔(𝑓 + 𝑔 ; 𝛿) ≤ 𝜔(𝑓 ; 𝛿) + 𝜔(𝑔 ; 𝛿) 

𝑖𝑣)  𝜔(𝑓 ; 𝑚 𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓 ; 𝛿), 𝑚 ∈ ℕ 

𝑣)  ⟦𝜆⟧, 𝜆’ nın tam değerini göstermek üzere bir 𝜆 > 0 sayısı için, 

 𝜔(𝑓 ; 𝜆 𝛿) ≤ (1 + ⟦𝜆⟧)𝜔(𝑓 ; 𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(𝑓 ; 𝛿) 

𝑣𝑖)  𝜔(𝑓 ;|𝑡 − 𝑥|) ≥ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

𝑣𝑖𝑖) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ ቆ
(|𝑡 − 𝑥|)

𝛿
+ 1ቇ 𝜔(𝑓 ; 𝛿) 

özelliklerini gerçekler (Altomore ve Campiti, 1994). 

2.3. Kuvvet Seri Yöntemi 

(𝑝௡),  𝑝଴ > 0 olmak üzere 𝑛 ≥ 1 için 𝑝௡ ≥ 0 olacak şekilde bir dizi ve R ∈ (0,∞], 𝑢 ∈

(0, 𝑅)   olmak üzere 

𝑝(𝑢) : = ෍ 𝑝௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

 

kuvvet serisi R yakınsama yarıçapına sahip olsun. 𝑥 = (𝑥௡) bir reel sayı dizisi olsun. 

Eğer, tüm 𝑢 ∈ (0, 𝑅)   için, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑥௡𝑝௡𝑢௡

∞

௡ୀ଴

= 𝐿 

oluyorsa x = (𝑥௡) dizisi kuvvet serisi yöntemi anlamında 𝐿 sayısına yakınsaktır denir 

(Kratz ve Stadtmüller, 1989). 

∀𝑛 için 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

௣೙௨೙

௣(௨)
= 0                                                                                                   (2.3.1) 

koşulu gerçekleniyor ise kuvvet serisi yönteminin regüler olduğu bilinmektedir. Bu 

çalışma boyunca (2.3.1) koşulununun sağlandığı kabul edilecektir. Bu durumda yakınsak 

her dizi kuvvet serisi anlamında aynı sayıya yakınsaktır. 
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Not: Kuvvet seri yönteminin bazı özel durumlarına aşağıdaki şekildedir.  𝑅 = 1 

durumunda, eğer ∀𝑛 ∈ ℕ için  𝑝௡ = 1 alınırsa Kuvvet serisi yöntemi Abel yöntemini 

verir. Ayrıca 𝑝௡ =
ଵ

௡ାଵ
 alınırsa, alınırsa Kuvvet serisi yöntemi bize logaritmik yöntemini 

verir. Ayrıca, eğer 𝑅 = ∞ ve 𝑝௡ =
ଵ

௡!
  ise, Kuvvet serisi yöntemi bize Borel yöntemini 

verir. 

Şimdi verdiğimiz tanımları kullanarak, kuvvet serisi yönteminin klasik yakınsaklıktan 

daha kuvvetli olduğunu bir örnek ile gösterilsin.  

2.3.1. Örnek: |𝑢| < 1 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑝௡ = 1 olsun. 𝑝(𝑢) : = ∑ 𝑢௡ =ஶ
௡ୀ଴

ଵ

ଵି௨
  olur. 

Şimdi genel terimi  

𝑠 = (𝑠௡) = ൜
0,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒
2,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒

 

olacak şekilde 𝑠 = (𝑠௡) dizisini alınsın. O zaman, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑠௡𝑝௡𝑢௡

∞

௡ୀ଴

= 𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

2(1 − 𝑢) ෍ 𝑢ଶ௡

∞

௡ୀ଴

= 𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

2(1 − 𝑢)
1

1 − 𝑢ଶ
= 1 

olur. Yani (𝑠௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi anlamında 1’ e yakınsaktır, fakat klasik 

anlamında yakınsak değildir. 

2.4. Korovkin Teoremi 

2.4.1. Klasik Korovkin teoremi 

Bu bölümde yaklaşımlar teorisinde önemli yeri olan ve ilk olarak H. Bohman tarafından 

1952 yılında 𝐶[0,1] uzayı üzerinde tanımlı toplam şeklindeki pozitif lineer operatörler 

dizisinin sürekli bir fonksiyonuna yakınsaması problemi incelenmiş daha sonra 1953 

yılında Korovkin tarafından genel halde de yani 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayı üzerinde sağlanan yaklaşım 

teoremi ifade ve ispat edilmiştir.  Bu bölümde bu teorem ve bu teoremi sağlayan bir örnek 

verilecektir. 

2.4.1.1. Teorem:  𝐶[𝑎, 𝑏] den 𝐶[𝑎, 𝑏] ye tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) 

olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir: 

𝑖)  ∀𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için  𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼[௔,௕] = 0 

𝑖𝑖)  𝑔଴(𝑡) = 1, 𝑔ଵ(𝑡) = 𝑡, 𝑔ଶ(𝑡) = 𝑡ଶ  olmak üzere  
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𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑔௜) − 𝑔௜‖஼[௔,௕] = 0, 𝑖 = 0,1,2  

(Korovkin, 1953, 1960). 

2.4.1.2. Örnek:  𝐶[0,1] üzerinde  

𝑅௡(𝑔 ; 𝑥) = (1 − 𝑥)௡ାଵ ෍ 𝑔 ൬
𝑡

𝑡 + 𝑛
൰ ቀ

𝑡 + 𝑛
𝑡

ቁ 𝑥௧

ஶ

௧ୀ଴

 ,   0 ≤ 𝑥 < 1 

ve 𝑅௡(𝑔 ; 1) = 𝑔(1) şeklindeki Meyer-König ve Zeller polinomunu ele alalım. Basit 

hesaplamalar ile  𝑅𝑛(1 ; 𝑥) = 1, 𝑅௡(𝑡; 𝑥) = 𝑥,  𝑅௡(𝑡ଶ ; 𝑥) ≤  𝑥ଶ +
௫

௡ାଵ
  olduğu 

görülebilir.  Buradan  

‖𝑅𝑛(1) − 1‖஼[଴,ଵ] = 0, 

‖𝑅𝑛(𝑡) − 𝑥‖஼[଴,ଵ] = 0, 

‖𝑅𝑛(𝑡ଶ) − 𝑥ଶ‖஼[଴,ଵ] ≤  
ଵ

௡ାଵ
, 

olduğu görülür ki bu ise 𝑔଴(𝑡) = 1, 𝑔ଵ(𝑡) = 𝑡, 𝑔ଶ(𝑡) = 𝑡ଶ  olmak üzere  

𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝑅௡(𝑔௜) − 𝑔௜‖஼[଴,ଵ] = 0, 𝑖 = 0,1,2, 

olmasıdır. 2.4.1.1. Teorem’ den ∀𝑔 ∈ 𝐶[0,1]  için  𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝑅௡(𝑔) − 𝑔‖஼[଴,ଵ] = 0 elde edilir. 

2.4.2. Periyodik Korovkin teoremi 

Şimdi sürekli ve 2𝜋-periyodik fonksiyonlar için Korovkin teoremi verilsin. Burada  

𝐶ଶగ(ℝ) =   { 𝑓: ℝ → ℝ:  2𝜋 − periyodik sürekli fonksiyon }  

 
vektör uzayı olup,  

‖𝑓‖஼మഏ(ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

|𝑓(𝑥)| 

normuna göre Banach Uzayıdır. 

2.4.2.1. Teorem: 𝐿௡: 𝐶ଶగ(ℝ) → 𝐶ଶగ(ℝ) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡)  olmak 

üzere aşağıdaki ifadeler denktir: 

𝑖) ∀𝑓 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için 𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑓) − 𝑓‖஼మഏ(ℝ) = 0 , 

𝑖𝑖) 𝑓଴(𝑡) = 1, 𝑓ଵ(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 𝑓ଶ(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 olmak üzere 𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑓௜) − 𝑓௜‖஼మഏ(ℝ) = 0, 

 𝑖 = 0,1,2 (Korovkin, 1953). 

2.4.2.2. Örnek:  𝐶ଶగ(ℝ) üzerinde 
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𝐹𝑛(𝑔 ; 𝑥) =
1

𝑛𝜋
න 𝑔(𝑡)

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝑛(𝑡 − 𝑥)
2

2𝑠𝑖𝑛ଶ (𝑡 − 𝑥)
2

గ

ିగ

 𝑑𝑡,   

ve 
ଵ

గ
∫

௦௜௡మ೙(೟షೣ)

మ

ଶ௦௜௡మ(೟షೣ)

మ

గ

ିగ
 𝑑𝑡 = 1 ile tanımlı Fejér operatörü alınsın. Biliniyor ki 𝐹𝑛(1 ; 𝑥) = 1, 

𝐹𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑡; 𝑥) =
௡ିଵ

௡
𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝐹𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑡; 𝑥) =

௡ିଵ

௡
𝑐𝑜𝑠𝑥 olup buradan  

‖𝐹𝑛(1 ; 𝑥) − 1‖஼మഏ(ℝ)=0, 

‖𝐹𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑡; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛𝑥‖஼మഏ(ℝ)=ଵ

௡
, 

‖𝐹𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑡; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠𝑥‖஼మഏ(ℝ)=ଵ

௡
 

olduğu görülür. Bu ise 𝑓଴(𝑡) = 1, 𝑓ଵ(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 𝑓ଶ(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐹𝑛(𝑓௜) − 𝑓௜‖஼మഏ(ℝ) = 0,  𝑖 = 0,1,2 

olmasıdır. 2.4.2.1. Teorem’ den ∀𝑓 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için 

𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐹𝑛(𝑓) − 𝑓‖஼మഏ(ℝ) = 0 

elde edilir. 

2.4.3. 𝑯𝒘 uzayında Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

1999 yılında Gadjiev ve Çakar tarafından 𝐻௪ uzayında Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

incelenmiştir. 

Burada 𝑤, 

i)    𝑤 , [0, ∞)′ da negatif olmayan artan bir fonksiyon, 

𝑖𝑖)  𝑤(𝛿ଵ + 𝛿ଶ) ≤ 𝑤(𝛿ଵ) + 𝑤(𝛿ଶ), 

𝑖𝑖𝑖) lim
ఋ→଴

𝑤(𝛿) = 0 

özelliklerini sağlayan süreklilik modülü tipi bir fonksiyon olsun. 𝐻௪ uzayı, 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑤 ቀቚ
௫

ଵା௫
−

௬

ଵା௬
ቚቁ                                                                         (2.4.3.1) 

koşulunu sağlayan, [0, ∞)  aralığında tanımlı reel değerli fonksiyonların uzayıdır. 

Ayrıca  𝐶஻[0, ∞)  uzayı, [0, ∞)′ da tanımlı sürekli ve sınırlı fonksiyonların uzayı olup 

burada norm 𝑓 ∈ 𝐶஻[0, ∞)   için, 

‖𝑓‖஼ಳ
= 𝑠𝑢𝑝

௫ஹ଴
|𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlanır. 
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Açıktır ki, herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐻௪ için 𝐻௪ ⊂ 𝐶஻[0, ∞)   sağlanır. 

2.4.3.1. Örnek: 𝑓(𝑥) =
ଵାଶ௫

ଵା௫
 ile tanımlı 𝑓 fonksiyonu ve 𝑤(𝑡) = 2𝑡 için 𝐻௪ uzayının bir 

elemanıdır. Gerçekten ∀ 𝑥, 𝑦 için  

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = ฬ
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
−

1 + 2𝑦

1 + 𝑦
ฬ = ฬ

𝑥

1 + 𝑥
−

𝑦

1 + 𝑦
ฬ ≤ 𝑤 ൬ฬ

𝑥

1 + 𝑥
−

𝑦

1 + 𝑦
ฬ൰    

elde edilir. 

Şimdi 𝐻௪ uzayındaki Korovkin tipi yaklaşım teoremi verilsin. 

2.4.3.2. Teorem: 𝐿𝒏: 𝐻௪ → 𝐶஻[0, ∞)   lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡)  olsun. Bu 

durumda 

𝑙𝑖𝑚
௡

ብ𝐿𝒏 ቆ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰

௜

ቇ − ቀ
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

𝒊

ብ
஼ಳ

= 0 , 𝑖 = 0,1,2 

koşulu sağlanıyorsa herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐻௪ için, 

𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑓) − 𝑓‖஼ಳ
= 0 

gerçeklenir (Gadjiev ve Çakar, 1999). 

Şimdi Bleilmann, Butzer, Hahn operatörünün 2.4.3.2. Teorem’ in koşullarını sağladığını 

gösterelim. 

2.4.3.3. Örnek:  𝐻௪ üzerinde  

𝐿௡(𝑓; 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)௡
෍ 𝑓 ൬

𝑘

𝑛 − 𝑘 + 1
൰ ቀ

𝑛

𝑘
ቁ 𝑥௞  , 𝑥 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℕ

௡

௞ୀ଴

 

şeklinde tanımlanan Bleilmann, Butzer, Hahn operatörü göz önüne alınsın.  

𝐿௡(1; 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)௡
෍ ቀ

𝑛

𝑘
ቁ 𝑥௞  

௡

௞ୀ଴

 

olup Binom açılımından, 

𝐿௡(1; 𝑥) =
1

(1 + 𝑥)௡
෍ ቀ

𝑛

𝑘
ቁ

𝑥௞

(1 + 𝑥)௞

1

(1 + 𝑥)௡ି௞
= 1   

௡

௞ୀ଴

 

dir. Bu ise 𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(1) − 1‖஼ಳ
= 0 olmasıdır. Ayrıca 

𝐿௡ ቆ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥ቇ =

1

(1 + 𝑥)௡
෍

𝑘
𝑛 − 𝑘 + 1

1 +
𝑘

𝑛 − 𝑘 + 1

௡

௞ୀ଴

ቀ
𝑛

𝑘
ቁ 𝑥௞ 
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                               =
1

(1 + 𝑥)௡
෍

𝑘

𝑛 + 1
ቀ

𝑛

𝑘
ቁ 𝑥௞

௡

௞ୀ଴

 

                               = (1 + 𝑥)ି௡ ෍
𝑘

𝑛 + 1

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞           

௡

௞ୀ଴

 

                               = (1 + 𝑥)ି௡ ෍
𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!

1

𝑛 + 1
𝑥௞           

௡

௞ୀଵ

 

                               = (1 + 𝑥)ି௡ ෍
𝑛(𝑛 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 − 1)!

1

𝑛 + 1
𝑥௞ାଵ          

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

                               = (1 + 𝑥)ି௡
𝑛

(𝑛 + 1)
𝑥 ෍ ൬

𝑛 − 1

𝑘
൰ 𝑥௞           

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

                               =
1

(1 + 𝑥)௡ିଵ

1

(1 + 𝑥)

𝑛

(𝑛 + 1)
𝑥 ෍ ൬

𝑛 − 1

𝑘
൰ 𝑥௞          

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

                               =
𝑛

(𝑛 + 1)

𝑥

(1 + 𝑥)
 

bulunur. Böylece 

lim
௡→ஶ

ฯ𝐿௡ ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰ −

𝑥

1 + 𝑥
ฯ

஼ಳ

= 0 

elde edilir. Aynı zamanda 

𝐿௡ ቆ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ =
1

(1 + 𝑥)௡
෍

𝑘ଶ

(𝑛 + 1)ଶ
ቀ

𝑛

𝑘
ቁ 𝑥௞          

௡

௞ୀ଴

 

                                 = (1 + 𝑥)ି௡ ෍
𝑘ଶ

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞           

௡

௞ୀ଴

 

                                 = (1 + 𝑥)ି௡ ෍
𝑘 ± 1

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞          

௡

௞ୀଵ

 

                                 = (1 + 𝑥)ି௡ ൝෍
𝑘 − 1

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞           

௡

௞ୀଵ

 

                                     + ෍
1

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞

௡

௞ୀଵ

ൡ 

                                 = (1 + 𝑥)ି௡ ൝෍
1

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)!

(𝑘 − 2)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞           

௡

௞ୀଶ
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                                    + ෍
1

(𝑛 + 1)ଶ

𝑛(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥௞

௡

௞ୀଵ

ൡ 

                                = (1 + 𝑥)ି௡ ൝
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ
𝑥ଶ ෍

(𝑛 − 2)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 − 2)!
𝑥௞           

௡ିଶ

௞ୀ଴

 

                                  +
𝑛

(𝑛 + 1)ଶ
𝑥 ෍

(𝑛 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 − 1)!
𝑥௞

௡ିଵ

௞ୀ଴

ൡ 

                                =
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ

1

(1 + 𝑥)௡ିଶ
෍ ൬

𝑛 − 2

𝑘
൰ 𝑥௞           

௡ିଶ

௞ୀ଴

 

                                  +
𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥

1

(1 + 𝑥)௡ିଵ
෍ ൬

𝑛 − 1

𝑘
൰ 𝑥௞           

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

                                =
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
+

𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥
 

elde edilir. Buradan, 

lim
௡

ብ𝐿௡ ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

− ቀ
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

ብ
஼ಳ

= 0 

olduğu görülür. Böylece 2.4.3.2. Teorem’den dolayı ∀𝑓 ∈ 𝐻௪ için, 

𝑙𝑖𝑚
௡

‖𝐿௡(𝑓) − 𝑓‖஼ಳ
= 0 

gerçeklenir. 

2.4.4. Sürekli fonksiyonlar uzayında tanımlı pozitif lineer operatörler için Korovkin 

tipi yaklaşım teoremi 

Şimdi kuvvet serisi yöntemi yardımı ile 𝐶(𝐷)  uzayında tanımlı 𝐿௡ pozitif lineer 

operatörleri için Korovkin tipi yaklaşım teoremi verilsin. 

D, ℝ’ nin kompakt bir alt kümesi olmak üzere, 

𝐶(𝐷) =   { 𝑓: 𝐷 → ℝ ⃓ 𝑓 sürekli fonksiyon} 

vektör uzayı olup, 

‖𝑓‖஼(஽) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈஽

|𝑓(𝑥)| 

normu tanımlı olup bu uzay Banach Uzaydır. 
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Şimdi aşağıdaki teorem verilsin. 

2.4.4.1. Teorem: 𝐿௡: 𝐶(𝐷) → 𝐶(𝐷) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) olsun. Eğer 

𝑖)  𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) = 0 , 

𝑖𝑖) 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑡௡‖𝐿௡(𝑡) − 𝑥‖஼(஽) = 0 , 

𝑖𝑖𝑖) 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑡ଶ) − 𝑥ଶ‖஼(஽) = 0 

ise  ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) için, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

sağlanır. 

İspat: ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) alalım. 𝑔 fonksiyonunun sürekli olmasından ∀𝜀 > 0 için ∃𝛿 > 0 

vardır öyle ki |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 koşulunu sağlayan ∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝐷 için |𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 gerçeklenir. 

|𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 için, 
|௧ି௫|

ఋ
≥ 1 yani 

(௧ି௫)

ఋమ

ଶ

≥ 1 elde edilir. 𝑔, 𝐷’de sınırlı olduğundan, 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑡)| + |𝑔(𝑥)| ≤ 2𝐾. 1 ≤ 2𝐾
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
 

sağlanır. Burada 𝐾 : = ‖𝑔‖஼(஽) şeklindedir. O halde ∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝐷 için, 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ 2𝐾
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
+ 𝜀 

olup eşitsizliğe 𝐿௡ pozitif lineer operatörü uygulanırsa, 

𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝐿௡ ቆ𝜀 + 2𝐾
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
; 𝑥ቇ 

                                   ≤ 𝐿௡(𝜀 ; 𝑥) +
2𝐾

𝛿ଶ
𝐿௡((𝑡 − 𝑥)ଶ ; 𝑥) 

                                           = 𝐿௡(𝜀 ; 𝑥) ± 𝜀 +
ଶ௄

ఋమ
{𝐿௡(𝑢ଶ ; 𝑥) − 2𝑥𝐿௡(𝑢 ; 𝑥)+𝑥ଶ𝐿௡(1 ; 𝑥) ± 2𝑥ଶ} 

                                   = 𝜀 + 𝜀(𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1) +
2𝐾

𝛿ଶ
{(𝐿௡(𝑡ଶ ; 𝑥) − 𝑥ଶ) 

                                    −2𝑥(𝐿௡(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥) + 𝑥ଶ(𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1)} 

                                   ≤ 𝜀 + 𝜀|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| +
2𝐾

𝛿ଶ
{|𝐿௡(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥ଶ| 
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                                    +2|𝑥||𝐿௡(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥| + |𝑥ଶ||𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1|}                           (2.4.4.1) 

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan 

|𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| = |𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) + 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

                                         ≤ |𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥)| + |𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

                                         ≤ 𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑔(𝑥)||𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| 

yazılabilir. Bu son eşitsizlikte (2.4.4.1) eşitsizliği dikkate alınırsa, 

|𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝜀 + 𝜀|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| +
2𝐾

𝛿ଶ
{|𝐿௡(𝑡ଶ ; 𝑥) − 𝑥ଶ| 

                                               +2|𝑥||𝐿௡(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥| + |𝑥ଶ||𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1|} + 𝐾|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| 

bulunur. Son eşitsizlikte 𝑥 ∈ 𝐷 için supremum alınır ve norma geçilirse, 

‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤ 𝜀 

                                   +𝐻൛‖𝐿௡(𝑡ଶ) − 𝑥ଶ‖஼(஽) + ‖𝐿௡(𝑡) − 𝑥‖஼(஽) + ‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽)ൟ 

bulunur. Burada 

𝐻 = 𝑠𝑢𝑝
௫∈஽

൜𝜀 + 𝐾 +
2𝐾

𝛿ଶ
|𝑥ଶ|, 

4𝐾

𝛿ଶ
|𝑥|, 

2𝐾 

𝛿ଶ
ൠ 

şeklindedir. Buradan, 

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤ 𝜀 + 𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑡ଶ) − 𝑥ଶ‖஼(஽) 

                                                        + 𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑡) − 𝑥‖஼(஽) 

                                                        +𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) 

eşitsizliğinde her iki tarafının 𝑢 → 𝑅ି için limiti alınır ve 𝜀 keyfi olduğundan yeterince 

küçük seçilirse hipotezlerden,  

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑓) − 𝑓‖஼(஽) = 0 

elde edilir. 

Şimdi bu teoremi sağlayan bir örnek verilsin. 
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2.4.4.2. Örnek: 2.4.1.2. Örnek’te tanımlanan Meyer-König ve Zeller polinomu tekrar ele 

alınsın. Bu polinom ve 𝑠௡ = ൜
0,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒
2,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒

 olmak üzere (𝑠௡) dizisi kullanılarak 

∀𝑥 ∈ 𝐷 ve 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] için, 𝑇௡(𝑓 ; 𝑥) = 𝑠௡𝑅௡(𝑓 ; 𝑥) ile tanımlı pozitif lineer operatörlerin 

bir (𝑇௡) dizisi tanımlansın. 𝑓଴(𝑡) = 1,   𝑓ଵ(𝑡) = 𝑡, 𝑓ଶ(𝑡) = 𝑡ଶ  olmak üzere buradan 

𝑇௡(1 ; 𝑥) = 𝑠௡. 𝑅௡(1 ; 𝑥)= 𝑠௡ 

𝑇௡(𝑡; 𝑥) = 𝑠௡. 𝑅௡(𝑡 ; 𝑥)= 𝑠௡𝑥 

𝑇௡(𝑡ଶ ; 𝑥) = 𝑠௡. 𝑅௡(𝑡ଶ ; 𝑥) ≤  (𝑥ଶ +
𝑥

𝑛 + 1
)𝑠௡ 

olduğu görülebilir. Şimdi (𝑝௡) dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑝௡ = 1 ile tanımlansın. |𝑢| < 1 olmak 

üzere, 

𝑝(𝑢) = ෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡ =
1

1 − 𝑢
 

ve biliniyor ki (𝑠௡) kuvvet serisi yöntemi anlamında 1’e yakınsak, fakat klasik anlamında 

yakınsak değil idi. O halde 

𝑇௡(1 ; 𝑥) − 1 = 𝑠௡ − 1, 

𝑇௡(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥 = (𝑠௡ − 1)𝑥, 

𝑇௡(𝑡ଶ ; 𝑥) − 𝑥ଶ ≤ 𝑥ଶ(𝑠௡ − 1) +
௫

௡ାଵ
𝑠௡, 

şeklindedir. Ayrıca, ቀ
ଵ

௡ାଵ
ቁ dizisi 0’a yakınsak ve (𝑠௡) kuvvet serisi yöntemi anlamında 

1’e yakınsak olduğundan  

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

ଵ

௣(௨)
∑ 𝑝௡

∞
௡ୀ଴ 𝑢௡(𝑠௡ − 1) = 0  ve 𝑙𝑖𝑚

௨→ଵష

ଵ

௣(௨)
∑ 𝑝௡

∞
௡ୀ଴ 𝑢௡ ଵ

௡ାଵ
= 0   

olur. Buradan  

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝑇௡(1) − 1‖஼[଴,ଵ] = 0, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝑇௡(𝑡) − 𝑥‖஼[଴,ଵ] = 0, 
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𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝑇௡(𝑡ଶ) − 𝑥ଶ‖஼[଴,ଵ] = 0, 

elde edilir. Böylece (𝑇௡) operatörü 2.4.4.1. Teorem’ in tüm koşullarını sağladığından  

∀𝑔 ∈ 𝐶[0,1] için 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝑇௡(𝑔) − 𝑔‖஼[଴,ଵ] = 0 

olur.  

Şimdi süreklilik modülü yardımıyla 2.4.4.1. Teorem’ de elde edilen yaklaşımın 

yakınsaklık oranını ifade eden aşağıdaki teorem verilsin.  

2.4.4.3. Teorem: 𝐿௡ :   𝐶(𝐷) → 𝐶(𝐷) lineer pozitif operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) olsun. Bu 

takdirde, 

 𝑖) lim
   ௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) = 0, 

𝑖𝑖) 𝛿௡ : = ට‖𝐿௡(𝜓)‖஼(஽)      ve    𝜓(𝑡) = (𝑡 − 𝑥)ଶ  olmak üzere  

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡𝜔(𝑓; 𝛿௡) = 0 

koşulları sağlanıyorsa ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷)  için,  

lim
   𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

olur. 

İspat: Süreklilik modülünden dolayı 𝑥 ∈ 𝐷 ve 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) için 𝜓(𝑡) = (𝑡 − 𝑥)ଶ olmak 

üzere  

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ ቀ1 +
ట(௧)

ఋమ
ቁ 𝜔(𝑔, 𝛿)                                                                     (2.4.4.3) 

gerçeklenir. Öte yandan,                           

|𝐿௡(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥)  + |𝑔(𝑥)||𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1|                                         

olur. Burada (2.4.4.3) eşitsizliği kullanılırsa 
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|𝐿௡(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐿௡ ൭ቆ1 +
𝜓(𝑡)

𝛿ଶ
ቇ 𝜔(𝑔, 𝛿) ; 𝑥൱ + |𝑔(𝑥)||𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| 

                              ≤ 𝜔(𝑔, 𝛿)|𝐿௡(1; 𝑥) − 1| + 𝜔(𝑔, 𝛿) + 𝑇|𝐿௡(1; 𝑥) − 1| 

                                   +
𝜔(𝑓, 𝛿)

𝛿ଶ
|𝐿௡(𝜓(𝑡); 𝑥)| 

 olur. Burada 𝐾 : = ‖𝑔‖஼(஽) şeklindedir. Bu son eşitsizlikte 𝛿 : = 𝛿௡ : = ට‖𝐿௡(𝜓)‖஼(஽) 

alınır ve eşitsizliğin her iki tarafının 𝑥 ∈ 𝐷 için supremumu alınıp norma geçilirse, 

‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤ 𝜔(𝑔, 𝛿)‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) + 2𝜔(𝑔, 𝛿) + 𝐾‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽)                

elde edilir. Buradan, 

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡𝜔(𝑔, 𝛿)‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) 

                                                                 +2
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡𝜔(𝑔, 𝛿) 

                                     +𝐾
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(1) − 1‖஼(஽) 

eşitsizliğinde her iki tarafın 𝑢 → 𝑅ି için limiti alınırsa, hipotezlerden dolayı ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) 

için, 

𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑓) − 𝑓‖஼(஽) = 0 

elde edilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

2.4.5. Sürekli ve 2𝜋-periyodik fonksiyonlar uzayında tanımlı pozitif lineer 
operatörler için Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

Şimdi kuvvet serisi yöntemi yardımı ile aşağıdaki periyodik Korovkin teoremi verilsin. 

2.4.5.1. Teorem: Pozitif lineer operatörlerin (𝐿௡) dizisi, 𝐿௡: 𝐶ଶగ(ℝ) → 𝐶ଶగ(ℝ) tanımlı 

olsun. Bu durumda,  

𝑖) 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛‖𝐿𝑛(1) − 1‖𝐶2𝜋(ℝ) = 0 , 

𝑖𝑖) 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛‖𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝑥‖𝐶2𝜋(ℝ) = 0 , 
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𝑖𝑖𝑖) 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑐𝑜𝑠𝑡) − 𝑐𝑜𝑠𝑥‖஼మഏ(ℝ) = 0 , 

koşulları sağlanıyor ise  ∀𝑔 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için, 

 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼మഏ(ℝ) = 0 

sağlanır. 

İspat: ∀𝑔 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) alalım. 𝑔’nin sürekliliğinden ∀𝜀 > 0 için ∃𝛿 > 0 vardır öyle ki 

|𝑡 − 𝑥| < 𝛿 koşulunu sağlayan ∀𝑥, 𝑡 ∈  ℝ  için |𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 gerçeklenir. 𝑔,  ℝ’de 

sınırlı olduğundan, 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑡)| + |𝑔(𝑥)| ≤ 2𝑁. 1 ≤ 2𝑁
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
 

sağlanır. Burada 𝑁 : = ‖𝑔‖஼మഏ(ℝ) şeklindedir. Şimdi 𝑡 ∈ (𝑥 − 𝛿, 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿]  aralığı 

alınsın. Bu aralığın boyu 2𝜋 dir. 𝑥 − 𝛿 < 𝑡 < 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿 olup −𝛿 < 𝑡 − 𝑥 < 2𝜋 − 𝛿  

olduğundan |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olur. Ayrıca |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 için |𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 olduğu 

biliniyor. Ayrıca, 𝑥 + 𝛿 < 𝑡 ≤ 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿 ⇒ 𝛿 < 𝑡 − 𝑥 ≤ 2𝜋 − 𝛿 olduğundan   

ఋ

ଶ
<

௧ି௫

ଶ
≤

ଶగିఋ

ଶ
  

bulunur. Bu ise 𝑠𝑖𝑛
ఋ

ଶ
< 𝑠𝑖𝑛

(௧ି௫)

ଶ
 olmasıdır. Böylelikle 

௦௜௡
(೟షೣ)

మ

௦௜௡
ഃ

మ

> 1 olduğu yani 

  
௦௜௡మ(೟షೣ)

మ

௦௜௡మഃ

మ

> 1 elde edilir. O halde ∀𝑥, 𝑡 ∈ [0,2𝜋] için 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝜀 + 2𝑁
𝑠𝑖𝑛ଶ (𝑡 − 𝑥)

2

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

 

olup bu eşitsizliğe pozitif lineer 𝐿௡  operatörü uygulanırsa, 

𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝐿௡ ቌ𝜀 + 2𝑁
𝑠𝑖𝑛ଶ (𝑡 − 𝑥)

2

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

; 𝑥ቍ 

                                         ≤ 𝐿௡(𝜀, 𝑥) +
2𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

𝐿௡ ൬𝑠𝑖𝑛ଶ
(𝑡 − 𝑥)

2
; 𝑥൰ 

                                         = 𝐿௡(𝜀, 𝑥) +
2𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

1

2
𝐿௡(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡 − 𝑥) ; 𝑥) 
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                                        = 𝐿௡(𝜀, 𝑥) ± 𝜀 +
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{𝐿௡(1 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠𝑥𝐿௡(𝑐𝑜𝑠𝑡; 𝑥) 

                                            − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) ± 1} 

                                        = 𝜀 + 𝜀(𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1)
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{(𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1) 

                                           − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 (𝐿௡(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 (𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥)} 

olduğu görülür. Böylelikle 

𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝜀 + 𝜀|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| +
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| 

+|𝑐𝑜𝑠 𝑥|. |𝐿௡(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥| 

+|𝑠𝑖𝑛 𝑥|. |𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥|}                            (2.4.5.1) 

eşitsizliği elde edilir.  

|𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| = |𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) + 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

                        ≤ |𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥)| + |𝐿௡(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

                                         ≤ 𝐿௡(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑔(𝑥)|. |𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| 

yazılabilir. Bu son eşitsizlikte (2.4.5.1) eşitsizliği dikkate alınırsa, 

|𝐿௡(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝜀 + (𝜀 + 𝑁)|𝐿௡(1 ; 𝑥) − 1| +
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{|𝐿௡(1; 𝑥) − 1| 

                                            +|𝑐𝑜𝑠 𝑥|. |𝐿௡(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥|+|𝑠𝑖𝑛 𝑥|. |𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥|} 

bulunur. Son eşitsizliğin her iki tarafının 𝑥 ∈ ℝ için supremumu alınırsa,  

‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼మഏ(ℝ) ≤ 𝜀 + 𝐻൛‖𝐿௡(1) − 1‖஼మഏ(ℝ) + ‖𝐿௡(𝑐𝑜𝑠 𝑡) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥‖஼మഏ(ℝ) 

+‖𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥‖஼మഏ(ℝ)ൟ 

bulunur. Burada 

𝐻 = 𝑚𝑎𝑥 ቐ𝜀 + 𝑁 +
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

,
𝑁

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

ቑ 

şeklindedir. Buradan, 

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼మഏ(ℝ) ≤ 𝜀 + 𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(1) − 1‖஼మഏ(ℝ) 
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+𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑐𝑜𝑠 𝑡) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥‖஼మഏ(ℝ) 

+𝐻
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑠𝑖𝑛 𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥‖஼మഏ(ℝ) 

eşitsizliğinde her iki tarafının 𝑢 → 𝑅ି için limiti alınır ve 𝜀 keyfi olduğundan yeterince 

küçük seçilirse hipotezler göz önüne alındığında,  

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑝௡

∞

௡ୀ଴

𝑢௡‖𝐿௡(𝑔) − 𝑔‖஼మഏ(ℝ) = 0 

elde edilir. 
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3. MATERYAL METOT  

Bu tez çalışmasında ilk olarak kuvvet serisi yöntemi tanıtılmıştır. Sonra P.P. Korovkin 

tarafından 1953 yılında verilen klasik Korovkin teoremi verilmiştir. Kuvvet serisi 

yöntemi yardımı ile sürekli fonksiyonlar uzayı olan 𝐶(𝐷), sürekli ve 2𝜋-periyodik 

fonksiyonlar uzayı olan 𝐶ଶగ(ℝ) ve de 𝐻௪ uzayında Korovkin tipi yaklaşım teoremleri 

ifade edilmiş ve örneklerle elde edilen sonuçların klasik durumlarından daha kuvvetli 

olduğu gösterilmiştir.  

Bulgular bölümünde 2019 yılında Atlıhan ve Taş ve 2017 yılında Altıparmak tarafından 

verilen kuvvet serisi yönteminin pozitif lineer operatöre uygulanması ile 𝐶(𝐷), 𝐶ଶగ(ℝ) 

ve 𝐻௪  uzaylarında Korovkin tipi teoremler ifade ve ispat edilmiştir. Ayrıca süreklilik 

modülü yardımı ile yakınsaklık oranı hesaplanmıştır. 
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4. BULGULAR  

4.1. Korovkin tipi yaklaşım teoremleri 

2019 yılında Atlıhan ve Taş tarafından 𝐷, ℝ reel sayılar kümesinin kompakt bir kümesi 

olmak üzere 𝐶(𝐷) uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatör dizileri için kuvvet serisi 

yönteminin pozitif lineer operatöre uygulanması yöntemi ile yeni Korovkin tipi yaklaşım 

teoremi verilmiş ve yaklaşım oranı incelenmiştir. 

Bu bölümde kuvvet serisi yönteminin pozitif lineer operatöre uygulanması ile 𝐶(𝐷)  

uzayında, 𝐶ଶగ(ℝ) uzayında ve 𝐻௪ uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatör dizileri 

için Korovkin tipi yaklaşım teoremleri verilecek ve yakınsaklık oranı süreklilik modülü 

yardımı ile incelenecektir. Verilen örnekler ile yeni elde edilen teoremin daha kuvvetli 

olduğu gösterilecektir. 

4.1.1. Kuvvet serisi yöntemi ile sürekli fonksiyonlar uzayında tanımlı pozitif lineer 

operatörleri için Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

𝐿௡: 𝐶(𝐷)  → 𝐶(𝐷)  pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) olmak üzere, kabul edilsin 

ki 

𝑠𝑢𝑝
௨→ோష

ଵ

௣(௨)
∑ ‖𝐿௡(1)‖𝑝௡

ஶ
௡ୀ଴ 𝑢௡ < ∞                                                                        (4.1.1.1)  

koşulu sağlansın. ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷)  için  

𝐾௨(𝑔(𝑡); 𝑥) =
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

ile tanımlı 𝐾௨ operatörünü göz önüne alınsın. Buradan 

‖𝐾𝑢(𝑔)‖𝐶(𝐷) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛อ 

                           ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(|𝑔(𝑡)|; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

                            ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛൫‖𝑔‖𝐶(𝐷); 𝑥൯𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 
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                            = ‖𝑔‖𝐶(𝐷)𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(1; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

                            ≤ ‖𝑔‖𝐶(𝐷) 𝑠𝑢𝑝
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶(𝐷)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

elde edilir. Şimdi (4.1.1.1) göz önüne alınırsa 

‖𝐾𝑢‖𝐶(𝐷) ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶(𝐷)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 < ∞ 

eşitsizliğinden de görüldüğü gibi 𝐾௨ operatörü ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) için anlamlı olup 

𝐶(𝐷) uzayına aittir. Dolayısıyla 𝐾௨ operatörü 𝐶(𝐷)’den 𝐶(𝐷)’ye tanımlı bir operatör 

olup 

‖𝐾௨‖஼(஽) = ‖𝐾௨(1)‖஼(஽) ≤ 𝑠𝑢𝑝
௫∈஽

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(1; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡อ 

şeklinde yazabilir. 

4.1.1.1. Teorem: 𝐿௡: 𝐶(𝐷) → 𝐶(𝐷) pozitif lineer operatörlerin dizisi (𝐿௡) olsun ve 

(4.1.1.1) koşulu sağlansın. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir: 

𝑖) ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷)  için 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0, 

𝑖𝑖) 𝑓௥(𝑡) = 𝑡௥   , 𝑟 = 0,1,2  olmak üzere 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝐾௨(𝑓௥) − 𝑓௥‖஼(஽) = 0 

(Atlıhan ve Taş, 2019). 

İspat: 𝑓௥(𝑡) = 𝑡௥   , 𝑟 = 0,1,2 fonksiyonları 𝐶(𝐷) uzayının elemanı olduğundan 𝑖) ⇒ 𝑖𝑖) 

ispatı açıktır. 

𝑖𝑖) ⇒ 𝑖) olduğu gösterilsin. 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷)  alınsın. 𝑔 fonksiyonunun sürekliliğinden ∀𝜀 > 0 

için ∃𝛿 > 0 vardır öyle ki |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 koşulunu sağlayan ∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝐷 için |𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| <

𝜀 gerçeklenir. Ayrıca 𝑔, [𝑎, 𝑏] ’de sınırlı olduğundan, |𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 koşulunu sağlayan 

∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝐷 için 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ 2𝑀
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
 

elde edilmiş olur. Burada 𝑀 : = ‖𝑓‖஼(஽) şeklindedir. Bu durumda ∀𝑥, 𝑡 ∈ 𝐷  için, 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝜀 + 2𝑀
(௧ି௫)మ

ఋమ
                                                                             (4.1.1.2)                                                                



21 
 

elde edilir. Öte yandan, 

|𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| = |𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) + 𝐾௨(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝐾௨(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                                       ≤ |𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝐾௨(𝑔(𝑥) ; 𝑥)| + |𝐾௨(𝑔(𝑥) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

                                       ≤ 𝐾௨(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑔(𝑥)|. (|𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)|) 

                                       ≤ 𝐾௨(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) + 𝑀. |𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)| 

olur. Son eşitsizliğin ilk teriminde (4.1.1.2) eşitsizliği kullanılırsa, 

|𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐾௨ ቆ𝜀 + 2𝑀
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
; 𝑥ቇ + 𝑀|𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)| 

                                  = 𝐾௨(𝜀; 𝑥) +
2𝑀

𝛿ଶ
𝐾௨((𝑡 − 𝑥)ଶ; 𝑥) + 𝑀|𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)| 

                                 = 𝐾௨(𝜀 ; 𝑥) ± 𝜀 +
2𝑀

𝛿ଶ
{𝐾௨(𝑡ଶ ; 𝑥) − 2𝑥𝐾௨(𝑡 ; 𝑥)+𝑥ଶ𝐾௨(1 ; 𝑥) ± 2𝑥ଶ} 

                                    +𝑀|𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)| 

                                 = 𝜀 + (𝐾௨(𝜀; 𝑥) − 𝜀) +
2𝑀

𝛿ଶ
{(𝐾௨(𝑡ଶ ; 𝑥) − 𝑥ଶ) − 2𝑥(𝐾௨(𝑡 ; 𝑥) − 𝑥) 

                                        +𝑥2(𝐾𝑢(1 ; 𝑥) − 1)ൟ + 𝑀൫ห𝐾𝑢൫𝑓0
(𝑡) ; 𝑥൯ − 𝑓0

(𝑥)ห൯ 

                                    ≤ 𝜀 + 𝜀ห𝐾𝑢൫𝑓0
(𝑡) ; 𝑥൯ − 𝑓0

(𝑥)ห +
2𝑀

𝛿2
൛ห𝐾𝑢൫𝑓2

(𝑡) ; 𝑥൯ − 𝑓2
(𝑥)ห 

                                    +2|𝑥||𝐾௨(𝑓ଵ(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓ଵ(𝑥)| + |𝑥ଶ||𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)|}        

                                    +𝑀|𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)| 

 elde edilir. ∀𝑢 ∈ (0, 𝑅) için, 

|𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝜀 + ൬𝜀 + 𝑀 +
2𝑀

𝛿ଶ
|𝑥ଶ|൰ |𝐾௨(𝑓଴(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓଴(𝑥)|                 

                                               + 
4𝑀

𝛿2
|𝑥|ห𝐾𝑢൫𝑓1

(𝑡) ; 𝑥൯ − 𝑓1(𝑥)ห +  
2𝑀

𝛿2
ห𝐾𝑢൫𝑓2

(𝑡) ; 𝑥൯ − 𝑓2(𝑥)ห 

elde edilir. Bu eşitsizlikte 𝑥 ∈ 𝐷 için supremum alınıp norma geçilirse, 

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽)

≤ 𝜀 + 𝐻൛‖𝐾௨(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼(஽) + ‖𝐾௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼(஽) + ‖𝐾௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼(஽)ൟ 

olduğu görülür. Burada, 

𝐻 = 𝑠𝑢𝑝
௫∈஽

൜𝜀 + 𝑀 +
2𝑀

𝛿ଶ
|𝑥ଶ|, 

4𝑀

𝛿ଶ
|𝑥|, 

2𝑀

𝛿ଶ
ൠ 

şeklindedir. Her iki tarafın 𝑢 → 𝑅ି  için limiti alınırsa 𝑖𝑖)’den ve 𝜀 keyfi olduğundan 

yeterince küçük alınırsa 
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𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

olduğu görülür. 

Şimdi 4.1.1.1. Teorem’ de çalışan bir örnek verilsin. 

4.1.1.2. Örnek: |𝑢| < 1 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑝௡ = 1 olsun. Buradan 

𝑝(𝑢) : = ∑ 𝑢௡ =ஶ
௡ୀ଴

ଵ

ଵି௨
   olur. Şimdi genel terimi  

𝑞 = (𝑞௡) = ൜
−1,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒,
   1,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒,

  

olacak şekilde 𝑞 = (𝑞௡) dizisini alalım. Buradan, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑞௡𝑝௡𝑢௡

∞

௡ୀ଴

= 𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

(1 − 𝑢) ෍(−1)௡𝑢௡

∞

௡ୀ଴

= 𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

(1 − 𝑢)
1

1 + 𝑢
= 0 

olur. Yani (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi anlamında 0’a yakınsaktır, fakat klasik 

anlamında yakınsak değildir. Şimdi 𝐷 = [0,1] olmak üzere 𝐶(𝐷) üzerinde  

𝐵𝑛(𝑔 ; 𝑥) = ෍ 𝑔 ൬
𝑘

𝑛
൰ ቀ

𝑛
𝑘

ቁ 𝑥௞(1 − 𝑥)௡ି௞

௡

௞ୀ଴

, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

şeklinde tanımlı Bernstein polinomu ele alınsın. Bu polinom kullanılarak 𝐶(𝐷)üzerinde 

(𝑞௡) dizisi yardımıyla aşağıdaki şekilde 𝐿௡ pozitif lineer operatörü tanımlansın: 

𝐿௡(𝑓 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐵௡(𝑓 ; 𝑥). 

Pozitif lineer operatörlerin (𝐿௡) dizisi için basit hesaplamalar ile 

𝐿௡(1 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐵௡(1 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡), 

𝐿௡(𝑡; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐵௡(𝑡 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝑥, 

𝐿௡(𝑡ଶ ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐵௡(𝑡ଶ ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡) ቆ𝑥ଶ +
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ 

olduğu görülebilir. Şimdi 4.1.1.1. Teorem’ inin koşullarının sağlanıp sağlanmadığı 

incelensin. İlk olarak 

‖𝐾௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼(஽) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑓଴; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 
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                                    = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

− 1

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢)
1

1 − 𝑢
+ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

− 1อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                   = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡ → 0

ஶ

௡ୀ଴

 

bulunur. Ayrıca 

‖𝐾௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼(஽) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑓ଵ; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)𝑥

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑥. 𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡. 𝑥. 𝑢௡ − 𝑥

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                   = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ𝑥 + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡.. 𝑥. 𝑢௡ − 𝑥

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                  = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡. 𝑥. 𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                  = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

 

                                 = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡ → 0

ஶ

௡ୀ଴

 

olduğu kolaylıkla hesaplanabilir. Son olarak ቀ
ଵ

௡
ቁ  dizisinin 0’ a yakınsak dolayısıyla 

kuvvet serisi yöntemine göre 0’a yakınsak olduğu kullanılırsa  

‖𝐾௨(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼(஽)  



24 
 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝐿௡(𝑓ଶ; 𝑥)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥ଶอ 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡) ቆ𝑥ଶ +
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥ଶอ 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ ቆ𝑥ଶ +
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ቆ𝑥ଶ +
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥ଶอ 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑥ଶ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ ቆ
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑥ଶ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡

+ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ቆ
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥ଶอ 

 = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ଵ]

อ(1 − 𝑢) ෍ ቆ
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑥ଶ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡  

+ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ቆ
𝑥 − 𝑥ଶ

𝑛
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡อ 

≤ (1 − 𝑢) ෍ ൬
1

4𝑛
൰

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ൬
1

4𝑛
൰

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ → 0 

elde edilir. Böylece 𝐿௡ operatörü 4.1.1.1. Teorem’ inin koşullarını sağladığından her 𝑔 ∈

𝐶(𝐷) için 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

olur. (𝑞௡) dizisi klasik anlamında yakınsak olmadığı için 2.4.1.1. Teorem’ inin koşulları 

sağlanmaz. Yani 4.1.1.1. Teoremi, 2.4.1.1. Teorem’ inin bir genelleştirilmesidir. 

Şimdi süreklilik modülü yardımı ile kuvvet serisi yöntemi kullanılarak yakınsaklık 

oranını veren aşağıdaki teoremi ifade edelim. 

4.1.1.3. Teorem: 𝐿௡ : 𝐶 (𝐷) → 𝐶(𝐷) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) olmak 

üzere (4.1.1.1) koşulu sağlansın. Bu takdirde, 

𝑖) lim
௨→ோష

‖𝐾௨(1) − 1‖஼(஽) = 0, 

𝑖𝑖) 𝛼ଶ(𝑡) = ‖𝐾௨((𝑡 − 𝑥)ଶ)‖ ஼(஽)  olmak üzere  lim
௨→ோష

𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯ = 0 

koşulları gerçekleniyor ise ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) için, 
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lim
௨→ோష

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

sağlanır (Atlıhan ve Taş, 2017). 

İspat: ∀𝑢 ∈ (0, 𝑅) ve 𝛿 > 0 olmak üzere süreklilik modülünün özelliği yardımı ile, 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ≤ ቆ1 +
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
ቇ 𝜔(𝑔; 𝛿) 

gerçeklenir. Eşitsizliğin her iki tarafına 𝐾௨ pozitif lineer operatörünü uygulanırsa, 

𝐾௨(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥) ≤ 𝐾௨ ቆ𝜔(𝑔; 𝛿) +
(𝑡 − 𝑥)ଶ

𝛿ଶ
𝜔(𝑔; 𝛿); 𝑥ቇ 

≤ 𝐾௨(𝜔(𝑔; 𝛿); 𝑥) +
𝜔(𝑔; 𝛿)

𝛿ଶ
𝐾௨((𝑡 − 𝑥)ଶ; 𝑥) 

                                        ≤ 𝐾௨(𝜔(𝑔; 𝛿); 𝑥) +
𝜔(𝑔; 𝛿)

𝛿ଶ
𝛼ଶ(𝑡) 

elde edilir. Bu son eşitsizlikte ∀𝑢 ∈ (0; 𝑅) için 𝛿 = 𝛼(𝑡) = ට‖𝐾௨(𝑡 − 𝑥)ଶ‖஼(஽)  alınırsa 

𝐾௨(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥) ≤ (𝐾௨(1; 𝑥) + 1)𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯                                                  (4.1.1.3) 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  

|𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐾௨(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑔(𝑥)|. |𝐾௨(1 ; 𝑥) − 1| 

eşitsizliğinde (4.1.1.3) eşitsizliği dikkate alınırsa, 

|𝐾௨(𝑔(𝑡) ; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ (𝐾௨(1; 𝑥) + 1)𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯ +  𝑀. |𝐾௨(1 ; 𝑥) − 1| 

bulunur. Son eşitsizlikte her iki tarafının 𝑥 ∈ 𝐷 için supremumu alınıp norma geçilirse, 

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤ ൫‖𝐾௨(1)‖஼(஽) + 1൯𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯ +  𝑀. ‖𝐾௨(1 ; 𝑥) − 1‖஼(஽) 

elde edilir. Ayrıca ∀𝑢 ∈ (0, 𝑅) ve ‖𝐾௨(. )‖஼(஽) < 𝑇 için, 

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) ≤ (𝑇 + 1)𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯ +  𝑀. ‖𝐾௨(1) − 1‖ ஼(஽) 

                                ≤ 𝐻൫𝜔൫𝑔; 𝛼(𝑡)൯ + ‖𝐾௨(1) − 1‖஼(஽)൯ 

gerçeklenir. Burada 𝐻 = max {1 + 𝑇, 𝑀} şeklindedir. Son eşitsizlikte 𝑢 → 𝑅ି için limit 

alınırsa, hipotezlerden her ∀𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) için, 

lim
௨→ோష

‖𝐾௨(𝑔) − 𝑔‖஼(஽) = 0 

olduğu görülür. Bu ise ispatı tamamlar. 
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4.1.2. Sürekli ve 2𝜋-periyodik fonksiyonlar uzayında tanımlı pozitif lineer 

operatörleri için kuvvet serisi yöntemi yardımı ile Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

𝐿௡: 𝐶ଶగ(ℝ)  → 𝐶ଶగ(ℝ) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere kabul edelim ki 

𝑠𝑢𝑝
௨→ோష

ଵ

௣(௨)
∑ ‖𝐿௡(1)‖஼మഏ(ℝ)𝑝௡

ஶ
௡ୀ଴ 𝑢௡ < ∞                                                              (4.1.2.1) 

koşulu sağlansın. O halde ∀𝑔 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ)için  

𝑅௨(𝑔(𝑡); 𝑥) =
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

ile tanımlı 𝑅௨ operatörünü göz önüne alınsın. Buradan 

‖𝑅𝑢(𝑔)‖𝐶2𝜋(ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛อ 

                          ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(|𝑔(𝑡)|; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

                           ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛൫‖𝑔‖𝐶2𝜋(ℝ); 𝑥൯𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

                         = ‖𝑔‖𝐶2𝜋(ℝ)𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(1; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

                         ≤ ‖𝑔‖𝐶2𝜋(ℝ) 𝑠𝑢𝑝
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶2𝜋(ℝ)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

elde edilir. Şimdi (4.1.2.1) göz önüne alınırsa 

‖𝑅𝑢(𝑔)‖𝐶2𝜋(ℝ) ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶2𝜋(ℝ)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 < ∞ 

eşitsizliğinden de görüldüğü üzere 𝑅௨ pozitif lineer operatörü ∀𝑔 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için anlamlı 

olup 𝐶ଶగ(ℝ) uzayına aittir. Dolayısıyla 𝑅௨ operatörü 𝐶ଶగ(ℝ)’ den 𝐶ଶగ(ℝ)’ ye tanımlı bir 

operatör olup  

‖𝑅𝑢‖𝐶2𝜋(ℝ) = ‖𝑅𝑢(1)‖𝐶2𝜋(ℝ) ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(1; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛อ 

şeklinde yazabiliriz. 

Şimdi aşağıdaki teoremi ifade ve ispat edelim. 
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4.1.2.1. Teorem: 𝐿௡: 𝐶ଶగ(ℝ) → 𝐶ଶగ(ℝ) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) ve 

(4.1.2.1) koşulu sağlansın. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir: 

𝑖) ∀𝑓 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için  𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑓) − 𝑓‖஼మഏ(ℝ) = 0, 

𝑖𝑖) 𝑓଴(𝑡) = 1, 𝑓ଵ(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 𝑓ଶ(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 olmak üzere 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑓௜) − 𝑓௜‖஼మഏ(ℝ) = 0, 

 𝑖 = 0,1,2. 

İspat: 𝑖) ⇒ 𝑖𝑖) gerçeklendiği açıktır. Çünkü ∀𝑓 ∈   𝐶ଶగ(ℝ) için 𝑖) hipotezi sağlandığına 

göre 𝑓଴(𝑡) = 1, 𝑓ଵ(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 𝑓ଶ(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 𝑡  fonksiyonları da 𝐶ଶగ(ℝ) uzayına ait 

olduğundan istenilen sonuç elde edilir. 

Şimdi 𝑖𝑖) ⇒ 𝑖) olduğunu gösterilsin. 

∀𝑓 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) alalım. 𝑓 sürekli bir fonksiyon olduğundan ∀𝜀 > 0 için ∃𝛿 > 0 vardır öyle 

ki |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 koşulunu sağlayan ∀𝑥, 𝑡 ∈ ℝ için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 gerçeklenir. 𝑓 ,  ℝ’ 

de sınırlı olduğundan,  

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀 

gerçeklenir. Şimdi 𝑦 ∈ (𝑥 − 𝛿, 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿]  aralığını alalım. Buradan 𝑥 − 𝛿 < 𝑡 < 2𝜋 +

𝑥 − 𝛿 olup −𝛿 < 𝑡 − 𝑥 < 2𝜋 − 𝛿  olduğundan |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olur. Ayrıca |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 için 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 olduğu biliniyor. Son olarak 𝑡 ∈ (𝑥 + 𝛿, 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿] alalım. Buradan, 

𝑥 + 𝛿 < 𝑡 ≤ 2𝜋 + 𝑥 − 𝛿 ⇒ 𝛿 < 𝑡 − 𝑥 ≤ 2𝜋 − 𝛿  

olduğundan 
ఋ

ଶ
<

௧ି௫

ଶ
≤

ଶగିఋ

ଶ
  bulunur. Bu ise 𝑠𝑖𝑛

ఋ

ଶ
< 𝑠𝑖𝑛

(௧ି௫)

ଶ
 olmasıdır. Böylelikle  

௦௜௡
(೟షೣ)

మ

௦௜௡
ഃ

మ

> 1 olup bu ise 
௦௜௡మ(೟షೣ)

మ

௦௜௡మഃ

మ

> 1  sağlar. O halde ∀𝑥, 𝑡 ∈ ℝ için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 + 2𝑀
𝑠𝑖𝑛ଶ (𝑡 − 𝑥)

2

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

 

olduğu görülür. 𝑅௨ pozitif lineer operatörü son eşitsizlikte uygulanırsa,  

𝑅௨(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝑅௨ ቌ𝜀 + 2𝑀
𝑠𝑖𝑛ଶ (𝑡 − 𝑥)

2

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

; 𝑥ቍ 

                                         ≤ 𝑅௨(𝜀, 𝑥) +
2𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

𝑅௨ ൬𝑠𝑖𝑛ଶ
(𝑡 − 𝑥)

2
; 𝑥൰ 
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                                         = 𝑅௨(𝜀, 𝑥) +
2𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

1

2
𝑅௨ ቆ1 − 𝑐𝑜𝑠 2

(𝑡 − 𝑥)

2
; 𝑥ቇ 

                                        = 𝑅௨(𝜀, 𝑥) ± 𝜀 +
2𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{𝑅௨(1, 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑅௨(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) 

                                          − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑅௨(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) ± 1}       

                                        = 𝜀 + 𝜀(𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1)
𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{(𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1) 

                                            − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 (𝑅௨(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 (𝑅௨(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥)} 

bulunur. Burada 𝑀 : = ‖𝑓‖஼మഏ(ℝ) şeklindedir. Böylelikle 

𝑅௨(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝜀 + 𝜀|𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1| +
𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{|𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1| 

                                                +|𝑐𝑜𝑠 𝑥|. |𝑅௨(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥| 

                                                +|𝑠𝑖𝑛 𝑥|. |𝑅௨(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥|}                                      (4.1.2.2) 

eşitsizliği elde edilir.  Buradan 

|𝑅௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑅௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) + 𝑅௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑅௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                         ≤ |𝑅௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑅௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥)| + |𝑅௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                                         ≤ 𝑅௨(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1| 

yazılabilir. Bu son eşitsizlikte (4.1.2.2) eşitsizliği dikkate alınırsa, 

|𝑅௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 + 𝜀|𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1| +
𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

{|𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1| 

                                             +|𝑐𝑜𝑠 𝑥|. |𝑅௨(𝑐𝑜𝑠 𝑡 ; 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥| 

                                             +|𝑠𝑖𝑛 𝑥| . |𝑅௨(𝑠𝑖𝑛 𝑡 ; 𝑥) – 𝑠𝑖𝑛 𝑥| + 𝑀. |𝑅௨(1 ; 𝑥) − 1|  

bulunur. 𝑥 ∈ ℝ için son eşitsizlikte her iki tarafının supremumu alınırsa, 

‖𝑅௨(𝑓) − 𝑓‖஼మഏ(ℝ)     

≤ 𝜀 + 𝐻൛‖𝑅௨(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼మഏ(ℝ) + ‖𝑅௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼మഏ(ℝ) +‖𝑅௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼మഏ(ℝ)ൟ 

bulunur. Burada 

𝐻 = 𝑚𝑎𝑥 ቐ𝜀 + 𝑀 +
𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

,
𝑀

𝑠𝑖𝑛ଶ 𝛿
2

ቑ 

şeklindedir. Şimdi 𝑢 → 𝑅ି için limit alınırsa ve 𝜀 keyfi olduğundan yeterince küçük 

alınırsa 
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𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑓) − 𝑓‖஼మഏ(ℝ) = 0 

olduğu görülür. 

4.1.2.2. Örnek: |𝑢| < 1 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑝௡ = 1 olsun. 2.5.1.2. Örnek’te 𝐶ଶగ(ℝ) üzerinde 

tanımlı olan Fejér operatörünü ve genel terimi  

𝑞 = (𝑞௡) = ൜
−1,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒
   1,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒

 

olacak şekildeki 𝑞 = (𝑞௡) dizisi göz önüne alınsın. Biliniyor ki (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi 

yöntemi anlamında 0’a yakınsak, fakat klasik anlamında yakınsak değildir.  Şimdi bu 

operatör ve (𝑞௡) dizisi yardımıyla 𝐶ଶగ(ℝ)üzerinde 𝐿௡ pozitif lineer operatörü aşağıdaki 

şekilde tanımlansın: 

𝐿௡(𝑓 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐹𝑛(𝑓 ; 𝑥). 

Pozitif lineer operatörlerin (𝐿௡) dizisi için 

𝐿௡(1 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐹𝑛(1 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡), 

𝐿௡(𝑡; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐹𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑡 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)
𝑛 − 1

𝑛
𝑠𝑖𝑛𝑥, 

𝐿௡(𝑡ଶ ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐹𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑡 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)
𝑛 − 1

𝑛
𝑐𝑜𝑠𝑥 

olduğunu görebilir. Şimdi 4.1.2.1. Teorem’ inin koşulları incelensin. İlk olarak 

‖𝑅௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼మഏ(ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(1; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 

                                      = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 

                                      = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                                      = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

 

bulunur. (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi anlamında 0’a yakınsak olduğundan  

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼మഏ(ℝ) = 0 bulunur. Ayrıca  

‖𝑅௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼మഏ(ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑠𝑖𝑛𝑡; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑠𝑖𝑛𝑥อ 
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                                        = 𝑠𝑢𝑝
௫∈ℝ

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)
𝑛 − 1

𝑛
𝑠𝑖𝑛𝑥

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑠𝑖𝑛𝑥อ 

                                       ≤ อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)

ஶ

௡ୀ଴

(1 −
1

𝑛
)𝑢௡ − 1อ 

                                        ≤ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍
1

𝑛

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍
𝑞௡

𝑛

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

olduğu kolaylıkla hesaplanabilir. (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi anlamında 0’a 

yakınsak olduğu ve ቀ
ଵ

௡
ቁ  dizisinin 0’ a yakınsak dolayısıyla kuvvet serisi yöntemine göre 

0’a yakınsak olduğu kullanılırsa 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼మഏ(ℝ) = 0 bulunur. Benzer şekilde 

son olarak ቀ
ଵ

௡
ቁ  dizisinin ve (𝑞௡) dizisinin kuvvet serisi yöntemine göre 0’ a yakınsak 

olduğu kullanılırsa 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑅௨(𝑐𝑜𝑠𝑡) − 𝑐𝑜𝑠𝑥‖஼మഏ(ℝ) = 0 elde edilir. Böylece 𝐿௡  operatörü 

4.1.2.1. Teorem’ inin koşullarını sağladığından ∀𝑔 ∈ 𝐶ଶగ(ℝ) için 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

‖𝑅௨(𝑔) − 𝑔‖஼మഏ(ℝ) = 0 

olur. (𝑞௡) dizisi klasik anlamında yakınsak olmadığı için 2.4.2.1. Teorem’ inin koşulları 

sağlanmaz. Yani 4.1.2.1. Teorem’ i, 2.4.2.1. Teorem’ inin bir genelleştirilmesidir.  

4.1.3. 𝑯𝒘 uzayı üzerinde kuvvet serisi yöntemi yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım 

teoremi 

𝐿𝒏: 𝐻௪ → 𝐶஻[0, ∞) lineer pozitif operatörlerin bir dizisi (𝐿௡) olsun. Kabul edelim ki 

𝑠𝑢𝑝
௨→ோష

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿௡(1)‖஼ಳ

𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ < ∞                                                                             (4.1.3.1) 

koşulu sağlansın. ∀𝑔 ∈ 𝐻௪ için 

𝑆௨(𝑔(𝑡); 𝑥) =
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿௡(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

ile tanımlı 𝑆௨ operatörünü göz önüne alınsın. Buradan benzer hesaplamalar ile  

‖𝑆𝑢(𝑔)‖𝐶𝐵
= 𝑠𝑢𝑝

𝑥∈[0,∞) 
อ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(𝑔(𝑡); 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛อ 
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                         ≤ ‖𝑔‖𝐶𝐵
𝑠𝑢𝑝

𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶𝐵

𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 

elde edilir. Şimdi (4.1.3.1) kabulü göz önüne alınırsa 

‖𝑆𝑢‖𝐶𝐵
≤ 𝑠𝑢𝑝

𝑢→𝑅−

1

𝑝(𝑢)
෍‖𝐿𝑛(1)‖𝐶𝐵

𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛 < ∞ 

eşitsizliğinden de görüldüğü gibi 𝑆௨ olarak tanımlı operatör ∀𝑔 ∈ 𝐻௪  için anlamlıdır. 

Dolayısıyla 𝑆௨ operatörü 𝐻௪’ den 𝐶஻[0, ∞)  ’ ye tanımlı bir operatör olup  

‖𝑆𝑢‖𝐶𝐵
= ‖𝑆𝑢(1)‖𝐶𝐵

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞) 

อ
1

𝑝(𝑢)
෍ 𝐿𝑛(1; 𝑥)𝑝𝑛

∞

𝑛=0

𝑢𝑛อ 

şeklinde yazabilir. 

Şimdi 𝐻௪ uzayında kuvvet serisi yöntemi ile Korovkin tipi yaklaşım teoremi verilsin. 

4.1.3.1. Teorem: 𝐿௡: 𝐻௪ → 𝐶஻[0, ∞) pozitif lineer operatörlerin bir dizisi (𝐿𝒏) olsun ve 

(4.1.3.1) koşulu sağlansın. Buradan 

𝑓଴(𝑡) = 1 ,   𝑓ଵ(𝑡) =
𝑡

1 + 𝑡
,    𝑓ଶ(𝑡) =  ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

 

olmak üzere, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑆௨(𝑓௜) − 𝑓௜‖஼ಳ
= 0,    𝑖 = 0,1,2 , 

koşulları sağlanıyorsa herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐻௪için, 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑆௨(𝑓) − 𝑓‖஼ಳ
= 0 

gerçeklenir (Altıparmak, 2017). 

İspat: 𝑓 ∈ 𝐻௪ olsun. 𝑓 fonksiyonunun sürekliliğinden, ∀𝜀 > 0 için  ∃𝛿 > 0  vardır öyle 

ki ቚ
௧

ଵା௧
−

௫

ଵା௫
ቚ < 𝛿  koşulunu sağlayan ∀𝑡, 𝑥 ∈  [0, ∞)  için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝛿 

gerçeklenir. Şimdi ቚ
௧

ଵା௧
−

௫

ଵା௫
ቚ ≥ 𝛿 için, 

ቚ
೟

భశ೟
ି

ೣ

భశೣ
ቚ

ఋ
≥ 1  olup 

ቀ
೟

భశ೟
ି

ೣ

భశೣ
ቁ

మ

ఋమ
≥ 1 sağlanır. 𝑓 

fonksiyonu sınırlı olduğundan 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀 ≤ 2𝑀
ቀ

𝑡
1 + 𝑡

−
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

𝛿ଶ
 

gerçeklenir. O halde ∀𝑡, 𝑥 ∈  [0, ∞)  için, 
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|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 + 2𝑀
ቀ

𝑡
1 + 𝑡

−
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

𝛿ଶ
 

sağlanır. 𝑆௨  pozitif lineer operatörü son eşitsizliğin her iki tarafına uygulanırsa, 

𝑆௨(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥) ≤ 𝑆௨ ൮𝜀 + 2𝑀
ቀ

𝑡
1 + 𝑡

−
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

2

𝛿2
; 𝑥൲ 

                                      ≤ 𝑆𝑢(𝜀 ; 𝑥) +
2𝑀

𝛿ଶ
𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
−

𝑥

1 + 𝑥
൰

ଶ

; 𝑥ቇ 

                                      = 𝑆𝑢(𝜀 ; 𝑥) ± 𝜀 +
2𝑀

𝛿ଶ
ቊ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ 

                                         −2
𝑥

1 + 𝑥
𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥ቇ +

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
𝑆𝑢(1 ; 𝑥) ±

2𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
ቋ 

                                      = 𝜀 + 𝜀(𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1) +
2𝑀

𝛿ଶ
ቊቆ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ − ቀ
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

ቇ 

                                        −2
𝑥

1 + 𝑥
𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥 − ቀ

𝑥

1 + 𝑥
ቁቇ +

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
(𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1)ቋ 

                                      ≤ 𝜀 + 𝜀|𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1| +
2𝑀

𝛿ଶ
ቊቤ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ − ቀ
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

ቤ   

                                        +2
|𝑥|

|1 + 𝑥|
ቤ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥ቇ − ቀ

𝑥

1 + 𝑥
ቁቤ 

                                        +
ห௫మห

|(ଵା௫)మ|
|𝑆௨(1 ; 𝑥) − 1|ቅ                                                         (4.1.3.1) 

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan 

|𝑆௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑆௨(𝑓(𝑡) ; 𝑥) + 𝑆௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑆௨(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                                        ≤ |𝑆𝑢(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑆𝑢(𝑓(𝑥) ; 𝑥)| + |𝑆𝑢(𝑓(𝑥) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

                                        ≤ 𝑆𝑢(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1| 

yazılabilir. Bu son eşitsizlikte (4.1.3.1) eşitsizliği dikkate alınırsa, 

|𝑆𝑢(𝑓(𝑡) ; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 + 𝜀|𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1| +
2𝑀

𝛿ଶ
ቊቤ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ − ቀ
𝑥

1 + 𝑥
ቁ

ଶ

ቤ 

               +2
|𝑥|

|1 + 𝑥|
ቤ𝑆𝑢 ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥ቇ − ቀ

𝑥

1 + 𝑥
ቁቤ 

                                                +
|𝑥ଶ|

|(1 + 𝑥)ଶ|
|𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1|ቋ + |𝑓(𝑥)|. |𝑆𝑢(1 ; 𝑥) − 1| 
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yazılır. Son eşitsizliğin her iki tarafının 𝑥 ≥ 0 için supremumu alınıp norma geçilirse, 

‖𝑆𝑢(𝑓) − 𝑓‖஼ಳ
≤ 𝜀 + 𝐻൛‖𝑆𝑢(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼ಳ

+ ‖𝑆𝑢(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼ಳ
+ ‖𝑆𝑢(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼ಳ

ൟ 

bulunur. Burada  

𝐻 = 𝑚𝑎𝑥 ൜𝜀 + 𝑀 +
2𝑀

𝛿ଶ
,
2𝑀

𝛿ଶ
,
2𝑀

𝛿ଶ
  ൠ 

şeklindedir. Şimdi 𝑢 → 𝑅ି için limit alınırsa   

𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑅−

‖𝑆𝑢(𝑓) − 𝑓‖஼ಳ
= 0 

olduğu görülür. Bu ise ispatı tamamlar. 

Şimdi Bleilmann, Butzer, Hahn operatörü yardımı ile 4.1.3.1. Teorem' inin koşullarının 

sağlandığını gösteren bir örnek verilsin. 

4.1.3.2. Örnek:  𝐻௪ üzerinde 2.4.3.3. Örnek’ te tanımlı olan 𝐿௡ Bleilmann, Butzer, Hahn 

pozitif lineer operatörü alınsın. Ayrıca |𝑢| < 1 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑝௡ = 1 olsun. Şimdi genel 

terimi  

𝑞 = (𝑞௡) = ൜
−1,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒
   1,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒

 

olacak şekilde 𝑞 = (𝑞௡) dizisi tekrar göz önüne alınsın. (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi 

anlamında 0’a yakınsak, fakat klasik anlamında yakınsak değil idi. Bu 𝐿௡  operatörü 

kullanılarak 𝐻௪ üzerinde (𝑞௡) dizisi yardımıyla aşağıdaki 𝑇௡ lineer pozitif operatörü 

tanımlansın: 

𝑇௡(𝑓 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐿௡(𝑓 ; 𝑥) 

Buradan bazı hesaplamalar ile 

𝑇௡(1 ; 𝑥) = (1 + 𝑞௡)𝐿௡(1 ; 𝑥) 

                 = 1 + 𝑞௡ 

𝑇௡ ൬൬
𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥൰ = (1 + 𝑞௡)𝐿௡ ቆ൬

𝑡

1 + 𝑡
൰ ; 𝑥ቇ 

                              = (1 + 𝑞௡)
𝑛

(𝑛 + 1)

𝑥

(1 + 𝑥)
 

𝑇௡ ቆ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ = (1 + 𝑞௡)𝐿௡ ቆ൬
𝑡

1 + 𝑡
൰

ଶ

; 𝑥ቇ  
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                                = (1 + 𝑞௡) ቆ
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
+

𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥
ቇ 

olduğu görebilir. Şimdi 4.1.3.1. Teorem’ inin koşullarının sağlanıp sağlanmadığı 

incelensin. 

‖𝑆௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼ಳ
= 𝑠𝑢𝑝

௫∈[଴,ஶ) 
อ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑇௡(𝑓଴; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 

                               = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ) 

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 1อ 

                               = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ) 

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

− 1

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                              = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ) 

อ(1 − 𝑢)
1

1 − 𝑢
+ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

− 1อ 

                              = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ) 

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

อ 

                              = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

 

 bulunur. (𝑞௡) dizisi, kuvvet serisi yöntemi anlamında 0’a yakınsak olduğu kullanılırsa 

𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑆௨(𝑓଴) − 𝑓଴‖஼ಳ
= 0 bulunur. Ayrıca  

‖𝑆௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼ಳ
= 𝑠𝑢𝑝

௫∈[଴,ஶ)
อ

1

𝑝(𝑢)
෍ 𝑇௡(𝑓ଵ; 𝑥)𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ −
𝑥

(1 + 𝑥)
อ 

                               = 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ)

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡)
𝑛

(𝑛 + 1)

𝑥

(1 + 𝑥)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ −
𝑥

(1 + 𝑥)
อ 

                               ≤ 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ)

อ(1 − 𝑢)
𝑥

(1 + 𝑥)
෍(1 + 𝑞௡)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ − 𝑥อ 

                               = (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡𝑢௡

ஶ

௡ୀ଴

 

olduğu kolaylıkla hesaplanabilir. Buradan 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑆௨(𝑓ଵ) − 𝑓ଵ‖஼ಳ
= 0 görülür. Son olarak 

 

‖𝑆௨(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼ಳ
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= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ)

อ(1 − 𝑢) ෍ 𝑇௡(𝑓ଶ; 𝑥)

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ −
𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
อ 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ)

อ(1 − 𝑢) ෍(1 + 𝑞௡) ቆ
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
+

𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ −
𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
อ 

= 𝑠𝑢𝑝
௫∈[଴,ஶ)

อ(1 − 𝑢) ෍ ቆ
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

                 +(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ቆ
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
ቇ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ ൬
𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥
൰

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

                  +(1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡ ൬
𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

𝑥

1 + 𝑥
൰

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ −
𝑥ଶ

(1 + 𝑥)ଶ
อ 

 ≤ (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍
𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ + (1 − 𝑢) ෍ 𝑞௡

𝑛

(𝑛 + 1)ଶ

ஶ

௡ୀ଴

𝑢௡ 

elde edilir. ቀ
௡

(௡ାଵ)మ
ቁ  dizisinin ve (𝑞௡) dizisinin kuvvet serisi yöntemi anlamında 0’a 

yakınsak kullanılırsa 𝑙𝑖𝑚
௨→ோష

‖𝑆௨(𝑓ଶ) − 𝑓ଶ‖஼ಳ
= 0 olduğu görülür. Böylece 𝑇௡ operatörü 

4.1.3.1. Teorem ’inin koşullarını sağladığından ∀𝑔 ∈ 𝐻௪ için 

𝑙𝑖𝑚
௨→ଵష

‖𝑆௨(𝑔) − 𝑔‖஼ಳ
= 0 

olur. Ayrıca (𝑞௡) dizisi klasik anlamında yakınsak olmadığından 2.4.3.2. Teorem’ ini 

sağlamaz yani 4.1.3.1. Teorem’ i, 2.4.3.2. Teorem’ inin bir genelleştirilmesidir.  
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER  

Bu çalışmada, kuvvet serisi yöntemi yardımıyla farklı uzaylarda tanımlı olan pozitif lineer 

operatörlerin dizileri için yaklaşım teorisinde önemli yeri olan Korovkin Tipi Teoremlerin 

ispatlanması amaçlanmıştır. Bunun için öncelikle, kuvvet serisi yöntemi, klasik Korovkin 

teoremi, periyodik Korovkin teoremi hatırlatılmış; daha sonra kuvvet serisi yönteminin 

pozitif lineer operatöre uygulanması ile 𝐶(𝐷)  uzayında, 𝐶ଶగ(ℝ) uzayında ve 𝐻௪ 

uzayında tanımlı lineer pozitif operatörler dizileri için Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

verilmiştir. Sonrasında yakınsaklık oranı süreklilik modülü yardımı ile incelenmiştir. 

Yeni elde edilen teoremlerin daha kuvvetli olduğunu gösteren örnekler verilmiştir. 

Kuvvet serisi yönteminin pozitif lineer operatöre uygulanması ile süreklilikten daha 

kuvvetli olan Bögel sürekli fonksiyonlar uzayında Korovkin tipi yaklaşım teoremi ve de 

bu uzaylarda çift indisli diziler için Korovkin tipi yaklaşım teoremleri incelenebilir. 
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