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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KUVVET SERIiSi YONTEMi YARDIMIYLA KOROVKIN TiPi
YAKLASIM TEOREMLERI

MUHAMMET SAYAR

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN: PROF. DR. FADIME DIiRiK

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. ilk olarak bu tez boyunca kullanilacak olan olan bazi temel
tanimlara yer verilmistir. Ayrica klasik yakinsaklik yardimu ile reel sayilarin kompakt bir kiimesi
tizerinde tammmli siirekli fonksiyonlar uzayi, siirekli ve 2m-periyodik fonksiyonlar uzay1 ve
H,, uzay1 iizerinde tanimli pozitif lineer operatorler igin sirasiyla Korovkin teoremleri ifade
edilmistir. Verilen uzaylarda ifade ettigimiz teoremleri saglayan birer Ornek verilmistir.
Sonrasinda kuvvet serisi yontemi yardimi ile yine verilen bu uzaylarda Korovkin tipi teoremler
ifade ve ispat edilmistir. Dordiincii yani son bdliimde yakinsakliktan daha kuvvetli olan kuvvet
serisi yonteminin pozitif lineer operatdre uygulanmasi yontemi ile sirasiyla bu {i¢ uzayda
Korovkin tipi yaklagim teoremi ifade ve ispat edilmistir. Ayrica her bir uzayda bu yeni verilen ve
ispat edilen Korovkin tipi teoremlerin, klasik yakinsaklik yardimi ile ifade edilen Korovkin tipi
teoremlerden daha kuvvetli oldugunu gosteren bazi 6rnekler verilmistir. Son olarak siireklilik
modiilii kullanilarak kuvvet serisi yonteminin pozitif lineer operatoriine uygulanmasi yardimiyla
yaklasim orani hesaplanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Korovkin Teoremi; Kuvvet Serisi Yontemi; Yakimsaklik Orani;
Siireklilik Modiili

Haziran 2024, 47 Sayfa



ABSTRACT

MSC THESIS

KOROVKIN TYPE APPROXIMATION THEOREMS VIA POWER SERIES
METHOD

MUHAMMET SAYAR

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
SUPERVISOR: PROF. DR. FADIME DIiRIiK

This thesis consists of four chapters. First, some basic definitions that will be used throughout
this thesis are given. Also, with the help of classical convergence, Korovkin theorems are stated
for positive linear operators defined on the space of continuous functions defined on a compact
set of real numbers, the space of continuous and 2m-periodic functions and the space H,,,
respectively. An example is given which satisfies the theorems we have stated in the given spaces.
Then, with the help of the power series method, Korovkin type theorems are stated and proved in
these spaces. In the fourth and last part, Korovkin type approximation theorems are stated and
proved in these three spaces respectively by applying the power series method, which is stronger
than classical convergence, to the positive linear operator. Moreover, in each space, some
examples are given to show that these newly given and proved Korovkin type theorems are
stronger than the Korovkin type theorems expressed with the help of classical convergence.
Finally, the rate of convergence is calculated by applying the power series method to the positive
linear operator using the modulus of continuity.

KEYWORDS: Korovkin Theorem; Power Series Method; Rate of Convergence; Continuity of
Modulus

June 2024, 47 Page
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Simgeler
N

R
L(g;x)
Cla, b]
CZrt(]R)
C(D)
w(f;6)
[4]

p(w = ) pput
n=0

H,

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi
: Pozitif lineer operator

: [a, b] kapal1 araliginda tanimli reel degerli stirekli fonksiyonlar

uzayi

: 2m-periyodik reel degerli stirekli fonksiyonlarin uzayi
: D iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi
: f fonksiyonunun siireklilik modiilii

: A reel sayisinin tam degeri

: (pn) reel dizi olmak iizere kuvvet serisi

) —fO)| <w ( L_Am ) kosulunu saglayan

1+x 1+y

[0, 00) araliginda tanimli reel degerli fonksiyonlarin uzay1



1. GIRIS

Karl Weierstrass 1885 yilinda, sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta
yakinsayan bir polinomun varligini ispatlamistir. Birgok matematik¢i bunun ispatini

farkli sekilde ele almistir.

Pozitif lineer operatorlerin bir (L, ) dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak
olmast i¢in gerekli sartlar nelerdir sorusu birgok arastirmaci tarafindan incelemistir. lk
olarak 1952 yilinda H. Bohman, C[0,1] uzaymna ait fonksiyonlara diizgiin yakinsama
problemini incelemistir. Daha sonra Korovkin (1953) Bohman’in elde ettigi sonucun
genel halde de gegerli oldugunu ispatlamistir. Korovkin, 1953’te [a, b] aralig1 tizerindeki
tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 C[a, b] olmak iizere 1, t, t? test fonksiyonlarim ve reel
eksen lizerindeki 2m-periyodik tiim siirekli fonksiyonlar uzayi C,,(R) olmak iizere 1,
sint, cost test fonksiyonlarim1 kullanarak genel yaklasim teoremleri ispatlamistir. Bu
sonuglar bir¢ok matematikcinin bu yaklagimlar1 farkli uzaylara genisletmesine olanak
saglamistir. Boylelikle Yaklasim Teorisi'nin 6zel bir dali olan Korovkin Tipi Yaklagim
Teorisi ortaya ¢ikmustir. Pozitif lineer operatdr dizileri i¢in klasik anlamda yakinsakligin
olmadig1 durumda, farkli toplanabilme metotlar1 (Boos, 2000; Hardy, 1949) kullanilarak
Korovkin tipi yaklasim teoremleri elde edilebilmektedir. Ilk olarak Gadjiev ve Orhan
(2002) toplanabilme metodu olan istatistiksel yakinsakligi kullanarak Korovkin tipi
yaklasim teoremini ispatlamistir. Sonrasinda toplanabilme metotlar1 operatorler yardimi
ile fonksiyonlara yaklasimda siklikla kullanilmis ve bu sayede klasik yaklagimdan daha
genel ve kuvvetli olan yaklagim sonuglarina ulasilmistir (Demirci vd. (2022), Dirik ve
Demirci (2010), Dirik vd., (2019), Duman ve Orhan (2004), Duman (2007), Ok¢u Sahin
ve Dirik (2018), Tas vd., (2018), Unver (2013), Unver ve Orhan (2019)).

Bu tezde Kratz ve Stadtmiiller (1989) tarafindan tanimlanan kuvvet serisi yontemi
kullanilarak regiilerlik kosulu altinda Atlihan ve Tas (2019), Gadjiev ve Cakar (1999)’1n
caligmalarina yer verilecektir. Bu ¢alismalarda elde edilen sonuglarin klasik anlamda
yakinsaklik i¢in elde edilen sonuglardan daha kuvvetli oldugunu gosteren ornekler
verilecektir. Son olarak pozitif lineer operatorlerin dizileri i¢in yaklasim hizi, siireklilik

modiilii yardimi ile hesaplanacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde ihtiya¢ duyulacak olan bazi temel tanim ve kavramlara yer verilecektir.
2.1. Pozitif Lineer Operatorler

2.1.1. Tamim: X ve Y reel degerli fonksiyonlarin uzay1 olmak {izere eger X den alinmis
herhangi bir g fonksiyonuna Y’de bir ve yalniz bir fonksiyonu karsilik getiren bir L kural
varsa o takdirde X uzayinda bir operatér tanimlanmistir denir. L operatdriiniin x
noktasindaki degeri L(g(t);x) = L(g; x) = f(x) seklinde gosterilir.

X tanim kiimesinden alman Vg(x) =0 fonksiyonu i¢in L(g;x) = 0 kosulunu
gercekliyor ise bu durumda L operatoriine “pozitif operator” denir.

X uzayi lineer fonksiyon uzay1 olmak tizere her g4, g, € X ve her by, b, € R olmak iizere
L(b1g1 + b292;x) = b1L(g1;x) + byL(g2; x)

ise L ye “lineer operator” denir.

Lineer ve pozitif olan operatorlere “pozitif lineer operatér” denir.

Pozitif lineer operatorler asagidaki 6zellikleri gercekler.
) —g(x) < 0= L(=g;x) = —-L(g;x) <0,

ii) Pozitif lineer operatdrler monoton artandir. Yani;
91(x) < g2(x) = L(g1;x) < L(g2; %),

iit) L pozitif lineer operator olmak {izere,

|L(g; x)| = L(Igl; %)

(Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).
2.2. Siireklilik Modiilii

Bu kisimda yakinsaklik orami hesaplamasini yaparken kullanilan siireklilik modiili
kavrami ve 6zellikleri verilecektir.

Cla, b] uzay1 [a, b] araliginda tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1 olup,

Ifllctap = sup [f(0)]

x€[a,b]
normuna gore Banach Uzayidir.
2.2.1. Tamm: f € C|a, b] olsun. f fonksiyonunun siireklilik modiilii w(f ; &) seklinde

gosterilir ve



w(f;6) = Sup If () = fOI

t—x|<8
seklinde tanimlidir. Burada § pozitif bir sabittir.
Buradan w(f ; §) stireklilik modiilii
D) w(f;6)=0
ii) 61 <6, =2 w(f;6) <w(f;6,)
i) w(f+9;6) <w(f;8) +w(g;d)
iv) w(f;méd) <mw(f;6),meN
v) [[A], A’ nin tam degerini gostermek lizere bir A > 0 sayisi i¢in,
w(f;168) < (1 +[ADw(f;6) < 1+ Dw(f; )
vi) w(f;lt—x) = |f () — f(x)]

o) f© - 1 < (572 4 1) o0

ozelliklerini gercekler (Altomore ve Campiti, 1994).

2.3. Kuvvet Seri Yontemi

(Pn), Po > 0 olmak tizere n = 1 igin p,, = 0 olacak sekilde bir dizi ve R € (0,0], u €

(0,R) olmak iizere

p(uw): = z ppu”
n=0

kuvvet serisi R yakinsama yarigapina sahip olsun. x = (x,,) bir reel say1 dizisi olsun.

Eger, timu € (0,R) ig¢in,

1N

lim 2o 2, " = L
n=0

oluyorsa x = (x,) dizisi kuvvet serisi yontemi anlaminda L sayisina yakinsaktir denir
(Kratz ve Stadtmiiller, 1989).
Vn igin

. ppu
Jirz?— @ 0 (2.3.1)
kosulu gergekleniyor ise kuvvet serisi yonteminin regiiler oldugu bilinmektedir. Bu
caligsma boyunca (2.3.1) kosulununun saglandig1 kabul edilecektir. Bu durumda yakinsak

her dizi kuvvet serisi anlaminda ayn1 sayiya yakinsaktir.



Not: Kuvvet seri yonteminin bazi 6zel durumlarmna asagidaki sekildedir. R =1

durumunda, eger Vn € Nigin p, = 1 alinirsa Kuvvet serisi yontemi Abel yontemini

verir. Ayrica p,, = — alinirsa, aliirsa Kuvvet serisi yontemi bize logaritmik yontemini

: < 1
verir. Ayrica, eger R = o ve p, = —~

ise, Kuvvet serisi yontemi bize Borel yontemini
Verir.
Simdi verdigimiz tanimlar1 kullanarak, kuvvet serisi yonteminin klasik yakinsakliktan

daha kuvvetli oldugunu bir 6rnek ile gosterilsin.

2.3.1. Ornek: |u| < 1ve Vn € Nigin p, = 1 olsun. p(u) : = Yoo, u® =ﬁ olur.

Simdi genel terimi

0, ntekise
2, ngiftise

5= () =

olacak sekilde s = (s,) dizisini alinsin. O zaman,

1Y . N . 1
i oy 2, Svpnt” = fim2( =0 ) wit = 21— 7z =1
n= n=

olur. Yani (s,) dizisi, kuvvet serisi yontemi anlaminda 1’ e yakinsaktir, fakat klasik

anlaminda yakinsak degildir.
2.4. Korovkin Teoremi

2.4.1. Klasik Korovkin teoremi

Bu boliimde yaklagimlar teorisinde 6nemli yeri olan ve ilk olarak H. Bohman tarafindan
1952 yilinda C[0,1] uzay: lizerinde tanimli toplam seklindeki pozitif lineer operatorler
dizisinin siirekli bir fonksiyonuna yakinsamasi problemi incelenmis daha sonra 1953
yilinda Korovkin tarafindan genel halde de yani C[a, b] uzay: tizerinde saglanan yaklagim
teoremi ifade ve ispat edilmistir. Bu boliimde bu teorem ve bu teoremi saglayan bir 6rnek
verilecektir.

2.4.1.1. Teorem: C[a, b] den C[a, b] ye taniml pozitif lineer operatérlerin bir dizisi (L,,)

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
i) Vg € Cla, b] i¢in lign“Ln(g) - g“C[a,b] =0

i) go(t) = 1,9:(t) = t, g,(t) = t* olmak iizere



llr"l/n“Ln(gl) - gi”C[a,b] = Oll = 0)112

(Korovkin, 1953, 1960).
2.4.1.2. Ornek: C[0,1] iizerinde

[o e}

Rn(g;x)=(1—x)"“2g< ‘ )(t+n)xf, 0<x<1

t+n t
t=0

ve R,(g;1) = g(1) seklindeki Meyer-Konig ve Zeller polinomunu ele alalim. Basit
hesaplamalar ile R,(1;x) =1, R,(t;x) =x, R,(t*;x) < x? +ﬁ oldugu
gortlebilir. Buradan

IR, (1) — 1||c[0,1] =0,

IRn () — xllcfoa) = 0,

1
“Rn(tz) = x2||c[o,1] < —

n+1’

oldugu goriiliir ki bu ise go(t) = 1,94 (t) = t, g,(t) = t? olmak iizere
llr"l/n”Rn(gl) - gi“C[O,l] = Oll = OP1)2)

olmasidir. 2.4.1.1. Teorem’ den Vg € C[0,1] i¢in lim||R,(g) — gllco,1] = O elde edilir.
n

2.4.2. Periyodik Korovkin teoremi

Simdi stirekli ve 2m-periyodik fonksiyonlar i¢in Korovkin teoremi verilsin. Burada

C,z(R) = { f:R - R: 2m — periyodik stirekli fonksiyon }

vektor uzay1 olup,

If llc, ) = suplf ()l
x€ER

normuna gore Banach Uzayidir.
2.4.2.1. Teorem: L,: C,;(R) = C,,(R) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi (L,,) olmak

lizere asagidaki ifadeler denktir:

i) Vf € Con(R) igin UmllLn(f) = fllc,nm =0,

i) fo(t) =1, fi(t) =sint, f,(t) = cost olmak iizere lim|[L,(f;)) — fillc,,x) = O,
n

i =0,1,2 (Korovkin, 1953).
2.4.2.2. Ornek: C,,(R) iizerinde



. on(t—x)

@i =—[ gy ——2
Fr(g;x =—f g@t) ——————= dt,
nJn 2sin? (Gk3) > x)
1 7 sin2=0) L ., - e . N
ve — L”W dt = 1 ile taniml Fejér operatdrii alinsin. Biliniyor ki F,(1;x) = 1,

F,(sint; x) = nT_lsinx, F,(cost; x) = nT_l cosx olup buradan
IFn (15 %) — 1llc,, =0,

. . 1
| Fn(sint; x) — sinxllc,, =,

1
||, (cost; x) — costICM(RFZ

oldugu gorilir. Bu ise fy(t) =1, fi(t) =sint, f,(t) =cost olmak iizere
() = filleyucay = 0, i = 0,12
olmasidir. 2.4.2.1. Teorem’ den Vf € C,,(R) i¢in

Liml|Fu(F) = fllcyuta = 0

elde edilir.

2.4.3. H,, uzayinda KorovKkin tipi yaklasim teoremi

1999 yilinda Gadjiev ve Cakar tarafindan H,, uzayinda Korovkin tipi yaklagim teoremi
incelenmistir.

Burada w,

i) w,[0, )" da negatif olmayan artan bir fonksiyon,
i) w6, + 6,) <w(8;) +w(d,),

iii) (ISI_I)T(IJ w(5) =0
Ozelliklerini saglayan siireklilik modiilii tipi bir fonksiyon olsun. H,, uzayz,

If(x)—f(y)ISw(i—L) (2.43.1)

14x 14y

kosulunu saglayan, [0, o) araliginda taniml reel degerli fonksiyonlarin uzayidir.
Ayrica Cg[0, ) uzayi, [0,0)" da tanimli siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzay: olup

burada norm f € Cg[0, ) igin,

Ifllcy = suplf ()l

x20

seklinde tanimlanir.



Agciktir ki, herhangi bir f € H,, i¢in H,, € Cg[0, ) saglanir.
2.4.3.1. Ornek: f(x) = % ile taniml1 f fonksiyonu ve w(t) = 2t i¢in H,, uzayinin bir
elemanidir. Gergekten V x, y i¢in

1+ 2x 1+2y_| X y |< <’ X y )
1+x 1+yl l1+x 1+y =W 1+x 1+y

lf () = fOIl =

elde edilir.
Simdi H,, uzaymdaki Korovkin tipi yaklagim teoremi verilsin.
2.4.3.2. Teorem: L,: H,, - Cg[0, ) lineer operatodrlerin bir dizisi (L,) olsun. Bu

durumda

t \! X A\
L”(<1+t>>_(1+x)
Cp
kosulu saglaniyorsa herhangi bir f € H,, icin,

Um||Ly(f) = flleg =0

=0,i=01,2

lim
n

gergeklenir (Gadjiev ve Cakar, 1999).
Simdi Bleilmann, Butzer, Hahn operatoriiniin 2.4.3.2. Teorem’ in kosullarini sagladigini
gosterelim.
2.4.3.3. Ornek: H,, iizerinde

n
Lo(f;x) = . z< i )(n)" >0,n€N
n{f3% (14 x)n Of n—k+1) &) F=

k=

seklinde tanimlanan Bleilmann, Butzer, Hahn operatorii goz oniine alinsin.

1
L,(1;x) = T on Z (:) xk

k=0
olup Binom ag¢ilimindan,

n

1 ny xk 1
Lnllix) = mz (i) Arofa+ome |

k=0

dir. Bu ise lim||L, (1) — 1|, = 0 olmasidir. Ayrica
n

n k

t 1 n—k+1 (M
L . — k
"<<1+t>"‘> A+0r& K (k)x
k=0 ST —k+1




M:

(1+x)" n+ 1

k=0

n!

k k
X
n+1k!'(n—k)!

=(1+x)™

=
= ||M3
o

. n! 1
=(1+x) ;(k_l)!(n—k)!n+1xk

n(n —1)! 1

_a . k+1
(1+x) Kn—k—-1Dn+1
k=0
n—-1 1
_ . n (n— ) k
(1+x) n+D)” k )*
k=0
n—1
1 <n—1>
T+ 1(1‘|‘x)(n+1)xk—o
n X

T +D A+

bulunur. Boylece

(7)1
"\1+t) 1+xlg,
elde edilir. Ayn1 zamanda
1~ kP
x)= Z (n) xk
A+x)n e, (n+1)%\k

n!

-n C kz
=(1+x) kzzo(n-}-l)zk!(n—k)!xk

n—>0oo

2

L ((1%1:) :

k+1 n!

ST e D G- D=
=01 -n n k-1 n “
- kl(n+1)2(k—1)’(n_k)!x

n

2 n+1)2(k—1)'(n k)! k}

B . n(n—1)mn-2)!
=(14+x) {kzzz(n_l_l)z (k_z)!(n—k)!xk




‘ 1 n(n—1)!
+;<n T2 k=1l (n— k)!xk}

nn-1) % (-2

k
m+1)2”" k_ok!(n—k—Z)!x

=1 +x)‘n{

n-1
n (n—21!
+mxk=0k! (n—k— 1)!xk}

2 n-2

_n(n—-1) x 1 n—2
_(n+1)2(1+x)2(1+x)"‘22( k )xk

k=0

n-—1

n X 1 n—1
+ > ()
mM+1)214+x(A+x)n1 k

k=0

_n(n—-1) x? n x
T m+D2A+x)?2 (n+1)21+x

elde edilir. Buradan,

t \? X \2
L - —
" (1 + t) (1 + x)
oldugu goriiliir. Boylece 2.4.3.2. Teorem’den dolay1 Vf € H,, igin,

Um||Ly(f) = fllcg =0

=0
Cp

lim
n

gergeklenir.

2.4.4. Siirekli fonksiyonlar uzayinda tammmh pozitif lineer operatorler icin Korovkin

tipi yaklasim teoremi

Simdi kuvvet serisi yontemi yardimi ile C(D) uzayinda tamimh L, pozitif lineer

operatorleri i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremi verilsin.
D, R’ nin kompakt bir alt kiimesi olmak {izere,

C(D) = { f:D - R | f siirekli fonksiyon}
vektor uzay1 olup,

Wfllcy = iléglf(x)l

normu tanimli olup bu uzay Banach Uzaydir.



Simdi asagidaki teorem verilsin.

2.4.4.1. Teorem: L,,;: C(D) — C(D) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi (L,,) olsun. Eger

. 1l
) lim - )an (1) = 1llcy =0,
ng?—ﬁ 4 n tH[Ln () — xllcpy = 0,

iii) le an u™|L, (t*) = x*|lcpy = 0

ise Vg € C(D) igin,

u|L ey =0
Lim e )an n(9) = gllc)

saglanir.

Ispat: Vg € C(D) alalim. g fonksiyonunun siirekli olmasindan Ve > 0 i¢in 36 > 0
vardir 6yle ki |t — x| < & kosulunu saglayan Vx, t € D igin |g(t) — g(x)| < € gerceklenir.

[t—x| . (t—x)2
9 6 - y 62

D’de simirli oldugundan,

(t—x)°
52

lg(®) =g < g +1g(x)| = 2K.1 < 2K

saglamr. Burada K : =||gl|¢(p) seklindedir. O halde Vx, t € D igin,

+ &€

_ 2
90~ 9@l < 26 20

olup esitsizlige L,, pozitif lineer operatdrii uygulanirsa,

Lo(lg(®) —g@)|;x) < Ly <€ + ZK( ;x) JC)
2K
<L,(g;x) + > L (8 — )75 x)
=L,(e;x)+ e+ E{Ln(u2 ;%) — 2xLy,(u; x)+x%L,(1; %) + 2x?}
2K
=e+e(L,(1;x)— 1)+ F{(L"(tz ;X)) — x2)
—2x(L,(t;x) —x) + x?(L,(1;x) — 1)}

2K
<e+e|ll,(1;x)—1] +F{|Ln(t;x) — x?|

10



+2|x||L,, (t; x) — x| + |x?||L,,(1;x) — 1|} (2.4.4.1)
esitsizligi elde edilir. Diger yandan
ILn(g(®);x) =g ()| = |Ln(g(t) ;%) + Ln(g(x) ;%) — Ln(g(x) ; x) — g(x)
< |Ln(g(6) ;%) = Ln(g(x) ;)| + |Ln (g (x) 5 x) — g(x)]
< Lp(Ig(®) — g5 %) + gL (15 %) — 1]

yazilabilir. Bu son esitsizlikte (2.4.4.1) esitsizligi dikkate alinirsa,

2K
[Lo(g(®);x) —gx)| <e+e|ll,(1;x)—1] + §{|Ln(t2 ;x) — x?|
+2|x[1Ln (t52) = x| + [x?||Lp(15%) — 11} + KLy (15%) — 1
bulunur. Son esitsizlikte x € D i¢in supremum alinir ve norma gegilirse,

ILn(9) = gllcpy < €

+H{IIL,(t%) — 22llcpy + 1L (®) — xll ey + 1L (1) = Lllcoy }

bulunur. Burada

2K 4K 2K
H—sup{£+l(+ |2, lel, F}

X€ED

seklindedir. Buradan,

oo

1
an wlLn(9) = glley < £+ Hors B putt®La(t®) = lcco

p(w)

oo

1
mz P U |Ln(8) = xllco)

Hoo )an W n (D) = Ul

esitsizliginde her iki tarafinin u = R~ i¢in limiti alinir ve € keyfi oldugundan yeterince

kiigiik segilirse hipotezlerden,

1 (==}
. n — =
Jirg_—p(u);pnu Ln(F) = Flley = O

elde edilir.

Simdi bu teoremi saglayan bir 6rnek verilsin.

11



2.4.4.2. Ornek: 2.4.1.2. Ornek’te tanimlanan Meyer-K&nig ve Zeller polinomu tekrar ele

0, ntekise

2, nciftise olmak iizere (s,) dizisi kullanilarak

alinsin. Bu polinom ve s, = {
Vx € Dve f € C[0,1] icin, T,,(f ; x) = s, R, (f ; x) ile taniml1 pozitif lineer operatorlerin
bir (T,,) dizisi tammlansm. f(t) = 1, f;(t) =t, f,(t) = t? olmak iizere buradan

T.(1;x) =s,. R, (1;x)=5s,

T,,(t; x) = s5,. R, (t; x)=5px

T,(t?;x) = s,. R, (t%;x) < (x* +

n+ 1)5"

oldugu goriilebilir. Simdi (p,,) dizisi Vn € N igin p,, = 1 ile tanimlansin. |u| < 1 olmak

lizere,

- 1
p(w) =anu" =14
n=0

ve biliniyor ki (s,,) kuvvet serisi yontemi anlaminda 1’e yakinsak, fakat klasik anlaminda

yakinsak degil idi. O halde

T,(1;x)—1=s,—1,
T.(t;x) —x = (s, — Dx,
T,(t%;x) — x? < x%(s, — 1) +ﬁsn,

seklindedir. Ayrica, ( ) dizisi 0’a yakinsak ve (s,) kuvvet serisi yontemi anlaminda

1’e yakinsak oldugundan

_ — n_1 _
I£—>1_ p(u)Zn Opnu (Sn 1) 0 ve llm Zn Opnu n+1 =0

olur. Buradan

lim - )an w7, () = o =

u_’l_p( )an u|| T, (8) — xllcro,) = 0,

12



u™||T, (%) — x| =0,
u—>1 p( )an C[0,1]

elde edilir. Boylece (T,,) operatorii 2.4.4.1. Teorem’ in tiim kosullarin1 sagladigindan

Vg € C[0,1] i¢in

u—>1—p( )an u||T.(9) — 9“601 =0

olur.

Simdi siireklilik modiilii yardimiyla 2.4.4.1. Teorem’ de elde edilen yaklagimin
yakinsaklik oranini ifade eden asagidaki teorem verilsin.

2.4.4.3. Teorem: L,,: C(D) — C(D) lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi (L,,) olsun. Bu
takdirde,

i) lim anu"nLn(l) ~1lle@ =0,
=0

SR p(w)

i) 6,:= flan(zp)llc(D) ve Y(t) = (t —x)? olmak iizere

Jim o )anu w(f;8,) = 0

kosullar1 saglaniyorsa Vg € C(D) i¢in,

lim —z u™||L — =0
R~ p( ) L ” n(g) g”C(D)

olur.
Ispat: Siireklilik modiilinden dolayr x € D ve f € C(D) icin ¥(t) = (t — x)? olmak

uzere

19(®) — g0 < (1+52) w(g,8) (2443)
gerceklenir. Ote yandan,

|Ln(g; %) = g()| < Lp(Ig(0) — g5 %) + gL (1;5%) — 1]

olur. Burada (2.4.4.3) esitsizligi kullanilirsa

13



[Ln(gi ) = 9GO < Ly ((1 + "’(S(f))w(g, a>;x> +19COILa(152) = 1

< w(g,0)|Ly(1;x) — 1| + w(g,6) + T|L,(1;x) — 1]
(f 5)

1L, ((2); X))

olur. Burada K : = ||g||¢(p) seklindedir. Bu son esitsizlikte § : =&, : = /lan(lp)llC(D)

alinir ve esitsizligin her iki tarafinin x € D i¢in supremumu alinip norma gegilirse,

ILn(9) — gllcpy < (g, O)IILn(1) — Uiy + 2w(g,6) + KIILn (1) — L)

elde edilir. Buradan,

-
p()zpn wlLn(9) = llcco) < (u)zpnu“w(g,s)uLn(l)—1||C(D>

p(u) Z pru"w(g,d)

1
WZ P Ln(D) — Tllccoy
n=0

esitsizliginde her iki tarafin u — R~ i¢in limiti alinirsa, hipotezlerden dolay1 Vg € C(D)

i¢in,
e >an W) = Fllew) = 0

elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

2.4.5. Siirekli ve Z2m-periyodik fonksiyonlar uzayinda tamimh pozitif lineer
operatorler i¢cin Korovkin tipi yaklasim teoremi

Simdi kuvvet serisi yontemi yardimi ile asagidaki periyodik Korovkin teoremi verilsin.

2.4.5.1. Teorem: Pozitif lineer operatorlerin (L,) dizisi, L,,: Cor(R) = C,(R) tanimli

olsun. Bu durumda,

2 P, UwILn(D) = lgm) = O

i) ulirz? mz p, WL, (sint) — sinx||c, ) =0,

14



u—-R~ 1%

1 co
iii) lim EZ Pn ULy (cost) — cosx|l¢c, r) =0,
n=0
kosullar1 saglamiyor ise Vg € C,,(R) igin,

1 00
. E n — =
ulir}gl_ p(u) n=0 pn ‘ ”Ln (g) gllczn(R) 0

saglanir.
Ispat: Vg € C,,(R) alalim. g’nin siirekliliginden Ve > 0 i¢in 36 > 0 vardir 6yle ki
|t — x| < 6 kosulunu saglayan Vx,t € R i¢in |g(t) — g(x)| < € gergeklenir. g, R’de

siirlt oldugundan,

(t—x)?
19() — g1 < lg(O| + g < 2N.1< 2N —

saglanir. Burada N: = ||gllc, &) seklindedir. Simdi t € (x — §,2m + x — ] arahig
alinsin. Bu araligin boyu 2m dir. x =6 <t <2m+x— olup =6 <t—x<2m—9§
oldugundan |t —x| <& olur. Ayrica |t—x| <6 igin |g(t) — g(x)| < & oldugu
biliniyor. Ayrica, x + § <t <2m+x—6 =98 <t —x < 2m — § oldugundan

é < t—x < 2n—6
2 2 2
. 5 (t-%) . in2 .
bulunur. Bu ise sinz < sinT olmasidir. Boylelikle —2—>1 oldugu yani
Sin-
2
sin2X)
. 2§ > 1 elde edilir. O halde Vx, t € [0,27] i¢in
sin“—-
2
sin? t=-x) ; X)
lg(®) —g()| < e+2N 5
sin? 5
olup bu esitsizlige pozitif lineer L,, operatorii uygulanirsa,
sin? (t-x) ; x)
Lo(lg(®) —g)];x) < Ly | €4+ 2N——F—;x
sin? >
N t—x
< L,(&x)+ 5Ln (sin2 ( > );x)
sin? >
N 1
=L,(&x) + =L,(1—cos(t—x);x)
5,02
sin’~

15



N
=L,(,x)+te+——= {Ln(l x) — cosxL,(cost; x)
sm2 5

—sinx L,(sint;x) + 1}

=e+e(L,(1;x)—1)

5ULa(1;0) = 1)

20
sin?>
—cosx (L,(cost;x) —cosx)—sinx (L,(sint;x) — sinx)}

oldugu goriiliir. Boylelikle

N
Ln(1g(®) =g x) < &+ elln(1;%) = 1 + ——{|La(1;x) — 1]
smz 5
+|cos x|.|L,(cost;x) — cos x|
+|sinx|.|L,(sint;x) — sinx|} (2.4.5.1)
esitsizligi elde edilir.
ILn(g(8); %) = g ()| = [Ln(g(t) ;%) + Ln(g(x); x) — Ln(g(x); x) — g ()]

S |Lp(g(®) ;%) = Ln(g () ; )| + [Ln(g (x) 5 x) — g ()]
< Lp(lg(@®) — g5 %) + 190 1L (15x) — 1

yazilabilir. Bu son esitsizlikte (2.4.5.1) esitsizligi dikkate alinirsa,

1Ln(g(); %) =g < &+ (e + N)[Ln(1;%) = 1 + ——{lLn(L;x) — 1

20
sin?>
+|cos x|.|L,(cos t; x) — cos x|+|sinx|.|L,(sint; x) — sin x|}

bulunur. Son esitsizligin her iki tarafinin x € R i¢in supremumu alinirsa,

ILn(9) — gllc ) < €+ H{IILn(1) — 1llc, &) + lILn(cos ©) — cos xllc, (x)

+||L,(sint) — sianICZH(R)}
bulunur. Burada

N
H=max<se+N+——,——

o)
5 5
sin?= sin’
seklindedir. Buradan,

oo

p()zpn T Z WML (1) = gy

16



1 oo
+H—— "|\L t) —
e n§=0pnu ILn(c0s £) = cos xllc,my

1
+H—— E "L, (sint) — si
p(u) nzopnu ” n(s"n ) SI'nx“CZn—(]R)

esitsizliginde her iki tarafinin u — R~ i¢in limiti alinir ve € keyfi oldugundan yeterince

kiigiik segilirse hipotezler g6z dniine alindiginda,
N U
JLTQ_MZ) P 1L (9) = Gy = O
n=

elde edilir.
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3. MATERYAL METOT

Bu tez calismasinda ilk olarak kuvvet serisi yontemi tanitilmigtir. Sonra P.P. Korovkin
tarafindan 1953 yilinda verilen klasik Korovkin teoremi verilmistir. Kuvvet serisi
yontemi yardimi ile siirekli fonksiyonlar uzayr olan C(D), siirekli ve 2m-periyodik
fonksiyonlar uzay1 olan C,,(R) ve de H,, uzayinda Korovkin tipi yaklagim teoremleri
ifade edilmis ve Orneklerle elde edilen sonuglarin klasik durumlarindan daha kuvvetli

oldugu gosterilmistir.

Bulgular boliimiinde 2019 yilinda Atlihan ve Tas ve 2017 yilinda Altiparmak tarafindan
verilen kuvvet serisi yonteminin pozitif lineer operatore uygulanmasi ile C(D), C,,(R)
ve H,, uzaylarinda Korovkin tipi teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica stireklilik

modiilii yardimi ile yakinsaklik orani hesaplanmustir.
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4. BULGULAR

4.1. Korovkin tipi yaklasim teoremleri

2019 yilinda Atlihan ve Tas tarafindan D, R reel sayilar kiimesinin kompakt bir kiimesi
olmak iizere C (D) uzayi iizerinde tanimli pozitif lineer operator dizileri i¢in kuvvet serisi
yonteminin pozitif lineer operatére uygulanmasi yontemi ile yeni Korovkin tipi yaklagim

teoremi verilmis ve yaklasim orani incelenmistir.

Bu boliimde kuvvet serisi yonteminin pozitif lineer operatore uygulanmasi ile C(D)
uzayinda, C,,(R) uzayinda ve H,, uzayi iizerinde tanimli pozitif lineer operator dizileri
icin Korovkin tipi yaklasim teoremleri verilecek ve yakinsaklik orani siireklilik modiili
yardimut ile incelenecektir. Verilen drnekler ile yeni elde edilen teoremin daha kuvvetli

oldugu gosterilecektir.

4.1.1. Kuvvet serisi yontemi ile siirekli fonksiyonlar uzayinda tanimh pozitif lineer

operatorleri icin Korovkin tipi yaklasim teoremi

L,:C(D) — C(D) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi (L,) olmak iizere, kabul edilsin
ki

1 [o¢]
sup — Y ollLn(Dlpp u™ < (4.1.1.1)
U—R~ p(uw)

kosulu saglansin. Vg € C(D) igin

1 oo
K t);x) = —Z L t); n
«(g(£); x) (W) 4 n(g(©); X)ppu
n=0
ile taniml1 K,, operatdriinii géz Oniine alinsin. Buradan

IKw(Dlcpy = sup
X€D

1 [o/e)
m; L,(g(®); x)p, u

X€D

< supﬁn; L.(I9(®)1; X)p,, u™

1 [o/e)
<sup—— ) L ;x)p.ut
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1 [o0]
= Sup —— L,(1;x)p. u®
Igllceoysup p(u); WL,

1 o0
< su —2 L,(1 u"
”g”C(D)u_)}go_p(u) n=0|| ~(Dllemyp,,
elde edilir. Simdi (4.1.1.1) goz 6niine alinirsa
IKullo) < sup — illL Dllecorp. 1 < o0
< sup —— u
ulle(p) u_f—p(u) 4 n cD)P,

esitsizliginden de gorilldigi gibi K, operatori Vg € C(D) igin anlamli olup
C(D) uzayina aittir. Dolayisiyla K,, operatorii C(D)’den C(D)’ye tamimli bir operator
olup

IKullcoy = IKu(Wllcoy < sup
X€ED

1 co
— E L,(1;x)p, u™
p(u) 4 n pn
n=0

seklinde yazabilir.

4.1.1.1. Teorem: L,:C(D) = C(D) pozitif lineer operatorlerin dizisi (L,,) olsun ve
(4.1.1.1) kosulu saglansin. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

i) Vg € C(D) igin lim [1Ku(9) — gllcey = 0.
ii) f,(t) =t" , r =0,1,2 olmak iizere lirg_lll(u(fr) — fellecoy =0
u—

(Atlihan ve Tas, 2019).

Ispat: £.(t) = t" , r = 0,1,2 fonksiyonlar1 C(D) uzaymin eleman1 oldugundan i) = ii)
ispat1 agiktir.

ii) = i) oldugu gosterilsin. g € C(D) alinsin. g fonksiyonunun siirekliliginden Ve > 0
icin 38 > 0 vardir 6yle ki |t — x| < § kosulunu saglayan Vx, t € D i¢in |g(t) — g(x)| <
¢ gergeklenir. Ayrica g, [a, b] ’de sinirli oldugundan, |t — x| = § kosulunu saglayan
Vx,t € D igin

190~ gl < 2m L2

elde edilmis olur. Burada M : = ||f||¢(p) seklindedir. Bu durumda Vx,t € D igin,

(t—x)*

lg(t) —g()| < e +2M —;

(4.1.1.2)
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elde edilir. Ote yandan,

|Ku(g(8) ;%) = g()| = |Ku(g(®) ;%) + Ku(9(x); %) — Ku(g (%) ;) = f (%)
< |Ku(g(8) ;) = Ku(g(x) s 0)| + [Ku(g(x) 5 %) — g (%)
< K (1g(®) = g5 x) + g (K. (fo (1) ; x) = fo()D)
< Ku(lg(®) = g(0)1;x) + M. K, (fo(£) ;%) — fo(x)]

olur. Son esitsizligin ilk teriminde (4.1.1.2) esitsizligi kullanilirsa,

IKu(9(8)i ) = 9| < K, (e om0 ;x> + MIK(fo(©)52) = fo)]

= K530 + o K = 20% 20 + MU (o(0)52) — o)

=K,(e;x) te+ 25—1\2/1{1(11@2 ;x) — 2xKy, (t; x)+x2K,(1; x) + 2x2}

+M|Ky, (fo(t);x) — fo(x)|
2M

=+ (Ky(&x) —¢) +F{(Ku(t2 ;x) — x%) = 2x(K, (t; %) — x)
+x%(Ky(1;x) = D} 4+ M(|Ku(fy (0 ;%) = £, (0)])

< e+ e[Ku(f, (0 %) = fo ()] + 25—]\2/I{|Ku(f2(t);x) £,
+2|x||Ky, (fi (1) 5 2) — frCO| + x| Ky (fo (8) 5 %) — fo ()1}
+MI|K, (fo(t); x) — fo(x)]

elde edilir. Vu € (0, R) i¢in,

2M
Ku(9(6); ) = 9G] < &+ (2 + M + 7 1) 1Ko ) = foG0)

4M 2M
+ ?lxl|Ku(f1(t);x) _f1(x)| + ?lKu(fz(t);x) _fz(x)l
elde edilir. Bu esitsizlikte x € D i¢in supremum alinip norma gegilirse,

1K (9) = gllc)
< e+ H{lIK,(f2) = fallcw) + 1Ku(f2) = fillew) + 1Ku(fo) = follew)}

oldugu goriiliir. Burada,

4M ZM}

M
H=sup{e+M+F|x l, lel' 52

X€ED
seklindedir. Her iki tarafin u = R~ i¢in limiti alinirsa ii)’den ve ¢ keyfi oldugundan
yeterince kiiclik alinirsa
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lim [IKy(9) = gllewy = 0
oldugu gortiliir.
Simdi 4.1.1.1. Teorem’ de ¢aligsan bir 6rnek verilsin.

41.1.2. Ornek: |ul<1 ve VneN ign p,=1 olsun. Buradan

p(w) : =Yy ou® =i olur. Simdi genel terimi
_ _ {—1, n tek ise,
q=(qn) = 1, ngiftise,

olacak sekilde g = (q,,) dizisini alalim. Buradan,

1 < c 1
[ —_— n— —_ —1)"y" = | —_ =
b oy, e = fim (1= D (D = fim (1 =)=
n= n=

olur. Yani (q,) dizisi, kuvvet serisi yontemi anlaminda 0’a yakinsaktir, fakat klasik
anlaminda yakinsak degildir. Simdi D = [0,1] olmak {izere C (D) iizerinde

n

B,(g;x) =Zg<%)(2)xk(1—x)"_k,0 <x<1

k=0

seklinde tanimli Bernstein polinomu ele alinsin. Bu polinom kullanilarak C (D) tlizerinde

(g) dizisi yardimiyla asagidaki sekilde L,, pozitif lineer operatorii tanimlansin:
Lo(f5%) = (1 4 qn)Bu(f 5 %).

Pozitif lineer operatorlerin (L,,) dizisi i¢gin basit hesaplamalar ile

Ly(1;%) = (14 qn)Bn(1;x) = (1 + qn),

Lo(t;x) = (1 + qn)Bp(t;x) = (1 + qn)x,

Lo(t?;x) = (1 + qn)B,(t%;x) = (1 + qp) (xz = 72)

oldugu goriilebilir. Simdi 4.1.1.1. Teorem’ inin kosullarmin saglanip saglanmadigi

incelensin. 11k olarak

1K (fo) — fO”C(D) = Sup
x€[0,1]

1 [ee]
MZ Ly (fo; X)ppu™ — 1
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(1-w) ) (1 +g)u" -~ 1
n=0

= sup
x€[0,1]
= sup (1—u)2u"+(1—u)2qnu"—1
x€[0,1] = =
1 S
= sup (1—u)1 +(1—u)2qnu -1
x€[0,1] —u g

= sup [(1-w) Z qnu"
x€[0,1] oy

=(1—u)2qnu”—>0
n=0

bulunur. Ayrica

1 0
1K (F) — Filloy = sup M;an;x)pn U — x

x€[0,1]

x€[0,1]

= sup (1—u)2(1+qn)xu”—x
n=0

= sup (1—u)Zx.u"+ (1—u)an.x.u" —X
n=0 n=0

= sup |x+(1 —u)an_.x.u” — X
n=0

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. Son olarak (%) dizisinin 0’ a yakinsak dolayisiyla

kuvvet serisi yontemine gore 0’a yakinsak oldugu kullanilirsa

1K (f2) = f2llcpy
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x€[0,1]

= swp (1w ) Ly(fn)u" - o
n=0

= x — x?
= sup (1—u)2(1+qn) x? + — u — x?
n=0

x€[0,1]

- x — x? ¢ x — x?

= sup (1—u)z x? + u"+(1—u)2qn x? + u™ — x?

x€[0,1] = ~ n

= sup (1—u)2x2u"+(1—u)z< )u"+(1—u)2qnx2u"

XE[O,l] n=0 n=0 n=0
¢ x — x?

+(1—u)2qn< )u"—xz

a n

(1—u)2( )u”+(1—u)2qnx2u"

n=0

+(1—u)an<x_nx2>un
<(1—u)z< )u +(1—u)2qnu +(1—u)2qn( )u -0

elde edilir. Boylece L,, operatdrii 4.1.1.1. Teorem’ inin kosullarin1 sagladigindan her g €

C(D) i¢in

= Sup
x€[0,1]

Jﬂl—“Ku(‘g) - 9”6(0) =0

olur. (g,,) dizisi klasik anlaminda yakinsak olmadigi i¢in 2.4.1.1. Teorem’ inin kosullari
saglanmaz. Yani 4.1.1.1. Teoremi, 2.4.1.1. Teorem’ inin bir genellestirilmesidir.

Simdi siireklilik modiili yardimi ile kuvvet serisi yontemi kullanilarak yakinsaklik
oranini veren agagidaki teoremi ifade edelim.

4.1.1.3. Teorem: L, : C (D) — C(D) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi (L,,) olmak
tizere (4.1.1.1) kosulu saglansin. Bu takdirde,

) Jirg_”Ku(l) — 1l¢wy =0,
it) a®(t) = 1K, ((t = x)*)|l ¢(py olmak iizere lir,?— w(g;a(®) =0
u—

kosullar1 gergekleniyor ise Vg € C(D) igin,

24



Jim [1K,(9) = gllew) = 0
saglanir (Atlihan ve Tas, 2017).

Ispat: vu € (0,R) ve § > 0 olmak iizere siireklilik modiiliiniin 6zelligi yardimu ile,

(t—x)?
Ig(t)—g(x)|S<1+ 52 )w(g;c?)

gerceklenir. Esitsizligin her iki tarafina K,, pozitif lineer operatdriinii uygulanirsa,

Ky,(1g(®) —g();x) < K, <w(g; 8) + « ;zx) w(g; 5);x>
< K,(w(g;6);x) + @Ku((t —x)?%;x)
< K, (w(g;6);x) +@az(t)

elde edilir. Bu son esitsizlikte Vu € (0; R) i¢in § = a(t) = \/I|Ku(t — x)?|[¢(py almirsa

K,(lg(®) — g()]; %) < (K, (1;x) + Dw(g; a(t)) (4.1.1.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica

1Ku(g(®);x) = g < Ku(1g(@®) = g5 %) + [g (0] [Ku (15 x) = 1

esitsizliginde (4.1.1.3) esitsizligi dikkate alinirsa,

IKu(g(); ) — g(0)| < (Ky(1;x) + Do (g; a(®)) + M.|K,(1;x) — 1]

bulunur. Son esitsizlikte her iki tarafinin x € D i¢in supremumu alinip norma gegilirse,
1K.(9) = gllcoy < (IKu(Dllcy + Dw(g; a@®) + M. NIK,(15x) = leeoy

elde edilir. Ayrica Vu € (0,R) ve [|[K,(ll¢py < T igin,

1K, (9) — gllcry < (T + Dw(g; a(®) + M. 1K, (1) — 1| ¢y
< H(w(g;a®) + 1K, (1) = 1lcy)

gerceklenir. Burada H = max {1 + T, M} seklindedir. Son esitsizlikte u — R~ i¢in limit
alinirsa, hipotezlerden her Vg € C(D) igin,

ulifllg_“Ku(g) - 9”6(0) =0

oldugu goriiliir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.1.2. Siirekli ve Z2m-periyodik fonksiyonlar uzayinda tanimh pozitif lineer

operatorleri icin kuvvet serisi yontemi yardimi ile Korovkin tipi yaklasim teoremi

Ly: Co(R) — Cyr (R) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olmak tizere kabul edelim ki

1
sup —

- p(w) Z?:O”Ln(l)”Cz,r(]R)pn u" < oo (4121)
u-—

kosulu saglansin. O halde Vg € C,,(R)i¢in

1 [0e]
Ru(g(); x) = @Z Ln(g(6); X)pn 1

ile taniml1 R,, operatdriinii g6z Oniine alinsin. Buradan

1 [o/e)
R = sup |—— L t); x un
1Rw(Gczmy = SUP p(u); n(g(@); X)p,,

< supﬁn; L.(I9(®)1; X)p, u™

xER

1
< sup—— E L ;X)p, ut
x€ER p(u)n=0 n(”'g”CZTE(R) ) n
=llgllc,.(r P—l EL(l )p, u"
= su X)p. U
Illcy( )xE]R p(u)n:0 n n

1 [oe]
< sup —— L,(1 u"
I9lc,, sup P(“%Zo” 2Dl @P,
elde edilir. Simdi (4.1.2.1) goz Oniine alinirsa
IR.(Dllc,p(m) < SUP LillL Dll¢ppmyp, U™ < 0
u 2m - U—R~ p(u) P, n 2m n

esitsizliginden de goriildiigii tizere R, pozitif lineer operatorii Vg € C,,(R) i¢in anlamli
olup C,,(R) uzayna aittir. Dolayisiyla R, operatorii C,,(R)’ den C,,(R)’ ye taniml1 bir

operator olup

1 o0
R = IR, (1 < su —ZL 1:x)p. u
IRullc,,ry = IRu(Dllc,, r) xE]IE{) p(u)nzo (1 X)p,

seklinde yazabiliriz.

Simdi asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.
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4.1.2.1. Teorem: L,: C,;(R) = C,,(R) pozitif lincer operatorlerin bir dizisi (L,) ve
(4.1.2.1) kosulu saglansin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) Vf € Con(RY igin lim Ru(f) = fllcy,m = O,
i) fo(t) =1, fi(t) =sint, f,(t) = cost olmak iizere Jirg_llRu(ﬂ) — fille,mm) = 0,
i =0,1,2.

Ispat: i) = ii) gergeklendigi agiktir. Ciinkii Vf € C,,(R) igin i) hipotezi saglandigima
gore fo(t) =1, fi(t) =sint, f,(t) = cost fonksiyonlar1 da C,,(R)uzaymna ait
oldugundan istenilen sonug elde edilir.

Simdi ii) = i) oldugunu gosterilsin.

Vf € C,,(R) alalim. f siirekli bir fonksiyon oldugundan Ve > 0 igin 36 > 0 vardir dyle
ki [t — x| < 6 kosulunu saglayan Vx,t € R i¢in |f(t) — f(x)| < € gergeklenir. f, R’

de siirh oldugundan,

lfOl <M

gerceklenir. Simdiy € (x — 6, 2w + x — §] araligini alalm. Buradanx — 6 < t < 2m +
x—0olup—8 <t—x < 2m—§ oldugundan |t — x| < & olur. Ayrica |t — x| < & i¢in
|f(t) — f(x)| < € oldugu biliniyor. Son olarak t € (x + §, 2w + x — §] alalim. Buradan,

xX+o0<t<2m+x—-0=2>06<t—x<2m—9§

2m—6 (t—

bulunur. Bu ise sing < sin Tx) olmasidir. Boylelikle

o 9 -
oldugundan 5 < th <

t-x) i 2(E=%)
2

%> 1 olup bu ise 2§ > 1 saglar. O halde Vx,t € R icin

sin

sinE sin >
sin? (t—x) ; x)
f(O) - fO)l < e+ 2M—2—
sin? >

oldugu goriiliir. R,, pozitif lineer operatorii son esitsizlikte uygulanirsa,

., (t—x)
Sin T
Ru(If () = f()|;%) < Ry | & +2M ———5—;x
sin27
M t—
< R,(gx)+ 5Ru(sin2( Zx);x)
sinzi
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2M 1 (t—x)
=R,(&,x) + —R,|1—cos?2 1 X
502 2
sin? >
2M
=R,(g,x) e+ —6{Ru(1,x) —cosx Ry (cost;x)
sinzi

—sinx Ry (sint;x) + 1}

= e e(Ru(1) — D {(Ry(1;) — D)

in2
sin‘ =
2

—cosx (R, (cost;x)—cosx)—sinx (Ry(sint;x) —sinx)}

bulunur. Burada M : = ||f|¢,, (&) seklindedir. Boylelikle

M
Ry(If () = f()15 ) < e+ elRy(15x) = 1| + ——{|Ru(1;x) — 1|
sin27
+|cos x|.|Ry(cos t; x) — cos x|

+|sin x|.|R,(sint; x) — sinx|} (4.1.2.2)
esitsizligi elde edilir. Buradan

IRy (f(£) ;%) = F()] = [Ru(f () ;%) + Ry (f (%) ; ¥) = Ru(f (%) ; x) — f (%)
< Ry (f () ;%) = Ru(F ()5 0)| + [Ru(f (x) 5 %) — f (%)
<R, (If(@®) = F52) + If (). IR, (1;x) — 1]

yazilabilir. Bu son esitsizlikte (4.1.2.2) esitsizligi dikkate alinirsa,

M
|Ry(f(©) ;%) = OOl < €+ &|Ry(15%) — 1] + 5 URL(1;x) — 1]

in?2
sin® =
2

+|cos x|.|Ry(cost;x) — cos x|
+|sinx|.|R,(sint;x) -sinx| + M.|R,(1;x) — 1|
bulunur. x € R i¢in son esitsizlikte her iki tarafinin supremumu alinirsa,

IRW(F) = Fllcsnw
< &+ H{IRu(f2) = foll ey + IRu (1) = fill oy HIRU(F0) = follmm}

bulunur. Burada

M M
H = max £+M+—5,—

)
in2e sin2e
sin®z sin‘-

seklindedir. Simdi u — R~ i¢in limit alinirsa ve € keyfi oldugundan yeterince kiigiik

alinirsa
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IR, = Fllesmtm = 0

oldugu gortiliir.
4.1.2.2. Ornek: |u| < 1ve Vn € Nigin p,, = 1 olsun. 2.5.1.2. Ornek’te C,,(R) iizerinde

taniml1 olan Fejér operatoriinii ve genel terimi

—1, ntekise

q=(qn)={ 1, ngiftise

olacak sekildeki g = (q,,) dizisi géz 6niine alinsin. Biliniyor ki (g,,) dizisi, kuvvet serisi
yontemi anlaminda 0’a yakinsak, fakat klasik anlaminda yakinsak degildir. Simdi bu
operator ve (qy,) dizisi yardimiyla C,, (R) tlizerinde L,, pozitif lineer operatorii asagidaki

sekilde tanimlansin:
Lo(f5x) = (1 + o) Fa(f 5 x).
Pozitif lineer operatorlerin (L,,) dizisi igin

Ly(1;x) =1+ q)F(1;x) = (1+qy),

n—1

L,(t;x) = (1 + q)Fy(sint;x) = (1 + q,) sinx,

n—1

L,(t?;x) = (1 + q)Fp(cost;x) = (1 + q,,) CoSX

oldugunu gérebilir. Simdi 4.1.2.1. Teorem’ inin kosullar1 incelensin. 11k olarak

IRy, (fo) — fo”czn(]m) = Suﬁlé

X€E

1 [o]
— E L,(1; "—1
p(u) a n( x)pnu
n=0

x€ER

= sup |(1 —u)Z(l +q)u"—1
n=0

=sup |(1—-uw) z qu”
n=0

xXER

= (1-w) ) gu"
n=0

bulunur. (q,) dizisi, kuvvet serisi yontemi anlaminda 0’a yakinsak oldugundan

1im IRy (fo) = follypm = O bulunur. Ayrica

1 (o8]
IR = fillesatsy = SUp |=os ) L(sint; x)py u™ = sin
x€ER P(u) n=o
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n—1 n )
sinx u™ — sinx

= Sup
x€ER

n

(1-w) Y (1+4,)
n=0

<

- 1
(1-w) ) (1+q) (1= "~ 1

[ee] [o¢] 1 [oe]
S(1—u)anu"+(1—u)2—u”+(1—u)zq—nu"
n=0 n=0n' n=0 n

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. (q,) dizisi, kuvvet serisi yontemi anlaminda 0’a

yakinsak oldugu ve (%) dizisinin 0’ a yakinsak dolayisiyla kuvvet serisi yontemine gore

0’a yakinsak oldugu kullanilirsa lirg_llRu (f1) — fillc,, ) = O bulunur. Benzer sekilde
u—

son olarak (%) dizisinin ve (q,) dizisinin kuvvet serisi yontemine gore 0’ a yakinsak
oldugu kullanilirsa lirlgl_llRu(cost) — cosx|l¢,, vy = 0 elde edilir. Boylece L,, operatorii
u-

4.1.2.1. Teorem’ inin kosullarini sagladigindan Vg € C,,(R) igin
Jiql_llRu(g) —9llc,,r)y =0

olur. (g,,) dizisi klasik anlaminda yakinsak olmadigi i¢in 2.4.2.1. Teorem’ inin kosullari

saglanmaz. Yani 4.1.2.1. Teorem’ i, 2.4.2.1. Teorem’ inin bir genellestirilmesidir.

4.1.3. H,, uzayl iizerinde kuvvet serisi yontemi yardimiyla Korovkin tipi yaklasim

teoremi

L, Hy, = Cg[0, ) lineer pozitif operatorlerin bir dizisi (L,,) olsun. Kabul edelim ki

Uu—-R~

1 co

sup s ZnLn(l)nchn u" < oo (413.1)
n=0
kosulu saglansin. Vg € H,, i¢in
500 =S 1@ 0p
wlg:0) =057 n(9(t); X)pn u
n=0

ile taniml1 S,, operatoriinii g6z oniine alinsin. Buradan benzer hesaplamalar ile

IS.(Pllc, = sup
x€[0,00)

1 [oe)
WZ, La(g(t); 0)p, u
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1 [eoe)
< llglc, sup MZ)nLn(l)uchnun
n:

elde edilir. Simdi (4.1.3.1) kabulii g6z 6niine alinirsa

u—R

1 [o/e)
n
ISullc, < sup _p(u) niOlan(l)IICBpnu < oo

esitsizliginden de goriildiigii gibi S,, olarak tanimli operatér Vg € H,,, i¢in anlamlidir.

Dolayisiyla S, operatorii H,,” den Cz[0, o) ’ ye tanimli bir operator olup

1 o0
S lle. = 1S, (Dlle. < su —ZL 1:x)p. u®
1Sullc; = I1Su(Dll¢, xE[O,?o) p(u)nzo (L X)p,

seklinde yazabilir.

Simdi H,, uzayinda kuvvet serisi yontemi ile Korovkin tipi yaklagim teoremi verilsin.
4.1.3.1. Teorem: L,: H, — Cg[0, ©) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi (L,) olsun ve
(4.1.3.1) kosulu saglansin. Buradan

t 2

t
O =1, AO =17 £O = (753)

olmak tizere,

L [1S,0f) = filley =0, i=012,
kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f € H,, i¢in,
L [1Su(F) = flle, = 0

gerceklenir (Altiparmak, 2017).
Ispat: f € H,, olsun. f fonksiyonunun siirekliliginden, Ve > 0 i¢in 35 > 0 vardir 6yle

t X

ki |——=——|<d kosulunu saglayan Vt,x € [0,00) icin [f(t) —f(x)| <6
b - (-2
gergeklenir. Simdi |m - E| > § igin, ﬂ% > 1 olup % > 1 saglanir. f

fonksiyonu sinirlt oldugundan

2
(153
52

f(t) — f(x)| <2M <2M

gergeklenir. O halde Vt,x € [0,0) igin,
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2
(t-3)

52

lf@®) = f()l <e+2M

saglanir. S;, pozitif lineer operatorii son esitsizligin her iki tarafina uygulanirsa,

2
(i~ 13) )

S(f© = F@10 <55, <e R

2

2M t X
cue 1))
=S,(&; x)+£+2M{Su<( >
2x?
21+x “(1+t> ) (1+ )25( x)‘(1+ )}
=c+e(S,(1; x)—1)+ {( <( > 1-T—x)2>

25, (=
1+x“1+t 1

<e+¢ls,(1; x)—1|+—{

) e )2(5 o1 x)—1>}

+x
X A2
< 1+t ,x> 1+x)

| x|
T <<1+t> ) (T
+|(1+ )2||S (1;%) — |} (4.1.3.1)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

1Su(f (@) ;%) = FQO| = 1Su(f (1) %) + Su(f(x); %) = Su(f ()5 x) = fF(X)]
< IS, (F (@) ;%) = Su(F ()5 0) | + 1S, (f (%) 5 %) = f(x)]
< S f @) = F ) + 1f ()l 15,(15 %) — 1
yazilabilir. Bu son esitsizlikte (4.1.3.1) esitsizligi dikkate alinirsa,

2

s ((152) %) - ()

2M
1S.(F (@) ;%) = f(O] < € + €l5,(1;x) — 1] +F{

|x| t X
T S"((l +t>;x> -(753)

|x| _ _
ey S - 1|} +IFCOLIS, (150 — 1

32



yazilir. Son esitsizligin her iki tarafinin x > 0 i¢in supremumu alinip norma gegilirse,

15, (F) = fllcg < e+ H{“Su(fO) — folley + 1S.(f2) — fallcy + 1Su(f1) — f1||cB}

bulunur. Burada

2M 2M 2M
F'F’F}

H=max{£+M+

seklindedir. Simdi u — R~ i¢in limit alinirsa

Lim [15,(F) = fll, = 0

oldugu goriiliir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi Bleilmann, Butzer, Hahn operatorii yardimi ile 4.1.3.1. Teorem' inin kosullarinin
saglandigini gbsteren bir 6rnek verilsin.

4.1.3.2. Ornek: H,, iizerinde 2.4.3.3. Ornek’ te tanimli olan L,, Bleilmann, Butzer, Hahn
pozitif lineer operatorii alinsin. Ayrica |[u| < 1ve Vn € Nigin p,, = 1 olsun. Simdi genel

terimi

_ _ {—1, n tek ise
q=(qn) = 1, ngiftise

olacak sekilde g = (q,,) dizisi tekrar g6z oniine alinsin. (q,,) dizisi, kuvvet serisi yontemi
anlaminda 0’a yakinsak, fakat klasik anlaminda yakinsak degil idi. Bu L,, operatori
kullanilarak H,, iizerinde (q,) dizisi yardimiyla asagidaki T, lineer pozitif operatorii

tanimlansin:

To(f ;%) = (1 + qu)Ln(f 5 X)

Buradan bazi hesaplamalar ile

To(1;%) = (1 +qn)Ln(1;%)
=1+4qn

(o) = 0 v (52) )

n X
n+1)A+x)

Ty <(1L+t)2 ;x> =1+ gLy ((ﬁ)z ;x>

= (1+qn)
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=(1+qn)(

nn—1) x?

(n+ 12 (1+x)2

N n X
n+1)?1+x

oldugu gorebilir. Simdi 4.1.3.1. Teorem’ inin kosullarinin saglanip saglanmadigi

incelensin.

1S (fo) — fo”cB =

= sup
Xx€[0,00)

sup
x€[0,00)

sup
Xx€[0,00)

sup
x€[0,00)

sup

x€[0,00)

=(1—-u)

1 [ee]
s Tn(f ;x)pn u" -1
p(u); °

(1-w) Y (1 +g)u" 1

(1—u)Zu"+(1—u)anu"—1
n=0 n=0

1 oo
(1-u)— +(1—u)2qnu”—1
u n=0
(1-w) ) "
n=0

[e¢]
n=0

bulunur. (q,,) dizisi, kuvvet serisi yontemi anlaminda 0’a yakinsak oldugu kullanilirsa

lirg_IISu(fO) — follc; = 0 bulunur. Ayrica
u-—

15 (f1) = fillcg

sup
x€[0,00)

sup
x€[0,00)

< sup
Xx€[0,00)

1 - X
EE;S;Z;Th(ﬁjx)pnlt _-(14‘X)
- n X X
(1_“);(”"”)(“1)(1”)” A+ 0
x (o]
(1—u)(1+x);(1+qn)u —x

=(1-w) ) g
n=0

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. Buradan lirg_llSu (f1) — fillc, = 0 goriiliir. Son olarak
u—

15.(f2) = fallcy
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2

(1 + x)2

x€[0,0)

= sup [(1-w) ) Tu(f)u" =
n=0

_ 1 y 1 nn—1) x? n X \.n x*
_x:[lé.zzo)( _u)nza( +qn)<(n+1)2(1+x)2+(n+1)21+x>u S @+x?

B S n(n—1)  x? .
N Za ((n D+ x)2>”

nn—1) x? . = n x .
q"((n+1)2 (1+x)2>” +(1_”);<(n+1)21+x>“
2

n X X
o o
n+1)21+x 1+ x)?

+(1—u)

+(1—u)

DMs 1DV]s

0

< (l—u)anu" + (1 —u)z(n_}_%)zu" + (l—u)an(nr—l)zu"
n=0 n=0 n=0

n
(n+1)2

S
1l

elde edilir. ( ) dizisinin ve (q,) dizisinin kuvvet serisi yontemi anlaminda 0’a
yakinsak kullanilirsa lirg_llSu(fz) — f2llc; = 0 oldugu goriiliir. Boylece T, operatdrii
u—

4.1.3.1. Teorem ’inin kosullarini sagladigindan Vg € H,, i¢in
Lim 15,(9) = gllcy =0

olur. Ayrica (q,) dizisi klasik anlaminda yakinsak olmadigindan 2.4.3.2. Teorem’ ini

saglamaz yani 4.1.3.1. Teorem’ 1, 2.4.3.2. Teorem’ inin bir genellestirilmesidir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, kuvvet serisi yontemi yardimiyla farkli uzaylarda tanimli olan pozitif lineer
operatorlerin dizileri i¢in yaklasim teorisinde dnemli yeri olan Korovkin Tipi Teoremlerin
ispatlanmasi amaclanmistir. Bunun i¢in 6ncelikle, kuvvet serisi yontemi, klasik Korovkin
teoremi, periyodik Korovkin teoremi hatirlatilmis; daha sonra kuvvet serisi yonteminin
pozitif lineer operatdre uygulanmasi ile C(D) uzayinda, C,,(R) uzaymnda ve H,,
uzayinda tanimli lineer pozitif operatdrler dizileri i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremi
verilmistir. Sonrasinda yakinsaklik orani siireklilik modiilii yardimi ile incelenmistir.
Yeni elde edilen teoremlerin daha kuvvetli oldugunu gdsteren 6rnekler verilmistir.

Kuvvet serisi yonteminin pozitif lineer operatdre uygulanmasi ile siireklilikten daha
kuvvetli olan Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda Korovkin tipi yaklagim teoremi ve de

bu uzaylarda ¢ift indisli diziler i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremleri incelenebilir.
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