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ONSOZ

Bu caligma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot ve
Bulgular olmak iizere ii¢ boliimden olugsmaktadir. Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi
boliimiinde Stirling sayilari, Sk (n) kuvvetler toplami, bir aritmetik dizinin terimlerinin
kuvvetleri toplami, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari ile dejenere Bernoulli sayilari ve po-
linomlar1 kavramlarinin tanimlar1 verilmistir. Materyal ve Metot boliimiinde bir aritmetik
dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami olan Sy, (a, d) i¢in indirgeme bagintilar1, Berno-
ulli sayilar1 ve polinomlari ile olan iligkileri ve bazi aritmetik 6zellikler ifade edilerek
kanitlanmustir. Bulgular boliimiinde ise Sk, kuvvetler toplamu ile Sy, (a,d) genellesti-
rilmis kuvvetler toplamini genelleyen Sy ,, (a, d|\) toplami tanimlanarak bazi 6zellikleri
ifade edilmigstir. Ayrica, boliinebilme ve tam say1 olma gibi bazi aritmetik 6zellikler elde
edilmistir.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanini1 benimle paylasan, destegini esirgemeyen

danismanim sayin Prof. Dr. Mehmet CENKCI’ye tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Kuvvetler toplami, matematikte ve istatistikte birgok konuda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin,

Geometride Pisagor teoremi iki karenin toplamini igerir.
Sayilar teorisinde Fermat iki kare teoremi ve Legendre dort kare teoremi mevcuttur.
Istatistikte varyans analizi, degiskenlerin kareleri toplami1 kavramini igerir.

Faulhaber formiilii 1% + 2% + - - - +-n* toplamim1 n degiskeninin bir polinomu olarak

ifade eder.

Fermat dik iicgen teoremi a* = b* + ¢? denkleminin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii-

niin olmadigini belirtir.

Fermat’1n son teoremi 2% +y* = 2* denkleminin k& > 2 tam sayis1 igin tam say1larda

¢cOziimiiniin olmadigini ifade eder.

Riemann zeta fonksiyonu, reel kismi 1 sayisindan biiyiik olan bir s karmasik sayis1

i¢in pozitif tam sayilarin ¢arpmaya gore terslerinin s. kuvvetlerinin toplamidir.

Waring problemi, herhangi bir pozitif tam sayiin belirli bir kuvvete sahip bagka

tam sayilarin toplami olarak ifade edilmesini icerir.

Altin oranin ardigik kuvvetleri Fibonacci indirgeme bagintisim saglar: " ™! = ¢"+

n—1

2

Newton bagintilari, bir polinomun tiim koklerinin k. kuvvetlerinin toplamint poli-

nomun katsayilar1 cinsinden ifade eden esitliklerdir.

Bir aritmetik dizide yer alan sayilarin kiiplerinin toplam1 bazen bir bagka kiip sayi-

dir.

m ile k pozitif tam sayilar olmak iizere 1¥ + 2¥ + ... + mF = (m + 1)* seklinde
olan Erd6s-Moser esitliginin 1! + 2! = 3! ¢oziimiinden bagka ¢oziimiiniin olmadig
iddia edilmistir.

Ug kiipiin toplam1 9 modiiliinde 4 veya 5 sayilarina denk degildir.

1
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¢ Spnla) =a*+(a+1)"+- -+ (a+n—1)" toplam By, (a) Bernoulli polinomlari
ile ilgilidir.

1713 yilinda yayinlanan “Ars Conjectandi” isimli meshur kitabinda Jakob Bernoulli,
giiniimiizde Bernoulli sayilar1 olarak bilinen rasyonel sayilari, ardigik tam sayilarin kuv-
vetleri toplami olan

1428 o n®

toplamu ile iligkilendirerek tanimlamistir. Bernoulli,

n n

. n(n+1) , nn+1)@2n+1) s [(nn+1) 2
Soi= s Enrl) s _(T>

=1 =1 i=1

kuvvetler toplamlarini £ = 10 durumuna kadar siralayarak Bernoulli sayilarini i¢eren ge-
nel bir formiil vermistir. Bernoulli daha sonra bu sayilarin indirgemeli olarak nasil elde
edildigini ve formiiliin kuvvetler toplamin1 hesaplamak ic¢in nasil kullanildigin1 agikla-
mistir.

Bernoulli tarafindan verilen s6z konusu formiil giiniimiizde kullanilan gosterim ile

k nkt1-i 1 S k+1 .
B. — B. k+1—j
(j) T k+12( j ) "

J=0

i=1 j=0
seklindedir. Burada B;,n = 0,1,2,... i¢in

i <THZ,_1)B¢ =n+1

=0
indirgeme bagintisi ile belirlenen Bernoulli sayilaridir.

Kuvvetler toplami i¢in formiil ve Bernoulli sayilari i¢in indirgemeli tanim, 1712 y1-
linda Japon matematik¢i Takakazu Seki tarafindan yayinlanan “Katsuyo Sanpo” (Hesap-
lama Sanatinin Temelleri) isimli kitabinda da ortaya ¢ikmaktadir. Seki tarafindan elde
edilen formiil ve tanim, Bernoulli tarafindan verilen formiil ve tanim ile tamamen aynidir.

Ne Seki ne de Bernoulli kuvvetler toplaminin nasil elde edildigine dair fazla detay
aciklamamuglardir. Seki ve Bernoulli tarafindan yapilan ¢alismalardan 6nce kuvvetler top-
lam1 formiilii Faulhaber tarafindan “Academia Algebrae” isimli kitapta ele alinmistir. Fa-

ulhaber, & tek ise
>
i=1

2
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kuvvetler toplaminin
nn+1l) .

degerinin bir polinomu ve £ ¢ift ise kuvvetler toplaminin

n(n—+1)2n+1 =,
( )6( )_ZZ

i=1

tarafindan boliindiigiinii ve boliimiin
n

D
i=1
degerinin bir polinomu oldugunu gostermistir. Ancak Faulhaber, Bernoulli sayilarina ula-

samamistir. Faulhaber tarafindan bulunan sonuglar Jacobi tarafindan kesin kanitlar ile Ber-
noulli sayilarini icerecek sekilde tekrar elde edilmisgtir.
k > 0, n > 0 tam sayilar ve a ile d, d # 0, karmasik sayilar olmak iizere bir aritmetik

dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami
Sim (a,d) = a* + (a+d)* + (a+2d)" + -+ (a+ (n—1)d)"*
olsun. Howard (Howard 1996) tarafindan tanimlanan bu toplamlar 6zel olarak
Sp(n) = Sk (1,1) =1F 428 4. 4 pf

kuvvetler toplamlarini verir. Sy, (n) i¢in basit formiillerin bulunmasi problemi birgok ma-
tematikg¢i tarafindan farkli yontemler kullanilarak galisilmistir (Bazs6 2015, Bazsé vd.
2012, de Bruyn ve de Villiers 1994, Chapman 2008, Chen vd. 2009, Erdogan 2019, Ed-
wards 1986, Hirschhorn 2006, Kalman 1990, Khan 1981, Turner 1980, Wiener 1992).
Sk.n (a,d) icin baz1 6zellikler ve tam say1 olma durumlari son yillarda ¢aligilan giincel
bir konu olmustur (Bazs6 ve Mezd 2015, Kellner ve Sondow 2017, Kellner ve Sondow
2018).

Bu tez ¢alismasinda, (z|\), = 1 ve n bir pozitif tam say1 olmak iizere
(@A), =z(x=A)(z=2))---(z —(n—=1)})

ile tanimlanan (z|)), genellestirilmis azalan faktriyel fonksiyonu kullanilarak Sy, (n) ile

Sk.n (a, d) kuvvetler toplamlarinin bir genellemesi olan

—_

Sk (a,dIN) = (@ 4+ md|\),
0

S

3
]
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= (a|lN),+ (a+dN), +(a+2d|N),+ -+ (a+ (n—1)d|N),

toplam tanimlanmistir. Ureteg fonksiyonu yardimiyla Sy, ,, (a, d|\) toplami igin bir indir-
geme bagntisi elde edilmistir. Sk, (a,d|\) toplaminin genellestirilmis Stirling sayilar
ile dejenere Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 cinsinden gosterimleri elde edilmistir. Bu
gosterimler, s6z konusu toplamlarin sagladig1 bazi aritmetik 6zelliklerin kanitinda kulla-

nilmugtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Stirling Sayilar
2.1.1. Birinci ve Ikinci Tip Stirling Sayilar

Bu alt boliimdeki sonuglar Arakawa vd. (2014) kaynagindan derlenmistir.

Tamm 2.1. (ikinci tip Stirling say1s1, kombinatorik tanim) Pozitif n ve m tam sayilart icin
ikinci tip Stirling sayist S (n,m) ile gosterilir ve n elemanli bir kiimeyi m tane bostan

farkly alt kiimelere ayirma yollarimin sayisi olarak tanimlanir.

Ornegin, {1,2,3,4} kiimesini bostan fakli iki alt kiimeye ayirmanin 7 yolu vardir.
Bunlar,
{1} u{2,3,4} {1,2} U{3,4}
{2} U{1,3,4} {1,3}uU{2,4}
{3y u{1,2,4} {2,3}uU{1,4}
{4} U{1,2,3}
olarak listelenebilir. Dolayisiyla, S (4,2) = 7 olur.

Tanim geredi m > n ise S (n, m) = 0 olur. Ayrica, yine tanimdan
S(n+1,m)=5(n,m—1)+msS (n,m) (2.1

indirgeme bagintis1 yazilabilir. Bu indirgeme bagintisi, binom katsayilari i¢in gegerli olan

(o)) ()

Pascal esitliginin kombinatorik kanitindaki diisiince ile gosterilebilir. Gercekten, n + 1
eleman m tane alt kiimeye ayrilsin ve 6zel bir eleman se¢ilsin. Bu elemanin kendisi bir
kiime olusturuyorsa geriye kalan n eleman1 m — 1 tane kiimeye ayirma yollarinin sayisi
S (n,m — 1) olur. Bu eleman, diger elemanlarla beraber bir kiimede ise n elemant m tane
kiimeye ayirma yollarinin sayisi S (n, m) olur ve bu 6zel elemani bu m tane kiimelerden
birine yerlestirmenin m yolu vardir. Sonug olarak, toplamda m.S (n, m) yol vardur.

(2.1) indirgeme bagintist kullanilarak S (n, m) ikinci tip Stirling sayis1 herhangi n ve

m tam sayilar i¢in tanimlanabilir.
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Tamm 2.2. (Ikinci tip Stirling sayisi, genel tamim) Herhangi n ve m tam sayilart igin

S (n,m) ikinci tip Stirling sayist
S(0,0)=1, S(n,0)=S5(0,m)=0 (n,m=#0)
baslangic kosullart ile
S(n+1,m)=SMn,m-—1)+mS (n,m)
indirgeme formiilii seklinde tanimlanir.

(2.1) indirgeme bagntis1 geregi S (n + 1,m), S (n,m — 1) ve S (n, m) degerlerinden
ikisi biliniyorsa m = 0 durumu hari¢ digeri de elde edilebilir. m = 0 olursa m.S (n, m)
ifadesi m ile boliinemez, bu durum i¢in tanimdan elde edilen S (n,0) = 0 degeri kullani-
lir.

Ikinci tip Stirling sayilar1 icin verilen genel tanim ile kombinatorik tanim birbirine
denktir. Bunu gormek igin genel tamimda n > 1 olmak iizere S (n,1) = 1 ve m >
2 igin S (1,m) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii, bu degerler kombinatorik
tanim altinda agikar olarak elde edilen degerlerdir ve her iki tanimin sagladig1 indirgeme

bagintilar1 aynmidir. (2.1) bagintisinda m = 1 yazilirsa
S(n+1,n)=.8(n,0)+S5(n1)

elde edilir. Bu esitlikte n = 0 yazilirsa S (1,1) = 1 bulunur. Ayrica, S (n,0) = 0 oldu-
gundan S (n+1,1) = S (n,1) olur. Buise n > 1i¢in S (n,1) = 1 olmasin gerektirir.

Benzer sekilde, (2.1) bagintisinda n = 0 yazilirsa
S(1,m)=5(0,m—1)+mS(0,m)
elde edilir. m > 2 i¢in S (0,m — 1) = 5 (0,m) = 0 oldugundan S (1, m) = 0 bulunur.

Tanim 2.3. (Birinci tip Stirling sayisi, cebirsel tamim) Pozitif n ve m tam sayilart igin
birinci tip Stirling sayist s (n, m) ile gosterilir ve n tane elemanin m tane ayrik devinim

iceren permiitasyonlarinin sayist olarak tanimlanr.

Mertebesi n olan simetrik grubun (yani {1, 2, ..., n} kiimesinin permiitasyon grubu-
nun) bir elemani ayrik devinimlere tek tiirlii belirli sekilde ayrilabilir. n tane elemanin per-

miitasyonlar1 i¢inde m tane ayrik devinimlerin sayist s (n,m) olur. Ornegin, {1,2, 3,4}

6
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kiimesinin iki ayrik devinime sahip olan permiitasyonlari

(1)(234) (4) (123)
(1)(243) (4)(132)
(2) (134) (12)(34)
(2) (143) (13) (24)
(3)(124) (14) (23)
(3) (142)

oldugundan s (4,2) = 11 olur.
Tanim geregi s (n,n) = 1 (birim) ve s (n,1) = (n — 1)! (n tane devinim say1s1) olur.

Birinci tip Stirling sayilari
s(n+1,m)=s(n,m—1)4+ns(n,m) (2.2)

indirgeme bagntisini saglar. Gergekten, n + 1 tane harfin bir permiitasyonu (n + 1). harfi
sabitlesin. Bu durumda, bu (n + 1). harf kendi bagina bir devinim olugturur ve geriye ka-
lan n tane harfin m — 1 tane ayrik devinime ayrilma sayisi s (n,m — 1) olur. (n + 1).
harfi degistiren bir permiitasyon, bu (n + 1). harfi n tane harfin m tane olan ayrik permii-
tasyonlarindan birine eklenerek elde edilebilir. Bagka bir harf ekleyerek uzunlugu j olan
bir devinimden uzunlugu j + 1 olan bir devinim elde etmenin j tane yolu vardir. Dola-
yistyla, (n + 1). harfi eklemenin n tane yolu vardir ve (n + 1). harfi degistiren toplamda
ns (n, m) permiitasyon olugur. Bu ise (2.2) indirgeme bagintisini verir.

Ikinci tip Stirling sayilarinda oldugu gibi s (n, m) birinci tip Stirling sayilar1 da her-

hangi n ve m tam sayilar1 i¢in tanimlanabilir.

Tamim 2.4. (Birinci tip Stirling sayisi, genel tanim) Herhangi n ve m tam sayilart icin

s (n,m) birinci tip Stirling sayist
5(0,0) =1, s(n,0)=s(0,m)=0 (n,m+#0)
baslangi¢ kosullari ile
s(n+1,m)=s(n,m—1)+ns(n,m)

indirgeme formiilii seklinde tanimlanir.
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Asagidaki onerme, Stirling sayilarinin sagladig1 bazi ozellikleri ifade etmektedir.

Onerme 2.5. Birinci ve ikinci tip Stirling sayilari icin asagidaki ifadeler gecerlidir:
(1) s (n,m) = S (—m, —n) olur.

(2) n > 0 tam sayist icin

olur. Burada (x)

m’

olarak tanimlanan azalan faktoriyel fonksiyonudur.

(3) n > 0 tam sayist icin

olur.

(4)n > 1 tam sayist icin

olur.

(5) m,n > 0 tam sayilart icin

Z (=1)" S (n,r)s(r,m)=(=1)"dpmn

r>0
ve
> (=1 s(n,r) S (r,m) = (=1)" 6
r>0
olur. Burada,
1, m = nise,
5m,n —
0, m # nise,
olarak tamimlanan Kronecker delta semboliidiir.
(6) m,n > 0 tam sayilart icin

snm = CHE S oy (1)

r=0

8
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olur.

(7) m > 0 tam sayist igin

m! — n!
olur.
(8) m > 1 tam sayusi igin
- > s mmr
= n,m
(I-t)(1—2t)---(1—mt) —~ ’

olur.

(9) m > 0 tam sayust igin

m!
olur.
Kamt
(1) @pm = S(—m,—n) olsun. Ifadenin kamt igin a,,,, dizisinin s (n,m) birinci tip

Stirling sayisinin sagladigr indirgeme bagintisini ayni baslangi¢ kosullart ile sagladigim
gostermek yeterlidir.

s (n,m) i¢in baglangi¢ kosullari
5(0,0)=1 ve s(n,0)=s(0,m)=0
seklindedir.

Cloyo = 5(070) = 1,
an,O = S (O, —n) = O,

apm = S(—m,0)=0
oldugundan a,, ,,, dizisi istenilen baglangi¢ kosullarin1 saglar. $imdi,
S(n+1,m)=SMn,m-—1)+mS (n,m)
indirgeme bagintisinda m yerine —n ve n yerine —m yazilirsa
S(—m+1,—n)=S(-m,—n—1) —nS(—m,—n)

9
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bulunur. Bu esitligin her iki tarafina n.S (—m, —n) eklenirse
S(—m+1,—n)+nS(—m,—n) =5 (—m,—n—1)
elde edilir. Bu ise
Qpm—1 + NGpm = An41,m,
yani
s(n+1,m)=s(n,m—1)+ns(n,m)

indirgeme bagintisini verir.

(2) ap,, bir dizi ve
g — Z Anm (T),,
m=0

olsun. a,, ,,, dizisinin m,n > 0 olmak iizere ayni baglangi¢ kosullar1 ile S (n, m) ikinci tip
Stirling sayisinin sagladigi indirgeme bagintisin1 sagladig gosterilecektir. S (n, m) igin

baglangi¢ kosullari
S(0,0)=1 ve S(n,0)=S5(0,m)=0

seklindedir.

8
=)
Il
(-

ao,m (x)m = 1= a0,0 ('r)O = Qo,0,

= i
(en)

n
" = Anm (X),, = Gno + Z Anm (X),, = Ano =0
m=1

3
]
o

ve m > 01i¢in ag,, = 0 alinirsa istenilen baglangi¢ degerleri elde edilir. Simdi,
(@) =2 (& =1) - (2 =m+ 1) (x =m) = (z —m) (),
ve

(2),, = (x =m+m) (z), = (z =m)(2), +m (@), = (), +m(z)

oldugundan

n+1

_ n+1 __ n
g Aniim (2), = 2" =uzx
m=0

= 7z Z Gpm (Zlf)m = Qn.m [(w)m—i—l +m (:L')mj|

10
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n+1 n
= Z Wnm—1 (), + Z My, m (2),,
m=1 m=0

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda (z),, terimlerinin katsayilarinin esitliginden (a,,_; =
apnt+1 = 0 olmak iizere)

Ap+1,m = Apm—1 + manp, m,

yani

S(n+1,m)=S5(n,m-—1)+msS (n,m)

indirgeme bagntis1 bulunur.
(3) (2) ifadesinin kanitinda oldugu gibi a,, ,,, bir dizi ve

n

@), = (D)"Y (=)™ anma™

m=0
olsun. a,, ,, dizisinin m,n > 0 olmak iizere ayn1 baglangi¢ kosullar1 ile s (n, m) birinci

tip Stirling sayisinin sagladig1 indirgeme bagintisini sagladigi gosterilecektir. s (n, m) igin

baslangi¢ kosullar
s(0,0) =1 ve s(n,0)=s(0,m)=0
seklindedir. .
1= (z),= Z (=1)" agmx™ = ag
m=0
olur.

(@), = (=1)" tno + (=1)" > (=1)" apma™

m=1

olur. n > 0 ig¢in sol tarafta = terimi yer alir. Sag tarafta her zaman x olmasi i¢in a, o = 0
olmalidir. Ayrica, n = 0 ve ve m > 0 icin sag taraftaki toplam bos olacagindan m > 0

i¢in ag, = 0 olur. Simdi,

n+1
D™ (D)™ g ™
= (2)py = (@ —n)(z), = 2 (z), —n(z),
= I(_l)n (_1)manmxm n(_l)n (_1)manmxm
= () () a2 — (1) S (1) nag ™

11
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bulunur. ™ terimlerinin katsayilari karsilagtirilirsa
()" (=D st = (1" (D" @nnr = (1) (=1)" g
veya denk olarak

Qp+1,m = Apm—1 + Nap m,

yani

s(n+1,m)=s(n,m-—1)+ns(n,m)

indirgeme bagintisi bulunur.
(4) Ifade n iizerinde tiimevarim ile kanitlanacaktir. n = 1 icin esitligin her iki tarafi x%

oldugundan ifade dogrudur. Ifade n i¢in dogru, yani

() - (2

d n+1 n+1 d m
(x£> :;S(nqu,m)x (@)

oldugu gosterilecektir.
4\ d d\" d\" — A"
Cr) = Ca) (5) - (5) Sseman(3)
= d d\""!
_ m—1 [ m [ =
= xZS(n,m) {mx (dx) +2x (dx) }
n d m n d m+1

_ m m+1
= mZ:lmS (n,m)x <£) —i—mZ:lS(n,m)x (£>

_ nif{mS(n,m) + S5 (n,m—1)}a™ (%)m

olsun. n + 1 i¢in

m=1
= HZHS(n—l—lm)xm 43"
— 7 dz

elde edilir. Bu ise tiimevarimi tamamlar.

(5) (2) ve (3) ifadeleri kullanilarak kanitlanacaktir. I1k ifade igin

ifadesi
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esitliginde yerine yazilirsa

T

2t o= Y S(nr) (1) (=)™ s (r,m) 2™

= 3 ()" (=1 S (n,r) s (r,m) 2™

elde edilir. 2" terimlerine karsilik gelen katsayilarinin esitligi

e . 1, m =nise,
(_1) Z (_1> S(TL,T)S(T, m) = .
— 0, m # nise,

ifadesini verir.

Benzer sekilde,

ifadesi

esitliginde yerine yazilirsa 4
(@), = (V") (=1 s(nr) ) S(rm)(2),
= > U"Y (-1 s(n,r) S (r,m) (2),,

elde edilir. (x),, terimlerine karsilik gelen katsayilarinin esitligi

e . 1, m =nise,
(_1) Z (_1> 5(71,7”)5(7“, m) = .
r—m 0, m # nise,

ifadesini verir.
(6) Sag tarafin S (n,m) igin verilen indirgeme bagmtisin1 ayni baslangi¢ kosullart ile

sagladig1 gosterilecektir.

i = “;L!)m Xmg (-1) (T) "

olsun. apy = 1 ve n > 1i¢in a, o = 0 olur. Ayrica, m > 1 i¢in

o= VS oy (") = C

m)! 0 m)!
r=

13
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olur. Simdi,

ot anns = (SIS oy () Gy (7 )
{

oldugundan a,, ,,, dizisi, S (n, m) i¢in indirgeme bagintisini saglar.

(7) (6) ifadesi kullanilarak

ism,m)t—n‘ _ gsm,m)g
s
EEE (s
o I O
elde edilir.

(8) Esitligin sag tarafi f,, olsun. S (n,m) i¢in indirgeme bagintisindan

fm = ZSnm Z{Sn—lm—l)—i—mS(n—lm)}t”

=1 Z S(n,m — 1)t”+mt25(n,m)t
n=m—1 n=m

= tfm_l + mtfm

elde edilir. Dolayisiyla,
t
Jm = 1—mt Jm-t
olur.
ZS n,0)t" = 5 (0,0) + ZS n,0)t" =1
oldugundan
t
hi=1—
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elde edilir. Buradan,

t t2
2 = 1—2tf1:(1—t)(1—2t)
B t B t3
Js = 1—3tf2*(1—t)(1—2t)(1—3t)

ve sonug olarak
tm
(I—=t)(1—=2t)--- (1 —mt)

bulunur. Bu ise esitligin sol tarafidir.

fm:

9) an,m dizisi

[— logl—t Zanm '

olarak tanimlansin. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

m)!

ml-log(1-0)]"" 1 & A
=7 = 2 e

veya denk olarak

o0 o0

1
Z an,m—l_‘: Z an—l—lm ' Z nanm nl
n.:

n=m-—1 n=m-—1

elde edilir. ’;—n, terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa

Apt+1,m = Apm—1 + nan,m

bulunur. Bu ise s (n, m) i¢in indirgeme bagintisidir. O

2.1.2. Genellestirilmis Stirling Sayilar

Bu alt boliim i¢in Hsu ve Shiue (1998) kaynagindan yararlanilmistir.
Herhangi bir A karmasik sayisi igin azalan faktoriyel fonksiyonu olan (z),, ifadesinin

bir genellestirilmesi

(z|A),, = z(@—=AN)(z—=2\)---(z—(n—-1)A), n>0 (2.3)
(@A) = 1

15
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olarak tanimlansin. A = 0 i¢in (x]0), = 2™ ve A = 1 i¢in (z|1), = (), olur.

A Bver, (A B,r) # (0,0,0) 6zelliginde olan reel veya karmagik sayilar olmak iizere

(tN), = DS kA B (t—r|N), (2.4)
k=0

(t18), = > S(n.kiBX\—r)(t+r|A), (2.5)
k=0

esitlikleri ile tanimlanan {S (n, k; A, 8,7), S (n, k; B, A\, —r) } ciftine genellestirilmig Stir-
ling sayilar ¢ifti denir.

Genellestirilmig Stirling sayilari ¢iftinin 6zel durumlari, literatiirde var olan 6zel sayi-
larin bir ¢ogunu verir. Kolaylik bakimindan {S (n, k; X, 8,7), S (n, k; B, X\, —r)} ¢ifti bir
(A, B, r)-¢ifti veya denk olarak bir (3, \, —r)-cifti olarak adlandirilir.

1. {s(n,k),S (n,k)} ile gosterilen klasik Stirling sayilar1 ¢ifti bir (1,0, 0)-¢iftidir.
Daha acik bir ifade ile

s(n,k) =S (n,k;1,0,0) ve S(n,k)=S(n,k;0,1,0)
olur.

2. Isaretsiz birinci tip Stirling sayisi |s (n, k)| ve (=1)""* S (n, k) ikinci tip Stirling
say1s1 bir (—1, 0, 0)-ciftidir.

3. Carlitz tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip agirlikli Stirling sayilari A # 0

olmak iizere bir (1,0, —\)-¢iftidir (Carlitz 1980).

4. Carlitz tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip dejenere Stirling sayilar1 A # 0

olmak iizere bir (1, \, 0)-¢iftidir (Carlitz 1979).

5. Howard tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip agirlikli dejenere Stirling sayilari

bir (1, A, —3)~ciftidir (Howard 1985).

6. Riordan tarafindan tanimlanan merkezi olmayan birinci ve ikinci tip Stirling sayilar

bir (1,0, b — a)-¢iftidir (Riordan 1937).

7. Broder tarafindan tanimlanan birinci tip r-Stirling sayilari, n ve k yerine, sirasiyla,

n — r ve k — r yazilarak elde edilen bir (—1, 0, )-¢iftidir (Broder 1984).

16
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(2.4) ifadesi kullanmilarak S (n, k; A, 3, r) igin
S0,0;\,8,r)=1, S(n,n; A\, B,r)=1, S(1,0;\,5,r)=r
ifadelerini elde etmek kolaydir. Ayrica, k > n i¢in S (n, k; A\, 5, r) = 0 kabul edilir.
Onteorem 2.6. 1 < k <n icin
Sn+1,k\5,r)=Snk—1XN8,71)+ (EB—n\+71)S(n kX B,r) (2.6)

indirgeme bagintisi saglanir. Ozel olarak,

S (n,0; N, 8,7) = (r|A), 2.7

ve

S(n,n—1;\0,1r)=nr+(8—N) (Z) (2.8)
olur.
Kamt (2.4) esitliginden
n+1
> S(n+1,kABr) (t—1|B),
k=0

= (tN)pgy = (N, (E = nA)

= (t—n)\) ” S (n,k; X\, B,r) (t—1]B),
k=0

= Y S (kA Br) (E=r|B), [(t = —kB) + (kB — nA+7)]

— Z S (ks A Bor) (8 —7|8) 41
k=0

n

+> (kB —=nX+71)S (n,k; X B,7) (t —7|B),
k=0

n+1
= > S(nk—1\87)(t—r|8),
k=1
+3 (BB —nX+71) S (n, kA B,r) (t —r|B),
k=0

elde edilir. £ > 1 i¢in (¢ — r|3), terimlerinin katsayilarinin esitliginden (2.6) indirgeme

bagintis1 bulunur.

17



KAYNAK TARAMASI M. MUTLUER

k = 0 durumunda ortaya c¢ikan terimler igin
olur. Bu esitlikten elde edilen

Sn+1,0;\8,1r) = (r—nA)S(n,0;\5,r)
S(n,0;A,B,r) = (r=(n—=1)A)Sn-10A70Tr)

S(2,0;A8,1) = (r=XA)S(L,0;A,8,7)
bagintilar taraf tarafa toplandiginda S (1, 0; \, 5, r) = r oldugundan
Sn+1L0X8,r)=r(r—=A)--(r—n)) = (r|\),

bulunur.

(2.6) indirgeme bagintisinda k = n i¢in
Sn+1,nXNB8,1r)=SMnn—1L\3,1)+nB—nA+71)S(n,n; A\ 5,r)
elde edilir. Bu esitlikten
Sn+1,n;\6,r) = SA,0N6,r)+nr+(B-XN1+24+---+4+n)

— (4 D)+ (B—N) (”"2“)

bulunur. ]
Onteorem 2.7. S (n, k; \, 3, 1) genellestirilmis Stirling sayist icin
[e.9] t”
olsun. k = 2,3, ... icin yy (1) fonksiyonu
d
(L+ M) —uyi (8) — (kB +7) y () = yr—1 (1)

dt

esitligini saglar. k > 1icin yy, (0) = 0 ve yo (t) = (1 + At)* olur.

18
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Kamt vy, (¢) fonksiyonunun tanimi geregi k£ > 1 icin y; (0) = 0 olur. Diger taraftan,

(2.7) ve genellestirilmis binom teoremi geregi

n e n

elde edilir.

Simdi, (2.6) indirgeme bagintis1 geregi

n

POLICRSR PR

(o) tn
E (kf —nA+r) S(n,k;A,ﬁ,r)—‘
n
—0

o0 tn
—i—ZS(n,k—l;/\,ﬁ,r)ﬁ
n=0

veya denk olarak

n tTL

ZSnk)\ﬁ'r)( +)\ZSnk)\ﬁ'r’)( —)
—(/f5+7“) k() = yp—1 (1),

yani
o0 -1
(1 +>\t);5(”7k?;)\a5ﬂ“) CES (kB + 1) yr (£) = yr—1 (1)
olur. Bu ise
(14 20) S () = (K6 4+ 7) i (1) = i (1)
ifadesini verir. U

Teorem 2.8. \G # 0 icin S (n,k; \, B,r) genellestirilmig Stirling sayisinin iistel iirete¢

Jfonksiyonu

n

8 k 0o
(14 At)* (%) = k1Y S (nk; )\,B,r)% (2.9)
n=0 ’

seklindedir.

Kamt (2.9) esitliginin sol tarafi k!¢, (¢), yani

(14 At) ’
B

> @

>3

Kl (£) = (1+ At)

19
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olsun. k > 1 icin klg,, (0) = 0 = w5, (0) ve ¢, (t) = (14 At)> = yo (¢) olur (burada

yx, (t), Onteorem 2.7’de tanimlanan fonksiyondur). Ayrica,

(14 20) S0, (1) — (b6 + 1) 01 (1)

k
1 r (14—)\15)g
= H(Hm&)XA(HM) (T)
i a+af—1\ 15
[ LrAD? {1
o (1+ At) (14 M) ( 5 ) ﬂA’\(lJ”\t)

(1+At)
B

s k—1
= (k_ll)! (14 M) <%> = ¢p1 (1)

oldugundan k!¢, (t) = yi (¢) bulunur. Bu ise (2.9) esitliginin kanitin1 tamamlar. O

>
\—/
e

_E (kB +7) (1 + At)X (

Sonuc 2.9. S (n, k; A\, B, r) genellestirilmis Stirling sayilart

<n> makl;)\aﬂarl)‘g(n_makQ;)\aﬁJﬁQ)

s m
ki+k
= (lk_ 2>S(n7kl+k2;)\7/ﬁ7rl+r2)
1

girisim bagintisi saglar.

Kanit Teorem 2.8 geregi

Z (Z (Z)S(m, ki A, B,r1) S (n—m, k2;>‘757TQ)> ;_"'

n=0 \m=0

= <ZSTL[€1,/\B7’1 )(ankg,)\ﬁrg)—n‘)
n=0

B k1 B ko
1 (1+A)> =1\ 1 (L4 M) —
et (B L ()

1 1+ )% —1 frhe
r1+ro _|_ t A —
_ 1+ 52 (LAY 72
Tl (LT ( 3 )
n!

ky 4 k t
- (1+ 2)ZSnk1+k2,)\5r1+r2)

k
1 n=0

olur. t—, terimlerinin esitligi istenilen sonucu verir. U
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Teorem 2.10. p bir tek asal sayi ve \, 3, tam sayilar ise 1 < k < p icin
S(p. kA B,r)=0 (mod p)
olur.

Kamit S (0,0;),6,r) =1, S(n,m; A\, B,7) = 1ve S(1,0; A\, 3,7) = r esitlikleri ile
Onteorem 2.6 geregi \, 3,7 € Zise S (n,k;\, 3,7) € Z oldugu goriiliir. Sonug 2.9°da
n=p,r=ry+rovek; > 1,k > 1olmakiizere k = ky + ks yazilrsa1 < m < p—1
icin (?) =0 (mod p) oldugundan

p—1

<:1)S(p7ka )‘7/87T) = Z <T€L)S(m’ kl;)‘a/ﬁ)rl)s(n_ma kQ;)\wB?TQ)

m=1
0 (mod p)

bulunur. 1 < k < p oldugundan (:1 ) sayisi p ile bolinmez. Bu yiizden, S (p, k; A, 8,7) =

O

0 (mod p) olur.

2.2. Kuvvetler Toplami, Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlari

Bu boliimdeki sonuclar, Apostol (1976), Arakawa vd. (2014) ve Cohen (2007) kay-
naklarindan derlenmistir.

1713 yilinda yayinlanan “Ars Conjectandi” isimli meshur kitabinda Jakob Bernoulli,
giiniimiizde Bernoulli sayilar1 olarak bilinen rasyonel sayilari, ardisik tam sayilarin kuv-
vetleri toplami1 olan

15 Lok 1. 1k

toplamu ile iligkilendirerek tanimlamistir. Bernoulli,

n n

C n(n+1) s nn+1)2n+1) <~y (1))
Si= R s enrl) s _(T>

=1 =1 i=1

kuvvetler toplamlarini £ = 10 durumuna kadar siralayarak Bernoulli sayilarini iceren ge-
nel bir formiil vermistir. Bernoulli daha sonra bu sayilarin indirgemeli olarak nasil elde
edildigini ve formiiliin kuvvetler toplamin1 hesaplamak i¢in nasil kullamildiginmi agikla-

mistir.
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Bernoulli tarafindan verilen sz konusu formiil giintimiizde kullanilan gosterim ile

nk+1-i 1 (k41 .
_ B.nkti=i
> z()akﬂ_] i ()

seklindedir. Burada B;, j. Bernoulli sayisidir.

Tamim 2.11. (Bernoulli sayilart) n > 0 tam sayist icin n. Bernoulli sayist B, ile gosterilir

ve

Z(”;’l)&:nﬂ (2.10)

i=0
olarak tamimlanir.

Tamimdaki (2.10) indirgeme bagintis ile ilk birka¢ Bernoulli sayis1 kolaylikla hesap-

lanabilir. Ornegin, n = 0 igin

olur. n = 1 i¢in

2
3 3 3 3 3
3:2 (i)Bi_ (O>BO+ (1)31+ (2)32= L+5+43B= By =

olur. n = 3 icin

O (e (o (e (e

=0
= 14+24+1+4+4B3= B3 =0

(- (o (e Q- (e

olur. n = 4 icin

4

5= 2
=0

1
+3+5B4:>B4_——

=1
* 30

olur. Bu sekilde devam edilerek asagidaki degerler elde edilebilir:

1 1

By, = 1B ,By=-B3=0,B,=——
0 1= 2 6’3 y D4 307

l\DI»—t
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1 1
Bs = Bg=—,B;,=0,Bg = ——
5 07 6 427 7 07 8 3()’
5 691
By = 0,Bjg=—,B;1=0,Bjy = ——
9 , 2210 667 11 y 2212 27307
7 3617
B = Byy=-,B;5=0,Bjg=———.
13 0, B g Pis 0, B =10

Tanim geregi B,, bir rasyonel sayidir. Mathematica ve Maple gibi matematiksel paket

programlar, Bernoulli sayilarini hesaplayan algoritmalar icermektedir.

Teorem 2.12. (Kuvvetler toplami) k£ > 0 ve n > 1 tam sayilari icin

n k ; k
k nk+1-J 1 k+1 :
Sy ()ai s () pe
7 . J . . ]n

— = J k+1—7 k—l—ljzo J
olur.
Kamit Egsitligin sol tarafi S (n) olsun, yani

Sp(n) =Y "

yazilsin. k = 0 i¢in

0 0 nO-l—l—j

oldugundan esitlik £ = 0 i¢in dogrudur. £ > 1 olsun. Binom teoremi geregi

k+1 k
kE+1\ E+1\
(m+ 1) —mhrt = E ( —; )mj —mht = E ( + )mj

=0 =0 N J

yazilabilir. Bu esitlikte m = 1, 2, ..., n yazilip ortaya c¢ikan ifadeler taraf tarafa toplanirsa

(n+ 1) —1= ; (kj1> (1j+2ﬂ'+---+nj)zi(k{rl)%(n)

elde edilir. Buradan,

(n+1)k+1—1:< . )Sk(n)+

yani
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bulunur. Bu esitlikten tiimevarim yardimiyla Sy (n) kuvvetler toplaminin, 6ncii terimi

nk+1

1 olan n degiskeninin derecesi & olan bir polinomu oldugu goriilebilir.

Simdi, Sk (n) polinomunun bir kesin ifadesi elde edilecektir. Herhangi p (z) ile ¢ (z)
polinomlari, her pozitif n tam sayist i¢in p (n) = ¢ (n) 6zelligini sagliyorsa ayni polinom-

lardir. Sy (n) kuvvetler toplaminin tanimi geregin = 1,2, ... igin
S (n+1) =58, (n) =(n+1)F
oldugundan herhangi = degigkeni i¢in
Sp(x+1) =S () = (x+1)"
olur. z = 0 yazilip Sk, (1) = 1 oldugu kullanilirsa
Sp(0)=0

elde edilir. Bu ise Sy (z) polinomunun sabit teriminin 0 oldugunu ifade eder. Sy, (z) po-
linomunun diger katsayilar1 1 < j < k igin S,gj ) (0) tiirev degerlerinden elde edilebilir.

Sy (z +1) — Sy () = (x4 1)" esitliginden (x degiskenine gore) tiirev alinirsa
Sp(@+1) =8 (z) =k(z+1)*"

bulunur. Bu esitlikte + = 0,1,2,...,n — 1 yazilip ortaya c¢ikan ifadeler taraf tarafa
toplanirsa Sj, (n) — S}, (0) = kSk_1 (n) elde edilir. Herhangi pozitif n tam sayisi i¢in
bu esitlik dogru oldugundan S}, (x) — S} (0) = kSk_1 (x) olur. S} (0) = by yazilirsa
S} () = kSk—1 (x) + by bulunur. Buradan, S} (z) = kS}, (x) elde edilir. = 0 i¢in bu

esitlik S}/ (0) = kby_; oldugunu ifade eder. Tekrar tiirev alinirsa
S (0) = kS (0) =k (k—1) S5 (0) = k (k= 1) by
elde edilir. Benzer sekilde, ardisik tiirevler alinirsa 2 < 57 < k + 1 icin
SP0) =k (k1) (k= j+2) b

bulunur. Sonug olarak,

k41 o())
Sk(x) _ Zsk‘(o)xj

=

24



KAYNAK TARAMASI M. MUTLUER

k+1 .
k(k—1)---(k—7+2)by_; 4
YO R P gl L S U R LS LS
=2 >
Ga O N | GRS |
= bkl‘—i-zk—“( j )bk]Jrl Z( )bijrlgj]
j=2 =1
k+1 k
1 k+1 - 1 k+1 ,
= b J+1 .~ b k—j+1
k+1%;(j+1>ij k41 ;:(k g+1) x
1

k
k+1e=\ j )~

elde edilir. Si (1) = 1 oldugundan yukaridaki esitlikte © = 1 yazilirsa
"k +1
k+1=§:( .)@
=0 N J
indirgeme bagintis1 elde edilir. Bu bagint1, Bernoulli sayilarinin tanimim verdiginden b; =

Bj olur. Bu ise teorem ifadesindeki ilk esitligin kanitin1 tamamlar.

1 (k—%1)4_ 1 (k)
E+1\ 7 ) k+1—35\y

oldugundan ikinci esitlik de elde edilir. U

Tanim 2.11 ile verilen indirgeme bagintisi ile tanimlanan Bernoulli sayilar fonk-

b t 1
siyonunun Maclaurin ac¢iliminin katsayilar1 olarak ortaya cikar, yani

o0

:ZBﬁ

k=0

olur. Sag taraftaki seri |t| < 27 i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu ifadeye, Bernoulli
sayilarmin iireteg fonksiyonu denir. Uretec fonksiyonu tanimi1 Bernoulli sayilarmin cesitli

ozelliklerini elde etmede oldukga kullanighdir.

Teorem 2.13. By, Bernoulli sayilart icin Q ((t)) cisminde gecerli olan

Fﬂg

formal kuvvet serisi gosterimi vardir. Burada Q ((t)), katsayilar rasyonel sayilar olan

Z aktk, keN
k=—N

formal Laurent serilerinin kiimesidir.
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Kamt ifadenin kanit1 i¢in

bulunur. Tanim 2.11 geregi

00 k k—}—l tk+1 00 thrl o tk t
Z<Z< J >Bj> “”1)‘:Z(k+1)(k+1)!:tz_!:te

k=0 \j=0

elde edilir. ]

Uretec fonksiyonu kullanilarak Bernoulli sayilarinin bazi1 temel 6zellikleri elde edile-
bilir.

Onerme 2.14. k > 3 bir tek tam sayt ise By, = 0 olur.

t
Kamt Ifadenin kanit1 igin

173 formal kuvvet serisinin tek tam say1 kuvvetli
e J—

terimlerinin olmadigin1 gostermek yeterlidir.

tet ot t(ef—141) ¢ t t t t
et—1 2 et —1 2 et—1 2 e -1 2
ve
—t)e ™t (—t —t t t t
(—t)e™t (=) _ Lttt
et —1 2 l—et 2 e -1 2
t
oldugundan — 1~ 3 formal kuvvet serisi ¢ — —t doniisiimii altinda degismezdir.
e J—
Dolayisiyla, tek tam say1 kuvvetli terimlerin katsayilari sifir olur. U

Cift k£ tam sayilar1 i¢in By, Bernoulli sayilari sifirdan farklidir ve B; sayisindan itibaren

ardisik olarak isaret degistirirler. Bunun kaniti icin asagidaki ifadeden yararlanilir.

Onerme 2.15. k > 2 icin

S

— /2%
(2k + 1) By, = — (2 )B2mB2k—2m
- \2m

3
I

olur.
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Kanit Onerme 2.14 geregi

tet I - £k
_ B
e —1 2 2 F(2k)!
k=0
olur.
tet t
F#) = ef—1 2
olsun.
et tet
!
t) = _ _Z
f() et_l (et—1)2 2
oldugundan
t2
FO -t =1 or-7
elde edilir.
00 t2k
t) = Bop——
k=0
yazilirsa

9 t2k t2k 1 e tQk 2 t2
B —t 2kB Bop—+ | — —
oF F(2k)! Z 02k 2 *(2k)! 4
k=0 k=0
veya denk olarak
) t2k [e'e) k
1—-2k)B
S B =3 (2
k=0 k=0

bulunur. £ > 2 i¢in terimlerinin katsayilar1 karsilagtirilirsa

(2
(1-2k)B Z ( )Bszzk 2m

m=0

(2k)

elde edilir. m = 0 ve m = 2k i¢in sag taraftan By elde edileceginden istenilen sonug

elde edilir. 0

Sonug 2.16. k > 1 icin (=1)" ' By, > 0 olur.

Kamt ifadenin kanit1 k iizerinde tiimevarimla verilecektir.
k= 1licin By = % > 0 oldugundan ifade dogrudur. ifade k sayisindan kiigiik olan tiim

pozitif tam sayilar icin dogru olsun. Onerme 2.15 ile verilen formiil (—1)]‘7_1 ile carpilirsa

(2k+1)(-1)*'B :ZZ( ) )™ Bom (=17 Byy_om
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elde edilir. Tiimevarim adim1 geregi sag taraf pozitif oldugundan (—1)16_1 Bsj, > 0 bulu-

nur. Bu ise timevarimi ve kaniti tamamlar. O

Bernoulli sayilar i¢in By = —% olan ve geriye kalan diger degerlerin aynm: oldugu
farkl bir tanim da vardir. Her £ > 1 tek tam sayist icin By, = 0 oldugundan bu tanimlarin
birinden digerine B, yerine (—1)k By, yazilarak gecilebilir. Bu tez ¢alismasinda Bernoulli
sayilari icin By = —% olan tanim kabul edilecektir, yani Bernoulli sayilar1 icin

o0

:ZBkﬁ

k=0

tirete¢ fonksiyonu tanimi kullanilacaktir.

Bernoulli sayilar i¢in ikinci tip Stirling sayilarini igeren bir sonlu toplam Kronecker
zamanindan beri bilinmektedir. Onerme 2.5 (6) geregi ikinci tip Stirling sayilar1 sadece
binom katsayilarini iceren bir sonlu toplam seklinde yazilabilir. Bu gosterim kullanilarak
Bernoulli sayilar1 sadece binom katsayilar1 ve polinomlar iceren toplamlar seklinde ifade
edilebilir. Gould, benzer formiiller i¢in ¢esitli tarihsel kaynaklar1 taramis ve en azindan
1970’11 yillara kadar Bernoulli sayilari i¢in sonsuz toplam ve integraller icermeyen sonlu
toplam gosterimlerinin fazla bilinmedigi sonucuna ulasmistir. Gould ayrica Bernoulli sa-
yilar1 i¢in tek bir toplamdan olusan ve binom katsayilar1 ile polinomlart iceren bir formiil
olmadigini one siirmiistiir. Gould’un iddia ettigi gibi s6z konusu bir formiil su ana kadar
bulunamamustir.

Bernoulli sayilari icin ikinci tip Stirling sayilarini igeren bir sonlu toplam su sekildedir.

Teorem 2.17. n > 0 icin

B, = '
— m+ 1
olur.
Kamt ¢t = —log[l — (1 — e ")] oldugundan
-ttt —log[l—(1—e)
et—1 1—et 1—et

olur.

—log (1 —x) :i%
m=1
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ifadesinde x yerine 1 — e~ yazilirsa

m=1
elde edilir.
t Bt
et _ 1 o Z nn'
n=0
oldugundan
= (=) —t 1 S (l—e)”" KS(1—et)™t
Bn = = g L
nz_% n! e t—1 1—et 'mZ—:l m ; m
B i S D o D i (=)™ (e™t = 1)
N m=1 m a m=0 m + 1

(el = 1) > tn
oldugundan
= v AP (=) m! & (%R
-1)" B,— = T S (n,
n:o( VB mzo m+ 1 HZ; (mm) =
B ii (=)™ (=1)" m!S (n,m) t"
a n!
—— m+1 n!
elde edilir. % terimlerinin katsayilarinin esitliginden istenilen bulunur. U

Rasyonel sayilar olan Bernoulli sayilarinin paydalar1 Clausen ve von Staudt tarafindan
verilen sonug ile tamamen belirlidir. von Staudt-Clausen teoremi olarak adlandirilan bu

sonug, Bernoulli sayilar1 ¢calismalarinda temel bir kavramdir.

Teorem 2.18. n = 1 ve her n > 2 cift tam sayisi icin C,, bir tam sayt olmak iizere B,

Bernoulli sayisi

olarak yazilabilir. Burada toplam, (p — 1) |n ozelliginde olan p asal sayilar iizerinden

alinmigtir.
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Kamt n = 1icin

1 1
—~ =B, =— Z _+(;'1:_§+01

(-1

p asal

oldugundan C'; = 0 secimi ile ifade dogrudur. n > 2 bir ¢ift tam say1 olsun. Teorem 2.17

ile verilen

B — zn: (—1)"mlS (n,m)
" — m+1
(=1)"m!S(n,m)

formiiliinde sag tarafta yer alan her pr

teriminin pay1 bir tam say1 oldugundan
B,, sayisinin paydasina katkida bulunan asal sayilar sadece m + 1 sayisinin bolenleridir.
Dolayisiyla, p > m + 1 6zelliginde olan bir p asal sayisi, B,, sayisinin paydasinin bir
boleni olamaz.

Ik olarak, m + 1 asal olmasin, yani bir birlesik say1 olsun ve 1 < a,b < m olmak

(=1)"m!S(n,m)

tizere m + 1 = ab yazilsin. a # b ise ab ¢arpimi m! sayisinm boldiigiinden o

terimi bir tam say1 olur. a = b ve 2a < m ise a ile 2a sayilar1 m/! sayisin1 boleceginden

(—1)™mlS(

2 n7m) . . . .
s terimi yine bir tam say1

a® = m + 1 sayist m! sayisini boler ve bu durumda
olur.a =bve2a >mise2a > m+ lolurvem+1=a% > 2a > m + 1 elde edilir.
Buradan, a? = 2a, yani ¢ = 2 bulunur. ¢ = 2 oldugunda m = 3 olur ve bu terim m > 3

oldugunda ortaya cikar. Onerme 2.5 (6) geregi

oldugundan

3
(=)™ m!S (n,m) = ( ) =-3+(3-2")—-3"
= 1 "=0
(=1)"m!S(n,m)
m+1
(=1)"m!S(n,m)
m+1

elde edilir. Dolayisiyla, terimi yine bir tam say1 olur. Sonug olarak, m + 1

bir birlesik say1 ise terimi bir tam sayidir.

Simdi, m + 1 = p bir asal say1 olsun. p — 1 < n ve

("7 = oy

r

oldugundan Onerme 2.5 (6) geregi

(1™ mlS (m,m) = car (V)= S (mod )
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elde edilir. p asali ile aralarinda asal olan bir r tam sayist igin 77~! = 1 (mod p) oldugunu

ifade eden Fermat teoremi geregi (p — 1) |n ise
Mm=p—1=-1 (mod p)

olur. Diger taraftan, (p — 1) t nise ¢ #Z 1 (mod p) olacak sekilde bir ¢ sayisi segilsin
(6rnegin c sayis1t modiilo p bir ilkel kok olarak alinabilir). r sayis1 1 ile p — 1 arasindaki
tam say1 degerleri aldiginda c sayisi da 1 ile p — 1 arasindaki tam say1 degerlerini alir.

Dolayisiyla,

T
L
A
L
L

n

(er)" =) " (modp)=(c"—1)) =0 (mod p)
=0

ﬁ
Il
o
5
I
o
-

veya denk olarak

=0 (mod p)

\z
I
o

(=1)"ml!S(n,m)

bulunur. Sonug olarak, m + 1 = p bir asal say1 ise (p — 1) 1 n oldugunda poa

(=1)"m!S(n,m)

| terimi bir tam

terimi bir tam sayidir. Diger taraftan, (p — 1) |n oldugunda

say1 degildir, ancak bu terim % eklendiginde bir tam say1 olur. Bu ise kanit1 tamamlar. []

Bernoulli sayilarinin bir genellemesi olan By, (x) Bernoulli polinomlart

k
— Z (k> Bjazhi (2.11)
=0 \/

olarak tamimlanan, katsayilart Bernoulli sayilari ile binom katsayilarinin ¢arpimi ve de-
recesi k olan bir monik polinomdur. Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu kullanilarak

Bernoulli polinomlari i¢in asagidaki tirete¢ fonksiyonu elde edilir:

Onerme 2.19. B, (x) Bernoulli polinomlarimn iirete¢ fonksiyonu

seklindedir.

Kamt Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ve Bernoulli polinomlarinin tanimindan

o0 i < ([ F /L N\ (B ak
;Bk(f)y = Z(Z(J,)Bjxk ]>E:Z<Zﬁ(l¢—j)!>tk

k=0 \j=0 k=0 \j=0
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0 tk 0 ktk et
k=0 k=0

elde edilir. 0

Bernoulli polinomlari, iirete¢ fonksiyonu yardimiyla kolaylikla kanitlanabilen asagi-

daki temel ozellikleri saglar:

Onerme 2.20. B, (z) Bernoulli polinomlart icin

(1) k > 0igin By, (v + 1) — By (z) = kz*~* olur.

(2) k > 0igin By (1 — z) = (—1)* By (2) olur.

(3) k > 0i¢in By (0) = By ve k # 1icin By (0) = By (1) = By, olur.
(4) k > 0icin

=g (- S (e

olur.

Kanit

(1) Onerme 2.19 geregi

tk te(:t-‘rl)t text text

— _ _ t _ xt

bulunur o ter1mler1n1n katsayilarinin esitligi istenilen sonucu verir.

(2) Onerme 2.19 geregi

o tk (—t) e(1—96)(—75) tevt 0 tk
kB (1 — _ N "By (0) =
kZ:O el =) == o 1 kzzo e @) 5

bulunur terlmlermln katsayilarinin esitligi istenilen sonucu verir.
(3) Bernoulli polinomlarinin ve sayilarinin iirete¢ fonksiyonu tanimlarindan £ > 0 icin

By, (0) = By, ifadesi acikca goriiliir. Diger taraftan, Onerme 2.19 geregi
- th te! t — A
Br,(1)—= = =t =t By—=t+By— = By—
kz_o e +kz_0 ST 2+; “El
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- 2 R Rl

oldugundan k # 1 i¢in By, (1) = By, elde edilir.

(4) Bernoulli polinomunun iirete¢ fonksiyonu tanimindan
& tk te(x+y)t t ktk
Sl - S-S (Saw ) (S
00 k
k e | tF
-y (z (m)wy E

k=0 \m=0

bulunur terlmlerlnm esitliginden ilk bagint1 elde edilir. Ikinci bagint1 da benzer sekilde

kanitlanir. ]

Teorem 2.12 ile verilen kuvvetler toplami formiilii, Bernoulli polinomlar: cinsinden

ifade edilebilir.

Teorem 2.21. £ > 0 ve n > 1 tam sayilart icin

Zk By (n+1) = By
k+1

olur.

Kamit Onerme 2.20 (1) ile verilen By, (v + 1) — By, (v) = ka*~! esitliginde k yerine
k + 1 yazilirsa

1
f= ) [Br+1 (2 4+ 1) = By (7)]
elde edilir. z = 0,1,2, ... n yazilip ortaya ¢ikan esitlikler taraf tarafa toplanirsa
i* = Bk+1 (n+1) = Biya (0)]
=1
bulunur. ]

2.3. Dejenere Bernoulli Sayilar: ve Polinomlar:

Bu boliimdeki sonuglar, Carlitz (1956 ve 1979) kaynaklarindan derlenmistir.

Karmagik A\ # 0 degiskeninin bir polinomu olan ve
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’Vl

- - 2.12
(1+Xt) Y1 z; : =1
ile tammlanan 3,, () ele alinsin. A — 0 i¢in
t _) t
(1+ Xt) et —1

=

oldugundan 3, (0) = B, n. Bernoulli sayisidir. Bu yiizden, (3, (\) polinomu dejenere
Bernoulli sayisi1 olarak adlandirilir.
Dejenere Bernoulli sayilari, Bernoulli sayilarinin sagladigi 6zelliklere benzer 6zellik-

ler saglarlar.

Teorem 2.22. (3, (\) dejenere Bernoulli sayist icinn > 1ise 3, (1) = 0ven > 2 ise
B, (—=A) = (=1)" B,, (N) ifadeleri gegerlidir.

Kamt (2.12) geregi
t
s
Z fn n! (1+¢)—1

oldugundan £; terimlerinin esitligi 3, (1) = 0 olmasin1 gerektirir. Ayrica,

> t" t t
—A)— = 1 = 1
;M Vo I+ (=N =1 (1+r(=t)x-1
_ A ) —t
(L+A(=0)F —1 (L+A(=0)F —1
= ey n Y

elde edilir. 0

Teorem 2.23. 3, ()\) dejenere Bernoulli saytst

- Z () i(—n’” (%),

J=

esitligini saglar.
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Kamt y = (1 + /\t)% — 1 olsun. Bu durumda, M\t = (1 + y)" — 1 olur ve genellestirilmis

binom teoremi geregi

t (1+y —1 1 —1\ 4
y §k+1( )y

R

J= n=

elde edilir. Dolayisiyla, (2.12) geregi

" t
n=0 n (1 + )\t) Y —1
[e'S) n k
1 (A—l)z ki (kY . "
=) —— G YA O VIRV
—~ (k:o kE+1 k o 7 n!
bulunur. % terimlerinin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde edilir. 0

Teorem 2.24. ) bir pozitif tam sayt ise 3, (\) dejenere Bernoulli sayisi i¢in

. e (D) 41

esitligi gecerlidir.

Kanit ) bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda,

2 A—1
1(1 —1)> 1 m
tl _ _(+At1 > 1 (14203
(1+ X)X — AL+ M) -1 AL
1 A=1 oo m
_ 4 Z x) A
A m=0 n=0 <n
oldugundan (2.12) geregi
A1
1
BN =5 D (m),
m=0

elde edilir. Onerme 2.5 (3) geregi

3

r(x—1)--(x—(n-1))=(-1)" (=1)" s(n,r)z"

ve Teorem 2.21 geregi

n Bui1 (A) = Buya
m" =
n+1
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oldugundan

Pr(X) = % > (=1)"s(n,r) AT Bria (:‘J)FI B,

r=0

(2.13)

bulunur. B,, (\) Bernoulli polinomunun (2.11) tanim1 geregi istenilen sonug elde edilir. [J

z bir karmagik degisken ve A\ # 0 olmak iizere f3,, (), z) ile gosterilen dejenere Ber-

noulli polinomu

(1+)\t
— 6 (A, (2.14)

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir. )\ — 0 1i¢in
(14 At)> te?!
1 - t
(1+M)x—1 e —1

oldugundan 5, (0, z) = B, (z) Bernoulli polinomudur. Ayrica, 3,, (A,0) = 3,, (\) deje-

nere Bernoulli sayisidir.

Onerme 2.25. 3, (), 2) dejenere Bernoulli polinomu

e
5wmx+yw:§jg)5axxﬂmmwk
k=0
esitligini saglar.

Kamt (3, (), z) dejenere Bernoulli polinomunun (2.14) iirete¢ fonksiyonu tanimi ve ge-

nellestirilmis binom teoremi geregi

> n t(1+ M (14 )N v
S5, (ol = LT HAENT
— n! LT+M)3 —1  (L+A)F —1

(S ') ()]

_ ( /%ua»wun%)g

olur. % terimlerinin katsayilarinin esitliginden istenilen sonug elde edilir. U

Teorem 2.26. k£ > 1 olmak iizere dejenere Bernoulli polinomu ve sayist icin

2 o, = B o) =)

kol

ﬁ
Il
o

esitligi gecerlidir.
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Kanit (2.14) iirete¢ fonksiyonu tanimi ve genellestirilmis binom teoremi geregi

[5n(>\,z+1)—5n()\,z)]g _ MR (1 a
' (1+Xt)x —1

NE

3
I
o

= t1+ )T =t ()"

n=

[e=]

elde edilir. % terimlerinin katsayilarinin esitligi

ﬁn-l—l ()\7 z+ 1) - Bn—l-l ()\7 Z) = (g) (Tl -+ 1)|)\n

ifadesini verir. Benzer sekilde,

o0 z+2 z+1
" t(L4+At) > —t(1+ M) >
S B,z +2) - B, (b o = HLEA T ZEOEAY
n=0 n: (1 + /\t)’\ - 1
— T -3 (P
n=0
esitligi

z+1

Brgr A z+2) =B (A z+1) = ( g)(n—l—l)!/\"

bagintisini verir. Dolayisiyla, £ > 1 tam sayisi igin

Bopi Nz +2) =By Az +1) = (5) (n+ 1"

Bust Mz 4k) =By M z+k—1) = (F5) (n+ 1)\

ifadelerinin taraf tarafa toplami1

k—1 k—1

Buit N2+ k) = By (N 2) =+ DAY () = (n+ 1) (2 +7[N), (2.15)
r=0 r=0

bagintisim verir. z = 0 alinirsa teorem ifadesi kanitlanmig olur. 0
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. S (a,d) Genellestirilmis Kuvvetler Toplami

Bu boliimdeki sonuglar, Howard (1996) kaynagindan derlenmistir.

k > 0ile n > 0 tam sayilar ve a ile d # 0 karmagik sayilar olmak iizere

[y

Sim(a,d) = d* +(a+ ) +(a+ 2+ +la+(n—1)d =) (a+md)"* (3.1)
0

3

3
]

tanimlansin.
Spm (1,1) = 1% 4 2F 13k 4.k = ka:Sk(n)
m=1

oldugundan Sy, (a, d), kuvvetler toplaminin bir genellemesidir.
(3.1) kullanilarak Sy, (a, d) genellestirilmis kuvvetler toplaminin iistel iireteg fonksi-
yonu

a+nd)t _ eat

o (3.2)

Z Sk,n (a7 d) m = e + e(a""d)t EL g e[a+(n—1)d]t _ €
k=0 :

seklinde bulunur. Ustel iirete¢ fonksiyonu yardimiyla asagidaki indirgeme bagintilar1 elde

edilir.

Teorem 3.1. k£ > 0 ile n > 0 icin

k
1 ;
Z (k’ + >dk+1_38j7n(a,d) _ (a+nd)k+1 _ ak;—i—l7

=0 N 7

k
S -1y ("" * 1)d’f+l—jsj,n<a, O = (DM@ tnd— ) — (a— dF

j=0 J

olur.

Kamt (3.2) bagintisindan
dt . t* )t t
(e — 1) Z Skn(a, d)y = elatnd)t _ qa
k=0

veya denk olarak

!
i=1 I

] ~tj (e%e] tk o) ' ' tj
> djﬁ > Sknla, d)7 = > lla+ndy — o]~
j=1 " k=0 ’
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elde edilir. Son esitligin her iki tarafinda yer alan -+ (s terimlerinin katsayilar esitlenirse

k+1)'

teoremdeki ilk bagint1 bulunur. Ikinci bagmti igin ¢ yerine —t yazilirsa

(—1)k Sk:,n(a> d)— = e_at + e_(a+d)t + oo+ e—[a-i—(n—l)d]t

e(d—a)t _ e(d—a—nd)t

edt — 1

elde edilir. Her iki taraf e® — 1 ile ¢arpilir ve (= terimlerinin katsayilar karsilastirilirsa

k+1)
teoremdeki ikinci ifade elde edilir. O

Teorem 3.1 ile verilen indirgeme bagintilarinin bir benzeri i¢in § = —% + ‘/731 olsun.
Bu durumda,
°=1 ve °+60+1=0
olur. {w,} dizisi
1+ (=1) (67 +657), j=0,1,2,3,4,5]ise,
weyj, J=0,£1,£2,... ise

IUj:

olarak tamimlansin. Ornegin, w_1 = ws = 2olur. j = 0,1,2,3,4,5 icin w; degerleri

asagidaki tablo ile verilebilir.

jlol1]2] 3 [4]5
w; [312]0]=1]0]2

Teorem 3.2. m =0,1,2,3,4,5ven >0, k > 0icin

k
63 (T 55 o
=0
6k+m+1
- Z (6’2;1";3) dFtm 3 =iy, l(a — d +nd) — (a — d)’]
j=1
olur.
Kamt A (¢) fonksiyonu
(a+nd)t __ et >
Aty = ——— =

k)

olsun ve Ay(t), A1(t) ve Ay(t) fonksiyonlar
t3k

N IS S
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t3k+1

At) = %[A(t) +OPA(0E) + OA0%) ngmn @ d) g

1 t3k+2
As(t) = A(t) + 0A(Ot) + 62 A0 Sakron(a, d) ——
() = 3lA0) + 040 + Z iz ) o
olarak tanimlansin. Dolayisiyla, m = 0, 1, 2 i¢in
Dy = Dy = Dy = (edt _ 1) (eedt _ 1) <692dt _ 1)
olmak iizere
N,
Ay, (t) = 22
B =3p
olsun. f karmagik sayisinin tanimindan
o0 cirg  1OFTS
Dy=D1=Dy=6)» & ——rr
a5 4 kz_o (6k + 3)!
bulunur.
Diger taraftan, m = 0, 1, 2 i¢in
An (t) = 1 [A(t) + 60° ™ A(60t) + 0™ A(6°)] Z S (a, d)ﬂ
m 3 i 3k+m,n (3k‘+m)
olur. Dolayistyla,
N,, = (e(a+nd)t _ eat) (e—dt _ obdt _ bt +1)
L3 (e(a+nd)9t _ ea,et) (e—edt R 1) (3.3)

Lgm (e(a+nd)92t _ ea92t> (6702dt ot ot g 1)

elde edilir. (3.3)’deki terimler carpilir, yeniden gruplandirilir ve genisletilebilir. Ornegin,

e(a+nd—d)t + 93fme(a+nd—d)9t + eme(a+nd—d)92t

o0

. , Lt
- Z (a+nd—dy (1+ 6> 4 0m+27) =
j=0 I
0 ) $33+m
= 3 (a4+nd—d)"" ———
g (35 +m)!

yazilabilir. (3.3)’deki diger terimler de yeniden gruplandirilir ve genisletilirse m = 0,1, 2

icin
=N, Z a+nd+d 3j+m (a+nd)3j+m+(a+nd—d)3j+m
7=0
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t3j+m

. d3j+m_ 3j+m _d3j+m s
o = 0

o0 o0

Z Z a—+ nd 3j+m a3j+m]

=0 =0

3]t3] t3j+m

(35 +m)!

elde edilir.
t3k+m 1

Dm m,n 7d—:_Nm
ZS%* e DN T3

oldugundan - terimlerinin katsayilar1 karsilagtirilirsa m = 0, 1, 2 i¢in

(3k:+ )'

b 3k+m
3Y) [+ (—1)F71 d*F398y o n(a, d
S+ (G ) Sy

= (a+nd+d)* T + (a +nd)*™ + (a + nd — d)* "

—(a + d)¥t™ — gt — (g — )™ (3.4)
k
3k+m , , ah s
3 . + d 3j+m __ _3j+m dSk—?)]
;(3j+m>[<a )+ — )

bulunur. # karmasgik sayisinin 6zellikleri ve binom teoreminden
3 Ek: <3k + m) . (a d)d3k—3j
L \3j +m )T
(d+a+nd)™ ™ 4+ 67" (d + af + ndd)™ " + 6™ (d + a6” + ndg’)™ "
— (d+a+nd)™™ 4+ 67" [~d0* ((a — d) + nd) 0]
+0™ [~d6 + ((a — d) +nd) 6"

= (d+a+nd)*

3k+m

L Z (Bk + m) (—1)F+m I @hrm=i (gm=i 4 2 +7) (q — d + nd)’

(3.5)

3k+m

. ' .
L Z (3 + m) (—1)" @+ (=1 + wy_;) (a — d + nd)’

elde edilir. (3.5) ifadesi (ve (3.5) ifadesi n = 0 icin) (3.4) esitliginde yerine yazilir ve k
indisinin ¢ift ve tek oldugu durumlar ele alinarak binom teoremi ile j = 6k + m + 2 i¢in

Wy —; = 0 oldugu kullanilirsa teoremin kaniti tamamlanur. 0
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3.2. Sk (a,d) Genellestirilmis Kuvvetler Toplami ve Bernoulli Polinomlar:

Bu boliimdeki sonuglar, Howard (1996) ile Bazsé ve Mez6 (2015) kaynaklarindan
derlenmistir.

Onerme 2.19 ile verilen

k=0
irete¢ fonksiyonu ve (3.2) ile verilen
(a+nd)t __ ,at
e e
Z Skn (Z d _ eat +e (a+d)t 4t e[a-‘r(n—l)d]t _ edt—_l
tirete¢ fonksiyonu karsilastirilirsa
d" a a
Skn(a,d) = 1 [Bk+1 <c_1 + n) — Br1 (a)] (3.6)

elde edilir. Sabitlenmis a ve d i¢in Sy ,,(a, d) genellestirilmis kuvvetler toplami (a — d + nd)

teriminin bir polinomu olarak
Spn(a,d) = Spp_i(a,d)+[a+ (n—1)d"
= vpot+vei(a—d+nd) + -+ vpppi(a —d+nd)
seklinde yazilsin. (2.11) ve (3.6) ifadelerinden asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.3. Sy ,.(a,d) genellestirilmis kuvvetler toplami (a — d + nd) teriminin bir po-
linomu olarak yazilsin ve bu polinomdaki katsayilar j = 1,2, ...,k + 1 igin vy j olsun.

Bu durumda, 1 < 7 < k — 1 icin

1 E+1

k+1\ g
ve
1 1 d* a
“b =y 0= g [P 5o (3]
Uk, k 5 Vg, k+1 d(k—l—l) Uk,0 kz+1[ k+1 k+1 d
olur.

Kamt S ,,(a,d) i¢in verilen polinom ifadesi

k-1
Sk (@, d) = Vo + vip(a — d+nd)* + v e (a — d +nd) T + Z vpj(a — d + nd)’

Jj=1
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olarak yazilsin. Diger taraftan, (2.11) geregi

d" d*

a B a _ k
priBea (g - k+1Bk+1<d>+(a d+nd)
d* a k
= —k+1Bk+1 <E>+(a—d—|—nd)
k+1
1 k+1 . .
+—Z( | )B’““-jdk_](a—dmci)ﬂ
k—l—ljzo Y
d* a &
= k+1Bk+1 <d>+(a—d+nd)
1 1
T {d’“BkH + d(a —d+nd)" + (k+1)(a —d+nd)" B,
k+1
+Z( * )Bk+1 id*1(a — d + nd)?
Pl
d* a 1 1
_ B — B = - . k _ A . k+1
k;+1[ i k“(d)]JrQ(a d+nd)"+ g gyle—d+nd
k—1
1 k+1 . .
+—Z( | )B’f+1—jdk_3(a—d+nd)ﬂ
k:+1j:1 i

bulunur. (a — d + nd)” terimlerinin katsayilar1 kargilastirilirsa

L D)

V€ Uk k = 5, Uk k+1 = d(k+1) lel<j<k-1

1 k+1 .
Uk’j:—k—f—l( j )Bk+1—jdk !

—_

elde edilir. O

Teorem 3.3’de a = d = 1 yazilirsa Teorem 2.12 ile verilen

k+1
1 E+1 :
Sen(1,1) = S = n* + [ E ( i )BkJrljn]

kuvvetler toplami formiilii elde edilir. Ayrica, £ > 1 i¢in v ; = B}, oldugundan m =

0,1,2,3,4 ve 6k +m > 1 igin

k—1

6k +m + 3 6k +m+ 3

< 5 )B6k+m:—§ ( 6j - m )Bﬁj+m+6(6k+m+3)wm 1
=1

elde edilir.

43



MATERYAL VE METOT M. MUTLUER

(3.6) ve (2.11) kullanilarak Sy, ,, (@, d) polinomu n degiskeninin bir polinomu olarak
yazilabilir. Birgok durumda Sy, ,, (a, d) polinomunun katsayilari tam say1 degildir. Ornek
olarak,

1
S1n(0,1) = §n (n—1),

1
Son (5,2) = 3n (4n® + 24n + 47)

polinomlar verilebilir. Ancak, bazi 6zel durumlarda Sy, (a, d) polinomunun katsayilar

tam say1 olur. Ornegin,
S3n(1,2) =n*(2n° —1) ve S3,(3,2) =n(n+2)(2n°+4n+3)

polinomlarinin katsayilar1 tam sayilardir. Sy, (@, d) polinomunun katsayilarinin tam sa-

yilar oldugu bazi durumlar asagidaki tabloda verilmistir.

a

W W W W W |
Ul oW ot W
IO R Ol -

Sk.n (a,d) polinomunun Kkatsayilari tam say1 oldugu genel bir kosul Bazsé ve Mezd
(Bazsé ve Mez6 2015) tarafindan verilmistir.

Bir g rasyonel sayinin paydasi ile dq € Z 6zelliginde olan en kiiciik pozitif d tam say1s1
anlasilir. Dolayisiyla, A sayist B, Bernoulli sayisinin paydasi ise von Staudt-Clausen

teoremi geregi

Ay = Hp
(

p—1)|k

p asal
olur.
r sayisi, 2 < r < k ozelliginde olan bir ¢ift tam say1 olsun ve

A, A,
OBEB (A, (1) (1) OBEB (A, (1) ("))

r r+1 r
A,

" TOBEB (A () (ﬁ)))
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tanimlansin. Ayrica,

rad (k) = Hp

plk

p asal

olmak tizere

OKEK (rad (k+ 1), f (k,2), f (k,4),..., f(k,k)), kgiftise;
OKEK (rad (k+ 1), f (k,2), f (k,4),...,f(k,k—1)), ktekise;

F (k)=
olsun. Katsayilarin tam say1 olmasi kosulunun ifadesinden once rad(k) ile ilgili asagidaki
basit gozlem yapilabilir:
Onteorem 3.4. rad(k + 1) |d ise (k + 1) |d* olur.

Kamt Aksi varsayilsin, yani rad(k + 1) |d olmasina ragmen (k + 1) { d* olsun. Bu du-
rumda, £ + 1 sayisinin p**t| (k + 1) 6zelliginde olan bir p asal carpam vardir. Bu ise

2R < phtl <k + 1 ifadesini verir ki bu bir celiskidir. O

Teorem 3.5. Sy ,(a, d) polinomunun katsayilarimn tam say olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul F (k) |d olmasidr.

Kamt (3.6), Onerme 2.20 (4) ve (2.11) geregi

Sea o) = 7 [P (52) o ()]
- kc-ltl fio(k:f)Bm () = Bras <§>]
- kﬁl,ﬁ%(k;l)% ()
- (W e

m=0 r=0

elde edilir. Sk, (a, d) polinomunun katsayilarinin ortak paydasi ) olsun. (3.7) geregi po-
linomun katsayilarinin tam say1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul @Q|d olmasidir. Bu
yiizden, () sayis1 belirlenmelidir. (3.8) geregi d ve a sayilart () sayist i¢inde bulunmaz.
Ayrica, () sayisini etkileyen sayilar k 4 1 sayist ile Bernoulli sayilarinin paydalaridir, yani
von Staudt-Clausen teoremi geregi 2 ve A, sayilaridir.

2 < r < k ve r ¢ift olsun. (3.8) geregi A, sayisinin ortak payda olan () sayisina

katkis1 f (n, ) olur. Diger bir ifade ile f (n,7) |d ise (3.8) ifadesinde B, Bernoulli sayisini
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iceren her terimin tam say1 katsayisi vardir. Dolayisiyla, her ¢ift r, 2 < r < ki¢in () =

OKEK (rad (k + 1), f (n,7)) = F (k) olur. Bu ise kanit1 tamamlar. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Sy (n) kuvvetler toplamu ile Sy, (a,d) genellestirilmis kuvvetler top-
laminin bir genislemesi olan Sy ,, (a, d|\) toplam: tanimlanacaktir. S6z konusu toplamin
sagladig1 baz1 temel 6zellikler ile boliinebilme ve katsayilarinin tam say1 olmasi durumlari

incelenecektir.

4.1. Sk, (a,d|)) Toplam

k > 0ile n > 0 tam sayilar ve A bir karmagik degigken olsun. (z|)), , (2.3) ile tanimlanan
genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonu olmak iizere

n—1

Sk (a,dX) = Y (a+md|N), (4.1)

3
]

= (a|lN),+ (a+dN), +(a+2d|N),+ -+ (a+ (n—1)d|N),

olarak tammlansin. (|0), = 2* oldugundan Si, (a,d|0) = Sk, (a,d) genellestirilmis
kuvvetler toplami olur.

Sk.n (a, d|\) toplami i¢in bir iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 4.1. S, (a, d|\) icin iistel iirete¢ fonksiyonu

— (14 At)A
(1+ )% —1

(14 )
k=0

seklindedir.

Kanit Genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonunun tanimi geregi

ix\)\kk' = ix(x—/\)(x—Q)\)~-(x—(k—l)/\)tk—’z
S5 GG (o)
= i(i)()\t) SEDHE

olur. Dolayisiyla,

E Sk (a,d|N\) —
’ k!
k=0
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= 3 (el (a4 (o (= DN
k=0
— M AT ()T
— QAT S+ [(1+At)i‘r+---+[(1+At)i‘r_l}
IR (1+)\t)A -1 _ (1+M) 1+ )k
(L4051 (1405 — 1
elde edilir. 0

Teorem 4.1 kullanilarak Sy, ,, (a, d|\) toplami i¢in asagidaki indirgeme bagintis1 kanit-

lanabilir.

Teorem 4.2. £ > 0ve n > 0 tam sayilart icin

> (70 s S 00 = (@4 0 = ()

pr AN

olur.

Kamt (z|\), =1ve

o k
(14208 =3 @)
k=0

oldugundan Teorem 4.1 geregi

[(1+)\t )5 — }ZSM a, d|\) ]:' (1+2) % — (14 a8
k=0
bulunur. Buradan,
o0 fht tk
(Z (@ G ) (ZSM a,d) k,)
o0 h+
= 2 [(a+nd|A) g — (alX)g 4] k+1)!
veya denk olarak
3 (i (“1) (dN)s . Sim (a d|/\)> S
=\ \ I AR (k+1)!
o0 1
Z (a+ndA)yy, — (alA)y,] k+ 1)

k=0
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elde edilir. terimlerinin katsayilarinin esitligi istenilen sonucu verir. U

(k+1)'

Asagidaki teorem, Sy, (a, d|\) toplaminin Stirling sayilar1 ve azalan faktoriyel fonk-

siyonu cinsinden bir gosterimini vermektedir.

Teorem 4.3. S;,,, (a, d|\) toplamu i¢in

k
St d) = 3 (k5 do) T
1=0

esitligi gecerlidir. Burada S (k,i; A, 5, r), Boliim 2.1.2 de tamimlanan genellestirilmis Stir-

ling sayisidr.

Kamt S (k,i; )\, 3, r) genellestirilmis Stirling sayist igin (2.4) ile verilen

k

(al\)y =D S (ki A, B,7) (a —7|B),

i=0
esitlifinde a yerine a + md, [ yerine d ve r yerine a yazilirsa

k
(a+md\), =8 (k,i; A d,a) (md|d),

1=0

elde edilir.

(mdld), = md(md—d)(md—2d)---(md—(i—1)d)
= dmm—-1)(m—-2)---(m—(i—1))=d (m),

)

oldugundan
k

(a+md\), = d'S (k,i;\,d,a) (m),
i=0
bulunur. Dolayisiyla,

m=0 =0
n—1

_ d'S (k,i; A, d,a) Yy (m),

n—1 n—1 k

Sk (a,dN) = Y (a+mdN), = d'S(k,i; A d,a) (m),
m=0
k

=0 m=0
elde edilir. Simdi,
n—1
D (m); =~ + i 4.2)
m=0
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esitligi ele alinsin (Graham vd. 1994, s. 50).7 = O ise k£ > 0 oldugundan S (k,0; A\, d, a) =
Oolur.z =k =01ise

n—1
Sk (a,d[X) = (a+md|\),
m=0

olur ki bu esitlik asikar olarak dogrudur. Sonug olarak, (4.2) esitliginde 0, ¢ terimi kaldi-

rilabilir ve dolayisiyla istenilen elde edilir. U

Sk.n (a,d|)\) toplamu ile dejenere Bernoulli polinomlar: arasinda agagidaki iliski sz

konusudur.
Teorem 4.4. S, (a, d|\) toplami dejenere Bernoulli polinomlar: cinsinden
d* a a
St (a,dldN) = 257 (B (A 5 +7) = Braa (0 )]
seklinde yazilabilir.

Kanit Dejenere Bernoulli polinomlari i¢in (2.15) ile verilen

Bri1 (N z+n) = B (N 2)
n+1

—_

n—

(z +mlN), =

3
Il

esitliginde z = 9 yazilirsa

< 1( +m‘)\> _ B (NG +n) = Bra (A §)

— n+1
elde edilir.
a a+md
(3+m|A)k B ( d M)k
a+md a + md a + md
= A —(k—=1)\
(=) (57 ) (R - e 0)
1
= %(a+md)(a+md—d)\)~~(a+md—(k;—l)dA)
1
= d—(a+md\d)\)
oldugundan
n—1
S (a,d|d)) = Z (a +md|d)),
=0
dk a
= a1 e (Vg ) =8 (0 7))
bulunur. O
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Sonug 4.5. Sy, (a,d|\) toplamu igin

ka—li 1 g (k ;L 1) JO (3“) Br () <§|)\>j—7" 1

Sk (a,d|dN) =

r=

esitligi gecerlidir.

Kamit Dejenere Bernoulli polinomlari icin Onerme 2.25 ile verilen

k
Brr+y) =3 (?)53' (A 2) (Y| M)

j=0

esitligi geregi

B (A5 4n) = B (0 5)

esitliginden

oldugundan

a

Brs1 <)\7 p + ”) = Bri ()\, g)

-2 () ()n 0 (GR), e

k
j=0 r=0

bulunur. Teorem 4.4 geregi istenilen elde edilir. U

4.2. Sy, (a,d|)) Toplamimin Baz1 Aritmetik Ozellikleri

Bu boliimde, a ve d tam sayilar olmak tizere Sy, (@, d|\) toplaminin sagladig: bazi arit-

metik Ozellikler ifade edilecektir.
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Teorem 4.6. \ bir pozitif tam sayi, p bir tek asal sayt ve OBEB(n, p) = 1 ise

Spp(a,dX) = 0 (mod p), 4.3)
Sppt1(a, dIA) = (alA), (mod p), (4.4)
Spn (a;p[A) = n(alA), (mod p) (4.5)

kongriianslari gecerlidir.

Kanit Teorem 4.3 ile verilen

k
St dY) = 32 b5 )
1=0

esitliginde p bir tek asal say1 olmak iizere k = p olsun. Bu durumda,

p

Spa (a,d|X) = > d'S(p,i;\,d,a)

=0

(”)iﬂ
1+ 1

—1
= nS (puoa /\7d7 (l) o dS (p7 1; /\7d7 CL) %
(n) 41
+dPS (p, p; A\, d, P
(p:p3 A, d, a) P
n
+d"1S (p,p — 1,0, d, a) ),
b
— (n)
dz’ . d i+1
+ZZ2 S(p7 Z’ ) 7a> Z+ 1

elde edilir. A bir pozitif tam say1 ve p bir tek asal say1 oldugundan Teorem 2.10 geregi sag

taraftaki toplamda yer alan her bir toplanan (mod p) sifir olur. S (p,p; A\, d,a) = 1 ve

Onteorem 2.6 geregi S (p, 0; \, d, a) = (a|)\)p ve S (p,p—1;\,d,a) = pa+(d — \) @

oldugundan

n(n—1) +dpn(n—1)---(n—p)
p+1

+d"tan(n—1)---(n—p+1) (4.6)

nn—1)---(n—p+1)
2

Sp,n(aadp\) - n(a!)\)p—i—dS(p,l,)\,d,a)

+dH(d =N (p—1) (mod p)

bulunur. Burada, Teorem 2.10’in kanitindan goriilebilecegi gibi A, d ve a tam sayilar ol-
dugundan S (p, 1; A, d, a) genellestirilmis Stirling sayis1 bir tam sayidur.

Simdi, (4.6) ifadesinde n = p alinirsa S, ,, (a, d|\) = 0 (mod p), yani (4.3) kongrii-
ansi elde edilir. Daha sonra (4.6) ifadesinde n = p + 1 alrsa Sy, 11 (a, d|A) = (a|A),
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(mod p), yani (4.4) kongriiansi elde edilir. Son olarak, (4.6) ifadesinde d = p alinirsa
OBEB(n,p) = 1 olmak iizere (p + 1) Sy, (a,p|A) = n(a|A), (mod p), yani (4.5) kon-
giiranst elde edilir. O

Teorem 4.7. \ bir pozitif tam sayt ise A (k + 1) Sk, (a, d|d\) bir tam sayidir.

Kamt S, (a,d|d)) toplami icin Sonug 4.5 ile verilen

e (o, dia) = 0 Z (S ()0 (39, e

r=0

esitliginin sag tarafindaki 3, (\) dejenere Bernoulli sayis1 yerine (2.13) ile verilen ve po-

zitif tam say1 olan \ i¢in gegerli olan

Bi+1 ()\) B B’i+l
AT 7
BN =3 Z (r,9) i1

ifadesi yazilirsa

4 im 06,

veya denk olarak

Ak +1) S (a, djdr) = d’ﬂi(“l) (2N r, jo (ﬁ) djl_r (aldN), .

X
—~
—_
N
3
|
.
—~
S~—
>
3
<

eqe . .. v Bi ()\) 7
elde edilir. A bir pozitif tam say1 oldugundan (a|d));_, ve % (Rademacher

1973, s. 6) tam sayilardir. Bu ise sol tarafin bir tam say1 oldugunu ifade eder. U
Teorem 4.8. \ = %, OBEB(u, v) = 1ise uv**! (k + 1) Sk, (a, d|d\) toplamumn bir tam

sayt olmast i¢cin gerekli ve yeterli kosul 1 < s < k olmak iizere OKEK(v*, (s + 1)!) |d

olmasidrr.
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Kamt S, (a,d|d)) toplami icin Sonug 4.5 ile verilen

k J

St (a,d|dN) = ka_li .S <k + 1) 2; (i)gr A (G0) e

7=0 J r=

esitliginin sag tarafindaki /3, (\) dejenere Bernoulli sayis1 yerine Teorem 2.23 ile verilen

=3 (T e (),

s=0 t=0

ifadesi yazilirsa
Sen (a,d|d)\) = a* f:k+1 5:j (ﬁg (n|\)
o A k1= G )\ \d e
1 AA-1\¢ (s
—1)° A
() S () e,

elde edilir. OBEB(u, v) = 1 olmak iizere A = ¥ olsun. Bu durumda,

u LS S ) S| 1
Sk.n (a,d|d;> S Z < p > > <r> FRYE (av]du);_, Py (nlu)y
par: (dv)

r=0

veya denk olarak

k J .
u E+1 7\ 1
W™ (k +1) Sy (a, d|d;> — J* E : ( . ) < )F (avldu);_, (nvlu), ,_;

7=0 J r=0 r

. > s 1 1
X E —1)*" t

s <U’|U)s+1 prs ( ) (t) ( |u)7“ (S + 1)] v

bulunur. Dolayistyla, uv*** (k + 1) Sk, (a, d|d\) toplaminin bir tam say1 olmast igin ge-

rekli ve yeterli kogul 1 < s < k olmak iizere OKEK(v*, (s 4+ 1)!) |d olmasidur. O
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda,

Sp(n)=1F 4 2F ... 4 pF

kuvvetler toplamu ile bir aritmetik dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami olan
Spm (a,d) =¥ + (a+d) + (a+2d)" + -+ (a+ (n—1)d)"
toplaminin, (x|\),, genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonu ile tanimlanan
Sk (a,dIX) = (alN), + (a+d|N), + (a+2d|N), + -+ (a+ (n—1)d|N),

toplamu ile genellestirmeleri ele alinmustir. Sy ,, (a, d|\) toplaminin

— (14 At)>
(1+M)% — 1

(14 A
k=0

uistel iirete¢ fonksiyonu,

> (70 @iy S5 0 13) = G+ )y = (ol

Jj=0

seklinde bir indirgeme bagintisi,

S (a,d|\) = Zdl (k,i; A\, d, a)

ile verilen genellestirilmis Stirling sayilar: cinsinden ifadesi,

S (1) = 20 [ (0.8 +0) = B (1. 9)]

ile verilen dejenere Bernoulli polinomlari cinsinden gosterimi ve

Se (o, dia) = 0 Z; (k : 1) Zj; (7{) 5,00 (510) @l

r—=

ile verilen dejenere Bernoulli sayilar1 ve genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonu cin-
sinden ifadesi verilmigstir. Ayrica, a ile d tam say1, A bir pozitif tam say1, p bir tek asal say1

ve OBEB(n, p) = 1 olmak iizere

Spp(a,dX) = 0 (mod p),
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Sppt (@, d[A)

(alA), (mod p),
Spn (a;p[A) = n(alA), (mod p)

kongriianslar1 elde edilmistir. Son olarak, a ile d tam sayi, A bir pozitif tam say1 ise
A (k+1) Sk (a,d|d)) ifadesinin bir tam say1 oldugu ve A = %, OBEB(u,v) = 1 ise
uv*t (k + 1) Sk (a, d|d)) toplaminin bir tam say1 olmast igin gerekli ve yeterli kosulun

1 < s < k olmak iizere OKEK(v?, (s + 1)!) |d olmas1 sonuglar1 elde edilmistir.
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