T.C.
SAKARYA UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KUVVETLI k- UZAYLARIN ANTi-UZAYLARI
VE iLGiLi DONUSUMLER

YUKSEK LiSANS TEZi
Aysenur TURKOGLU
Enstitii Anabilim Dali :  MATEMATIK
Enstitii Bilim Dah :  TOPOLOJI
Tez Danismani > Dog¢. Dr. Soley ERSOY

Mayis 2017



T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KUVVETLI ~~UZAYLARIN ANTi-UZAYLARI
VE iLGILi DONUSUMLER

YUKSEK LiSANS TEZi

Aysenur TURKOGLU

Enstitii Anabilim Dah : MATEMATIK

Enstitii Bilim Dal : TOPOLOJI

Bu tez 05/05/2017 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oybirligi ile kabul

edilmistir.
.Dr. SbleypE/ S(TY“%
Uye /

Dog: Dr. Ismet AL TAS Dog. Dr. Emrah Evren KARA
Baskan Uye




BEYAN

Tez i¢indeki tiim verilerin akademik kurallar ¢ergevesinde tarafimdan elde edildigini,
gﬁrsel. ve yazili tim bilgi ve sonuglarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde

sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, baskalarinin

eserlerinden yararlanilmast durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu iiniversite veya baska bir iiniversitede

herhangi bir tez ¢alismasinda kullanilmadigini beyan ederim.

Aysenur TURKOGLU




TESEKKUR

Yiiksek lisans danigsmanlhiimi {stlenip, bilgi ve tecriibesiyle destek veren,
calismamin her safhasinda yardimini esirgemeyen sayin hocam Dog. Dr. Soley

ERSOY a siikran ve saygilarimi sunarim.

Destegini her zaman yanimda hissettiim degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.



ICINDEKILER

TESEKKUR ...t
ICINDEKILER ...ttt en s s s s

SIMGELER

BOLUM 2.

VE KISALTMALAR LISTEST ..o

ON -TOPOLOJIK UZAYLARDA TEMEL KAVRAMLAR.....................

BOLUM 3.

k— UZAYLAR VE ANTI-UZAYLARL.........cocoiiiiiiiiiiiiiiiie e

BOLUM 4.
KUVVETLI

BOLUM 5.

k—UZAYLAR VE ANTI-UZAYLARIL............ccoooeiein.

SONUCLAR VE ONERILER.........cococeveiuiiiiiieiiisicieiseeie s ssssessssssesssenns

KAYNAKLAR. ..t

OZGECMIS

Vi

16

33

44

45
48



SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

GTS
int(A)
int, (A)
int. A
px

pr

. A alt uzayinin anti-uzay1

: X topolojik uzaymin X~ anti uzayinn alt uzay1
: A kiimesinin X topolojik uzayindaki kapanist

: A kiimesinin X~ anti uzayindaki kapanist

: A kiimesinin 6n-kapanisi

. A kiimesinin tiirev kiimesi

: A kiimesinin 0On tiirev kiimesi

: A kiimesinin kuvvet kiimesi

: Genellestirilmis topoloji

: Genellestirilmis topolojik uzay

: A kiimesinin X topolojik uzayindaki i¢i
: A kiimesinin 6n-igi

: A kiimesinin X" anti uzayindaki i¢i

: On kapal1 kiimelerin ailesi

: On acik kiimelerin ailesi



pKC

:On KC uzay1
: Reel sayilar kiimesi
: Rasyonel sayilar kiimesi

: Topolojik uzay:

: X topolojik uzaymin anti uzay1

: A kiimesinin X topolojik uzayindaki sinirt

. A kiimesinin X" anti uzayindaki sinir1



OZET

Anahtar kelimeler: Kuvvetli k-uzay, pKC uzayi, kuvvetli kompakt doniisiim,

kuvvetli has doniisiim, On-Kararsiz doniisiim, On-kapali doniisim, kuvvetli
miikemmel doniistim.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim tez konusuna iligkin ayrintili
literatiir bilgisi icermistir. Ikinci boliimde 6n-agik (6n-kapalr) kiime, supratopolojik
uzay, bir kiimenin On-i¢i, On-kapanisi, On-limit noktasi, on-komsulugu ve on-
kararsiz, on-siirekli, on-kararli, kuvvetli on-siirekli fonksiyonlar, kuvvetli kompakt
kiime ve kuvvetli kompakt uzay tamimlar1 verilmistir. Uglincii boliimde k -uzay ve
anti-uzay kavramlar1 tanmitilmis, anti-uzaylarla ilgili teoremler ifade ve ispat
edilmistir. Akabinde bu teoremlerle ilgili sonuclar verilmistir. Daha sonra bir uzayin
k -uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar belirtilmistir. Ayrica KC uzayi
tanimi yapilmistir. X ile Y topolojik uzaylar ve X* ile Y* sirasiyla onlarin anti
uzaylari olmak tizere f:X —Y fonksiyonuna karsilik gelen f*: X" —>Y"®

fonksiyonu tanitilmistir. Bunlara ek olarak bu doniisiimler arasindaki iligkiler
irdelenmistir.

Doérdiincii bolim bu ¢alismanin orijinal kismini1 olusturmaktadir. Bu boliimiin giris
kisminda 6n-agik kiimelerin ailesi olan supratopoloji ile birlikte verilen uzaymn anti
uzayi tanitilmigtir. pKC uzayinin tanimi yapilmig ve kuvvetli k -uzay olan pKC
uzaylarinda kuvvetli kompakt kiimeler ile on-kapali kiimelerin birbirlerine nasil
karsihik geldikleri belirlenmistir. On-agik kiimelerin ailesi olan supratopoloji ile
verilen uzaylar arasindaki dontisiimler tanimlanmistir. pKC uzaylart ve kuvvetli k -

uzaylar arasindaki doniisiimler ile bu uzaylarin anti uzaylar arasinda karsilik gelen
dontistimler arastirilarak ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Bu doniisiimler
arasindaki iligkiler irdelenerek elde edilen sonuglar bir tablo yardimiyla
Ozetlenmistir.

Besinci boliimde tiim ¢alismanin kisa bir 6zeti yapilmis ve bundan sonra yapilacak
yeni aragtirmalara yonelik oneride bulunulmustur.



ANTI-SPACES OF STRONGLY k -SPACES
AND RELATED MAPS

SUMMARY

Keywords: Strongly k —space, pKC space, strongly compact map, strongly proper
map, pre-irresolute map, pre-closed map, strongly perfect map.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to detailed literature
knowledge related to subject of the thesis. In the second chapter, the definitions of
pre-open (pre-closed) set, supratopological space, pre-interior, pre-clousure, pre-
accumulation point, pre-neighborhood of a set and pre-irresolute, pre-continuous,
pre-resolute, strongly pre-continuous functions, strongly compact set and strongly
compact space are introduced. In the third chapter, the concepts of k -space and anti-
space are introduced and the theorems about anti-spaces are stated and proved.
Subsequently the results of these theorems are given. Later, the necessary and
sufficient conditions for a space to be a k -space are explained. Also, the definition of

KC space is given. The function f*: X" —Y", which is corresponding to the
function f:X —Y, is introduced where X and Y are topological spaces and X~*

and Y"* are, respectively, anti-spaces of them. Moreover, the relationships between
these maps are discussed.

The fourth chapter is the original part of this study. At the beginning of this chapter
the anti-space of a space given with a supratopology constituted by pre-open sets is
introduced. The definition of pKC space is given and the relationships between the

strongly compact sets and pre-closed sets in pKC spaces which are strongly k -
spaces are examined. The functions between the spaces given with supratopologies
constituted by pre-open sets are defined. By studying the functions between pKC
spaces which are strongly k -spaces and the corresponding functions between the
anti-spaces of them the related theorems are expressed and proved. By investigating
the relations between these functions the obtained results are summarized by the aid
of a table.

In the fifth chapter of this thesis, a brief summary of this study is given and some
suggestions are proposed for new investigations.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

Anti-uzay kavraminin literatiire girisi J. de Groot’un [1] c¢alismasi ile 1967°de
gerceklesmistir. J. de Groot bu c¢alismasinda metriklenebilir ve yerel kompakt
Hausdorff uzaylari igeren bir T topolojik uzaymin tiim kompakt kiimeleri ile kapali
kiimelerini degistirerek T uzaymin anti-uzaymi tanimlamis ve T" ile gostermistir.
Aslinda bu ¢alismanin temelleri 1966 yilinda Groot, Strecker ve Wattle tarafindan
yapilan [2]’de atilmistir. Bu makalede X bir kiime ve X uzayinin alt kiimelerinin
bir ailesi F olmak iizere & ile gosterilen bir operatér, F ailesini F ’nin

elemanlarinin keyfi kesisimlerinin ve sonlu birlesimlerinin ailesi olan £(F) ailesine

gotiirecek sekilde tanimlamistir. & ve X kiimelerini igermek zorunda olmayan bu

&(F) ailesi X kiimesi tizerinde minus topoloji olarak adlandirilmigtir. Ayrica p
kompaktlik operatorii olarak adlandirilan operator F ailesini (X,e‘(F)) uzayinda

p(F) kompakt kiimeler ailesine karsilik getirecek sekilde tanimlamistir. Bu iki
operatoriin 6zellikleri incelemis ve bileskeleri arastirmistir. Daha sonra kompaktlik
operatorii kullanilarak pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. 1968’de Wattle, [3] makalesinde
kompaktlik operatoriinii kullanarak kuvvetlendirilmis Alexander alt taban teoremini
ispatlamig, ayrica C—uzayi, C’—uzayi, minus-uzay ve anti-uzay kavramlari
tizerinde c¢alismistir. Daha sonra anti-altuzaylarin karakterizasyonlarini veren

gosterimlerle ilgilenmigtir.

1973’de Liden [4] doktora tezinde bir X topolojik uzayinin, tiim kompakt kiimeleri
ile birlikte X kiimesinin kendisini de kapali kiime alarak X iizerindeki orijinal
topolojiden daha kaba bir topoloji olusturmak suretiyle X uzaymnin anti-uzayini
tanimlamistir. Buradan yola ¢ikarak 1975 yilinda Liden [5] makalesinde X ve Y

topolojik uzaylarinin anti-uzaylarimi X" ve Y ile gostererek (siirekli olmak zorunda

olmayan) f:X —Y orten fonksiyonuna karsilik gelen f*: X" —>Y" orten



fonksiyonunun ozelliklerini incelemistir. Ayrica Kk —uzaylarin anti uzaylarini
incelemis ve bu uzaylar arasinda ki doniistimleri tanimlayarak pek ¢ok yeni sonug

elde etmistir.

k —uzay kavraminin tanimlanmasini ise ilk kez 1939°da [6]’da Whitehead tarafindan
gerceklestirilmistir. Daha sonra Arens [7]’de kompakt kiimelerin bir ailesi tarafindan
tiretilen topolojiyi K —topoloji olarak adlandirmistir. Spanier [8]’de kompakt
tiretilmis Hausdorff uzayim k —uzay olarak isimlendirmistir. Gale basta olmak {izere
birgok bilim adami c¢alismalarinda ele aldiklar1 biitiin K —uzaylar1 Hausdorff uzay
olarak kabul etmistir [9]. Bununla birlikte ayirma aksiyomlarin1 kullanmayan ¢ok

sayida aksi 6rnekler de mevcuttur.

Bagley ve Yang [10], Bagley ve Weddington [11], Brown [12], Mrowka [13], Poppe
[14] ve Weston [15] ¢alismalari K —uzaylarin ozelliklerini arastiran Onemli
calismalardir. 1967’ye kadar bulunmus olan K —uzaylara iliskin sonuglarin pek ¢ogu

Noble tarafindan [16]’da genisletilmistir.

Diger taraftan 1963 yilinda Levine [17], yart agik kiimeleri tanimlamistir. Levine
tarafindan ortaya koyulan bu yar1 agik kiime kavrami sonraki yillarda birgok bilim
insanmnin ~ yart agtk  benzeri kiimeleri tanimlayip topolojik  kavramlar

genellestirmesine yardimci olmustur.

Bu agik benzeri kiimelerin en 6nemli 6rneklerinden biri 6n-agik kiimelerdir. Bir
(X,7) topolojik uzaymm A alt kiimesi igin Agint(CI(A)) sartmin saglanmasi
durumunda A kiimesine “6n-a¢ik” kiime denilmektedir. “On-a¢ik” kiime kavramu ilk

olarak [18]’de Mashhour, Abd El-Monsef ve El-Deeb tarafindan kullanilmigtir. Eger

bir K kiimesinin tiimleyeni On-agik kiime ise veya bu tanima denk olarak
Cl(int(K)) — K ise K kiimesine 6n-kapali kiime denilmektedir. On-acik kiimelerin
keyfi birlesimleri on-acik kiime olmasina ragmen genellikle sonlu sayida 6n-agik
kiimenin arakesitinin 6n-agik olmasi gerekmez. Bir X kiimesi ve o < P(X) ailesi

verildiginde eger o ailesi X ve & ’yi igeriyor ve keyfi birlesimleri altinda



kapaliysa o, X iizerinde supratopoloji olarak adlandirilmistir [19]. Dolayisiyla

(X,7) bir topolojik uzayinda 7 tarafindan iiretilen on-agik kiimelerin ailesi olan
pr(X) :{Ag X:Ac int(cI(A))} bir supratopolojidir. Bunun yani sira iki én-agik

kiimenin arakesitinin On-agik olabilmesi i¢in bazi gerekli kosullar da Andrijevié¢
tarafindan [20]’de verilmistir. Andrijevi¢ bir baska calismasinda da on-topolojinin
kapanis operatoriiniin 6zellikleri ile ilgilenmistir [21]. Mashhour, Abd EI-Monsef ve
El-Deeb, [18] ¢alismasinda birkag soru ortaya koymustur. Bu sorulardan ilki her 6n-
acik kiime hangi gerekli ve yeterli kosullar altinda acik kiimedir? ikincisi, kendi
icinde yogun her kiime hangi kosullar altinda &n-aciktir? Uciinciisii ise herhangi iki
on-acik kiimenin arakesiti hangi kosullar altinda 6n-aciktir? Dordiinciisti de dn-agik
kiimeler tarafindan olusturulan topoloji hangi kosullar altinda ayrik topolojidir?
Reilly ve Vamanamurthy [22]’de her 6n-ag¢ik kiimenin agik kiime olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun her yogun kiimenin agik kiime olmasidir, seklinde ilk soruyu
cevaplamistir. Buna ek olarak her alt kiimesi ya agik ya da kapali olan kap1 uzaylar
i¢in kismi bir ¢6ziim ortaya koymustur. Bir uzayda her alt kiimenin 6n-agik olmasi
icin gerek ve yeter sartin her 6n-acik kiimenin kapali olmasi oldugunu gostermistir.
Daha sonra [22]’de iki ayrik yogun kiimeye ayrilabilen herhangi bir uzayin 6n-agik
kiimeleri ile olusturulan topolojinin ayrik topoloji oldugu gosterilerek doérdiincii soru

kismen ¢oziilmiistiir.

On-agik kiime kavramu ilk olarak verilisinden bu zamana kadar literatiirde genis bir
sekilde ele alinmasinin yani sira [23]’te On-acik kiime kavrami kullanilarak bir
kiimenin 6n-limit noktasi, 6n-tiirev kiimesi, 6n-i¢i, 6n-kapanisi, 6n-i¢ noktalari, 6n-

sinir1 ve Oon-dis1 kavramlari tanimlanarak onlarin topolojik 6zellikleri arastirilmigtir.

Goriintli uzayindaki her agik kiimenin ters goriintiisiinii tanim uzayinda 6n-ag¢ik kiime
yapan bir fonksiyon 6n-stirekli olarak adlandirilmistir. Bu on-siireklilik kavrami Ptak
[24] tarafindan “neredeyse siireklilik” olarak literatiire kazandirilmistir. Neredeyse
stireklilik veya On-siireklilik ayni zamanda hemen hemen siireklilik olarak da
bilinmektedir. Oklidyen uzaylardaki reel degerli fonksiyonlar igin &n-siireklilik
1922°de Blumberg tarafindan c¢alisilmistir [25]. On-siireklilik doniisiimii tanimidan

farkli olarak on-kararsiz doniisiimii [19]’da tanimlanmustir. Goriintii uzayindaki her



on-acik kiimenin ters goriintiisii tanim uzayinda 6n-agik bir kiime yapan doniisiim

on-kararsiz fonksiyon olarak adlandirilmistir.

Kar ve Bhattacharyya 6n-acik kiimeleri géz Oniine alarak zayif ayirma aksiyomlarini

tanitmis ve her uzaym bir pT, —uzay1 oldugunu Maki, Umehara ve Noiri’nin

ispatladiklarini ifade etmistir [26].

Kuvvetli k -uzay tanimi ilk olarak [27]’de yapilmis ve bu uzayda verilen yeni

tanimlara dayandirilarak ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Bu tezde topolojik uzaylarda on-acik kiimelerin ailesi olan supratopolojiye gore
kuvvetli Kk -uzayin anti-uzayr tanimlanarak kuvvetli K -uzaylar ve anti uzaylari
arasindaki dontisimlerin korudugu o6zellikler arastirilmus, ilgili teoremler ifade ve

ispat edilmistir.



BOLUM 2. ON-TOPOLOJIK UZAYDA TEMEL KAVRAMLAR

Tammm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve 7 ailesi de P(X) kuvvet kiimesinin

herhangi bir alt ailesi olsun.
T1) X ve & kiimeleri 7 ailesine aittir.

T2) 7 ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki elemanlarin birlesimi yine 7

ailesine aittir.
T3) 7 ailesine ait sonlu elemanlarin kesisimi yine 7 ailesine aittir.

ozellikleri saglaniyorsa 7’ya X izerinde bir topolojik yapi veya kisaca topoloji
denir. Eger 7 ailesi X {izerinde bir topoloji ise (X,z‘) siral1 ikilisine topolojik uzay

ve 7 ailesinin her bir elemanma X kiimesinde bir agik kiime denir [28].

Tanim 2.2. (X,T) topolojik uzay: ve bir X, € X noktasi verilsin. X, noktasini iceren
her Ac X agik alt kiimesine x, noktasmin bir agik komsulugu ve X, noktasinin bir

acik komsulugunu kapsayan her V < X alt kiimesine x, noktasinin bir komsulugu

denir ve x, noktasinin komsuluklar ailesi V(XO) ile gosterilir [28].

Tanim 2.3. (X,T) topolojik uzayl, Ac X alt kiimesi ve bir x, € A noktasi verilsin.
Eger A kiimesi X, noktasinin bir komsulugu ise x, noktasina, A kiimesinin bir i¢
noktast denir. A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye A kiimesinin

ici denir ve int(A) ile gosterilir [28].



Tanim 2.4. (X,T) topolojik uzayl, Ac X alt kiimesi ve bir x, € A noktasi verilsin.
X, noktasmnin her komsulugunda, A kiimesinin en az bir elemani varsa, X,
noktasina A kiimesinin bir kapanis noktasi (degme noktasi) denir ve A kiimesinin

biitiin kapanis noktalarinin kiimesi cl (A) ile gosterilir [28].

Tamm 2.5. (X,r) topolojik uzay ve S < X olsun. Eger Sgint(cI(S)) ise S

kiimesine on-agiktir denir [29]. X uzayindaki tiim 6n-agik kiimelerin ailesini pz ile

gosterilir.

Ornek 2.6. R iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisi ve bostan farkli bir S < R

kiimesi verilsin. Eger S kiimesi sonlu ise S On-agik kiime degildir ¢iinkii

S int(cl(S))=int(S)=2

olur. Diger taraftan S kiimesi sonsuz ise S On-agik kiimedir ¢linkii

Scint(cl(S))=int(R)=R

saglanir.

Ornek 2.7. Bir (X,r) topolojik uzaymin her agik alt kiimesi 6n-agiktir. Ancak her
On-agik kiime agik kiime olmayabilir. Gergekten X :{a,b,c} kiimesi tizerinde
r={@, X, {a,b}} topolojisi verilsin. {a}cint(cl({a}))z X oldugundan {a}

kiimesi 6n-acik bir kiimedir, fakat acik bir kiime degildir.

Teorem 2.8. (X, 7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A on-agik bir kiime ve

(Cl(int(A)) — A) kapali kiime ise 0 zaman A kiimesi agiktir [19].



Ispat. Kabul edelim ki xeA olsun. O zaman xeg(cl(int(A))—A)=W olur.
Dolayisiyla N, =X-W, X mnoktasimn bir ag¢ik komsulugudur. Bu ise

N, ncl(int(A)) < A oldugunu ifade eder. Dolayisiyla A kiimesi agik kiimedir.

Teorem 2.9. (X , z') topolojik uzayi i¢in asagidakiler denktir:

I. X uzaymin her alt kiimesi 6n-agiktir.
ii. X uzayindaki her tek nokta kiimesi 6n-agiktir.
Iii. X uzaymnin her kapali alt kiimesi 6n-agiktir [30].

Tanmm 2.10. Asagidaki tanimlar birbirine denktir:

i.  On-acik bir kiimenin tiimleyenine 6n-kapalidir denir.

ii. F < X olsun. Eger int(cI(F)) c F ise F kiimesine 6n-kapalidir denir [18].

Ornek 2.11. (X,T) topolojik uzaymin her yogun alt kiimesi On-agiktir. S < X

kiimesi yogun bir alt kiime olsun. Oyleyse
cl(S)=X =int(cl(S))=int(X)=>int(cl(S)) =X
oldugundan S gint(CI(S)) olur yani S on-agik kiimedir.

Lemma 2.12. Herhangi sayida 6n-a¢ik kiimenin bilesimi 6n-agiktir [18].

Ispat: Her kel icin S, kiimeleri on-agik olsun. Tanmim 2.5°e gore her kel igin

S, cint(cl(S,)) dir. O halde

s, c wint(el(s,)) cint(el(S,))= int(cl(k\j sk))

kel

bulunur. Boylece Y S, On-aciktir.



Teorem 2.13. Eger sonlu kesisimleri altinda kapanis korunursa iki 6n-a¢ik kiimenin

kesisimi de on-agik kiimedir.

Ispat. S, ve S, iki On-agik kiime olsun. Bu durumda Slcint(CI(Sl)) ve

s, cint(cl(S,)) olur. Bdylece
S, NS, cint(cl(S,))nint(cl(S,))=int(cl(S,) Ncl(S,))

saglanir. Diger taraftan sonlu kesisimleri altinda kapanis korundugundan yani

cl(S,)ncl(S,)=cl(S,NS,) oldugundan
S, NS, cint(cl(S,NS,))
olur. Boylece S, nS, kiimesi de 6n-agiktir.

Ancak herhangi iki 6n-agik kiimenin arakesitinin genelde bir 6n-agik kiime olmasi

gerekmedigini asagidaki 6rnekle gosterelim
Ornek 2.14. X ={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki topoloji

r={@,X,{a},{c.d}.{a,c,d}}
ve

pr:ru{{c},{d},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,e},
{a,d,e},{a,b,c,d} {ab,ce},{abde} {acde}



olsun. Burada {a,b,c,e}m{a,b,d,e}:{a,b,e}ezpr olup iki oOn-acik kiimenin

arakesitinin daima on-acik olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla 6n-agik kiimelerin ailesi X

tizerinde her zaman bir topoloji olusturmaz.

X kiimesini igeren ve keyfi birlesimleri altinda kapali olan fakat keyfi kesisimleri
altinda kapali olmak zorunda olmayan bir X kiimesinin alt kiimelerinin ailesi

asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tamm 2.15. Bir X kiimesi ve o < P(X) ailesi verilsin. Eger o ailesi & ve X

kiimesini igeriyor ve keyfi birlesimleri altinda kapali olursa o, X iizerinde
supratopoloji olarak adlandirilir. o supratopolojinin elemanlarina supra-agik kiime
denir [19].

O halde (X,7) bir topolojik uzayinda 7 tarafindan tiretilen on-agik kiimelerin ailesi
olan pr(X)= {A c X:Ac int(cl (A))} bir supratopolojidir ve én-agik kiimeler birer

supra-ag¢ik kiimedir [19].
Teorem 2.16. Kabul edelim ki (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

i X uzaymin tim On-agik alt kimelerinin ailesi pr, X iizerinde
supratopolojidir.

ii. Her ABepr icin cl(A)ncl(B)=cl(AnB) olursa o zaman pr, X
tizerinde bir topolojidir.

iii. X tzerindeki tiim 6n-agik kiimelerin ailesi ile iiretilen bir topoloji 7~ ise

rc prcr olur [19].

Supratopoloji taniminin bir benzeri genellestirilmis topoloji olarak asagidaki sekilde

verilmis ve literatiirde yogun bir sekilde ¢alisilmstir.
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Tanmm 2.17. X bostan farkl bir kiime ve g C P( X) olmak lizere
i. Oeg,

ii. g ailesinin herhangi sayida elemaninin birlesimi ¢ ailesine aittir,
sartlarin1 saglayan ¢ ailesine X iizerinde bir genellestirilmis topoloji ve (X,g)
ikilisine genellestirilmis topolojik uzay denir. Ayrica, X €g ise ¢ kuvvetli

genellestirilmis topoloji olarak adlandirilir [31].

Dolayisiyla pz ailesi bir kuvvetli genellestirilmis topoloji ve (X, pr) bir kuvvetli

genellestirilmis topolojik uzaydir.

Tanmim 2.18. (X,T) topolojik uzayinda bir x e X noktasi ve U < X i¢in XeScU

olacak sekilde S € pr varsa U kiimesine X € X noktasmin bir én-komsulugu denir

[19].

Tamm 2.19. A bir (X,z‘) topolojik uzayinin bir alt kiimesi ve X € X olsun. Eger X

noktasinmi iceren her S On-acik kiimesi ic¢in Sﬁ(A\{X})i@ ise X noktasma A

kiimesinin bir 6n-y1g1lma noktas1 denir [23].

Tamm 2.20. (X,T) topolojik uzayinda bir A kiimesinin biitiin 6n-yigilma
noktalarinin kiimesine A kiimesinin 6n-tiirev kiimesi denir ve D, (A) ile gosterilir.

(X,7) topolojik uzayinda A kiimesinin tiirev kiimesi D(A) ile gosterilir [23].

Tamm 2.21. (X,z‘) topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin kapsadig: biitiin
on-aciklarin bilesimine yani A kiimesinin kapsadigi en biiyiik 6n-agik kiimeye A

kiimesinin 6n-igi denir ve int _ (A) ile gosterilir [31].
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Tamm 2.22. (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesini kapsayan biitiin

on-kapalilarin kesisimi olan en kiigiik 6n-kapali kiimeye A kiimesinin 6n-kapanisi

denir ve cl (A) ile gosterilir [31].

Ornek 2.23. X ={ab,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji 7={&)X,{a,c}} ve on-

topoloji prz{@,x,{a,c},{b,c},{a, b,c}} olsun. O halde

i.  A={c} ise D(A)={a,b,d} ve D, (A)={a,h,d} kiimesi olur.
i. B={aj ve C={b} ise D,(B)={d}, D,(C)={d} e

D,.(BuC)={c,d} dir [23].
Ornek 2.24. X ={a,b,c,d} iizerindeki topoloji 7= {@, X, {b, d}} ve on-topoloji

pr={@, X, {b},{b,d},{a,d},{a,b,d}}

olsun. X uzaymin A:{a, b} ve B:{C,d} kiimeleri verilirse,

D(A)={a,c,d},
Dpr(A):{C’d}’
int(A)=9,
int,, (A)={b},

c(A)=X,

Clpr(A):{a'b'd}’

oldugu gortiliir.

D(8)={ab.c},
D, (B)={ac},
int(B)=2,
int,, (8)=2,
cl(B)=X,

Clpr(B):{a’C'd}
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Ornek 2.25. X ={a,b,c,d} ve iizerindeki topoloji T={®,X,{b},{d},{b,d}} ve

on-topoloji

pr={2,X,{b},{d},{b,d},{a,b,d} {bc,d}} olsun. X kiimesinin

A={ab,d} ve B={a,b} alt kiimeleri verilsin. int_(A)={a,b,d}, int_(B)={b}

ve int (A\B)=int_({d})={d}. Dolaywsiyla int, (A\B)=int, (A)\int, (B)olur

[14].

Tamm 2.26. (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f:(X,z)—>(Y,z) bir

fonksiyon olsun.

Y uzayindaki her S agik kiimesi i¢in f’l(S), X uzayinda agik kiime
ise f fonksiyonuna siireklidir denir.

Y uzayindaki her S acik kiimesi igin f’l(S), X uzayinda On-agik
kiime ise f fonksiyonuna 6n-siireklidir denir [18].

Y uzaymndaki her S on-agik kiimesi igin f*(S), X uzaymnda agik

kiime ise f fonksiyonuna kuvvetli on-stireklidir denir [22].

iv. Y uzayindaki her S on-agik kiimesi igin f‘l(S), X uzaymnda 6n-agik
kiime ise f fonksiyonuna 6n-kararsizdir denir [18].

V. X uzaymdaki her A 6n-acgik kiimesi igin f(A), Y wuzayinda on-agik
kiime ise f fonksiyonuna 6n-kararlidir denir [18].

Vi. X uzayindaki her A acik kiimesi i¢in f(A), Y uzayinda 6n-agik kiime
ise f fonksiyonuna 6n-agik fonksiyondur denir [18].

Vii. X uzayindaki her K kapali kiimesi i¢in f(K), Y uzayinda on-kapali
kiime ise f fonksiyonuna 6n-kapali fonksiyondur denir [18].

Onerme 2.27.

f:(X,r)—)(Y,T’) fonksiyonu kuvvetli On-siireklidir ancak ve ancak

f:(X,7)—>(Y, pr) siireklidir.
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ii. f:(X,7)—>(Y,7") fonksiyonu kuvvetli én-siirekli ise f :(X,z)—>(Y,7")
stireklidir [22].

Onerme 2.27. (ii)’nin tersinin genel olarak dogru olmadigim gdrmek icin X ve Y
reel sayilar kiimesi, 7 ve 7' alisilmis topoloji ve | : X =Y ozdeslik doniisiimii olsun.

O halde | siireklidir. Ancak (Q rasyonel sayilar kiimesi 6n-agik kiime iken agik
kiime degildir. 17(Q)=Q oldugundan | fonksiyonu kuvvetli 6n-siirekli degildir
[22].

Teorem 2.28. (Y , z") topolojik uzayi i¢in asagidakiler denktir:

i. Y ’nin her 6n-agik kiimesi agiktir.
ii. (X,7) herhangi topolojik uzay oldugunda her siirekli f :(X,7)—(Y,7’)

fonksiyonu kuvvetli 6n-siireklidir [22].

Ispat. i.=ii. On agik kiime tamimindan her siirekli fonksiyonlarm kuvvetli 6n

stirekli oldugu agikca goriiliir.

ii.=>1i (X,7) herhangi bir topolojik uzay olmak iizere her f :(X’T)%(Y’T')
stirekli fonksiyonu, kuvvetli on-siirekli iken f:(Y,7) = (Y,7) Ozdeslik doniisiimii

alalim. Bu durumda S kiimesi Y uzayinda 6n-agik ise S = f‘l(S) aciktir.

Tamim 2.29. X uzaymin her 6n-agik ortiistiniin sonlu bir 6n-agik alt ortiisii varsa X

uzayina kuvvetli kompakttir denir [32, 33, 34].

Tanmim 2.30. X uzaymma Xe X noktasinda yerel kuvvetli kompakttir denir ancak ve
ancak x noktasi1 X uzayinda kuvvetli kompakt olan bir 6n-komsuluga sahiptir [35].
Tanmmm 2.31. X uzayr her noktada yerel kuvvetli kompakt ise X uzayma yerel

kuvvetli kompakt uzay denir [35].
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Teorem 2.32. (X,r) sonlu bir topolojik uzay ise X kuvvetli kompakttir [36].

Ispat. X ={X1, Xyyerns Xn} olsun. X uzayinin herhangi bir 6n-agik Ortiisii {Si}iE| , yani
X = _uISi olsun. {Si}iel ailesindeki her bir kiimenin X uzaymin elemanlarindan en

az birini eleman olarak kabul edecegi aciktir. Varsayalim ki x, €S;,X, €S,,...,X, €S,

olsun. O halde {S,,S,,...,S,} ailesi X uzaymmn sonlu bir alt 6n-agik Grtiisiidiir. Bu

yizden X kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.33. (X,r) topolojik uzay olsun. Kuvvetli kompakt kiimelerin sonlu

birlesimi kuvvetli kompakttir [36].

Ispat. X uzaymin herhangi iki kuvvetli kompakt alt kiimesi U ve V olsun. U UV

kiimesinin bir 6n-agik ortiisii {S; |, olsun. Kabulden dolayr {S} = on-agik ortiisii

iel
hem U hem de V kiimesinin bir 6n-agik ortiisiidiir. U ve V kiimeleri kuvvetli
uUS

kompakt olduklarindan U =S uUS,u...uS ve V=S u..usS, . olacak

n+l n+2

n+m

sekilde sonlu alt 6n-agik S,,S,,...,S,,S,.;,S S,., kimeleri vardir. UUV = U S,

TN+l S n+20 1 M ndm i-1

oldugu asikardir. Dolayisiyla U UV kiimesi kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.34. Kuvvetli kompakt uzayin 6n-kapali her alt kiimesi kuvvetli kompakttir
[36].

Ispat. (X,r) kuvvetli kompakt uzayinin 6n-kapali alt kiimesi A olsun. X uzaymin
on-acik alt kiimelerinden olusan { S, }iel ailesi A kiimesinin bir 6n-agik ortiisii olsun.
A kiimesi On-kapali oldugundan X\A kiimesi 6n-agiktir ve X =(X\A)UA

yazilabilir. A=uS; oldugu igin (X\A)U{s;}.

., ailesi X uzaymn bir on-agik

ortiistidiir. Hipotezden (X,7) uzay: kuvvetli kompakt uzay oldugundan X uzaymn

sonlu bir alt 6n-agik ortiisii (X\A)U{S,,S,,...S,} olacak sekilde vardir. Bu yiizden
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{Sl, S,y Sn} ailesi A kiimesinin sonlu bir alt 6n-agik Ortiisti olur. O halde A kiimesi

kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.35. Kuvvetli kompakt uzayin 6n-kararsiz goriintiisii kuvvetli kompakttir

[36].

Ispat. (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay olmak iizere f:(X,7)—>(Y,z") fonksiyonu
X uzaymdan Y uzayina on-kararsiz bir fonksiyon olsun. Ayrica X uzayi kuvvetli

kompakt uzay ve Y uzaymin 6n-agik ortiisii {S;}. ailesi olsun. Bu durumda her i€ |

icin S, ez’ ise f’l(Si ) er olur. { f_l(Si )}| | ailesi X uzayinin 6n-agik bir ortiistidiir.

X kuvvetli kompakt oldugundan X :ylf’l(Si) olur. Béylece f fonksiyonu X

uzaymdan Y uzayma bir fonksiyon oldugundan dolayr {S,,S,,..,S,} ailesi Y

uzayinin sonlu bir alt 6n-ag¢ik ortiisiidiir. O halde Y uzayi kuvvetli kompakttir.

Teorem 2.36. X on-topolojik uzayinda S alt kiimesi kuvvetli kompakt ve F bir

on-kapali kiime ise SN F kiimesi S alt uzayinda kuvvetli kompakttir [36].

Ispat. F kiimesi X uzaymnda &n-kapali oldugundan SNF kiimesi S alt uzayinda
on-kapalidir. Kuvvetli kompakt bir uzayin 6n-kapali alt kiimesi kuvvetli kompakt

oldugundan SNF kiimesi S alt uzayinda kuvvetli kompakttir.



BOLUM 3. k—UZAYLAR VE ANTIi-UZAYLAR

(X : 2') bir topolojik uzay olsun. X topolojik uzayinin X* ile gosterilen anti-uzayi J.

de Groot tarafindan [1]’de su sekilde tanimlanmistir; X uzayindaki tiim kompakt
kiimelerinin ailesi herhangi sayidaki kesisimler ve sonlu birlesimler altinda kapali

olsun. Boylece X uzaymin kendisi ve tiim kompakt alt kiimeleri kapali alinarak X
tizerinde iretilen yeni daha kaba topolojisi ile birlikte X* anti-uzayr olugmaktadir.

Acik bir sekilde her X € X noktas i¢in {X} kiimesi X uzaymda kompakt kiime olup
X" anti-uzayinda kapali olacagindan X~ anti-uzay1 daima T, -uzayidir. X uzaymn

kendisinin ve tiim kompakt alt kiimelerinin X" anti-uzayinda kapali kiime olmasi X
uzaymm X* anti-uzayinda kapali olan 6z alt kiimelerinin X uzayinda kompakt

olmasini gerektirir.

A kiimesi X" da kapali A kiimesi X ’de kompakt
A 6z alt kiime ise

X uzaymin kompakt alt kiimelerinin X" anti-uzaymin kKapal alt kiimeler olmasinin

yani sira asagida verilen Teorem 3.1 gostermektedir ki X wuzaymimn kapali alt

kiimeleri de X" anti-uzayinin kompakt alt kiimeleridir.

A kiimesi X ’de kapah A kumesi X* ’da kompakt
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Dolayisiyla X uzayindan X anti-uzayina tanimlanacak bir 6zdeslik dontistimi, X

uzaymin kapali (kompakt) alt kiimelerini X* anti-uzaymin kompakt (kapali) alt

kiimelerine resmeder.

Eger X topolojik uzayr kompakt uzay ise X uzayr X" anti-uzayi ile ¢akisir. X

topolojik uzay1 kompakt olmasa dahi X ™ anti-uzay: daima kompakttir.

Teorem 3.1. (X,r) bir topolojik uzay olsun. X uzaymin her kapali alt kiimesi X~

anti-uzayinda kompakttir [4].

Ispat. A kiimesi X uzaymin kapali alt kiimesi olsun. (X —C,),., ailesi X* anti
uzayinda A ’nin herhangi bir agik ortiisii olacak sekilde X™ anti-uzayinda {Ca }m€I

kapalilar ailesi verilsin. Yani Ac U(X-C,) olsun. O zaman N (ANC,)=J

acel acel

saglanir. Eger A=< ise A kompakt kiime oldugu agiktir. A= ise en az bir

a, €l i¢in C, "A= dir. Dolayisiyla C, # X olup C, , X"’m kapali bir 6z alt

kiimesidir. X *’in  kapali olan 6z alt kiimelerinin X ’de kompakt olmasi

gerektiginden C, X ’de kompakt kiimedir. ) (Ca NANC, ) = olduguna

ael \{0:0}

gore

C,<=X- N (C,nA)= U (X-(C,nA))

ael\{ay} ael\{ay}

olur ve {X—(C, n A)}ael\{a , ailesi C, kiimesinin bir agik ortiisii olup C,, kompakt
kiime oldugundan C, < U (X —(Ca N A)) olacak sekilde bir sonlu alt acik ortiisti
0 KA k

vardir. Buradan () (Am C, )= & saglanir. Dolayisiyla, A=< olmasi durumunda
k=0 k

da A kiimesi X" anti-uzayinda kompakt bir kiimedir.
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Teorem 3.1’in tersinin dogru olmasi yani X* anti-uzaymin her kompakt alt
kiimesinin X uzayinda kapali olmasi i¢cin X uzaymnin KC uzay ve k —uzay olmasi

gerekir.

X, KC-uzay ve k-uzay

A kiimesi X" ’da kompakt A kiimesi X *de kapali

O halde simdi KC uzay ve k — uzay kavramlari agiklayalim.

Genel topolojide bir kiime iizerinde verilen bir topolojiye dayandirilarak yeni bir
topoloji tanimlamanin birgok 6rnegi vardir. Ornegin X iizerinde bir 7 topolojisi
verilsin ve >, X uzaymm bir ortiisii olsun. Her bir S €2 ile arakesiti S —agik
(yani 7 ’dan indirgenmis topoloji ile S kiimesinde agik) olan X uzaymin tiim alt
kiimelerinin ailesi 2(S), X tlizerinde bir topolojidir. 7 topolojisinden daha ince
olan bu >(z) topolojisi zayif topoloji olarak adlandirilmaktadir. Bu durumda bir
Cc X, 2 zayif topolojisinde kapalidir (agiktir) ancak ve ancak her S e’ igin
C NS, S uzaymnda kapalidir (aciktir).

Zayif topolojilerin 6nemli Orneklerinden biri k -uzaydir. Bu uzay kompakt alt
uzaylarin bir ailesine gore zayif topolojiye sahiptir. Zayif topolojinin tanimina gore
kompakt tretilmis agik kiimeler ailesi ayni kiime tizerinde verilen asil topolojiden

daha ince bir topoloji olustururlar.

Bu sekilde kompakt olarak tretilmis topolojisi ile asil topolojisi ¢akisan uzaylarin

tanimi asagida verilmistir.

Tamm 3.2. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olmak iizere her K < X kompakt

kiimesi icin AN K kiimesi K kiimesinde kapali oldugunda A kapali ise X
topolojik uzayina k —uzay denir [4, 7, 29, 37, 38, 39].
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Teorem 3.3. Her Ac X igin cl(A) kiimesindeki her nokta, A kiimesindeki

herhangi bir dizinin limit noktasi ise X bir k —uzaydir [38].

Ispat. X uzayinin her K kompakt alt kiimesiyle bir A kiimesinin kesisimi K

kiimesinde kapali olsun. Kabul edelim ki A kapali olmasin. O halde en az bir

Boylece F={x}u{x,:12,...} kimesi kompakttir fakat ANF={x :n=12,..}
kiimesi F kiimesinde kapal kiime degildir. Bu geliskiden dolayr cl(A)\A=& ve

A kapalidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4. Bir X uzaymnin her noktasi kapanist K —uzay olan bir komsuluga

sahiptir ancak ve ancak X bir kK — uzaydir [4].

Ispat. Kabul edelim ki X uzayinmn herhangi bir X noktasindaki bir komsulugunun
kapanist k—uzay olsun. X wuzaymm K-uzay oldugunu gosterelim yani X

uzaymin her K kompakt alt kiimesi igin B K kapali iken B kiimesinin kapali

oldugunu gosterelim. Xe CI(B) olsun. O zaman xeB oldugunu gosterelim.
Hipotezden cl (U) bir k—uzay olacak sekilde X noktasimin bir U komsulugu
vardir. Her L ccl (U ) kompakt alt kiimesi i¢in Bcl (U ) NL=BNL kiimesi de
kompakttir. Bu yiizden Bncl (U): BNL kiimesi cl (U) kiimesinde kapalidir,
dolayisiyla X uzayinda da kapalidir. O halde CI(B ~cl (U )) =Bncl (U ) saglanir.

Ayrica XECI(BmcI(U )) dir. Aksi halde (B el (U )) NV = olacak sekilde X

noktasimin bir V. komsulugu vardir. Bu ise BNU NV = olmasim gerektirir. Bu

durum xecl(B) olmast ile gelisir. Oyleyse XECI(BmcI(U)) dir yani

xeBncl(U) olur. O zaman xeB dir. Boylece cl(B)=B olur ve B kapalr

kiimedir. Bu ise X uzaymin bir kK —uzay oldugunu gosterir.
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Teorem 35. X bir topolojik uzay olsun. Her Ac X ve xecl(A) igin

Xe CI(Am K) olacak sekilde kompakt bir K kiimesi varsa X uzayi bir K —uzaydir
[4].

Ispat. X wuzaymm bir k—uzay oldugunu gosterebilmek icin her F kompakt

kiimesi ile arakesiti F kiimesinde kapali olan Ac— X kiimesinin kapali oldugunu
gosterelim. XeCI(A) alarak xe A oldugunu gosterelim. XeCI(Am K) olacak

sekilde K < X kompakt alt kiimesi var olsun. Kabulden ANK kapalidir.

Dolayisiyla AnK =C|(Am K) dir. Boylece xe AnK, yani xe A olur. Sonug

olarak A kiimesi kapalidir.
Teorem 3.6. X yerel kompakt bir uzay ise X uzay1 bir k — uzaydir [28].

Ispat. X vyerel kompakt bir uzay olsun. X uzayinmn kapali olmayan bir alt
kiimesini B alalim. Bazi C kompakt kiimeleri i¢in BNC kiimesinin kapali
olmadigimi gosterelim. Kabul edelim ki B kiimesine ait olmayan B kiimesinin bir
yigilma noktasit X olsun. X yerel kompakt oldugundan X noktasinin bir kompakt
U komsulugu vardir ve X bir yigilma noktasi olmasina ragmen X¢ BnU

oldugundan BNU kapali bir kiime degildir.

Teorem 3.7. X topolojik uzayinda S alt kiimesi kompakt ve F bir kapali kiime ise

SNF kiimesi S alt uzayinda kompakttir [28].

Ispat. F kiimesi X uzayinda kapali oldugundan SNF kiimesi S alt uzayinda
kapalidir. Kompakt bir uzayin kapal alt kiimesi kompakt oldugundan SNF kiimesi
S uzayinda kompakttir.

Tamim 3.8. Her kompakt kiimenin kapali oldugu bir topolojik uzaya KC uzay1 denir

[15, 40, 41, 42, 43, 44].
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Teorem 3.9. Bir KC uzay1 k-—uzaydir ancak ve ancak X* anti-uzaymin her

kompakt alt kiimesi X uzayinda kapali kiimedir [4].

Ispat. X, KC uzay1 k —uzay olsun. A kiimesi X* anti-uzaymda kompakt kiime ise
A kiimesinin X uzaymda kapali kiime oldugunu gostermek istiyoruz. Olmayana
ergi metodu yardimiyla kabul edelim ki A, X uzayinda kapali kiime olmasin. X
uzayr da k—uzay oldugu i¢in ANC kompakt olmayacak sekilde en az bir C
kompakt kiimesi vardir. O halde ANC kiimesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip
kapali alt kiimelerinin {Ba} ailesi vardir 6yle ki a el igin QBa = olur. B,
kapali olduguna gore B, =K, " ANC olacak sekilde X ’de K, kapali kiimeleri
vardir. K, "C kiimesi C kiimesinde kapali kiimedir. Dolayisiyla kompakt kiimenin
kapali alt kiimesi kompakt oldugundan K NC kiimesi X uzayinda kompakt
kimedir. O halde K, NC kimesi X" anti-uzayinda kapali kiimedir.
B, =K, "ANC oldugundan B, c K, "C olur. K, "C kiimesi X" anti-uzayinda
kapali oldugundan CL(Ba)C(Ka mC) saglanir Oyle ki burada CL(Ba), B

a

kiimesinin X" anti-uzayindaki kapanigini gostermektedir. Boylece

Ancl.(B,)c AnK,NC=B, (3.1)
saglamr. Diger taraftan B, A ve B, < cl.(B,) oldugundan
B, = Ancl.(B,) (32)

saglanir. O zaman (3.1) ve (3.2)’den B, = A(\CL(B(Z) oldugu gorilir. Her bir B,
kiimesi X" anti-uzaymda A kiimesinin kapali alt kiimeleridir. {Ba} ailesi X* anti-
uzayinda sonlu arakesit 6zelligine sahip kapal alt kiimeler olmakla birlikte (B, =&

oldugundan A, X" anti-uzayinda kompakt kiime degildir.
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Kabul edelim ki X anti-uzayinin her kompakt alt kiimesi X uzayinda kapali kiime
olsun. X, KC wuzaymin k-uzay oldugunu gosterelim. Varsayalim ki bir A
kiimesinin X uzayindaki her K kompakt kiimesiyle arakesiti AnK X uzaymnda
kompakt kiime olsun. X, KC wuzayr oldugundan ANK kompakt kiimesi X
uzayinda kapali kiimedir. O halde A kiimesinin X uzayinda kapali kiime oldugunu

yani hipotez geregi X" anti-uzaymda kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul

edelim ki {AmCa} sonlu arakesit 6zelligine sahip olacak sekilde X* anti-uzayinda
kapal1 kiimelerin ailesi {Ca} olsun. Eger her C, = X™ olursa sonug asikardir. En az
bir C, # X" olsun. X" anti-uzaymnm kapali olan 6z alt kiimeleri X uzaymnda
kompakt oldugundan C, , X uzayinda kompakt kiimedir. Kabulden dolay1 ANC,

kiimesi X uzayinda kompakttir. Dahasi X, KC uzayi oldugundan her C_ , X

uzayinda kapali kiimedir. ANC, kiimesi X uzayinda kompakt ve X uzaymnda

kapali kiimelerin ailesi {Ca} verildiginde sonlu arakesit 6zelligine sahip herhangi
{AnC, NC,} ailesi igin N(ANC, NC,)#@ olur. Boylece A kiimesi X* anti-

uzayinda kompakt kiimedir.

Boylece bir X, KC uzay1r k —uzay ise X* anti-uzaymin her kompakt alt kiimesi X

uzayinda kapali kiime olur.

Sonug olarak X ve X" anti-uzaylarmm kompakt ve kapali kiimeleri arasindaki

iliskiyi asagidaki diyagram ile verilebilir.
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#

X X

Oz alt kiime ise

kompakt kapali

KC uzay ise

k-uzay ve KC uzayi ise
kapali kompakt

Diyagram 3.1. X topolojik uzaymin ve X : anti-uzaymin alt kiimeleri arasindaki iliski

Bir (X,7) topolojik uzaymnda bir A alt kiimesinin kapanisi, i¢i ve siniri, sirasiyla
cl(A), int(A) ve G(A) ile gosterilmek tizere A alt kiimesinin X* anti-uzayindaki

kapanisi, i¢i ve sinirt ile ilgili teoremler asagida verilmektedir.

Teorem 3.10. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin X anti

uzaymdaki kapanisi Cl.(A) olmak iizere

L(A) cl(A) , cl(A) kiimesi X "de kompakt ise
cl.(A)=
X" , cl(A) kiimesi X 'de kompakt degilse

dir. Burada cl(A), A kiimesinin X uzayindaki kapamisidir [4].

Ispat. Eger cl(A) kiimesi X uzayinda kompakt kiime ise o zaman cl(A) kiimesi X"

anti-uzayinda kapalidir ve A kiimesini igerir. O halde cl,(A) CCI*(CI(A)):CI(A)

olur Ayrica Cl(A)CCl*(A) oldugundan CI(A)=CI*(A) dir. Diger yandan kabul
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edelim ki cl(A) kiimesi X uzaynda kompakt olmasim ancak cl, (A)= X" olsun. Bu

yizden A kiimesi X* anti-uzayinda yogun degildir ve AnU = olacak sekilde
bostan farkli bir U agik kiimesi vardir. Yani (X —U) kiimesi X" anti-uzayinda

kapali kiimedir. Dolayisiyla (X —U) kiimesi X wuzayinda kompakttir. Ayrica
Ac(X-U) olup cl(A)c(X-U) oldugu goriliir. O halde cl(A) kiimesi X
uzayida kompakt olur ki bu bir ¢eligkidir.

Sonug 3.11. Eger cl(A) kiimesi X uzayinda kompakt kiime ise X" anti-uzayinda
kapali kiimedir [4].

Sonug 3.12. A kiimesi X" anti-uzaymda yogun kiimedir ancak ve ancak A kiimesi

X uzayinda kompakt degildir [4].

Sonu¢ 3.13. X" anti-uzay1 ayrilabilir uzaydir ancak ve ancak X uzayinda kapanisi

kompakt olmayan sayilabilir bir kiime icerir [4].

Teorem 3.14. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin X" anti-

uzayindaki i¢i int.(A) olmak iizere

A int(A) , cl(X —A) kiimesi X 'de kompakt ise
T , ¢l(X — A) kiimesi X 'de kompakt degilse

dir. Burada int(A), A kiimesinin X uzaymndaki igini gostermektedir [4].

Ispat. Cl(X —A), X uzayinda kompakt kiime ise C|(X —A) kiimesi X* anti-
uzayinda kapali kiime olur. O zaman int(A) :(X —CI(X —A)) kiimesi de X anti-
uzaynda agik kiimedir. Bu yiizden int(A)cint,(A)dir. Diger taraftan

int*(A)C int(A) saglandigindan int*(A)=int(A) oldugu goriiliir. Kabul edelim ki
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cl(X —A) kompakt olmasim ancak int, (A) olsun. O zaman int, (A)< A olur
ve (X —int,(A)) kimesi X" anti-uzayinda kapal kiime olup (X —int,(A)), X
uzaymda kompakt kiimedir. O halde (X-A)c(X—int,(A)) olur ki bu
cl(X —A)=(X —int, (A)) olmasim gerektirir. Yani cl(X —A) kiimesi kompakt

kiimedir. Bu ise bir ¢eligkidir.

Sonu¢ 3.15. cl(X —A) kiimesi X uzayinda kompakt ise int(A) kiimesi X* anti-

uzayinda agiktir [4].

Teorem 3.16. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A kiimesinin X *anti-

uzayindaki sinir1 0.(A) olmak lizere

cl(A) , cl(A) kiimesi X 'de kompakt ise
O.(A)=<cl(X-A) , cl(X—A) kiimesi X ‘de kompakt ise

X" , diger durumlarda

dir [4].

Ispat. Teorem 3.10°dan ispat goriilmektedir ve &, (A) =cl. (A) Ncl. ( X — A) dir.

Sonug 3.17. (X, 7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. dA=0.(A) ise
I. CI(A) kiimesi X uzayinda kompakttir ve X — A kiimesi X uzayinda

yogun kiimedir.

ii. Cl(X —A) kiimesi X uzayinda kompakttir ve A kiimesi X uzayinda

yogundur.

iii. A ve X—A kiimeleri X uzayinda yogun kiimelerdir [4].
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Kabul edelim ki X uzayinin bir alt kiimesi A olmak tizere X~ anti-uzayindan A

kiimesine indirgenmis alt uzay topolojisi ile birlikte A kiimesi A ile gosterilsin.

Diger taraftan A uzaymn anti-uzayr da A" ile gosterilsin. Anti-uzay taniminin bir

sonucu olarak A" = A= A olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin X uzaymin
kompakt bir alt kiimesi olmasidir. Diger taraftan A kiimesi X uzaymin kompakt bir

alt kiimesi olmasa dahi asagidaki durum saglanir.

Teorem 3.18. A iizerindeki topoloji A uzaymin topolojisinden daha incedir ve

dolayisiyla A" tizerindeki topolojiden de daha incedir [4].

Ispat. Kabul edelim ki C kiimesi A uzaymin 6z alt kiimesi olsun. C kiimesi A’

anti-uzayinda kapali kiimedir ancak ve ancak C kiimesi X uzayinda kompakttir.

Diger taraftan C kiimesi A uzayinda kapali kiimedir ancak ve ancak C=ANB

olacak sekilde X uzayinda B kompakt kiimesi vardir. Sonug olarak C kiimesi A’
anti-uzayinda kapali kiime ise o zaman C Kkiimesi A uzayinda kapali kiimedir ve C

kiimesi A uzayinda kapali kiime ise 0 zaman C kiimesi A uzayinda kapali kiimedir.

Teorem 3.19. Ac X olmak iizere A*=,AA ise A kiimesi X wuzaymnda kapali
kiimedir [4].

Ispat. Kabul edelim ki C kiimesi A uzayinin kapali 6z alt kiimesi olsun. C = AN B

olacak sekilde X* anti-uzayinda B kapali 6z alt kiimesi vardir. A ve B
kiimelerinin ikisi de X uzayinda kapali kiime oldugundan ve B kiimesi X uzayinda

kompakt oldugundan C=AnNB kiimesi X uzayinda kompakt kiimedir ve

dolayisiyla A® anti-uzayinda kapali kiimedir. Diger taraftan A tizerindeki topoloji

A" anti-uzayinin topolojisinden daha incedir.
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Teorem 3.20. X bir k—uzay ve Ac X olsun. Eger cl(A) kiimesi X uzayinda

kompakt kiime ise A= A dir [4].

Ispat. cl(A) kiimesi X uzayinda kompakt kiime olsun. A uzayinm bir V agik alt

kiimesini alalm. O zaman V = AnU = Aﬁ(U U(X —CI(A))) olacak sekilde X

uzayinda bir U agik kiimesi vardir. Simdi X —(U U(X —cl (A))) = (X -U )mCI (A)
kiimesi kompakt kiimenin kapali alt kiimesi de kompakt olacagindan X uzayinda

kompakt kiimedir. Oyleyse X —(U u(X —CI(A))) kiimesi X "anti-uzayinda kapali

kiimedir. Dolayisiyla U U(X —CI(A)) kiimesi, X" anti-uzayinda agik kiimedir ve

sonug olarak V kiimesi A uzayinin agik altkiimesidir.

Teorem 3.21. A kiimesi X* anti-uzayinda baglantilidir ancak ve ancak A kiimesi

X uzayinda baglantilidir veya cl(A), X uzayinda kompakt degildir [4].

Ispat. X uzayimn topolojisi X* anti-uzayindan daha ince oldugu icin A kiimesi X

uzaymnda baglantili ise X anti-uzayinda baglantilidir. Varsayalim Cl(A), X

uzaymin topolojisinde kompakt kiime olmasin ancak A kiimesi X anti-uzayinda

baglantili olmasin. O zaman A=(AﬂB)U(AF\C), ANB=zd, ANC=J ve

ANBNC = olacak sekilde X* anti-uzayinda B ve C kapali kiimeleri vardir ve
hem B= X" hem de C# X" dir. O halde B ve C kiimeleri X uzayinda kompakt
kiimeler olup Teorem 3.10°dan B=cl,(B)=cl(B) ve C=cl,(C)=cl(C) olur.
Boylece cl(A)c((cl(A)nB)u(cl(A)NC)) dir. Buradan cl(A), X uzaymda

kompakt kiime olur. Ancak bu bir geligkidir. O halde A kiimesi X" anti-uzayinda
baglantilidir.

Kabul edelim ki A kiimesi X "anti-uzayinda baglantili olsun. Ancak CI(A) kiimesi

X uzayinda kompakt kiime olsun ve A kiimesi X uzayinda baglantili olmasin.
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O zaman A=(ANB)U(ANC), AnB=J ,AnC = ve AnBNC = olacak

sekilde X uzayinda B ve C agik kiimeleri vardir. Teorem 2.18’den AnB ve

ANC kiimeleri A uzayinda agik kiimeler olur. Bu durumda A X" anti-uzayindan
A kiimesi iizerine indirgenmis alt uzay topolojisine sahiptir. CI(A) kiimesi X
uzayinda kompakt olmadiginda cl, (A)= X" olur. Boylece A kiimesi X" anti-

uzayinda baglantili olmaz. Bu ise bir ¢eliskidir.

(X,z‘) ve (Y,r) topolojik uzay olsun. Bir f:X —Y fonksiyonu igin asagidaki

tanimlar1 verelim.

Tammm 3.22. Her K < X kompakt kiimesi igin f(K)CY kompakt kiime ise f

fonksiyonuna kompakt fonksiyon denir [4].

Tamm 3.23. Her K <Y kompakt kiimesi igin f™(K)c X kompakt kiime ise f

fonksiyonuna has fonksiyon denir [4].

Tamm 3.24. Her K < X kompakt kiimesi igin ffl(f (K)) c X kompakt kiime ise

f fonksiyonuna yansimali kompakt fonksiyon denir [4].

Tammm 3.25. Her KcY kompakt kiimesi igin f(L)zK olacak sekilde X

uzayinda bir L kompakt kiimesi varsa f fonksiyonuna kompakt iz 6zellikli (with

compact trace property) fonksiyon denir [4].

Tamm 3.26. f fonksiyonu siirekli, kapali bir fonksiyon ve her y €Y i¢in f’l({ y})

kompakt ise f fonksiyonuna miikemmel fonksiyon denir [4].
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X ve Y topolojik uzaylarimin anti-uzaylari sirasiyla X* ve Y* olsun. Bir

f : X =Y fonksiyonuna karsilik gelen f*: X" —Y" fonksiyonu her x noktas igin

f* (X) =f (X) olacak sekilde tanimlansin.

Ayrica varsayalim X ve Y uzaylarim1 KC uzay, f:X —Y orten fonksiyon ve f

fonksiyonuna karsilik gelen f :X" Y™ orten olsun. Simdi bu déniisimler

arasindaki iligkileri irdeleyelim.

Teorem 3.27. X ve Y topolojik uzaylar1 ile f ve f° fonksiyonlar i¢in f has

doniisiim ise f" siirekli doniisiimdiir [4].

Ispat. Kabul edelim ki f has fonksiyon olsun ve S, Y *anti-uzaymin kapali 6z alt
kiimesi olsun. O zaman S, Y uzaymmn kompakt kiimedir. Boylece f’l(S), X
uzayinda kompakt kiimedir. Bu yiizden f™ (S), X" anti-uzayinda kapalidir. Yani

f "siirekli doniistimdiir.

Teorem 3.28. X bir topolojik uzay ve Y bir T, —uzay1 olsun. O zaman f~ sabit

olmayan bir fonksiyon ve siirekli ise f has dontistimdiir [4].

Ispat. S, Y uzaymin kompakt alt kiimesi ve Y bir T, —uzay1 olan topolojik uzay

olsun. ilk olarak varsayalim S =Y vyani Y kompakt uzay olsun. Bu durumda Y =Y~

olur. Y* anti-uzaymin herhangi farkli iki Y, ve Y, noktalarini alalm. Y bir T, —
uzay1l oldugundan Yy, €U ve y,eV ve UnNV = olacak sekilde U ve V acik
kiimeleri vardir. f* sabit olmayan bir fonksiyon ve siirekli fonksiyon oldugundan
ft (U) ve f! (V) kiimeleri X" anti-uzaymnim bostan farkli agik alt kiimeleridir.
Aynca fH(U)N (V)= saglanir. X —f"(U) ve X —f"*(V) kiimeleri

*

X" anti-uzayinin kapali alt kiimeleri olup (X* -f(U )) u( X" —fH(V )) =X
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olur. Diger taraftan bu kiimeler X uzaymnda kompakt olacagindan ve
(X —f (U )) U(X - \Y )) =X saglandigindan f (Y) = X kompakttir. Ikinci
olarak da kabul edelim ki S #Y olmak iizere S <Y kompakt kiimesi olsun. S, Y~
anti-uzayinda kapal kiimedir. f" siirekli doniisiim oldugundan f**(S), X" anti-
uzaymda kapali kiimedir. Ayrica f*’l(S), X" anti-uzaymm 6z alt kiimesi olup

ft (S) , X uzayinda kompakt kiime olur. Dolayisiyla f has fonksiyondur.

Teorem 3.29. X ve Y iki topolojik uzay, f ve f* fonksiyonlar olsun. f siirekli

doniisiim ve Y, k —uzay ise 0 zaman f* has doniisiimdiir [4].

Ispat. f siirekli doniisiim ve Y de k—uzay olsun. f* fonksiyonun has doniisiim

oldugunu gostermeliyiz. S kiimesi Y* anti-uzayinda kompakt kiime ise Y k —uzay

oldugundan S, Y wuzayinda kapali kiimedir. f siirekli doniisim oldugundan

f’l(S), X uzayinda kapalidir. Bu yiizden f*’l(S), X" anti-uzayinda kompakttir.
Dolayisiyla S kiimesi Y* anti-uzayinda kompakt kiime iken f*7(S), X" anti-

uzaymda kompakt oldugundan f~ has doniisiimdiir.

Teorem 3.30. X ve Y iki topolojik uzay, f ve f* birer drten fonksiyon olsun. f~

has doniisim ve X , k —uzaysa o zaman f siirekli doniisiimdiir [4].

Ispat. S, Y uzayinda kapali kiime olsun. O zaman S, Y* anti-uzaymda kompakt

kiimedir. Boylece f" has doniisim oldugundan f**(S), X" anti-uzaynda

kompakttir. X, k-uzay oldugundan f’l(S), X ’de kapalidir. Dolayisiyla

f: X =Y doniisiimii siirekli doniisimdiir.

Teorem 3.31. X ve Y topolojik uzaylar, f ve f" birer orten fonksiyon olsun. f

bir kapal1 fonksiyon ve X , k —uzay ise 0 zaman f" kompakt fonksiyondur [4].
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Ispat. S, X* anti-uzayinda kompakt kiime olsun. X bir k —uzay oldugundan S,

X uzayinda kapali olur. f kapali fonksiyon oldugundan f (S), Y uzayinda kapali

kiimedir. Buradan f*(S), Y" anti-uzayinda kompakt kiime olur. Dolayisiyla f°

kompakt fonksiyondur.

Teorem 3.32. X ve Y topolojik uzaylar, f ve f" birer 6rten fonksiyonve Y~ , k —

uzay olsun. f* kompakt déniisiim ise f kapali doniisiimdiir [4].

Ispat. S, X uzaymnda kapali kiime olsun. O zaman S, X* anti-uzayinda kompakt

kiimedir. f* kompakt bir doniigiim oldugundan f*(S), Y anti-uzaynda

kompakttir. Y, k—uzay oldugundan f(S), Y uzayinda kapal: kiimedir. Boylece

f kapali dontisimdiir.

Teorem 3.33. X bir topolojik uzayr ve Y bir k -uzay oldugunda f:X —Y has

doniigiim varsa o zaman f kapali fonksiyondur [4].
Ispat. Teorem 3.27 ve Teorem 3.32°den ispat agiktir.

Teorem 3.34. X bir k—uzay , Y bir T,—uzay1 ve k—uzay olmak iizere

f : X =Y sabit olmayan bir 6rten fonksiyon oldugunda asagidakiler esdegerdir [4].

1. f milkemmel dontisimdiir.
2. f ve f" siirekli doniisiimdiir.
3. f ve f" has doniisiimdiir.

4. f* miikemmel doniisiimdiir.
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Ispat. 1=2 f miikemmel fonksiyon olsun. O zaman f siirekli ve has doniisiimdir.
Aym1 zamanda Teorem 3.27°den f has doniisiim oldugundan f* siirekli

doniisiimdiir. Dolayisiyla f miikemmel doniisiim ise f ve f’ i siirekli doniisiim

oldugu gortiliir.

2=3 f ve f" siirekli doniisiim olsun. Teorem 3.28°’den f~° siirekli ve sabit

olmayan doniisiim oldugu i¢in f has doniisimdir. Teorem 3.29’dan f siirekli

déniisiim oldugundan f~ has déniisiimdiir. Dolayisiyla f ve f* has doniisimdiir.

3=4 Teorem 3.27°den f has déniisiim oldugu i¢in f~ siirekli doniisiimdiir. Kabul

edelim ki C, X" anti-uzayinda kapali olsun. O zaman C, X uzayinda kompakttir.

Ayrica f’ has doniisim oldugundan Teorem 3.30°dan f siirekli doniisimdiir.
Dolayisiyla f(C), Y uzaymda kompakttir. Boylece f*(C) Y™ anti-uzaymda kapali

kiimedir. Bylece f* kapali fonksiyon olur. Sonug olarak f" has, siirekli ve kapali

doniigiim yani mitkemmel doniisiimdiir.

4=1 f" mikemmel fonksiyon olsun. O halde f* siirekli, kapali ve has
fonksiyondur. f* sabit olmayan siirekli fonksiyon oldugundan Teorem 3.28’den f
has doniigiimdiir. Yani V yeY i¢in {y}cY kompakt kiimesi f has doniisiim
oldugundan f’l({y}) kompakt olur. Ayrica, Teorem 3.33ten f kapal

fonksiyondur. f* has déniigiim oldugundan Teorem 3.30’dan f siirekli

doniistimdiir. Sonug olarak f miikemmel dontisiimdiir.



BOLUM 4. KUVVETLI k- UZAYLAR VE ANTI-UZAYLARI

(X,T) bir topolojik uzay ve (X, pr) on agik kiimelerin ailesi tarafindan olusturulan
bir supratopolojik uzay olsun. X wuzayr her kuvvetli kompakt kiimenin 6n-kapali
oldugu uzay: olsun. Bu takdirde (X, pr) uzaymin X uzaymdaki tiim kuvvetli

kompakt kiimelerin herhangi sayidaki kesisimleri de on-kapali kiime olur. Boylece
X ’in tim kuvvetli kompakt alt kiimeleri ve X wuzaymin kendisi 6n-kapali kiime

alinarak X iizerinde daha kaba bir supratopoloji olusturulur. X {izerinde bu
supratopoloji ile birlikte X~ ile gosterilen ve (X, pr) supratopolojik uzaymin anti-

uzay1 olusur.

X topolojik uzaymin anti uzayr X~ daima pT, —uzayidir. Ciinkii her X € X noktasi
igin {X} tek nokta kiimesi kuvvetli kompakttir dolayisiyla X ’da 6n-kapalidir. X

uzayinin tiim kuvvetli kompakt alt kiimeleri ve X uzaymimn kendisinin X* anti-
uzayinda 6n-kapali kiime olmast (X, pr) uzaymm X" anti-uzayinda 6n-kapali olan

0z alt kiimelerinin X uzayinda kuvvetli kompakt olmasini gerektirir.

S kiimesi X ’daénkapali S————5 S kiimesi X ’de kuvvetli kompakt

S 0z alt kiime ise

Ayrica X uzaymn dn-kapali alt kiimelerinin X~ anti-uzayinda kuvvetli kompakt alt

kiimeleri olmasi agagidaki teoremde goriilmektedir.

Teorem 4.1. (X,7) bir topolojik uzay olsun. X uzaymin her 6n-kapali alt kiimesi

(X, pr) uzaymn anti-uzayi olan X *’da kuvvetli kompakttir.
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Ispat. A kiimesi X uzayinda 6n-kapal kiime olsun. {X -C,} _ ailesi X" anti-

uzaymnda A kiimesinin herhangi bir 6n-agik ailesi olacak sekilde {Ca}ael X" anti-

uzayinda On-kapallar ailesi alalm. Yani Ac U(X-C,) olsun. O zaman

ael

N(ANC,) =D olur. A= ise A kiimesi kuvvetli kompakttir. A= ise en az bir

acel

ayel igin C, "A= dir. Dolayisiyla bu C, =X olur. Yani C,, X" anti-

uzayinda On-kapali 6zalt kiimesine gdre C,, X uzaymda kuvvetli kompakttir,

N (CamAmCao):Q oldugundan {X —(CaﬁA)}ael\{ | kiimeleri C, ailesinin

ael\{ay} %

bir 6n-agik ortiisii olup C, Kuvvetli kompakt oldugundan C, < U
0 0 k=1

(x-(c, nA))
olacak sekilde bir alt 6n-ac¢ik ortiisti vardir. Dolayisiyla X ™ anti-uzayinda kuvvetli

kompakttir.

Sonug olarak X uzaymndan X~ anti-uzayma bir 6zdeslik doniisiimii X uzaymin 6n-

kapali (kuvvetli kompakt) alt kiimelerini X~ anti-uzaymin kuvvetli kompakt (6n-

kapali) alt kiimelerine resmeder. Boylece eger X kuvvetli kompakt ise (X, pzr) ile

anti-uzayr X~ ile cakisir. X kuvvetli kompakt olamasa dahi X" kuvvetli

kompakttir.
§ kiimesi X ’de 6n-kapai ~——>  § kiimesi X ’da kuvvetli kompakt

Diger taraftan X" anti-uzaymn her kuvvetli kompakt alt kiimesinin X uzayinda 6n-

kapali olmasi igin X uzaymin pKC uzay ve kuvvetli k — uzay olmasi gerekir.

Tanim 4.2. Her K < X kuvvetli kompakt kiimesi i¢cin ANK kiimesi K da on-
kapal1 (6n-agik) iken A o6n-kapali (6n-agik) kiime ise X topolojik uzayina kuvvetli
k — uzay denir [27].

Tamm 4.3. Her kuvvetli kompakt kiimenin 6n-kapali oldugu bir topolojik uzaya

pKC uzay denir.
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Teorem 4.4. Bir pKC uzay1 kuvvetli k —uzaydir ancak ve ancak X" anti-uzaymin

her kuvvetli kompakt alt kiimesi X ’de 6n-kapali kiimedir.

Ispat. Bir X, pKC uzay: kuvvetli k—uzay olsun. Herhangi A kiimesi X* anti-

uzayinda kuvvetli kompakt iken A kiimesinin X uzayinda on-kapali oldugunu
gostermek istiyoruz. O yilizden varsayalim A, X uzayimda on-kapali kiime olmasin.
X kuwvetli k-uzay oldugu i¢cin ANC kiimesi C kiimesi On-kapali yani X
uzayinda kuvvetli kompakt olmayacak sekilde en az bir C kuvvetli kompakt kiimesi

vardir. ANC kiimesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip on-kapali alt kiimelerinin

{Ba} ailesini alalim. Oyle ki @ el i¢in (1B, = olsun. e €l igin B, kiimeleri

ANC kiimesinde 6n-kapali olduguna gére B, =K, " ANC olacak sekilde X
uzaymda K, 6n-kapali kiimeleri vardir. K, "C kiimesi C kiimesinde on-kapalidir.
Dolayisiyla X uzaymda kuvvetli kompakttir. O halde Teorem 4.1’den K, nC
kiimesi X" anti-uzaymnda 6n-kapalidir. B, =K, " ANC oldugundan B, c K, nC

olur. K, NC kiimesi de X" anti-uzayinda 6n-kapali oldugundan CL(Ba)C K,NC

Ed

olur. Oyle ki CL(Ba) kiimesi B, ailesinin X" anti-uzayindaki kapanisini
gostermektedir. Boylece ANcl.(B,)c AnK, "nC =B, saglanir. Diger taraftan
B,cA ve B,cclL(B,) oldugundan B, = Ancl.(B,) saglanir. Boylece
B, = AmCL(Ba) oldugu goriiliir. B, A kiimesinin X" anti-uzayindaki 6n-kapali
alt kiimeleri X* anti-uzayinda sonlu arakesit ozelligine sahip olmakla birlikte

B, =& oldugundan A kiimesi X" anti-uzayinda kuvvetli kompakt degildir.

Kabul edelim ki X* anti-uzayinda her kuvvetli kompakt alt kiimesi X uzayinda 6n-
kapali kiime olsun. X, pKC uzaymin kuvvetli k — uzay oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki bir A kiimesinin X uzaymdaki her K kuvvetli kompakt kiimesiyle

arakesiti ANK kiimesi X uzaymda kuvvetli kompakt kiime olsun.
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Kabul edelim ki {C, MA} sonlu kesisim ozelligine sahip olacak sekilde X* anti-

uzayinda on-kapali kiimelerin ailesi {Ca} olsun. Eger C_ = X" olursa ispat agiktir.
Dolayisiyla C, = X* olsun. O zaman C,, X uzaymda kuvvetli kompakttir bu

yizden AnC, X wuzaymda kuvvetli kompakttir. Ayrica her C, kiimesi X
uzaymda On-kapalidir. {Aﬁc% mCa} sonlu kesisim &zelligine sahip oldugu igin
ﬂ(AmCao mCa);tQ dir. Bu yiizden A kiimesi X" anti-uzaymda kuvvetli

kompakttir.

Sonug olarak X, pKC uzay1 kuvvetli k —uzay iken X~ anti-uzaymin her kuvvetli
kompakt alt kiimesi X uzayinda on-kapali olur. Boylece asagidaki diyagram X ve

X" anti-uzayinm kuvvetli kompakt ve on-kapali kiimeleri arasindaki iliskiyi

gostermektedir.
X X
X" anti-uzayinim 6z altkiimesi .
Kuvvetli kompakt On-kapali

=}

= <

g 3

5 i
£

O

%
=

Kuvvetli k-uzay ve pKC uzay
On-kapali Kuvvetli kompakt

Diyagram 4.1. (X T ) topolojik uzay1 ve (X y PT ) uzayinin anti-uzayinin alt kiimeleri arasindaki iliski

(X,7) ve (Y,7") iki topolojik uzay olsun. Bir f:X —Y bir fonksiyon igin

asagidaki tanimlar1 verelim.
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Tamim 4.5. Her K < X kuvvetli kompakt kiimesi igin f (K)CY kuvvetli kompakt

ise f fonksiyonuna kuvvetli kompakt fonksiyon denir.

Tanim 4.6. Her kuvvetli kompakt kiimesi i¢in f (K)< X kuvvetli kompakt ise

f fonksiyonuna kuvvetli has fonksiyon denir.

Tanmim 4.7. Her K cY kuvvetli kompakt kiimesi i¢in f‘l(f (K))c X kuvvetli

kompakt ise f fonksiyonuna yansimali kuvvetli kompakt fonksiyon denir.

Tamm 4.8. Her K Y kuvvetli kompakt kiimesi i¢in f(L)=K olacak sekilde

X ’de bir L kuvvetli kompakt kiimesi varsa f fonksiyonuna kuvvetli kompakt iz

ozellikli fonksiyon denir.

Tamim 4.9. f fonksiyonu On-kararsiz, 6n-kapali bir fonksiyon ve her yeY i¢in

fﬁl(y) kuvvetli kompakt ise f fonksiyonuna kuvvetli miikemmel fonksiyon denir.

X ve Y topolojik uzaylar ve sirasiyla anti uzaylart X* ve Y “olsun. Bir f:X —»Y
fonksiyonuna karsilik gelen f*: X" —Y" fonksiyonu her x icin f*(x) = f(X) ile

tanimlansin.

Bunun yani sira X ve Y, pKC uzaylar ve f:X —Y orten bir donlisim olmak
lizere X ve Y uzaylarinin anti-uzaylari arasinda f* fonksiyonuna karsilik gelen
orten doniisim f : X" —Y  olacak sekilde segelim. Simdi bu doniisiimler

arasindaki iligkileri irdeleyelim.

Teorem 4.10. X ve Y topolojik uzaylar, f ve f° orten fonksiyonlar olsun. f

kuvvetli has doniisiim ise f* 6n-kararsiz doniisiimdiir.
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Ispat. Kabul edelim ki f kuvvetli has fonksiyon olsun. S, Y* anti-uzayinm 6n-
kapali 6z alt kiimesi olsun. O zaman S, Y uzaymda kuvvetli kompakttir. Boylece

f_l(S), X uzayinda kuvvetli kompakttir. Bu yiizden f*’l(S) dontisimic X* anti-

uzayinda 6n-kapalidir. Yani f~ on-kararsiz doniisiimdiir.

Teorem 4.11. X bir topolojik uzay ve Y kuvvetli kompakt olmayan bir uzay olsun.

f” kuvvetli on siirekli ise f kuvvetli has fonksiyondur.

Ispat. S, Y uzaymn kuvvetli kompakt alt kiimesi ve Y kuvvetli kompakt olmayan
bir topolojik uzay olsun. O zaman ScY ve S=Y olur. S, Y anti-uzayinda 6n-

kapalidir. f* kuvvetli 6n-siirekli oldugundan f*’l(S), X" anti-uzayinda kapalidur.

Her kapali kiime oOn-kapali kiime oldugundan X* anti-uzayinda on-kapalidir.

Buradan f*’l(S), X* anti-uzayinda On-kapahdir. Ayrica f*’l(S), X" anti-
uzaymimn 0z alt kiimesi olup f_l(S), X uzaymda kuvvetli kompakt kiime olur.

Dolayisiyla f kuvvetli has fonksiyondur.

Sonu¢ 4.12. X bir topolojik uzay Y kuvvetli kompakt olmayan bir uzay olsun. f*

on-kararsiz doniisiim ise f kuvvetli has doniistiimdiir.

Teorem 4.13. X topolojik uzay, Y kuvvetli k—uzay , f ve f" orten fonksiyonlar

olsun. f on-kararsiz doniigiim ise f* kuvvetli has doniisiimdiir.

Ispat. f on-kararsiz doniisim ve Y wuzaymda kuvvetli k-uzay olsun. f~

fonksiyonunun kuvvetli has doniisim oldugunu gostermeliyiz. S kiimesi Y* anti-

uzayinda kuvvetli kompakt ise Y kuvvetli k —uzay ve pKC uzayi oldugundan S, Y

uzayinda On-kapalidir. f On kararsiz oldugundan f_l(S) kiimesi X uzaymda 6n-

kapalidir. Bu yiizden f**(S) kiimesi de X" anti-uzayinda kuvvetli kompakitir.
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Dolayisiyla S kiimesi Y* anti-uzayinda kuvvetli kompakt iken f*_l(S), X" anti-

uzayinda kuvvetli kompakt oldugundan f* kuvvetli has doniisiimdiir.

Teorem 4.14. X kuvvetli k—uzay ve Y topolojik uzay olsun. f ve f* birer 6rten

fonksiyon olsun. f* kuvvetli has doniigiim ise f On-kararsiz doniigiimdiir.

Ispat. S, Y uzayinda 6n-kapali kiime olsun. Bu durumda S, Y* anti-uzayinda
kuvvetli kompakttir. Boylece f* kuvvetli has doniisiim oldugundan f**(S), X~
anti-uzayinda kuvvetli kompakttir. X Kkuvvetli k—uzay ve pKC uzay1 oldugundan
f_l(S) kiimesi X uzayinda 6n-kapalidir. Dolayisiyla f: X —Y donisiimi 6n-

kararsiz dontlisimdiir.

Teorem 4.15. X ve Y topolojik uzaylar f ve f* birer orten fonksiyon olsun. f

bir 6n-kapali fonksiyon ve X kuvvetli k —uzay ise o zaman f* kuvvetli kompakt

fonksiyondur.

Ispat. S, X*anti-uzayinda kuvvetli kompakt kiime olsun. X kuvvetli k —uzay ve
pKC uzayr oldugundan S kiimesi X uzayinda on-kapali olur. f On-kapali
fonksiyon oldugundan ve her kapali kiime 6n kapali oldugundan 6n kapali kiimenin
goriintiisii de 6n kapali olur. Boylece f(S), Y uzaymnda 6n-kapali olur. Buradan
f*(S) kiimesi Y™ anti-uzayinda kuvvetli kompakt olur. Dolayisiyla f* kuvvetli

kompakt fonksiyondur.

Teorem 4.16. X ve Y iki topolojik uzay olsun. f ve f”* birer drten fonksiyon, Y~

kuvvetli k-uzay olsun. f" kuvvetli kompakt doniisim ise f oOn-kapal

doniisiimdiir.

Ispat. S, X uzayinda kapali kiime olsun. O halde S X uzaymnda 6n kapali yani

X*’da kuvvetli kompakt olur. f* kuvvetli kompakt bir doniisiim oldugundan
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f*(S), Y* anti-uzayinda kuvvetli kompakttir. Y* kuvvetli k—uzay ve pKC uzayi

oldugundan f(S) kiimesi Y uzayinda on-kapalidir. Boylece f oOn-kapali doniisiim

olur.

Sonug 4.17. f ve f* orten fonksiyonlar, X ve Y* kuvvetli k —uzay olsun. f 6n-

kapal1 fonksiyondur ancak ve ancak f* kuvvetli kompakt fonksiyondur.

Ispat. Teorem 4.15 ve Teorem 4.16”dan kolayca goriiliir.

Sonuc 4.18. X bir pKC uzayi ve Y kuvvetli k —uzay olmak tizere f kuvvetli has

dontisim ise f o6n-kapali fonksiyondur.

Ispat. Teorem 4.10°dan f kuvvetli has doniisiim ise f* 6n-kararsiz doniisiimdiir.

Eger f" on-kararsiz doniisiim ise f* kuvvetli kompakt doniisiim olur. Ayrica Y
kuvvetli k-uzay oldugundan ve anti uzay1 olan Y* daha kaba topolojiye sahip
oldugundan Y"* anti-uzayr da kuvvetli k —uzaydir. Sonug¢ olarak Teorem 4.16’dan,
Y" kuvvetli k—uzay ve f° kuvvetli kompakt doniistim ise f On-kapali doniigiim

olur.
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X — Y
Teorem 4.10 PKC uzayi Kuvvetli has déniisiim PKC uzay:
. Kuvvetli kK — uzay ve
Teorem 4.13 pKC uzayi On-kararsiz doniisiim
pKC uzayl
Kuvvetli k —uzay ve By o KC
Teorem 4.15 pKC uzayi On-kapal1 doniisiim p uzayi
Kuvvetli k —uzay ve Sn-kapal dinisi KC
Sonu¢ 4.17 pKC uzayi On-kapal1 doniistim p uzayi
X 1 \a
Teorem 4.10 (X, pr) ’nun anti-uzay1 | On-kararsiz doniigiim (Y, pz') 'niin anti —uzay1
Teorem 4.11 (X, pr) ’nun anti-uzay1 | On-siirekli doniisiim (Y, pr’) 'niin anti- uzay1
Sonu¢ 4.12 (X, pr) ’nun anti-uzay1 | On kararsiz déniisiim (Y, pz’) 'niin anti-uzay1
Teorem 4.13 (X, pr) ‘nun anti-uzay1 | Kuvvetli has doniigiim (Y, pz’) ’niin anti-uzay1
Teorem 4.14 (X, pr) 'nun anti-uzay1 | Kuvvetli has doniisiim (Y, pz’) 'niin anti —uzay1
’ i- Kuvvetli kompakt
Teorem 4.15 (X, pr) nun anti-uzay: e . (Y, pz’) ’niin anti —uzay1
doniistim
(X, pr) ‘nun anti-uzay1 | Kuvvetli kompakt Kuvvetli k — uzay ve
Teorem 4.16 A
doniistim pKC uzay1
(X, pr) ‘nun anti-uzay1 | Kuyvetli kompakt Kuvvetli K — uzay ve
Sonu¢ 4.17 e
doniisim pKC uzayi
U
X — Y
oKC uzay: li has doniisi Kuvvetli kompakt
Teorem 4.11 y Kuvvetli has doniisiim olmayan pKC uzay:
0KC uzayt li has doniisi Kuvvetli kompakt
Sonu¢ 4.12 y Kuvvetli has doniisiim olmayan pKC uzay:
Kuvvetli k-uzay ve | .
Teorem 4.14 On-kararsiz doniisiim PKC uzay1
pKC uzayi
Teorem 4.16 PKC uzay1 On-kapali déniigiim PKC uzay1

Tablo 4.1. Ozel déniisiimler arasindaki iliskiler
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Teorem 4.19. X ve Y kuvvetli k—uzaylar, Y kuvvetli kompakt olmayan bir

topolojik uzay olmak tizere asagidakiler esdegerdir.

1) f kuvvetli miikemmeldir.

2) f ve f* on-kararsiz doniisiimdiir.
3) f ve f" kuvvetli has doniisiimdiir.

4) f* kuvvetli miikemmeldir.

Ispat. 1=2 f kuvvetli miikkemmel fonksiyon olsun. O zaman f On-kararsiz ve
kuvvetli has donistimdiir. f kuvvetli has doniisiim oldugundan Teorem 4.10°dan
f* on-kararsiz doniisimdiir. Dolayisiyla f kuvvetli mikemmel ise f ve f°

doniigiimlerinin dn-kararsiz doniistim oldugu goriiliir.

2=>3 f ve f" on-kararsiz doniisiim olsun. f On-kararsiz doniisiim oldugundan
Teorem 4.13°den f* kuvvetli has doniisiimdiir. Diger yandan Sonug 4.12°den f”
On-kararsiz doniisiim ve Y kuvvetli kompakt olmayan bir topolojik uzay oldugundan

f kuvvetli has doniisiimdiir. Dolayisiyla f ve f* kuvvetli has doniisiimdiir.

3=4 Teorem 4.10’dan f kuvvetli has doniisiim oldugu i¢in f* on-kararsizdir.
Kabul edelim ki C kiimesi X anti-uzayinda 6n-kapali 6z alt kiimesi olsun. O
zaman C kiimesi de X uzaymm kuvvetli kompakt alt kiimesidir. Ayrica f”
kuvvetli has donisiim oldugundan Teorem 4.14°’den f On-karasiz doniisimdiir.
Dolayistyla f On-karasiz olmasi f kuvvetli kompakt doniisim oldugu anlamina

gelir. Boylece f(C), Y uzayinda kuvvetli kompakt kiimedir ve buradan Y* anti-

uzayinda on-kapali kiimedir. Yani f* 6n-kapali bir déniistimdiir.
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Ayrica her yeY’ icin {y} cY” kiimesi kuvvetli kompakt oldugu goz Oniine
alinarak f* kuvvetli has doniisiim oldugu igin f*‘l(y) kuvvetli kompakt oldugu da

goriiliir. Sonug olarak f* kuvvetli miikemmel fonksiyondur.

4=1 f" kuvvetli miikemmel fonksiyon olsun. f* kuvvetli miikkemmel fonksiyon
ise f* on-kapali ve f* 6n-kararsiz fonksiyondur. f* on-kapali doniisim ise f*™
on-karasiz olur. Buradan f* kuvvetli kompakt déniisiimdiir yani f* kuvvetli has

doniisiimdiir. Teorem 4.14’ten f oOn-kararsiz doniisiimdiir. f* on-kararsiz doniisiim
oldugundan Sonug 4.12°den f kuvvetli has doniisiimdiir. Sonug 4.18’den f on-
kapali fonksiyondur. Dolayisiyla f On-kapali, 6n-kararsiz ve kuvvetli has doniisiim

oldugu i¢cin f milkkemmel doniisiim oldugu goriiliir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismadaki orijinal kisim Boliim 4’te verilmistir. Bu boliimde 6nceki boliimlerde
verilen tanim ve teoremler yardimiyla 6n-agik kiimelerin ailesi olan supratopoloji ile
birlikte verilen uzaym anti uzayr tamtilmistir. pKC uzaymin tanimi yapilmis ve
kuvvetli k -uzay olan pKC uzaylarinda kuvvetli kompakt kiimeler ile on-kapali
kiimelerin birbirlerine nasil karsilik geldikleri belirlenmistir. On-acik kiimelerin
ailesi olan supratopoloji ile verilen uzaylar arasindaki doniistimler tanimlanmustir.
pKC uzaylar1 ve kuvvetli k -uzaylar arasindaki dontistimler ile bu uzaylarin anti
uzaylar1 arasinda karsilik gelen doniisiimler arastirilarak ilgili teoremler ifade ve
ispat edilmistir. Bu dontlistimler arasindaki iliskiler irdelenerek elde edilen sonuglar

bir tablo yardimiyla 6zetlenmistir.

Bu c¢alismada kuvvetli Kk —uzaylarin anti uzaylar1 ve ilgili doniistimler i¢in elde
edilen teorem ve sonuglar genellestirilmis kK — uzaylar tanimlanarak 6n-agik kiimeleri
de i¢ine alan y—acik kiimelerin ailesi olan genellestirilmis topolojik uzaylarda
arastirilabilir. Genellestirilmis topolojik uzaylar arasindaki doniistimler ile bu
uzaylarin anti uzaylari arasindaki doniisiimlerin birbirlerine nasil karsilik gelecekleri

daha ileri bir ¢calisma olarak ele alinabilir.
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Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Topoloji Bilim

Dalinda yiiksek lisans egitimine basladi.
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