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OZET

Bu tezde, literatiirdeki SVEIS formunda verilen kizamik hastaligi igin bir model ele alindi.
2001 yilinda Tiirkiye’deki kizamik hastaligi ile ilgili verileri kullanarak MATLAB
programi ile veri uydurarak tek yamali matematiksel SVEIS modelindeki parametreler
tahmin edildi. Tirkiye ile komsu olan iilkenin hem hastaliga duyarl kisilerin hem de hasta
olan kisilerin karsilikl1 gé¢ veya seyahat etmesiyle iki yamali matematiksel SVEIS modeli
olusturuldu. iki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktalar ile temel ¢ogalma sayilart
bulundu ve kararlilikla ilgili teoremler verildi. Teoriyi destekleyen sayisal sonuglar elde
edildi. Son olarak da komsu olan iilkenin kizamik hastaligin1 bulastirma katsayi, go¢ hizi
ve baglangi¢ degerleri disindaki diger tiim parametreler Tiirkiye’deki parametre degerleri
ile ayn1 oldugu varsayilarak dort farkli durum igin kizamik salginin seyri incelendi.
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ABSTRACT

In this thesis, a model for measles, which is given in the form of SVEIS in the literature, is
discussed. In 2001, the parameters in the single-patch mathematical SVEIS model were
estimated by fitting data with the MATLAB program using data on measles in Turkey. A
two-patch mathematical SVEIS model was created with the mutual migration or travel of
both people who are susceptible to the disease and those who are sick from Turkey and the
neighboring country. Disease-independent equilibrium points and basic proliferation
numbers of the two models were found and stability theorems were given. Numerical
results supporting the theory were obtained. Finally, the course of the measles epidemic
was examined for four different situations, assuming that all other parameters except the
measles transmission coefficient of the neighboring country, migration rate and initial
values were the same as the parameter values in Turkey.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
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1. GIRIS

Bakteriler, viriisler, parazitler veya mantarlar gibi patojenik mikroorganizmalara bagh
olarak ortaya ¢ikan hastaliklara bulasici hastalik adi verilir. Bu hastaliklar bulasict bir
kisiden veya hayvandan duyarl bir kisiye dogrudan ya da dolayl olarak bulasabilmektedir.
Bulasici hastaliklarin belirli bir toplumda veya bolgede, belirli bir zaman dilimi igerisinde
beklenen normal sikligindan daha fazla sayida goriilmesi salgin hastalik olarak adlandirilir
[1]. Salgin hastaliklarin anlagilmasina, seyri hakkinda bilgi edinebilmek i¢in matematiksel

ve sayisal bilimler degerli katkilarda bulunmaktadir [2].

Insanlarin topluluklar halinde yasamaya baslamasi, ticaretin toplumlar arasinda gelismesi
ve diinyada yeni yerlerin kesfedilmesi salgin hastaliklarin hizli bir sekilde artmasina sebep
olmustur. Insanoglu her dénem salgin hastaliklarla miicadele etmek zorunda kalmustir.
Yiizyillardir bu salginlar yiiziinden bir¢ok 6liim yasanmakla birlikte tilkelerin ekonomileri
de ¢ok biiyiik zararlar gérmiistiir. Salgin hastaliklarin tiimii 17. yilizyila kadar veba olarak
adlandirilmakta olup, bu salgimlar farkli zamanlarda kizamik, ¢igek hastaligi, tifo, kolera,
tifiis, Insan Bagisikligi Yetmezligi Viriisii (HIV) niin yol agtigi Kazanilmis Bagigiklik
Yetersizligi Sendromu (AIDS), kus gribi, Siddetli Akut Solunum Sendromu Koronaviriisii
2 (SARS-CoV-2) ve influenzalar seklinde ortaya ¢ikmaktadirlar [1,2]. Salgin hastaliklarin
zaman zaman ortaya ¢ikmasma ragmen diinyada Oliimlerin bir¢ogu bulasici olmayan
hastaliklardan olmaktadir. Oliimler, gelismis iilkelerde genellikle bulasici olmayan
hastaliklardan, gelismemis olan iilkelerde ise daha ¢ok bulasict olan hastaliklardan

kaynaklanmaktadir [1].

Tez ¢alismasinin kaynagi olan kizamik hastaligi ¢ocukluk caginda goriilen ve agir bir
bulasict solunum yolu hastaligi olup, asiyla biiylik dl¢lide korunulabilen bir hastaliktir
[3,4]. Kizamik viriisii, Paramyxoviridae ailesindeki Morbillivirus cinsinin bir {iyesi olup
segmentlere ayrilmamis, negatif iplikli Riboniikleik asit genomuna sahip zarfli bir
yapidadir [5]. Klinik semptomlar arasinda yiiksek ates, Oksiiriikk, burun akintisi,
konjunktivit, koplik lekeleri ve makiilopapiiler dokiintii bulunur [6]. Kizamik i¢in kulugka
stiresi 10-14 gilindiir ve enfekte kisiler genellikle {i¢ hafta siiresince hastalikta herhangi bir
komplikasyon yasamadan iyilesirler [7]. Bununla birlikte, yetersiz beslenme veya A
vitaminin eksikligi olan insanlar ishal, zatiirre, kulak enfeksiyonu, korlik ve beyin

iltihabina yatkindir [7,8]. Hastalar kizamigi gecirdikten sonra yasam boyu bagisiklik



kazanir [9]. Yetiskin bir birey, as1 olmamissa ve hastaliga karsi bagisiklik kazanmamissa
kizamik hastaligina yakalanabilir. Kizamik, asiyla onlenebilir olmasina ragmen kiiresel
saglik yonetimi i¢in ciddi bir risk olusturmaya devam ediyor. Hastalik, bes yasin altindaki
cocuklarda hasta olmanin ve oliimiin birincil nedeni olmustur [7]. 2010 yili verileriyle
karsilastirildiginda Sliimlerde %84'liik bir azalma olmakla beraber 2016 yilinda diinyada
kizamik hastaligindan ¢ogunlugu bes yasindan kiigiik ¢ocuklar olmak iizere yaklasik 89780
insan olmdstiir [3,10]. Kizamiga bagli 6liimlerin ¢ogu, saglik altyapilarinin zayif oldugu ve

kisi basina diigsen gelirin az oldugu tilkelerde meydana gelmektedir [7].

Bilim insanlar, yiizyillardir salginlarla ciddi bir sekilde miicadele etmektedirler. Bu
miicadeleye matematik bilimi tizerine c¢alisanlar da matematiksel modellerle destek
vermektedirler. Matematiksel modeller, gergek bir sistem veya bilinen siirecin
basitlestirilmis bir durumudur. Bulasict hastaliklarin yayilmasina yonelik matematiksel
modeller, bulasict hastaliklarin bulasma dinamikleri hakkinda fikir edinmek icin yaygin
olarak kullanilmistir [11,12]. Hastalik hakkinda fikir edinebilmek i¢in sistem matematiksel
formiillerle ifade edilmelidir. Matematiksel epidemiyolojide ilk model 1766 yilinda Daniel
Bernoulli’nin ¢igek hastaligina karsi asilama yaptigi ¢alismadir [13]. Temel g¢alismalarin
birgogu matematikgiler tarafindan degil, 1900 ile 1935 yillar1 arasinda halk saghgi
hekimleri tarafindan yapilmistir [2]. McKendrick ve Kermack, modern matematiksel
epidemik modelin kurucusu olarak bilinir [14,15]. Ilk bdlmeli modellerden biri olarak
kabul edilen Kermack-McKendrick salgin modelinde; Londra’da 1665-1666 yillarinda
veba, 1865 yilinda kolera ve 1906 Mumbai (Bombay) veba salginlarinda gozlenen hasta
sayilarinda hizli yiikselis ve diistislerin nedenleri igin McKendrick ve Kermack tarafindan
1927 yilinda SIR tipi bdlmeli modelini baslatmiglardir ve hastaligin epidemiyolojik
gecisini ortaya ¢ikarmayr basarmiglardir [14,15]. Matematiksel modelleme kullanilmaya
basladigi zamandan giiniimiize kadar salgin hastaliklarin yayilmasimni ve bulagmasini

incelemek i¢in 6nemli bir ara¢ haline gelmistir [14-17].

Tiim diinya tilkeleri yeni tip koranaviriis SARS-CoV-2 ile basa ¢ikmaya ¢alismaktadirlar.
Yeni tip koranaviriisii, Cin’in Wuhan sehrinde 31 Aralik 2019 tarihinde ortaya ¢ikt1 ve kisa
zamanda biitiin diinyaya yayilmasiyla Diinya Saglhk Orgiiti (DSO) tarafindan 11 Mart
2020°de kiiresel salgim ilan edildi [18]. Ulkeler, SARS-CoV-2 i¢in yapilan matematiksel
modeller sayesinde salginin seyri hakkinda fikir edinebilmekte ve stratejilerini simiilasyon

sonuglarina gore belirlemektedirler [19,20]. Bu salginda, insanoglu ¢ok fazla kayip verse



de matematiksel modellemeler sayesinde daha fazla insanin dlmesi engellenmistir. Ayrica
iilkelerin salgin1 ekonomik olarak daha az hasarla atlatmasina da yardimci olmustur. Bu
durum matematiksel modellerin basarili politikalara, 6ngoriilere ve analizlere imza attigini
gostermektedir [21-25].

Salgin hastaliklarin yayilma mekanizmasinin tanimlanmasina ve hastalik kontroli igin
stratejilerin  degerlendirilmesine yardimci olmak igin c¢esitli matematiksel modeller
kullanilmaktadir. Deterministik bolmeli modeller, salgin hastaliklarin modellenmesinde en
uygun ve en yaygin modelleme yontemlerinden biridir ve SIR modeli olarak bilinir [15].
Incelenen hastaligmin epidemiyolojisine gére SIR modeli cesitlendirilebilir. Literatiirde
salgin hastalik modelleri kisaltmalar kullanilarak MSEIR, MSIR, SVEIS, SEIR, SEIS,
SIRS, SIR, SIS, Sl seklinde kategorize edilir ve farkli matematiksel modeller bunlarin her
biri i¢in olusturulur. Modellerdeki kisaltmalar; S (Hastaliga Duyarl), V (Asilanmis), E
(Maruz Kalmis veya Gizli Enfekte), | (Bulasici veya Enfekte), R (lyilesmis veya Bagisiklik
Kazanmis), M (Dogumdan Kazanilmis Bagisiklik) seklinde agiklanmaktadir [14-16].

Kizamik hastaliginin matematiksel modellemesi, hastaligin seyrini incelemek i¢in 6nemli
bir aragtir [26]. Tez calismasinda, Sahu ve Dhar’in (2012) c¢alismasindan esinlenerek
kizamik hastalig1 icin yeni bir matematiksel model olusturuldu [11]. Sahu ve Dhar’mn
calismasindan farkli olarak, kizamik hastaligini gegirenlerin tamami 6miir boyu bagisiklik
kazanacagi i¢in asilanmis ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin bulundugu sinifa
gecer, Olim sadece enfekte bireylerin oldugu simifta kabul edildi. Dogum ve o&liim
terimlerini diger siniflardan ¢ikardik ¢linkii patlama yapan bir salgini gbz 6niine aliyoruz.
Veri nedeniyle bir yillik siireci goz oniine aldigimizdan dogum ve 6liim olaylar1 g6z ardi

edilebilecek kiiciikliiktedir. Ayrica enfeksiyon, enfekte ve duyarli bireylerin etkilesimi
nedeniyle yayilacagi i¢in salgin modelimiz i¢in insidans hizi 'BTSI olarak alindi. Tek

yamali matematiksel SVEIS modelinde niifus dort boliime ayrildi. Bu modelde yer alan

degiskenler;
S : Duyarli bireylerin sayist,

Vv : Asilanmig ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin sayisi,



E : Gizli enfekte olan bireylerin sayisi,

I : Enfekte olan bireylerin sayisi,

N : Toplam niifusun sayis1

seklindedir. Modelde kullanilan parametreler ise

@ : Duyarli bireylerin asilanma hizi,

1 S .

r : Ortalama bagisiklig1 kaybetme siiresi,

Yo : Bulagma katsayist,

3 : Dogal bagisiklik iyilesme hizi,

1 . : . .
- : Enfekte bireylerin ortalama enfeksiyon siiresi,
I

1 : Gizli enfekte bireylerin ortalama kulugka siiresi,
o

y7x : Hastaliga bagli 6liim orani

dir. Buna gore SVEIS modelinin diferansiyel denklem sistemi

d—S=—a)S+H\/—ﬂ—SI,
dt N
d—V=a)S—6’\/+§E+7/I,
) dt
d—IE:ﬁ—é‘E—O'E,
dt N

dl

—=cE—=-yl—yu,l,
Gt o Y= Hy

(1.1)



seklindedir. Degiskenler negatif deger almazlar ve degiskenlerin baslangic kosullari;

S,>0V,>0,E,>0,1,>0"tir. Bu modelde N=S+V +E+1, t zamanindaki toplam

niifustur. Ayrica tim parametreler pozitiftir.

Kizamigin belirli bir kulugka siiresi oldugu i¢in birey enfektif hale gelmeden once gizli
enfekte sinifinda kalir. Ayrica kizamik gegiren birisi dmiir boyu dogal bagisiklik kazanir.
Bu iki durumun da ¢alismaya eklenmesiyle kizamik hastaliginin gelisimi ile ilgili daha
gercekei sonuglar elde edildi. Daha sonra Tewa, Bowong ve Mewoli’nin (2012)
caligmasindan da yararlanarak kizamik hastalig icin tilkeler arasi gogii veya seyahati goz
Oniine alarak iki yamali matematiksel SVEIS modeli olusturuldu [27]. Tewa, Bowong ve
Mewoli’nin ¢alismasindaki modelden farkli olarak tek yamali matematiksel SVEIS
modelindeki bilgileri kullanarak elde edilen yeni iki yamali matematiksel SVEIS
modelinde hem duyarli bireyler hem de hasta bireyler karsilikli go¢ veya seyahat
etmektedirler. Ayrica simiilasyon sonuglarindan elde edilen parametre degerleri, her iKi
model i¢in yeni kararlik analiz sonuclar1 ve kizamik salginin dort farkli durumu i¢in iki

iilkenin simiflarinin karsilastirilip incelenmesi ¢alismanin katkilarindandir.

Tezin devami su sekilde planlandi. 2. boliimde bu tezde kullanilacak olan genel tanimlar
verildi. Bu bolimin devaminda tek ve iki yamali matematiksel SVEIS modelleri
olusturuldu ve bu modellerde kullanilan tiim parametreler tanimlandi. 3. boliimde verilen
teorem ve tanimlardan yararlanarak bu modellerin hastaliktan bagimsiz denge noktalar ile
temel ¢ogalma sayilar1 bulunup, kararlilik analizleri incelendi. 4. bolimde MATLAB
programindan yararlanarak tek yamali matematiksel SVEIS modelinin parametreleri
bulundu ve bir dnceki boliimde verilen teoremleri tartigmak i¢in her iki modele ait sayisal
ornekler verildi. Ayrica iki yamali modelde parametrelerin degisiminin kizamik hastaligina
etkisi incelendi. 5. boliimde bu modellerin kararlilik analizleri igin verilen teorilerin elde
edilen sayisal sonuglarla tutarli sonuglar verdigi, iki iilkenin sadece bulagsma katsayisi, go¢
hizlar1 ve siniflarmin baglangic degerlerinin degismesi hasta sayisini, salginin zirvesini ve
zirve yaptigt ayr etkiledigi tizerinde duruldu. Hastalikla ilgili veriler kullanilarak
olusturulan matematiksel modeller, salginin gelisimi hakkinda 6nemli bilgiler verecegi i¢in

bu miicadelede uygun stratejiler gelistirilebilecegi belirtildi.






2. BAZI MATEMATIKSEL KAVRAMLAR VE MODELLEME

Matematiksel modeller; olaylara, etkilesimlere ve davranmiglara iliskin gozlem ya da
Olctimleri derli toplu bir bigimde ifade etmek, bunlar agiklamak, heniiz gozlenmemis
olaylar1 ya da sonuglar1 tahmin etmek ve belirli davranislar géstermesi istenen sistemleri
tasarlamak amaciyla kullanilir [28]. Bu boliimde ilk 6nce ihtiyag duyulan genel tanimlar
verildi. Daha sonra adi diferansiyel denklem sistemi kullanilarak kizamik hastalig1 igin tek
ve iki yamali matematiksel SVEIS modelleri olusturuldu. Dolayisiyla modellerdeki

siiflarin zamana bagli durumu incelenebildi.
2.1. Diferansiyel Denklemlerin Temel Kavramlari
2.1.1. Tanim

Bagimli degiskenin yalnizca bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denkleme adi

(siradan) diferansiyel denklem denir [29].

Tez galismasinin kalan kKisminda adi diferansiyel denklemler, diferansiyel denklemler
olarak isimlendirilecektir. Diferansiyel denklemler mertebelerine, lineer olup

olmamalarina, homojen olup olmamalarina gore siniflandirtlir.
2.1.2. Tanim

f reel degerli bir fonksiyon olmak iizere n. mertebeden en genel diferansiyel denklem

2 n
Pl 3 dx 4X) 4 2.1)
dt’dt? " dt”

formundadir. Burada f fonksiyonu, t’ye bagl degil ise diferansiyel denkleme otonom,

t’ye bagl ise bu diferansiyel denkleme otonom olmayan denir [30].

2.1.3. Tanim

Asagidaki formda ifade edilen bir n. mertebeden diferansiyel denklem i¢in



n n-1
?n;( +a,(t) ?jti( Frta, () +a,Ox=g() (2.2)

d
dt

j=1..,n olmak tlizere a; katsayilari ve ¢ fonksiyonu sabitse veya t’nin

fonksiyonlariysa, ancak X 'in fonksiyonlar1 veya tiirevlerinden herhangi biri degilse Es. 2.2
diferansiyel denklemine lineer (dogrusal) denir. Diferansiyel denklem lineer degilse bu

denkleme lineer olmayan diferansiyel denklem adi verilir [30].
2.1.4. Tanim

Es. 2.2°deki diferansiyel denkleminde g(t)=0 ise denkleme homojen diferansiyel

denklem, aksi takdirde homojen olmayan diferansiyel denklem ad1 verilir [30].

Diferansiyel denklem sistemleri i¢in de benzer tanimlar yapilabilir. Asagidaki tanimda

birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin en genel hali verilmistir.

2.1.5. Tanim

i=1...,n icin f reel degerli fonksiyonlar olmak iizere, F=(f1,f2,...,fn)T ve
X (t) = (% (1), %, (t),..., x, (t))" olsun. Bu takdirde, birinci mertebeden n tane diferansiyel

denklemin olusturdugu bir diferansiyel denklem sistemi

dX
P F(X(t),1), (2.3)

bicimindedir. Es. 2.3 teki diferansiyel denklem sisteminin sag tarafi, t'ye baglh degil ise bu

diferansiyel denklem sistemine otonom, t'ye bagli ise otonom olmayan denir [30].
2.1.6. Tanim

i=1..,n i¢in Es. 2.3 teki diferansiyel denklem sistemi

T =2a0x+a0 2.4



biciminde yazilabiliyor ise lineer denir. Diferansiyel denklem sistemi lineer degilse bu

denklem sistemine lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi ad1 verilir [30].
2.1.7. Tanim

Es. 2.4’te Vi icin g;(t)=0 ise bu diferansiyel denklem sistemine homojen, aksi takdirde

homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi denir [30].

2.1.1. Teorem

Es. 2.3 sisteminde tanimlanan her i =1,...,n, F ve 2—': fonksiyonlarinin (X, X,,..., X,) € R"
X.

icin siirekli oldugunu kabul edelim.

dx
o T (2.5)

X (to) = X01

baslangi¢ deger probleminin herhangi bir X, e R" baslangi¢ degeri i¢in tek bir ¢oziimii
vardir. [t,,t) ¢ozlimiin var oldugu maksimal araligi, T <o olmak iizere [t,,T) araligina

sinirlanabilir [30].

Es. 2.5 sisteminin X (t) = (x,(t), X, (t),..., X, (t)) ¢o6ziimii R" de parametrik bir egri tanimlar.
Bu egrinin iizerinde bulunan noktalarin kiimesine sistemin bir yoriingesi (orbiti ya da yolu)
denir. R" bolgesinde ¢6ziim ¢izildiginde; n=1 ise faz ¢izgisi, n=2 ise faz dizlemi ve

n=3 ise faz uzay1 olarak adlandirilir [30].
2.2. Tek Yamah Matematiksel Modelleme

Hastalik modelleri i¢in en sik kullanilan matematiksel modelleme metotlart Markov
modelleri, dinamik kompartiman modelleri ve o6zellikle ajan temelli olmak iizere
simiilasyon modelleridir [31]. Tez ¢alismasinda dinamik kompartiman modeli kullanildu.
Kompartiman modelleri 6zellikle bulasic1 hastaliklarin modellenmesinde en yaygin

kullanilan ve en uygun olan modelleme yontemlerinden biridir. SIR modeli olarak da
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bilinen bu modelin incelenen hastaligin epidemiyolojisine gore cesitlendirilebilir. SIR
modelleri Susceptible (Hastaliga Duyarli), Infectious (Bulasic1 veya Enfekte) ve Recovered
(lyilesmis veya Bagisiklik Kazanmis) kelimelerinin bas harflerinden olusur. incelenen
popiilasyon, bu ii¢ ve gerekirse daha fazla kompartimana boliniir [31]. SIR modeline ilave
olarak M (Maternally Derived Immunity-Dogumdan Kazanilmis Bagisiklik), E (Exposed—
Maruz Kalmig veya Gizli Enfekte), V (Vaccinated-Asilanmis) gibi kompartimanlar
eklenerek MSEIR, MSEIRS, SEIR, SEIRS, SVEIS, SIR, SIRS, SEI, SEIS, Sl ve SIS gibi
modeller olusturulabilir [16,31].

2.2.1. Kizamik hastahginin matematiksel SVEIS modeli

Kizamik hastaliginin matematiksel modellemesi, hastaligin ilerlemesini incelemek igin
gliglii bir ara¢ oldugundan Sahu ve Dhar’in (2012) ¢alismasindan esinlenerek yeni bir tek
yamali matematiksel SVEIS modeli olusturuldu [11]. Bu modelde, Sahu ve Dhar’in
olusturdugu modelden farkli olarak hastaliga duyarli bireylere yeni doganlar ile go¢ dahil
edilmedi. Ayrica, salgim modelini ele aldigimizdan, sadece enfekte bireylerin hayatini
kaybedecegini kabul ettik. Niifus (N); kizamik hastaligina duyarh bireyler (S), gizli enfekte
olan bireyler (E), enfekte olan bireyler (I), asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen
bireyler (V) olmak tizere dort boliime ayrilmistir. Duyarl siniftaki bireylerin asilanmasi ile
bu smiftaki bireyler asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin bulundugu sinifa
gecis yaparlar. Asi olmayanlar veya hastalifa kars1 bagisiklik olusmadiginda duyarli hale
gelirler ve gizli enfekte sinifina gecerler. Bazi hastaliklar i¢in (tiiberkiiloz, grip, kizamik)
enfeksiyonlu bir kisiyle yeterli temas halinde olan birey gizli enfekte olur, ancak bulasici
degildir. Bu birey, bulasici hale gelmeden 6nce belirli bir siire boyunca gizli enfekte
sinifinda kalir [11,32]. Kizamik hastaligina yakalanip gizli enfekte olan kisilerin bir kismi
iyilesip dogal bagisiklik kazanacagi i¢in asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen
bireylerin bulundugu sinifa geger, heniiz iyilesemeyenler ise enfekte bireylerin bulundugu
sinifa gegerler. Hastalar kizamig1 gegirdikten sonra yasam boyu bagisiklik kazanir [9].
Bundan dolay1 kizamik hastaligini atlatip iyilesen kisiler Sahu ve Dhar’in modelindeki gibi
duyarli bireylerin bulundugu sinifa gegmezler. Sadece asilanan ve kizamik hastaligindan

iyilesen bireylerin bulundugu sinifa gegerler.

Asilamadan oOnceki donemde neredeyse her ¢ocuk kizamik gegirdi ve bu milyonlarca

Olimle sonuglandi [33]. Kiiresel kizamik asilama ¢abalari, kizamik viriisii
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enfeksiyonlarinda ve kizamikla iligkili 6lim oranlarinda logaritmik azalmalara yol
acmistir. Bununla birlikte, kizamik diinyanin pek ¢ok yerinde endemik olmaya devam
ediyor. Yilda 7 milyondan fazla insam etkiliyor ve 100000°den fazla 6liime neden oluyor
[33]. Salgin modelini inceledigimiz igin, sadece enfekte olan bireylerin olusturdugu sinifta
Olim vardir. Asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen sinif, asilanmig niifus ve hastaliga
kars1 yasam boyu bagisiklik kazanmig niifustan olusmasi anlaminda daha genis bir sekilde
ele alimmaktadir. Kizamik hastaligina karsi toplumun tamami asilansa dahi kizamik
salginlar1 uzun araliklarla da olsa goriilebilmektedir. Bunun nedeni ise toplumun %100’
asilansa bile as1 etkinliginin %95 oraninda etkili olmasidir [9]. Toplumun geri kalani olan
%35’1 ise kizamik hastaligina karsi duyarli hale gelmekte ve kizamik viriisiiniin
dolasabilecegi yeterli sayida duyarli kisiye ulasildiginda kizamik salginlari olugmaktadir.
Asilama oranlarinin diisiikk oldugu toplumlarda salginlar daha ¢ok meydana gelmektedir
[9]. Yani asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen siniftaki bireylerin bir kismi asidan
kaynaklanan nedenlerle duyarli sinifa gegebilir. Sekil 2.1’de siniflar arasindaki gegisi

gosteren transfer diyagrami verildi.

N ¢ E |

lud |

EE

vI

Sekil 2.1. Kizamik hastali§inin matematiksel SVEIS modelinin transfer diyagrami

Bu modelde yer alan degiskenler;

S : Duyarl1 bireylerin sayist,

\Y : Asilanmis ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin sayisi,
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E : Gizli enfekte olan bireylerin sayisi,

I : Enfekte olan bireylerin sayisi,

N : Toplam niifusun sayis1

seklindedir. Modelde kullanilan parametreler ise

@ : Duyarl1 bireylerin asilanma hizi,

1 S L

r : Ortalama bagisiklig1 kaybetme siiresi,

Yo : Bulagma katsayist,

3 : Dogal bagisiklik iyilesme hizi,

1 . : . .
- : Enfekte bireylerin ortalama enfeksiyon siiresi,
I

1 : Gizli enfekte bireylerin ortalama kulugka siiresi,
o

y7x : Hastaliga bagli 6liim orani

dir. Buna gore SVEIS modelinin diferansiyel denklem sistemi

d—S=—a)S+H\/—ﬂ—SI,

dt N

CL—V=a)S—6’\/+§E+7/I,
<dé q (2.6)
—=ﬂ——§E—0'E,

dt N

dl

¥E=JE—7/I—ydI,
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seklindedir. Degiskenler negatif deger almazlar ve degiskenlerin baslangic kosullari;

S,>0V,>0,E,>0,1,>0"tir. Bu modelde N=S+V+E+1, t zamanindaki toplam

niifustur. Ayrica tim parametreler pozitiftir.

Simdi olusturulan modeli agiklayalim.

il

Es. 2.6 sisteminin birinci denklemindeki N ifadesi, duyarli bireyler ile enfekte bireyler

arasindaki etkilesim sonucunda birim zamanda hasta olan birey sayisidir. Hasta olan
bireyler duyarli bireylerin bulunacagi siniftan ayrilacag i¢in bu ifade negatif olarak duyarl
bireylerin bulundugu sinifa dahil olur. Hastalik bulasma olasilig1 olan duyarli bireylerin
asillanmasi ile @S terimi bu siifa negatif olarak dahil olur. Bagisikliga sahip bireylerden
bagisikligini kaybedenler yeniden duyarli siifa dahil olacagindan &V terimi eklenmelidir.

Bu durumda duyarh bireylerin sayisinin zamana gore degisimi
—=—a)S+H\/——'B§| , (2.7)

seklinde elde edilir.

Es. 2.6 sisteminin ikinci denkleminde, hastalik bulagma olasiligi olan duyarli bireylerin
agilanmasi ile @S terimi agilanmis ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin bulundugu
simifa eklenmelidir. Ayrica gizli enfekte ve enfekte olan bireylerden bagisiklik
kazananlarin sayisin1 ifade eden £E ve yl terimleri de bu simifa eklenmelidir.
Bagisikligini kaybeden bireylerin sayisini ifade eden &V bu smifa negatif olarak dahil
olur. Bu durumda asilanmis ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin sayisinin zamana
gore degisimi

dv

G =OS =V +EE+, (2.8)

olur.
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Es. 2.6 sisteminin i¢iincti denkleminde, duyarli bireylerin enfekte olan bireylerle temasi

i

sonucunda gizli enfekte olan birey sayisinda artmaya yol acacagindan N terimi gizli

enfekte bireylerin bulundugu sinifa eklenmelidir. Gizli enfekte olan bireylerden bagisiklik
kazananlarin sayisini ifade eden £E terimi bu sinifa negatif olarak dahil olur. Gizli enfekte
olan bireyler hastaligin kulugka siiresinin bitmesiyle enfekte olacagi i¢cin oE terimi bu
siifa negatif olarak dahil olur. Bu durumda gizli enfekte olan bireylerin sayisinin zamana

gore degisimini

dE _ /St o
=i T E o (2.9)

denklemi elde edilir.

Es. 2.6 sisteminin dordiincii denkleminde, gizli enfekte olan bireyler hastaligin kulugka
stiresinin bitmesiyle enfekte olacagi i¢cin oE terimi enfekte bireylerin bulundugu sinifa

eklenmelidir. Enfekte olan bireylerden bagisiklik kazananlarin sayisini ifade eden yl
terimi bu sinifa negatif olarak dahil olur. Hastaliktan olenlerin sayisini ifade eden gyl

terimi bu sinifa negatif olarak dahil olur. Bu durumda enfekte olan bireylerin sayisinin

zamana gore degisimini

dl
= oE A, (2.10)

seklinde bulunur.
2.3. iki Yamah Matematiksel Modelleme

Bu kisimda Tewa, Bowong ve Mewoli’nin (2012) ¢alismasindan ve Es. 2.6 sisteminden
yararlanilarak iki yamali1 bir SVEIS kizamik modeli ele alindi [27]. Tiirkiye (1. {ilke) ve
komsgularindan biri (2. lilke) olmak iizere iki iilke arasindaki kizamik salgini i¢in duyarli,
asilanan ve hastaliktan iyilesen, gizli enfekte ve enfekte bolmeleri olan iki yamali bir
SVEIS modeli incelendi. Modelde iki tilkenin hem duyarli kisiler hem de hasta olan kisiler
karsilikli go¢ veya seyahat etmektedir. Bu model, Tiirkiye ve ona komsu olan bir iilke igin

aciklanmasina ragmen, modelimiz birbirine komsu olmayan iki {ilke arasindaki etkilesimi
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modellemek icin de kullanilabilir. iki yamali SVEIS kizamik modelinin transfer diyagrami
Sekil 2.2°de verildi.

Tudl I
B1S114

o1 E1
> E1 > I1

S

01V §1 E1

w151 L vl

4

a2 o1 V1 s o

/ BZSZIZ
N o2 E2 -
l/l.ldz 12
0:V; &2 Ez
|
w3 S» L Y212
V,

Sekil 2.2. Tki yamali matematiksel SVEIS modelinin transfer diyagrami

Bu modelde yer alan degiskenler;

S, : 1. lilkedeki duyarli bireylerin sayisi,

S, : 2. lilkedeki duyarli bireylerin sayisi,
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V, : 1. lilkedeki agilanmis ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin sayisi,
Vv, : 2. llkedeki asilanmig ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin sayisi,
E, . 1. lilkedeki gizli enfekte olan bireylerin sayisi,

E, : 2. lilkedeki gizli enfekte olan bireylerin sayisi,

I, : 1. ilkedeki enfekte olan bireylerin sayisi,

I, : 2. iilkedeki enfekte olan bireylerin sayisi,

N,  :1.ilkedeki toplam niifusun sayisi,

N, :2.iilkedeki toplam niifusun sayisi

seklindedir. Modelde kullanilan parametreler ise

@, : 1. iilkedeki duyarl bireylerin asilanma hizi,

, : 2. lilkedeki duyarli bireylerin asilanma hizi,

Gi . 1. tilkedeki ortalama bagisiklig1 kaybetme siiresi,
1

Hi : 2. lilkedeki ortalama bagisikligi kaybetme siiresi,
2

oA : 1. tilkedeki bulagma katsayisi,

B, : 2. lilkedeki bulagsma katsayist,

& . 1. lilkedeki dogal bagisiklik iyilesme hizi,
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. iilkedeki dogal bagisiklik iyilesme hizi,

. ilkedeki enfekte bireylerin ortalama enfeksiyon siiresi,

. lilkedeki enfekte bireylerin ortalama enfeksiyon siiresi,

. Ulkedeki gizli enfekte bireylerin ortalama kulugka siiresi,

. ilkedeki gizli enfekte bireylerin ortalama kulugka siiresi,

. llkedeki hastaliga bagli 6liim orani,

. lilkedeki hastaliga bagli 61liim orani,

. ilkedeki duyarl kisilerden 2. iilkedeki duyarh kisilere go¢ hizi,

. ilkedeki duyarl kisilerden 1. iilkedeki duyarh kisilere go¢ hizi,

. ilkedeki enfekte kisilerden 2. iilkedeki enfekte kisilere go¢ hizi,

. ilkedeki enfekte kisilerden 1. {ilkedeki enfekte kisilere go¢ hizi

dir. Buna gore iki yamalit SVEIS modeli
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'% =-wS + 0V, - ﬁlsill -, S +a,S,,
%: @S, -0V, +EE + .1,

% = %—glEl—alEl,

%z G~y — pl — el +al,,

)

‘% =—,S,+ 0\, — ﬂZSzlz +a,8, - 2,5,
%= @,S, =0\, +EE, + 1,1,
%z%_@g -0o,E,,

\%=0-2E2 — 7,1, =gl + ol —a,l,,

(2.11)

seklindedir. Degiskenler negatif deger almazlar. 1. iilkedeki degiskenlerin baglangic

kosullart S, >0,V,,>0,E,>0,1,,>0 ve 2. iilkedeki degiskenlerin baslangi¢c kosullar

S,,>0,V,, >0,E, >0,1,, >0"tiir. Bu modelde; N, =S +V,+E +1,, t zamanindaki 1.

tilkenin niifusu ve N, =S, +V, + E, +1,, t zamanindaki 2. tilkenin nifusudur. Ayrica tiim

parametreler pozitiftir.
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3. KARARLILIK ANALIZi

Matematiksel modelleme, bulagic1 hastaliklarin yayilmasin1 ve kontroliinii analiz etmede
onemli araglar haline geldi. Matematiksel modeller, bulagsma ve iyilesme oranlar1 gibi bir
hastaligin seyrini etkileyen ana faktorleri hesaba katar ve hastaligin belirli bir siirede nasil
yayilacagini tahmin eder. Son yillarda bulasici hastaliklarin bulasma dinamiklerini
arastirmak, gercekci matematiksel modeller gelistirmek i¢in bir¢ok girisimde bulunulmus
ve bu salgin modellerinin asimptotik davraniglari incelenmistir [11,12]. Salgin modelin
davraniginin incelenmesindeki ana konulardan biri kararliliklarin analizidir [11,34]. Bu

boliimde; kararlilik tanimlari, lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik

analizi ic¢in gerekli olan teorem ve tanimlar, temel ¢ogalma sayis1 R;’mn tanimi verildi.

Verilen tanimlar ve teoremleri kullanarak tek ve iki yamali matematiksel SVEIS modelinin
hastaliktan bagimsiz denge noktalar1 ve temel ¢ogalma sayilar1 bulunup, bu noktalarin

kararlilik analizleri incelendi.
3.1. Kararhhk Tanimlar

Diferansiyel denklem kuraminda modern bir arastirma alani olusturan kararlhilik kavrami
gecen ylizyilin baglarinda bagimsiz olarak ¢alisan Sovyet matematikgi Liapunov ve Fransiz
matematikgi Poincare tarafindan ortaya atilmistir [35]. Kararlilik kuram fizik, miithendislik
ve uygulamali bilim dallar1 gibi birgok dalda uygulanmaktadir [35]. Kararlilik konusu,
sayisal yontemin bir baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinde kullanildiginda ortaya ¢ikan
hatalarin kaybolabilecegi ihtimaliyle alakalidir. Kararsizlik, eger hatalar sinirsiz olarak

artmaya egilimliyse gerceklesir [36].
3.1.1. Tanim

F(X)=0 denklemini saglayan X ¢éziimiine, Es. 2.5°teki diferansiyel denklem sisteminin

denge noktasi, sabit noktasi veya kritik noktasi ad1 verilir [37].
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3.1.2. Tanim

Es. 2.5°deki baglangic deger problemini géz dniine alinsin. Ayrica X, sistemin bir denge

noktas1 olsun. >0 ve t>t; icin, |X, —YH < 6 olacak sekilde Es. 2.5’deki diferansiyel
denklem sisteminin X (t) ¢6ziimii igin HX (t) —YH < ¢ kosulunu saglayan dyle bir d(g)>0

sayis1 varsa, o zaman Es. 2.5 sistemi i¢in X denge noktas1 yerel kararlidir denir. Eger X,

yerel olarak kararli degilse kararsizdir denir [30].

Bu matematiksel ifadeler X *a “yeterince yakin” (yani, & uzaklig1 icerisinde) baslayan her
¢oziimiin X ’a “yakin” (& uzakligi icerisinde) yakin kaldigini sdyler. Sekil 3.1, (b)’deki
yoriinge t,’da HX (t) —Y” = ¢ c¢emberinin igerisindedir ve her ne kadar az sonra ¢emberin
disina gegse de her t>t, icin HX(t)—Y“:g ¢emberin i¢inde kalir. Ancak, ¢Oziimiin
yorilingesi t —co iken X kritik noktasina yaklasmak zorunda degildir. Sekil 3.1, (c)’deki
yoriinge t,’da HX(t)—YH:E cemberinin igerisinde olsa da her t>t, icin HX(t)—YH=g

¢emberin i¢cinde kalmamaktadir.

3.1.3. Tanim

X, Es. 2.5 sisteminin bir denge noktasi olsun. Eger,

e X denge noktasi yerel kararli,
e [Xo=X]| <7 oldugunda lim|X (t)— X| =0 olacak sekilde bir y >0 var ise

t—

X, yerel asimptotik kararlidir denir [30].

X ’a “yeterince yakin” baglayan yoriingeler sadece “yakin” kalmak zorunda degildir. Ayni

zamanda sonunda t —oo iken X ’a yaklasmak zorundadir. Bu agiklama ise Sekil 3.1,

(a)’daki yoriingenin durumudur.
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Tanim 3.1.2 ve 3.1.3’te ifade edilen tanimlar geometrik olarak Sekil 3.1’de gosterildi.
Burada; (a) yerel asimptotik kararli denge noktasini, (b) yerel kararli denge noktasini ve (C)

kararsiz denge noktasini géstermektedir [38].

A
e
\x
D
Y

Sekil 3.1. Kararlilik ¢esitleri [38]

3.2. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemlerinde Kararhlik Analizi

3.2.1. Tanim

Diferansiyel denklemleri ¢6zmeden onlarin ¢oziimlerinin 6zelliklerinin incelenmesine

diferansiyel denklemlerin nitel (kalitatif) teorisi denir [39].

Pek cok diferansiyel denklem analitik metotlara uygun bir sekilde ¢o6ziilemedigi igin,
denklemleri gergcekten ¢6zmeden bunlarin c¢oziimleri hakkinda niteliksel bilginin elde
edilebilmesi 6nemlidir [36]. Fizik ve miihendislik gibi bir¢ok dalda uygulama alani
olmasindan dolay1 lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin ¢éziimiinii bulmak
isteriz. Fakat belirli formlardaki sistemlerin ¢ézlimleri bulunabilir. Bu nedenle bir sistemi

¢ozmeden onun ¢ozliimii hakkinda fikir sahibi olmak oldukc¢a 6nemlidir. Lineer olmayan



22

sistemlerin ¢oziimleri ile lineer sistemlerin ¢ozlimleri arasinda genellikle bir iligki vardir.
Birka¢ 6zel durum hari¢ genellikle lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini

¢ozmeden lineerlestirerek sistemin ¢oziimii hakkinda fikir sahibi olunabilir [35].

Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik analizi ig¢in gerekli olan

teorem ve tanimlart verelim. i=1..n i¢in f, reel degerli fonksiyonlar,

F=(f,f,,...f)" ve X(t)=(x(t),%®t),..,x ()" olmak izere

X = F(X), (3.1)
lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalim.
3.2.2. Tanim

F, diferansiyellenebilir bir fonksiyonise i, j=1,...,n igin

C of, of of ]
Dxy Lixy ... Lix
aXl( ) aXz( ) axn( )

of, O xy ... O
DF(X)={%(X)}= &m ox, () X, (X) (3.2)
i

of of of
n (X LX) ... —n(X
_axl( ) aXz( ) axn( )

ile tanmimlanan nxn boyutlu matrise F 'nin X noktasindaki Jakobiyen matrisi denir [37].

Es. 3.1°deki sistemin denge noktasi X olmak iizere Tanim 3.2.2°den F fonksiyonunun bu

denge noktasindaki Jakobiyen matrisi
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of, —. of, — of, <]
a—l(X) a—l(X) = (X)
X, X X,
of, - of, = of, —
— g —2(X) =2(X) - =2(X
J=DF(X)=[§f—'(X)}= ox ) ) 5 ] (3.3)
X : :
of —. of — o —
a”(X) a"(X) o (X))
| 0%, X ox,
seklinde yazilir.
3.2.3. Tanim
J= DF(Y), nxn boyutlu bir matris olmak iizere
X = JX, (3.4)

sistemine Es. 3.1 sisteminin X noktasindaki lineerlestirilmesi denir [37].
3.2.1. Teorem
Es. 3.4 sistemini ele alalim.

e J Jakobiyen matrisinin tiim 6zdegerleri negatifse veya negatif reel kisma sahipse, Es.
3.1°deki sistemin X denge noktasi yerel asimptotik olarak kararlidir.

e J Jakobiyen matrisinin en az bir tane 6zdegeri pozitifse veya pozitif reel kisma sahipse,

Es. 3.1°deki sistemin X denge noktasi kararsizdir [37].
3.3. Temel Cogalma Sayisi

Temel ¢ogalma sayist olarak adlandirilan R,, matematiksel modellerde onemli bir
degerdir. Temel cogalma sayis1 (R;), duyarli bir niifusta tek bireyden tiim enfeksiyon

boyunca kaynaklanan, beklenen ikincil enfeksiyon sayisi olarak tanimlanir. Bundan dolay1

R,, duyarli niifusa bir enfeksiyonun girisinden sonra ikincil vakalarin sayilmasiyla 6lgiiliir

[14,40]. Kizamik hastalig1 i¢cin R, genellikle 12-18 olarak belirtilir; bu kizamik olan her
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kisinin, ortalama olarak, tamamen duyarli bir niifusta 12-18 kisiye bulastiracagi anlamina
gelir [41]. Temel ¢ogalma sayisi kavrami, asilamanin hayvan ve insan sagligi iizerine
tesirlerini ve etkenin niifustaki bulasma dinamiklerini anlamak ag¢isindan énemlidir. Ayrica

hastaligin kontrol stratejilerini ve hastaliktan korunma yontemlerini belirlemede R, rehber

olur [14,42,43]. Bu say1 bulasici bir hastaligin popiilasyona yayilip yayilmayacagini

belirlemeye yardimci olur [11]. R, <1 ise her hasta olan kisi hastaligi, duyarli niifusta

baska bir kisiye oransal olarak bulastiramayacagi i¢in vaka sayisi azalir ve hastalik

yayillmaz. R, >1 ise hasta olan bir kisi hastalig1 birden fazla kisiye bulastiracag i¢in vaka
sayisin1 artar ve hastalik yayilir [44]. Bundan dolaytr R, enfeksiyon hastaliklarinin

yayllmasint matematiksel olarak karakterize eden en kullanish esik parametrelerinden
biridir [11].

3.4. Matematiksel Modellerin Kararhilik Analizleri

Kizamik hastaligi i¢in olusturulan tek ve iki yamali matematiksel SVEIS modellerinin
hastaliktan bagimsiz denge noktalar1 ile temel ¢ogalma sayilari bulunarak, modellerin

kararhilik analizleri incelendi.
3.4.1. Tek yamah matematiksel SVEIS modelinin kararhlik analizi

Epidemiyolojik modellemede ¢ok onemli bir soru, ortaya ¢ikan bir bulasicit hastaligin
niifusa yayilip yayilmayacagidir. lyi bilinen birgok modelde hastaliktan bagimsiz bir denge
noktasi (veya birden fazla) vardir ve genellikle analiz bu denge noktalarinin kararlilik
ozelliklerini belirlemeye odaklanir [45]. Bir hastalik modelinin hastaliktan bagimsiz denge
noktalari, enfeksiyon veya hastalik olmadigindaki ¢oziimleridir [46]. Hastaliktan bagimsiz
denge durumunda enfeksiyon yoktur. Bu nedenle, tiim enfekte siniflar sifir olacaktir [47].
Dolayisiyla modelde E =1 =0"’dir. Tim niifus, duyarl bireyler ile asilanan ve kizamik
hastaligindan iyilesen bireylerin bulundugu simiflardan olusur. Es. 2.6’daki diferansiyel

denklem sisteminin hastaliktan bagimsiz denge noktasi

E°=(S°V?0,0), (3.5)
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seklinde yazilir. Es. 3.5°i Es. 2.6’daki diferansiyel denklem sisteminde Yyerine

yazdigimizda
0=-wS’+&V°, (3.6)
0=wS"-V°, '
elde edilir. Es. 3.6’daki denklem sistemini ¢ozelim.
0 0 o @S°
0=-0S"+N =V = R (3.7)
elde edilir. Es. 3.5’i N=S+V +E+1 denkleminde yerine yazdigimizda
N=S°+V° (3.8)
elde edilir. Es. 3.7°deki V° 1 Es. 3.8’de yerine yazdigimizda
s° N
N=5'+2 :>N9=SO¢9+wS°:>N<9=(6’+a))S°:>SO=0—, (3.9
0 0+w
bulunur. Es. 3.9°daki S°’1 Es. 3.7’te yerine yazdigimizda
ON oN
ve=2 Vo=, 3.10
0 (0 + a)) 0+w (3.10)

elde edilir. Es. 3.9 ve Es. 3.10°daki ifadeleri Es. 3.5’te yerine yazdigimizda, Es. 2.6’daki

modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasi

E°=( ON N ,o,o], (3.11)
0+w O0+w

seklinde bulunur.
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Van Den Driessche ve Watmoug’un (2002) calismasindaki gibi benzer sekilde temel

cogalma sayist olan R, hesaplanir [11,48]. X =(E,l) olsun. Daha sonra Es. 2.6’daki

model asagidaki gibidir:

X_ v (3.12)
dt
Burada
0 ws—ov + 23
0 N
F=|psi| ve V=|-0S+N -¢E-yl |, (3.13)
N EE+0E
| 0 | —ocE+yl +

Tanim 3.3.2°den; F, F ’nin hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

o L5
= N | (3.14)
0

V, V’nin hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

oyt

bulunur. Ardindan,

! 0
V.lzé[yw 0}: é+o | (3.16)
E+o)ytuy) o E+o o 1

(E+o)r+uy) 7+

elde edilir. FV ™" matrisi model i¢in yeni nesil matris olarak adlandirilir [48]. Es. 3.14 ve

Es. 3.16°daki matrisleri FV ™ de yerine yazdigimizda
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1 0 0
Lo B t+o ’ gt -
FV™= N 1 |F| NE+A+u) NG +u) |, (3.17)
0 0 g 0 0

E+o)r+my) 7+ uy

bulunur. FV™ matrisinin en biiyiik 6zdegeri bize temel gogalma sayis1 R, = p(FV ™)1

verir [48]. Bu matrisin dzdegerleri esas kdsegende yer alir. det(FV ™' —A1)=0 esitligi

kullanildiginda,

£S°c
N(S+ o) (¥ + 1y

N(E+0)(y+uy) N+ )| =0=>

BS°c _, B [
0 )

- zj (=1) =0, (3.18)

elde edilir. Es. 3.18’deki denklem ¢oziildiigiinde

pS°c
N(E+o)y+uy)

A=0ve 4, = (3.19)

elde edilir. Es. 3.19°dan temel ¢cogalma sayisi

_ pS°c
©ONE+O)r+uy)

(3.20)

bulunur. Es. 3.9°daki S°’1 Es. 3.20°de yerine yazdigimizda temel ¢ogalma sayisi

R = PobON _ pOo
"N+ + )0+ @) (O+0)E+0)(r+uy)

(3.21)

seklinde elde edilir. R, ’in hangi parametrelere gore artan veya azalan fonksiyon oldugunu

inceleyelim.

OR, _ bo
op  (O+) (S +0o)(y+uy)

>0 oldugundan R;, A ’nin artan fonksiyonudur.
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R, = po 1(6’+a))—29(1) = pow >>0 oldugundan R,, @
00 (S+o)y+u)\ (0+w) (E+0)(y+14y)(0+ )

‘nin artan fonksiyonudur.

Ry _ po Ue+o)-o(@ )_ poe >0 oldugundan R,, ©
oo O+ y+u)\  (E+0) ) (E+0) (r+u,)0+) N
‘nin artan fonksiyonudur.

Ry _ poo 1 =— poo <0 oldugundan R,, @ ’nin
0 G+t )\ (0+0) )  (E+o)r+u)0+w) ¢ ;

azalan fonksiyonudur.

Ry _ rig i 4P poo <0 oldugundan R,, ¢&’nin
0z~ O+ + )\ (E+0) ) O+ o)+ u)E+o) ¢ ”

azalan fonksiyonudur.

Ry _ Sl - =— poo <0 oldugundan R ‘nin
oy O+ 0+a) ) O+o)E+o)r+u) ¢ v
azalan fonksiyonudur.

Ry _ poo e =— poo <0 oldugundan R ’nin
ou,  O+)E+N\ G+ )  O+0)E+a)r+a,) ¢ v A

azalan fonksiyonudur.

Temel ¢ogalma sayis1 R,’in kismi tiirevlerinden elde edilen sonuglart agiklayalim. R,

kizamik hastaligin1 bulastirma katsayis1 £, kizamik hastaliginin ortalama bagisiklik

1 1.
kaybetme stiresi 7 ve enfekte bireylerin ortalama kulugka stiresi — ile dogru orantilidir.
o)

0

1 ) ) ) . )
, — ve — parametrelerin degerleri artarsa R, artar, parametrelerin degerleri azalirsa R
o p g 0 p g 0

azalir. Kizamik hastalifina duyarl kisilerin asilanma hizi @, kizamik hastaliginin dogal

bagisiklik iyilesme hizi &, kizamik hastasi olanlarin ortalama enfeksiyon siiresi 1 ve

/4
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1 . . .
hastaliga bagli 6liim oran1 — ile ters orantilidir. @, &, — ve — parametrelerin degerleri
Hy v Hy

artarsa R, azalir, parametrelerin degerleri azalirsa R, artar.

Modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasinin kararliligi ile ilgili asagidaki teorem

verildi.
3.4.1. Teorem
ON ,ﬂ,o,o);
0+ 0+

Es. 2.6°daki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktas1 E° = (

R, = poo <1 ise yerel asimptotik kararli,
(0+ )& +0)(y + 1y)

ii. R,= poo >1 ise kararsizdir.
0+ )& +0)(r+ 1y)

fspat
Modelde niifus N=S+V +E+1 oldugundan V =N—-S—E—1 denklemi elde edilir. Bu

denklemi Es. 2.6’da yerine yazdigimizda sistem

d—Sz-a)S+49(N—S—E—I)+’BTSI,

de pSI

— =" _FE-oE, 3.22
G- N ¢ET° (3.22)
d—I=O'E—7/I—,udI,

| dt
seklinde 3-boyutlu bir diferansiyel denklem sistemine indirgenir. Tanim 3.2.2°den

EO—( ON N
O+ 0+w

,0, O) noktasinda Es. 3.22’°nin Jakobiyen matrisi yazilirsa
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-0-60 -0 —-0- po
0+ w
(7
J(E%) = 0 -¢{-0o H’i-a) , (3.23)
0 o —V T Hy

bulunur. Es. 3.23’deki matrisin karakteristik denklemini bulalim.

—w0-0-1 -0 _g-LC
0+ w
0 po
det(J(E9-Al)=| 0 ~f-o-1 =0, (3.24)
+w
0 o V=t —A

seklinde yazilir. Es. 3.24 diizenlediginde

(- 0= DA +(E+0+ 7+ )2+ (E+ )+ 1) A= R)] =0, (3.25)
karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklem koklerine bakildiginda ilk 6zdeger

A =-0—-0<0, (3.26)

olarak bulunur. Diger iki 6zdeger ise,

A+ (E+o+y+ ) A+ (E+0)(r + 1)1 R)) =0, (3.27)

kuadratik denkleminin kokleridir. Bu kokler

_ (ot p) (G o+t ) —HE+0) 7+ p,)A-Ry)]
2

Ay : (3.28)

seklinde bulunur.

. Ry<1lise
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A >0 veya A <0 olabilir. Eger A>0 ise parametreler pozitif oldugu i¢in Es. 3.28’den

JE+o+7+ 1) —A(E+0)r+ 1) A-R) < J(E+o+y+ ) =E+o+7+u,, (3.29)

elde edilir. Dolayisiyla A, ve A, 6zdegerlerinin her ikisi de negatif olur. Teorem 3.2.1°den

ON N
O+w O0+w

Es. 2.6°daki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktas1 E° =( ,0,0] yerel

asimptotik kararlidir.

Diger yandan A< 0 ise bu sefer kompleks kok soz konusudur. Es. 3.28’den 4, ve 4,

_C+o+y+u)

2 olur. &,o0,y,u, parametreleri pozitif

0zdegerlerinin reel kismi

oldugundan A, ve A, negatif reel kisma sahip kompleks 6zdegerlerdir. Teorem 3.2.1°den

Es. 2.6°daki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasi E°= (ﬂ , ﬂ ,0, O) yerel
O+ 0+ow

asimptotik kararlidir.

ii. Ry,>1ise

JE+T+7+ 1)~ H(E+0)r+ AR > (E+ 0+ + 1), (3.30)

oldugundan A4, veya A;’ten biri pozitiftir. Teorem 3.2.1°den Es. 2.6’daki modelin

ON ﬂ,0,0) kararsizdir.

O+ 0+w

hastaliktan bagimsiz denge noktas1 E° = (

3.4.2. iki yamal matematiksel SVEIS modelinin kararhlik analizi

Es. 2.11°deki modelin kararlilik analizi i¢in dncelikle hastaliktan bagimsiz denge noktasi

bulundu. Hastaliktan bagimsiz denge durumunda tiim enfekte simiflar sifir olacagindan

E.=E,=1,=1,=0’dir. Es. 2.11°deki diferansiyel denklem sisteminin hastaliktan

bagimsiz denge noktasi

E"=(S/,V,",0,0,S,,V,,0,0), (3.31)



32

seklinde yazilir. Es. 3.31’i Es. 2.11°deki diferansiyel denklem sisteminde yerine
yazdigimizda

(0=—wS, + 6V, — .S, +a,S,,
0=wS, —6V,,
0=-w,S, +6V, +aS, —a,S,, (3.32)

0=,S; -6y,

A

elde edilir. Es. 3.32’deki denklem sistemini ¢ozelim.

*

* x « @S
O=wS, -6V, =V, =221, (3.33)
1
yazilir. Es. 3.31°t N, =S, +V, + E, + |, denkleminde yerine yazdigimizda
N, =S, +V,, (3.34)
elde edilir. Es. 3.33°deki V, "1 Es. 3.34°de yerine yazdigimizda
* N * * * * N
N, =S + wlgsl = N,0,=S56+wvS =>N6b =S (6 +w0)=>S, = 99:_(10 , (3.35)
1 1 1
bulunur. Es. 3.35’teki S, ’1 Es. 3.33’te yerine yazdigimizda
vo=af N )y el 3.36
o, 6, + o, 0, + w, (3.36)

elde edilir. Es. 3.32’deki denklem sisteminde -@S; +&N, —aS, +a,S, =0 Ve

*

S, — N, =0 denklemleri taraf tarafa topladigimizda

oS, = a,S,, (3.37)



esitligi elde edilir. Es. 3.35’teki S, 1 Es. 3.37°de yerine yazdigimizda

N * * N
o o, =0(252:>Sz=—0519l L,
O+, o, (6, + m)

bulunur. Ardindan,

*

@,S,
o,

0=w,S; — 0N, =V, =

yazilir. Es. 3.38°deki S, 1 Es. 3.39°da yerine yazdigimizda

«_ w6 N,
00,0, +m)’

bulunur. 6, = 6,,®, = @, oldugundan Es. 3.40

«  auoN,
2 — T - 1
@, (6, + @)

seklinde daha sade yazilir. Es. 3.31'i N,=S,+V,+E,+1,

yazdigimizda

N, =S, +V,,

elde edilir. Es. 3.38°te S, ile Es. 3.41°de V, ’1 Es. 3.42°de yerine yazdigimizda

_ a4, N, + o N, _ a,N, (6, + o) _ N,
a,0+w) a,(0,+w) a,(0,+ ) a,

2

denkleminde

33

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

yerine

(3.42)

(3.43)

elde edilir. Es. 3.35, Es. 3.36, Es. 3.38 ve Es. 3.41°deki ifadeleri Es. 3.31°de yerine

yazdigimizda, Es. 2.11°deki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasi
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(3.44)

E' = ON,  woN, 0N, a0, N,
O+, O+,  a,0+0) 0, +0) )

seklinde bulunur.

Van Den Driessche ve Watmoug tarafindan gelistirilen yeni nesil yaklagimi kullanarak

temel cogalma sayis1 olan R, hesaplanir [27,48]. X =(E,,E,,1,,1,) olsun. Daha sonra Es.
2.11°deki model asagidaki gibidir:

X
d—= F-"V. (3.45)
dt
Burada
i 1 [ S i
0 @S, — 6V, + Aisql, +a,S,—a,S,
0 N,
B.S. 1 —0S + 0V =G E -yl
N, &E +oE
= 0 ve V= _0'1E1+71|1+F;dl:1+a3|1_0‘4|2 (3.46)
0 0)282—(92V2+ﬂ2 22 - S +a,S,
0 2
5,51, 0,5, + O\, = &E, = 7,1,
N, &E, +o,E,
| 0 ] __O_zEz+72|2+ﬂd2|2_a3|1+0‘4|2_

Tanim 3.3.2°den; F, F ’nin hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

0 O ﬁlsl 0
N,
F={0 0 O P25, : (3.47)
N,
0 0 O 0
00 0 0

V, V’nin hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi



& +o 0 0 0
V= 0 & +o, 0 0
| o 0 it Hy T —Q, ’
0 —0; —Q Vot Ty
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(3.48)

bulunur. Salmani ve Van Den Driessche’nin (2006) ¢alismasindan yararlanarak F, V ’nin

blok matrisleri su sekilde verilir [49]:

O : FlZ Vll : 0
=| - e = | ],
a {o; o} vev {vn v,

Es. 3.47, Es. 3.48 ve Es. 3.49’dan

Fl2 = ! * |7
0 ﬁZSZ
N,
& +0 0
V,, = 1 1 ’
| O & +o,
(-5, O
Vy, = 0 )
L —0;
V. = 7+ L+, —a, :|
22— I
L 7% V2t Hyp Ty

matrisleri yazilir. Simdi V' blok matrisinin tersini bulalim.

- AiB
“|ciDY

olsun.

VV_]_ Vlli O A:B Illi O
T[Va iV ||[CD|T 00,

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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yazilir. Es. 3.55°da iki matrisin ¢carpimi ve esitligi 6zellikleri kullanildiginda

VA=, = A=V}

1

V,B=0=B=0,

. (3.56)
V,B+V,,D=1,=V,D=1,= D=V,
V,,A+V,C=0=V,C=-V, A=V,C=-V,V'=C=-VV, V],
elde edilir. Es. 3.56°da bulunan A, B,C, D ’yi Es. 3.54’te yerine yazdigimizda
Vit o
(VA R S —— (3.57)
|:_V221V21-V111 V221:|

elde edilir. Es. 3.49°daki F matrisi ile Es. 3.57’deki V™" matrisi, FV ™" carpim matrisinde

yerine yazdigimizda

ey QB V10 [-RVRVAVT RV (3.58)
0} 0 || -V VuVii' Vi 0 0] '

bulunur. FV™ matrisinin en biiyiikk o6zdegeri bize temel ¢ogalma sayist olan

R, = p(FV ™) = p(=FV,, V,, V,;") ’i verir [48,49]. Simdi sirasiyla V,}*

5 L
.V, matrisleri ile

V,,'V,.V,;* carpim matrisini bulalim. Es. 3.51°deki V,, matrisinin tersi

! 0
Vit = : FZMZ 0 }= aton , (3.59)
(& +0)(E, +0,) 0 G t+o; 0 1
S, +0,

bulunur. Es. 3.53’teki V,, matrisinin tersi

- 1 ity o a
V221= |:l 1 3 4 i|’

(L + pgy + ) (v, + g, + ) — 5, o, Vot ly, +
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Vot Myt %
Vol = i+ py + @) (7 + g+ ) =gy, (Vo gy + ) (7, + pap +0)) — 501, (3.60)
* s nt iy ta, ’

(Nt g+ )y, + pg, t o) =g, (7 + pg +a) (7, + g, + ) — g,

elde edilir. Es. 3.52°deki V,, matrisi, Es. 3.59°daki V,;* matrisi, Es. 3.59°daki V,;' matrisi

V,,'V,V,;' ¢arpim matrisinde yerine yazdigimizda

(7, + gy T ,) 0, -2,0,
NV ((ry+ sy + 03)(yy + 1ty + ) = 0,0, (6 +07) (7 + gy + ) (7, + g, + ) — 2, )(&, +0,) (361)
2 ViV )
—030, =(n + pyy + a5)0,

(7 + sy + 03)(yy + g, + ) = o300, (G +07) (7 + gy + @) (7, + g + ) — 2, )&, +0,)

bulunur. Es. 3.50’deki F,, matrisi ile Es. 3.61°deki V,;V,V,;* matrisi, —F,V,,\V,\V,;"

carpim matrisinde yerine yazdigimizda

ﬂlsl*(}/z + Hyp t ,)0; ﬂlsl*azlaz
VAT Nl(()/1+,ud1+a3)(]/2+/1d2+a4)—a3a4)(§1+01) Nl((}/1+,ud1+a3)(}/2+,le2+0(4)—0630{4)(§2+62) (362)
—F N, VoV = « * '
B,S,0,0, BoS, (1, + iy + ),

N, (7 pty + )y + gy + ) =, )G +0,) - Ny (1 + gy + ) (7, + gy + ) = 50, )(6, + 0,)

elde edilir. Es. 3.35°te S;, Es. 3.38°de S, ve Es. 3.43’te N,’yi Es. 3.62°de yerine

yazdigimizda
BOr,+ tyy ta)oy Bbeo,
ZEVAVL Y= @ +o)(r+ Uyt (13)(7’2 + Uyt a,)- 0!3(14)(4:1 +0) (G+e)((,+ Uy t a3)(7/z + Uy, t a,)- a3a4)(§2 +0,) (363)
e B0o,0, By, + iy +03)o, ’

(01 + @)((71 iyt a3)(72 gt a4) - aSaA)(gl + 0'1) (9"' 501)((71 gt aa)(?’z gt aA) - 053054)@2 + Gz)

bulunur. Es. 3.63’teki —F_,V,,'V,,V,;* matrisinin dzdegerleri det((—F,V,,V,V,;")—A1)=0
esitligi kullanilarak bulunur. Fakat burada matrisin 6zdegerlerini bulmak i¢in MATLAB
programindan yararlanildi [50]. Bulunan 6zdegerler iki iilkenin temel ¢ogalma sayilar: olan
R} (i=1,2) ’dir. Modelin temel ¢ogalma sayis1 ise R, =maks{R}, R’} seklinde bulunur

[27,48,49]. 4. bolimde modele ait bir 6rnekte iki iilkenin temel ¢ogalma sayilar1 bulunup,

modelin temel ¢cogalma sayisina ulasilir.
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Modelin hastaliktan bagimsiz denge noktasimin kararliligi ile ilgili asagidaki teorem

verildi.

3.4.2. Teorem

Es. 2.11°deki modelin hastaliktan

£ = ON, oN, a6 N, oo N,
O+w, O+, " a,0+0) o, +w)

i. R, <lise yerel asimptotik kararl,

ii. R, >1lise kararsizdur.

o)

bagimsiz

denge noktasi

Teorem 3.4.1 ve 3.4.2°deki tek ve iki yamali matematiksel SVEIS modellerinin temel

cogalma sayilari, bu modellerin hastaliktan bagimsiz denge noktalarinin kararliligi i¢in bir

esiktir.
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4. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde, ilk Once tek yamali matematiksel SVEIS modelinin parametreleri veri
gecirme yontemi ile bulundu. Daha sonra 3. bolimdeki teoremleri tartismak igin bazi
sayisal ornekler verildi. Devaminda iki yamali matematiksel SVEIS modelinde; bulasma
katsayist ve go¢ hizi parametrelerin degisip, diger parametrelerin ayni olmasinin kizamik
salginina olan etkisini incelemek icin simiilasyonlar gerceklestirildi. Tiim durumlarda
MATLAB’in ode23s fonksiyonu kullanilarak sayisal sonuclar elde edildi. Kizamik
verilerine dayanarak simiilasyon sonucundan elde edilen parametre degerleri, bu parametre
degerleri kullanilarak her iki modelin kararlilik analizlerinin 6rneklerle incelenmesi ve dort
farkli durum ic¢in her iki {ilkenin smniflarinin karsilagtirnllmasi g¢alismamizin yeni

sonuclarindandir.

4.1. Tek Yamalh Matematiksel SVEIS Modelindeki Parametrelerin Bulunmasi

Martcheva’nin (2015) kitabinin 6. boliimiindeki veri gegirme kodunu tek yamali
matematiksel SVEIS modeli i¢in uyarladik [51]. 2001 yilinda Tirkiye'deki kizamik vaka
verilerine dayanarak, toplam vaka sayist kullanilarak MATLAB programindaki
fminsearchbnd komutundan yararlanarak veri uydurma ile tek yama modelindeki

parametre degerleri tahmin edildi [52].

2001 yilinda Tiirkiye'de hastalik oran1 100000 kisi basina 44,97, 6liim orani ise milyon kisi
basma 0,13 olmustur [53]. 2001 yilinda 30509 kizamik vakasi bildirilmis olup, bunlarin
%66,1'1 Mart ve Haziran aylar1 arasinda goriilmiistiir. Vakalara bagli 18 6liim bildirilmistir
[53]. 2001 yilinda Tiirkiye’deki kizamik hasta sayilarinin aylara gore dagilimi Cizelge
4.1°de verildi.

Cizelge 4.1. 2001 yilinda Tiirkiye’deki kizamik vakalarinin aylara gore dagilimi [53]

Subat
Mart
Nisan
Mayis
Haziran
Temmuz
Agustos
Aralik

Ocak
Eyliil
Ekim
Kasim

1898 | 1961 | 3308 | 5739 | 6557 | 4550 | 1898 | 911 679 790 | 1034 | 1184
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Cizelge 4.1 incelediginde, Tiirkiye’de 2001 yilinda Ocak ile Aralik aylari arasinda toplam
30509 kizamik vaka sayisi bildirilmis ve bunlarin % 66,1 (20154 vaka) Mart ve Haziran

aylar1 arasinda goriilmiistiir.

Tiirkiye'nin 1970-2001 yillarinda kizamik vaka sayisi1 ve 6liim oranlari incelendiginde, her
2 (24 ay) ile 5 (60 ay) yilda bir kizamik hastalig1 salginlarinin meydana geldigi diistintildi
[53]. Dolayisiyla ortalama bagisikligi  kaybetme siiresinin  bulundugu aralik

%6[5.—]:;-2,7:;2}=[0,0167,0,0417] (ay) elde edilir. Veri gegirme yoOntemi igin,

parametrenin baslangic degeri belirtilen araliktan segildi ve fminsearchbnd komutu

caligtirilarak veri uydurma ile modeldeki ortalama bagisikligi kaybetme siiresi

% =0,0351348 (ay) olarak elde edilir.

Enfekte kisiler genellikle ti¢ haftalik hastalikta herhangi bir komplikasyon olmaksizin
iyilesirler [7]. Hastalanan kisilerin 15 ile 30 gilin arasinda iyilesebilecegini

diisiiniildiigiinde, ortalama enfeksiyon siiresinin bulundugu aralik 1 € [% : %} =[12] (ay)
v

bulunur. Veri gegirme yontemi i¢in, parametrenin baslangic degeri belirtilen araliktan

se¢ildi ve yukarida verilen komut g¢alistirilarak veri uydurma ile modeldeki enfekte

. 1 -
bireylerin ortalama enfeksiyon siiresi —=1,1066 (ay) olarak elde edilir. Bu sonug, enfekte
v

kisilerin yaklasik olarak 27 giinde iyilesecegini belirtir.

Kizamik hastaligi i¢in kulugka siiresi 10-14 giindiir [7]. Bundan dolay1 kizamik hastalig
icin kulugka siiresini 10 ile 15 giin arasinda alindiginda, ortalama kulucka siiresinin

bulundugu aralik 1e[%,%}=[2,3] (ay) elde edilir. Veri gecirme yontemi igin,
o)

parametrenin baslangic degeri belirtilen araliktan secildi ve yukarida verilen komut

calistirilarak veri uydurma ile modeldeki gizli enfekte bireylerin ortalama kulugka siiresi

1=2,41388 (ay) olarak elde edilir. Bu sonug, kizamik hastaliginin kulugka siiresinin
o

yaklagik olarak 12 giin oldugunu belirtir.
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Tirkiye'de 1990'lardan beri yilda 15000 ile 30000 kizamik vakasi rapor edilmistir [54].
Salgin hastalik olan kizamik vakalari, %90 ve fazlasi 15 yas altindaki ¢ocuklarda goriiliir
[54]. 2001 yilinda Tiirkiye’de genel niifus sayimi yapilmadigindan saglikli verilere
ulagilamadi. Bundan dolay1r 2000 yilinda yapilan genel niifus sayimi verilerinden yola
¢ikildi. 2000 yilinda 0-14 yas araligindaki ¢ocuklarin sayis1 20220095°tir [55]. Ulkemizde
kizamik asis1, 1998-2006 yillar1 arasinda 9. ay ve ilkdgretim birinci sinifta olmak iizere iki
doz olarak uygulanmistir [6]. 2006 yilindan itibaren kizamik asisinda ilk doz 9. ay yerine
12. ay ve ikinci doz yine ilkdgretim birinci sinifta olmak iizere toplam iki doz yapilmasina
karar verilmistir [6]. 2001 yilinda 1. doz kizamik asis1 olan 1135872 kisi ve 2. doz kizamik
asist olan 1132131 kisidir [56]. 2001 yilinda Tiirkiye’de toplam asilananlarin sayisini, 1.
doz ve 2. doz kizamik asisini yaptiranlarin sayisi olarak kabul edildi. Toplam asilananlarin
sayis1 1135872 +1132131= 2368003 kisidir. Hastaliga duyarl bireylerin olusturdugu sinif
icin  baglangic  degeri S,=(2000 yilinda 0-14 yas araligindaki ¢cocuklarin sayisi) —
(Toplam asilananlarin say1s1)=20220095 — 2368003 =17852092=18000000 kisi olarak

alindi.

Tiirkiye’de 2001 yilinda toplam kizamik asisi olanlarin sayis1 2368003 kisi oldugu
bulunmustu. Dolayisiyla asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen bireylerin olusturdugu

smif igin baglangic degeri V, = 2500000 kisi olarak alind1.

Cizelge 4.1’den 2001 yilinin Ocak ayinda Tirkiye’deki kizamik vaka sayis1 1898 kisidir.
Bundan dolay1 kizamik hastasi olan bireylerin olusturdugu enfekte sinifinin baslangig

degeri 1, =1898 kisi olarak alind1.

Kizamik hastaligina yakalanip gizli enfekte olan bireylerin olusturdugu sinifin baslangig

degeri E, =950 kisi olarak varsayildi. Modeldeki diger parametrelerin degerleri Cizelge
4.2’de verildi.

Cizelge 4.2. Es. 2.6°daki sistem i¢in tahmini parametrelerin degerleri ve smiflarin

baslangic degerleri
Parametre Agciklama Birimler Aralik Deger Kaynak
© Duyarli kisilerin agilanma hiz aylar?! [0,1] 0,193956 Veri
! ' Uydurma
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Cizelge 4.2. (devam) Es. 2.6’daki sistem i¢in tahmini parametrelerin degerleri ve siiflarin
baslangi¢ degerleri

1 . . L [0.0167, Veri
7 Ortalama bagisiklig1 kaybetme siiresi aylar 0.0417] 0,0351348 Uydurma
B Bulasma katsayist aylar! [0,10] 2,59105 Veri
' ! Uydurma
& Dogal bagigiklik iyilesme hiz1 aylar?t [0,10] 0,447219 Veri
' ' Uydurma
1 Enfekte bireylerin ortalama Veri
7 enfeksiyon siiresi aylar [1.2] 1,1066 Uydurma
1 Gizli enfekte bireylerin ortalama Veri
o kulugka siiresi aylap 23] 24508 Uydurma
=S Hastaliga bagh 6liim oran aylar [0.1] 0,00975329 Veri
Hy ' ' Uydurma
S Duyarli sinif i¢in baglangi¢ degeri kisiler 18000000 [6,54-56]
v, _A§1lanm1§ ve klzamlk hastal}glpdan Kisiler 2500000 [56]
iyilesen smif i¢in baslangi¢ degeri
E, Gl%ll . enfekte smifi igin baslangi¢ Eilcr 950 Varsayild:
degeri
Iy Enfekte sinifi igin baglangi¢ degeri kigiler 1898 [53]

Sekil 4.1°de toplam vaka sayis1 verildi. Bilinen ve varsayilan parametrelerin degerleri ile
siiflarin baslangic degerlerini kullanarak, Es. 2.6’daki tek yamali matematiksel SVEIS
modelinden elde edilen toplam kizamik hasta sayisi ile Cizelge 4.1°deki her aydaki toplam
kizamik hasta sayis1 karsilagtirildi. Sekil 4.1°deki grafik incelendiginde, simiilasyondan
elden edilen veriler ile Cizelge 4.1°deki veriler uyumludur. Bu durum, Es. 2.6’daki tek
yamali matematiksel SVEIS modeli ¢oziimiinlin verilere en iyi sekilde uymasi igin

belirlenen parametre degerlerinin gergege ¢cok yakin oldugunu gostermektedir.
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4
%10
3.5
3 . ¢
- )
> i
o~
25 ~
z o
(%\ " 4
/
w
g 2 }/
ot
©
> /
g 15} /
g &
g 7
S e
/
0.5 7
‘/. ® Gergek Vaka Verileri
& == Simulasyon Sonuglari
0 n i
0 2 4 6 8 10 12
2001 Yih Ocak-Aralik

Sekil 4.1. Toplam vaka sayisi igin veri gegirme sonucu
4.2. Tek Yamah Matematiksel Modellemeye Ornek

Tek yamali matematiksel modelleme 6rnegindeki parametrelerin degerleri Cizelge 4.2°den

alinir. N =500 olsun. Bu degerleri kullanarak, Es. 3.5’teki modelin hastaliktan bagimsiz

denge noktas1 olan E° =(S°V?,0,0) ’1 bulalim.

Cizelge 4.2°deki 0, @ 'nin degerlerini Es. 3.9 ve 3.10°da yerine yazdigimizda

S0 = 6N S0 0,0351348.500  _
0+w 0,0351348+0,193956 ~ 4.1)
VO = oN VO 0,193956.500 '

= e = = ,
O+w 0,0351348+0,193956
elde edilir. Es 4.1°deki S° ve V°’1n degerleri hastaliktan bagimsiz denge noktasinda yerine

yazdigimizda E° =(77,423,0,0) bulunur. Cizelge 4.2’deki parametrelerin degerleri Es.

3.21’de yerine yazdigimizda modelin temel ¢ogalma sayisi
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poo

2,59105.0,0351348.2,41388

R =
T (O+o)E+o)y+u,)  (0,0351348+0,193956)(0, 447219+ 2, 41388)(L, 1066+ 0,00975329)

bulunur.

~0,3003, (4.2)

Baslangi¢ kosullari, S, =79,V,=404,E,=9 ve |, =8 olarak se¢ildi. Coziimiin genel

egilimini gérmek igin sistem program yardimiyla t=0’dan t =60 'a kadar ¢oziiliir.

80 430
X: 60
78 Y: 76.65 420 "
= " - X: 60
) 76 = Y:423.2
410
74
72 400
0 20 40 60 0 20 40 60
Zaman(Ay) Zaman(Ay)
10 10
e = 5
X: 60 X: 60
Y:1.522e-08 Y:-1.683e-08
0 E 0, H
0 20 40 60 0 20 40 60
Zaman(Ay) Zaman(Ay)

Sekil 4.2. E° ile ilgili sayisal ¢oziim

Sekil 4.2°deki grafiklerle sistemin davranigi gozlemlendi. Es. 4.2°den modelin temel

cogalma sayist R, =0,3003<1 oldugu i¢in Teorem 3.4.1°den hastaliktan bagimsiz denge

noktas1 E° =(77,423,0,0) yerel asimptotik kararlidir ve simiilasyon sonuglar1 teori ile

tutarli sonug vermistir.
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4.3. Tki Yamal Matematiksel Modellemeye Ornek

Iki iilkenin gd¢ hizlar1 ve bulasma katsayilar1 hari¢ tiim parametrelerin degerleri Cizelge

4.2°de gosterildigi gibi aymdir. o =0,5,, =0,4,0,=0,5,¢, =0,4, f, =2,59105, 5, =2
ve N, =500 olsun. Bu degerleri kullanarak, Es. 3.31°teki modelin hastaliktan bagimsiz

denge noktast olan E"=(S,,V,",0,0,S;,,V,,0,0) ’1 bulalim.

Cizelge 4.2°deki parametrelerin degerlerini Es. 3.35, Es. 3.36, Es. 3.38, Es. 3.41 ve Es.
3.43’te yerine yazdigimizda

_ 6N, _ o _ 00351348500

S = = = 0
' O+w ' 0,0351348+0,193956
vio @Ni . 0193956500
' f+w ' 0,0351348+0,193956 ’
g @ON, _ - 0500351348500 . 4.3)
? a,(0,+w) ~° 0,4.(0,0351348+0,193956)
Voo oN e 0,5.0,193956.500 )
2 a,(6,+w) * 0,4.(0,0351348+0,193956) ’
N, = N, _0,5.500 _ 625,
a, 0,4

elde edilir. Es 4.3°teki S,,S,,V,” ve V, “m degerleri hastaliktan bagimsiz denge noktasinda
yerine yazdigimizda E = (77,423,0,0,96,529,0,0) bulunur. MATLAB programindan Es.
3.63’teki —F,V,,V,V,;” matrisinin 6zdegerleri bulunarak, iki iilkenin temel ¢ogalma
sayllari R’ =0,2677 ve R 20,1440 elde edilir. Modelin temel ¢ogalma sayist

R, = maks{R’, R2}= maks{0, 2677,0,1440} = 0,2677 olur.

Baslangi¢ kosullan, S,,=80,V,,=407,E,=7,1,=6,S,, =100,V,, =508,E,, =9,1,, =8

olarak segildi. Coziimiin genel egilimini gérmek i¢in sistem program yardimiyla t =0 ’dan

t =60 'a kadar ¢oziiliir.
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X: 60 X: 60
100 1} Y:95.82 I 550 Y:528.9 1
;?\1 " 1.Ulke z& e 1.Uke
= - =2 Uke )Y( gg - = - =2 Ulke X: 60
n 80'\ ctichicl gl <~ 450 Y:4233
| |
r |
70 400
0 20 40 60 0 20 40 60
Zaman(Ay) Zaman(Ay)
10 = 10 =
w1 Ulke e 1 Ulke
. - =2 Ulke - =2 Ulke
\.(/\‘ 9
N
p S = 5
- X: 60 - X: 60
Y:-5.272e-08 Y: 1.044e-07
0 B 0 i: ]
0 20 40 60 0 20 40 60
Zaman(Ay) Zaman(Ay)

Sekil 4.3. E ile ilgili sayisal ¢oziim

Modelin temel ¢ogalma sayis1t Ry =0,2677 <1 oldugu i¢in Teorem 3.4.2°den hastaliktan

bagimsiz denge noktas1 E~ = (77,423,0,0,96,529,0,0) yerel asimptotik kararlidir ve Sekil

4.3’te goriildiigii gibi simiilasyon sonuglari teori ile tutarli sonug¢ vermistir.
4.4. Parametrelerin Degisiminin Kizamik Hastahgina Etkisinin Incelenmesi

Iki yamali matematiksel SVEIS modelinde; bulasma katsayis1 ve gd¢ hizi parametre
degerlerinin degisip, diger parametre degerlerinin ayni olmasmin kizamik salginina olan
etkisini incelemek icin ¢esitli farkli simiilasyonlar gergeklestirildi. Es. 2.11°deki model igin
incelenen dort farkli durumu agiklayalim. Asagidaki dort farkli durum i¢in agiklanan
parametre degerleri ile 1. ve 2. ilkenin siniflarinin baslangic degerleri hari¢ digerleri
Cizelge 4.2°de verildigi gibi alind1.

1. durum:

o, >0, 0>, B> P, Sy > Sy Vi >Vag, Efg > Eggy I > 1, 'tlir. Burada,

parametrelerin degerleri o, =a,=0,4,4,=2, 1. ve 2. iilkenin smiflarinin baglangi¢
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degerleri  S,, =18000000,V,, = 2500000, E,, =950, I,, =1898, S,, =10000000, I, = 1400,
V,, =1000000, E,, = 700 olarak alindu.

2. durum: o >a,,a,<a,, < Bo,Syy> Sy Vi >V, Efp > Eygy Iy > 1, tlir.  Burada,
parametrelerin degerleri «, =0,4,a,=0,6,4, =3, 1. ve 2. iilkenin siniflariin baslangic
degerleri  S,, =18000000,V,, = 2500000, E,, =950, I,, =1898, S,, =10000000, I,, =1400,
V,, =1000000, E,, = 700 olarak alindu.

3. durum: o <a,,a;>a,, B=L5S0> Sy Vi >V, Eg > Eyp, 1y > 1, 'tiir.  Burada,
parametrelerin degerleri «, =0,6,a,=0,4, 3, =2,59105, 1. ve 2. iilkenin smiflarinin
baslangi¢ degerleri S, =18000000,V,, = 2500000, E,, = 950, I,, =1898, S,, =10000000,
l,, =1400,V,, =1000000, E,, = 700 olarak alind1.

4. durum: o <a,,0;<a,, B =L,,S0> S,V >V, Ep > Eyp, 1y > 1, 'tiir.  Burada,
parametrelerin degerleri «, =, =0,6, 5, = 2,59105, 1. ve 2. iilkenin siiflarinin baslangic
degerleri  S,, =18000000,V,, = 2500000, E,, =950, I,, =1898, S,, =10000000, I,, =1400,
V,, =1000000, E,, = 700 olarak alindu.

Dort farkli durum igin programdan yararlanarak iki iilkenin simiflarin grafikleri ¢izdirilip,

elde edilen grafikler karsilastirildi.
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) 107 1.Durum 5 07 2.Durum
T 1 Uke
- =) ke - =) Uke
15 15
o 0w
05 05
0 0
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
2001 Yil Ocak-Aralk 2001 Yih Ocak-Aralik
; 107 3.Durum ” 107 4.Durum
w1 (ke w1 ke
15 15
o 0w
0.5 0.5
0 0
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
2001 Yih Ocak-Aralik 2001 Yil Ocak-Aralik

Sekil 4.4. Dort durum ig¢in 2001 yilinda iki iilkenin duyarli kisgi sayisinin Ocak-Aralik
aylar1 arasinda karsilagtirilmasi

Sekil 4.4’teki grafikler incelendiginde, 1. ve 2. durumda iki iilkeye ait duyarl kisilerin
sayisin1 gosteren grafikler ile 3. ve 4. durumda iki iilkeye ait duyarli kisilerin sayisini
gosteren grafikler birbiriyle benzerlik gostermektedirler. Dort farkli durumda da iki
iilkedeki duyarl kisiler arasindaki gd¢ hizlarinin birbirine goére durumlar: grafikleri daha

cok etkilemektedir. 1. ve 2. durumda S, >S,, olmasina ragmen ¢, >, oldugundan

Subat-Mart ayindan itibaren 2. iilkenin kizamik hastaligmma duyarli kisilerin sayis1 1.

iilkenin kizamik hastaligina duyarl kisilerin sayisindan fazladir. 3. ve 4. durumda ¢, < «,
ve S, > S,, oldugundan Ocak-Aralik aylar1 arasinda 1. lilkenin kizamik hastaligina duyarh

kisilerin sayist 2. iilkenin kizamik hastaligima duyarli kisilerin sayisindan fazladir.
Asilamanin etkisiyle tiim durumlarda, 1. iilkenin kizamik hastaligmma duyarli kisilerin
sayisinda Ocak-Aralik aylar1 arasinda azalma bulunmaktadir ve 2. {lkenin kizamik
hastaligina duyarl kisilerin sayisinda da Ocak-Subat ayinda az bir artis olsa da sonraki

aylarda azalma bulunmaktadir.



108 1.Durum
14 L . : :
12
10
28
= b
> P 4 e 1 ke
4 - - U
/ 2.Uke
2 /
/
0 }
0 2 4 6 8 10 12
2001 Yili Ocak-Aralik
108 3.Durum
1571 Ll T T T
A
N
>
4 5
i — 1 (ke
/ = =20ke
0 } ! i :
0 2 4 6 8 10 12
2001 Yili Ocak-Aralik

V(0. ,(1)

VL (0.V,()

4108 2.Durum
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Sekil 4.5. Dort durum igin 2001 yilinda iki tilkenin agilanan ve kizamik hastaligindan
iyilesen kisi sayisinin Ocak-Aralik aylar arasinda karsilagtiriimasi

Sekil 4.5’teki grafikler incelendiginde, dort farkli durumda da iki tilkedeki duyarl kisiler

arasindaki go¢ hizlarmin birbirine gore durumlar1 grafikleri daha ¢ok etkilemektedir. Tiim

durumlarda iki iilkeye ait asilanan ve kizamik hastaligindan iyilesen kisilerin sayisinda

Ocak-Aralik aylar1 arasinda artma bulunmaktadir ve her ayda 1. iilkedeki asilanan ve

kizamik hastaligindan iyilesen kisi sayist daha fazladir. Hastaliga duyarli olan bireyler

asilanarak bu smifa gecerler. Kizamik hastaligina yakalanip gizli enfekte olan kisilerden

bazilar iyilestigi icin hastaliga kars1 dogal bagisiklik kazanmigslardir. Kizamigt bir kez

gecirmek hastalifa yasam boyu bagisiklik saglar. Dolayisiyla enfekte olan kisilerden

hayatta kalanlar kizamik hastaligina kars1 dogal bagisiklik kazanmiglardir.
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Sekil 4.6. Dort durum igin 2001 yilinda iki iilkenin kizamik hastalifina yakalanip gizli
enfekte olan kisi sayisinin Ocak-Aralik aylart arasinda karsilagtirilmasi

Sekil 4.6’daki grafikler incelendiginde, 1. durumda kizamik hastaligina yakalanip gizli
enfekte olan en yliksek kisi sayisina 1. lilkede ulagilmistir. 2. durumda kizamik hastaligina
yakalanip gizli enfekte olan en yliksek kisi sayisina 2. iilkede ulasilmistir. Her iki
durumdaki grafikler iki iilkenin kizamik hastaligini bulastirma katsayisinin degisiminden
daha ¢ok etkilenmektedir. 3. ve 4. durumda sadece iki iilkenin hasta kisilerin karsilikl1 go¢

etmesi durumu degismektedir. 3. durumda o, >a, oldugu i¢in kizamik hastaligina

yakalanip gizli enfekte olan en yliksek kisi sayisina 2. iilkede ulasilmistir. 4. durumda,

a,<a, oldugu i¢in kizamik hastaligina yakalanip gizli enfekte olan en yiiksek kisi

sayisina 1. {lilkede ulasilmistir. Dort farkli durumda da iki tilkeye ait gizli enfekte kisilerin
sayisinda belli bir aya kadar artma olsa da sonraki aylarda kizamik hastalig1 as1 ile kontrol
altina almir ve gizli enfekte kisilerin bazilar iyilesip dogal bagisiklik kazanacagr icin

azalma olur.
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Sekil 4.7. Dort durum ig¢in 2001 yilinda iki {ilkenin kizamik hastaligina yakalanan kisi
sayisinin Ocak-Aralik aylari arasinda karsilastirilmasi

Sekil 4.7°deki grafikler incelendiginde, 1. durumda «; > o, olmasmna ragmen en yiiksek
hasta sayisina 1. lilkede ulagilmistir. 2. durumda «, < «, olmasina ragmen en yiiksek hasta
sayisina 2. ililkede ulagilmistir. 1. ve 2. durumdaki grafikler iki iilkenin kizamik hastaligini
bulastirma katsayisinin degisiminden daha cok etkilenmektedir. 3. ve 4. durumda iki

tilkenin kizamik hastaligin1 bulastirma katsayilar esittir. Dolayisiyla; 3. durumda o, > «,
oldugu i¢in en yiiksek hasta sayisina 2. iilkede, 4. durumda o, < o, oldugu i¢in en yiiksek

hasta sayisina 1. iilkede ulasilmistir. Buradan {ilkeler aras1 go¢ilin veya seyahatin hastaligin
yayllmasina etkisini gorebiliyoruz. Dort farkli durumda da iki iilkeye ait hasta olan
kisilerin sayisinda belli bir aya kadar artma olsa da sonraki aylarda azalma olur. Ciinkii
kizamik hastalifi, asilama ve kizamigi bir kez gecirmek hastalia yasam boyu dogal

bagisiklik saglayacagindan kontrol altina alinir.
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5. SONUC

Kiiresellesmenin artmasiyla salgin hastaliklar son yillarda ¢ok hizli bir sekilde
yayilmaktadir. Bu durum iilkelerdeki insanlarin yasam kalitelerini etkilemektedir. Birgok
kisi bu salgin hastaliklardan Sliiyor veya salgin hastaliklar insanlarin viicutlarinda hasar
birakiyor. Ulkeler smnirlarmi kapatmak zorunda Kkaldigi igin uluslararasi ticaretin
aksamasina neden olmaktadir. Ithalat ve ihracatin azalmasiyla yatirimcilar salgin
hastaliklarin devam ettigi lilkelere yatirirm yapmaktan vazgecebilirler. Bu durum yabanci
yatirimcilara ihtiyag duyan iilkelerin ekonomilerini etkileyebilir. Salgin hastaliklarin
matematiksel modellerde kullanilmaya baslanildigi giinden bugiine kadar matematiksel
modeller ¢cok basarili olmuslardir. Bu modeller sayesinde hastaligin seyri hakkinda fikir
edinilebildigi i¢cin daha az insan kaybi1 yasanmistir. Ayrica llkeler saglik politikalarini,
ekonomilerini bu modellerden elde edilen verilere gore tekrar gozden gegirerek

sekillendirmektedirler.

Bu tezde kizamik hastaliginin ilerlemesini incelemek icin duyarli, asilanan ve hastaliktan
iyilesen, gizli enfekte ve enfekte bolmeleri olan tek yamali matematiksel SVEIS modeli
olusturuldu. Bu modelin parametreleri 2001 yilinda Tirkiye’deki kizamik verilerine
dayanak MATLAB programinda fminsearchbnd komutundan yararlanarak veri uydurma
ile tahmin edildi. Simiilasyondan elde edilen veriler ile gercek vaka verilerinin uyumlu

olmasi bulunan parametre degerlerinin gercege ¢ok yakin oldugunu géstermektedir.

Tiirkiye ile komsu olan iilkenin hem hastaliga duyarh kisilerin hem de hasta kisilerin
karsilikli g¢ veya seyahat etmesiyle iki yamali matematiksel SVEIS modeli olusturuldu.
Bu model, Tiirkiye ve ona komsu olan bir iilke i¢in aciklanmasina ragmen, modelimiz
birbirine komsu olmayan iki iilke arasindaki etkilesimi modellemek i¢in de kullanilabilir.
Her iki modelin hastaliktan bagimsiz denge noktalari ile temel ¢cogalma sayilari bulundu.
Ardindan iki modele ait sayisal orneklerin temel ¢ogalma sayilar1 R, <1 oldugu i¢in
hastaliksiz denge noktasinin yerel olarak asimptotik olarak kararli oldugunu bulduk.

Programdan elde edilen simiilasyon sonuglarmin kararlilik analizi ile tutarli oldugunu

gozlemledik.

Komsu olan iilkenin bulagma katsayisi, go¢ hizi ve siiflarin baslangi¢ degerleri disindaki

tiim parametrelerin salgina etkilerini takip etmek icin Tiirkiye’deki parametre degerleriyle
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ayni oldugu varsayilmistir. Dort farkli durum igin siniflarin grafikleri incelenmistir. Hem
bulagsma katsayillarinin hem de go¢ hizlarimin dikkatlice kontrol edilmesi gerektigi
sonucuna vardik. Ciinkii bunlar sadece hasta bireylerin sayisim1 degil ayni zamanda

salgmin zirvesini ve zirvenin bulundugu ay1 da etkilemektedir.

Tek yamali matematiksel SVEIS modelinin olusturulmasi, bu modelin simiilasyon
sonuglarindan elde edilen parametre degerleri kullanilarak modelin iki {ilkeye
genisletilmesi, modeller i¢in elde edilen kararlilik analiz sonuglar1 ve kizamik salgininda
iki iilkenin smiflarinin farkli durumlar igin karsilastirilip degerlendirilmesi ¢alismamizin

yeni ve onemli sonuglarindandir.

Bu tezden elde edilen sonuglar, olas1 bir kizamik salgininin kontroliine yonelik stratejilerin
planlamasi i¢in kullanilabilecek potansiyele sahip olup, matematiksel kontrol stratejilerinin

gelistirilmesi i¢in temel model olarak ele alinabilir.
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