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boyunca ihtiya¢ duyacagimiz analizde 6nemli bir yeri olan fonksiyonel analiz ve reel analizin
temel kavramlar1 ve teoremleri agiklanmistir. Ugiincii boliimde (Materyal ve Yontem) temel
esitsizlikler ve Hardy esitsizligi ile ilgili 6nemli esitsizlikler agiklanmistir. DOrdiinc bélimde
(Arastirma Sonuglari ve Tartisma) p=>1 olmak iizere, Hilbert esitsizligi ve Hardy tipi esitsizlikler
ele alinarak [P uzaylarinda kesikli Godfrey Harold Hardy operatoriiniin ve Dualinin sinirlilig:
dolayisiyla siirekliligi incelenmistir. Son olarak besinci béliimde (Sonuglar ve Oneriler) ise
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After the introduction part of this thesis, in the second part (Resource Research), the basic concepts

and theorems of functional analysis and real analysis, which have an important place in the analysis we will
need throughout our research, are explained. In the third chapter (Materials and Methods), basic inequalities
and important inequalities related to Hardy’s inequality are explained. In the fourth chapter (Research
Results and Discussion), considering the Hilbert inequality and Hardy type inequalities in [” spaces forp >
1, has been investigated, so researched boundedness and are continuity of the discrete Godfrey Harold
Hardy operator and its Dual operator. Finally, in the fifth chapter (Results and Recommendations), the

results and recommendations of our litareture research are explained.
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1. GIRIS

1900’lerin basinda David Hilbert tarafindan kesfedilen ve kesikli Hardy

esitsizligi ile yakindan iliskili olan, a,, = 0 ve b, = 0 olmak Uzere Y om_; a2, < o ve

. amb . . . ..
Y bi < ooise Yoy Yoy ﬁ serisi yakinsaktir ifadesi ile denk olan ve

w @ o Yy ) w 1/,
Z Z L < n<z a3n> (Z b,%) (1.1)

n=1m=1 m=1 n=1

ile gosterilen Hilbert esitsizligini daha basit bir sekilde ispatlamak i¢in 20. yy baslarinda
aragtirmalara baslayan G. H. Hardy, kesikli durumu p > 1 ve {a;};° negatif olmayan

gercek sayilar dizisi olmak Uzere,

>(Eya) 62 Y
=1

n=1 k

veya

1 1
> (%kal)p <y (kav’)p (13)
n k=1 k=1

=1

esitsizligini ispatlamig ve bu da giiniimiize kadar yapilan ¢ok sayida bilimsel ¢alismaya
temel olusturmustur. Hardy’nin kendi esitsizligini bulmasinin motivasyon kaynagi
Hilbert esitsizligi olmustur.

L, ve L, uzaylari ise 1910°da Frigyes Riesz tarafindan tamitilip ve
arastirilmistir (Kufner, Maligranda & Persson, 2006).

Bu esitsizlik iizerine baz1 matematikgiler 1 < p < oo igin, ces, ile

gosterilen cesaro dizi uzaymi tanimlamistir.



1

p
I%W)<w (1.4)

Sk

o n
n=1 k=1

ces, =4 a ={a}:lla,ll, = (
Hardy esitsizligi cesaro dizi uzayinin [P dizi uzayindan daha genis

oldugunu gosterir. Cesaro dizi uzayr Tlzerine bazi sonuglar, (Bennett, 1996),

(Bennett,1989), (Gol’dman, 2001), (Okpoti, Persson & Wedesting, 2006) vb. gibi

calismalarda incelenmistir.

1) Aritmetik ortalamalar icin, G. H. Hardy’nin

> ([

n=1

2 N
) s ) lal? (1.5)
n=1

seklindeki esitsizligin,
2) Genellestirilmis veya agirlikli halleri ise; (u,,) ve (v,) pozitif degerli agirlik dizileri

olmak Uzere,

1

1
N q N )
(Z(mnnqun) <6 (ZI%I%) (16)

seklindedir.
3) Bu esitsizligin integral formu ise, f = 0 i¢in, a,b,p,q:—© < a < b < oo,
1 < p < o olacak sekilde parametreler ve u(x), v(x) de (a, b) araliginda hemen

hemen her yerde(h.h.h.y) 6l¢iilebilir pozitif agirlik fonksiyonlari ile

1 1

b x q q b P
(f <f f(t)dt> u(x)dx) < Cpg <f f(x)pv(x)dx> (1.7)

seklindedir.
Bu esitsizlik, £ (x); = [T f(t) dt ile verilen Hardy operatorii

olmak lzere, H;LP(a,b;v) — Li(a,b;v) sureklidir (Sinirhdir).



4) Eger, g(x) = f(')x f(t)dt alinirsa, g(a) = 0 kosulunu saglayan diferansiyellenebilir
g(x) fonksiyonu ile Hardy esitsizliginin

1 1

b q b P
<f Ig(x)lqu(x)dx> SCZLQ(f Ig(X)’Ipv(X)dX> (1.8)

seklindeki diferansiyel formu elde edilir. Bu da diferansiyel denklemlerin uygulamasinda
kullanilmaktadir.

5) Kesikli Hardy operatorii ve Duali sirasiyla,

[ee]
ag

n
1
H, = Ez a, ve H,= T (1.9)

k=1 k=n

seklindedir.

Hardy esitsizliginin bir¢cok alanda uygulamasi bulunmaktadir. Adi
diferansiyel denklemler teorisi, Sturn-Liouville problemleri, fonksiyonel analiz,
kompleks fonksiyonlar teorisi uygulama alanlarinin baglicalarindandir. Hardy esitsizligi
ile ilgili olarak birgok kitap yazilmistir. Giiniimiizde Hardy operatorii ve esitsizlikleri ile

ilgili ¢galismalar devam etmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI (TEMEL TANIM VE TEOREMLER)

Bu bolimde, [P ile gbsterilen dizi uzaylarinda Hardy operator( ve
Dualinin smirlilig1 incelenirken konumuz ile ilgili gerekli olacak fonksiyonel analizin

bazi temel kavramlar1 ve teoremleri tanitilacaktir.
2.1. Metrik ve Metrik Uzay Kavramlari

Tamm 2.1.1. (Metrik uzay ve metrik): Bir metrik uzay, X bir kime ve d, X tzerinde bir
metrik (ya da bir uzaklik fonksiyonu), yani X X X (zerinde her x,y,z € X igin,
a) d,reel degerli, sonlu ve negatif olmayan,
b) d(x,y) =0 &x =y,
c) d(x,y) =d(y,x) (simetri)
d) d(x,y) <d(x,z)+d(zy) (liggen esitsizligi)
olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyon olmak iizere, bir (X, d) cifti olarak tanimlanr.
X kiimesine, (X, d) metrik uzaymin temel kiimesi denir ve bu kiimenin
elemanlart noktalar olarak adlandirilir. Sabit x ve y noktalarina karsilik gelen
d(x,y) negatif olmayan sayisi ise x’den y’ye olan uzaklik adin alir. (a) ve (d) 6zellikleri
ise, metrik aksiyomlardir (Kreyszig, 1989).
Eger, bir Y c X altkiimesini alip, d fonksiyonunu Y X Y’ye kisitlarsak
(X, d)’nin bir (Y, d) alt uzaym elde ederiz. Dolayisiyla, Y lizerindeki d’ye d tarafindan

Y tizerinde dogurulan metrik adi verilir (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.1.1. (R Reel ekseni): Biitiin reel sayilardan olusan bu kiime iizerinde

tanimlanan,
d(x,y) = |x -y (2.1)
metrigine gore bir metrik uzaydir (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.1.2. (I® Dizi uzayl): Bir X kiimesi olarak, kompleks terimli tiim sinirh
dizilerden olusan kiimeyi alalim; yani. X’in her bir elemani, c,, x’e bagh oldugu halde,

j’ye bagli olmayan reel bir say1y1 gostermek iizere, her j = 1,2, ... igin |¢ j| < ¢, olacak



sekilde, kompleks terimli bir x = (£, ¢, ...) ya da kisaca, x = ¢; dizisidir. Simdi bu

kiime Gizerinde, y = n; € X ve N = {1,2, ... } olmak Uzere,
d(x,y) = sup|¢; — n;] (2:2)
JEN

ile tanimlanan bir metrik secelim. Bu yolla elde edilen metrik uzay, genellikle [*
semboliyle belirtilir. X’in her bir eleman:i bir dizi oldugundan, [® bir dizi uzayidir
(Kreyszig, 1989).

Tamim 2.1.2. (Metrik uzayda yakinsama, limit): Bir X = (X, d) metrik uzayinda bir

(xy,) dizisini ele alalim. Eger,

limd(x,,x)=0 (2.3)
n—oo

olacak sekilde bir x € X noktasi varsa, (x,) dizisi yakinsaktir, ya da x noktasina yakinsar

denir. x noktasina (x,,) dizisinin limiti ad: verilir ve lim x,, = x ya da kisaca, x,, = x
n—->oo

yazilir. (x,,) dizisi yakinsak degilse raksaktir denir.

Burada, d metrigi a,, = d(x,, x) seklindeki reel sayilardan olusan bir
dizi belirlemekte ve bu dizinin yakinsakligi, (x,) dizisinin yakinsakligini
tanimlamaktadir. O halde, eger x,, = x ise, verilen bir € > 0 sayisina karsilik, n > N
oldukga, tlim x,, terimleri x’in bir € > 0 komsulugu olan B(x; &)’nun ic¢inde kalacak

sekilde bir N = N (&) sayisinin varligini soyleyebiliriz (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.1.3. (Stmirh kiime ve simirh dizi): Bos olmayan bir M < X altkimesini g6z

Oniine alalim. Eger bu kiimenin ¢ap1 olan

(M) = sup d(x,y) (2.4)

X, YEM

sonlu ise, M’ye bir smirli kiime adi verilir. X’deki bir (x,) dizisinin elemanlarindan
olusan nokta kiimesi X’in sinirl bir alt kiimesi ise, (x,,) dizisine sinirli bir dizi denir.

Asikar olarak, eger M simirli ise, x, € X herhangi bir nokta ve r



yeterince biiyiik reel bir say1 olmak tizere, M € B(x,; r)’dir ve bunun tersi de dogrudur

(Kreyszig, 1989).

Lemma 2.1.1. (Smrhhik, limit): X = (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda,
a) X’de yakinsak olan bir dizi sinirli olup, limiti tektir.

b) X’de, x, » x ve y, = yise, d(x,, yn) = d(x,y) dir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.1.4. (Cauchy dizisi ve tamhik): Bir X = (X, d) bir metrik uzayinda, bir (x,,)
dizisini g6zoniine alalm. Eger, her € > 0 sayisina karsilik m,n > N i¢in, d(x,,, x,) < €
olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 bulunabiliyorsa, (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi ya da
kisaca bir Cauchy’dir denir (Kreyszig, 1989).

X’deki her Cauchy dizisi yakinsak ise (yani, yine X’de bulunan bir
limit noktasina sahip ise) X uzay1 tamdir denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.1.1. (Reel dogru, kompleks diizlem): Reel dogru ve kompleks diizlem tam

metrik uzaylardir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.1.2. (Yakinsak dizi): Bir metrik uzaydaki her yakinsak dizi, bir Cauchy
dizisidir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.1.5. (izometrik déniisiim, izometrik uzaylar): X = (X,d) ve X = (X, d) iki
metrik uzay olsun.

a) X’den X icine bir T doniisiimii géz oniine alalim. Eger T doniisiimii uzakliklar:

koruyorsa, yani Tx ve Ty sirastyla, x Ve y’nin goriintiileri olmak tizere, her x,y €

X icin
d(Tx,Ty) = d(x,y) (2.5)

ise, T doniigiimiine bir izometrik doniisiim ya da bir izometri ad1 verilir.
b) X’den X (izerine bire-bir ve érten bir izometrinin varolmasi halinde, X uzay1 X

uzay1 ile izometriktir denir. Bu durumda X ve X uzaylar1 izometrik uzaylar adini

alirlar (Kreyszig, 1989).



Teorem 2.1.3. (Tamlastirma): Bir X = (X, d) metrik uzay1 i¢in X ile izometrik olup
X’da yogun olan bir W altuzayma sahip, tam bir X = (X, d) metrik uzay1 vardir. Bu X
uzay1, izometrileri disinda tektir; yani eger X, X ile izometrik, yogun bir W altuzayma

sahip herhangi bir tam metrik uzay ise, X ve X izometriktir (Kreyszig, 1989).

2.2. Kime ve Yuvar Kavramlari

Tammm 2.2.1. (Yuvar ve kire): Bir x, € X noktas1 ve reel bir r > 0 sayis1 verilmis

olsun. Buna gore, ii¢ tip kiime tanimi yapabiliriz:

a) Blxg;r) = {x€X: d(x,xo) <r} (Agik Yuvar)

b) B(xg;7) = {x € X: d(x,x) <1} (Kapali Yuvar)

C) S(xg;r)={x€X: d(x,x0) =7} (Kdre)

Her Gg halde de x, merkez, r ise yarigap adini alir.
Bu tanima gore, r yarigapli bir agik yuvarin, X’in, yuvarin merkezine
r’den daha yakin tiim noktalarindan olustugu goriilmektedir. Ayrica, yine bu tanimlarin

15181 altinda,

S(xo; 1) = B(x;7) — B(x0;7) (2.6)

yazabiliriz (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.2.2. (Acik ve kapah kiime ile komsuluk): Bir X metrik uzay1 ve bunun bir M
alt kiimesini goéz Oniine alalim. Eger, M kiimesi, her noktasinin etrafinda bir yuvar
iceriyorsa, M kiimesi agiktir denir.

K, X’in bir altkiimesi olsun. Eger, K’nin X’deki timleyeni, yani K¢ =
X — K acik ise K kapalidir denir.

Verilen tanimlarin 15181nda, bir agik yuvarin, bir agik kiime, bir kapali
yuvarin ise, bir kapali kiime oldugunu kolayca goriiriiz.

(e > 0) yarigapl bir B(xy; €) agik yuvarina, x,’1n bir € —komsulugu da



denir (Kreyszig, 1989).

Tamm 2.2.3. (i¢ nokta): Bir M c X kiimesini goz oniine alalim. Eger, M, x,’1n bir
komsulugu ise x,’a M kiimesinin bir i¢ noktasi adi1 verilir. M’nin ici ise M’nin tim ic
noktalarindan olusan kiime olup, yaygin olarak kabul edilmis bir gdsterim yok ise M° ya
da Int(M) seklinde gosterilebilir. Int(M) agik olup, M’de igerilenen biiyiik agik kiimedir
(Kreyszig, 1989).

Tamim 2.2.4. (Yigilma noktasi ve kapams): M, bir X metrik uzayinin bir alt kiimesi
olsun. X’in (M’nin noktasi olabilen ya da olamayan) bir x, noktasini ele alalim. Eger,
Xo’1n her bir komsulugu, x,’dan farkli en az bir y € M noktasi iceriyorsa, x, noktasina,
M’nin bir y1g1lma noktasi (ya da M'nin bir limit noktas1) ad1 verilir.

M’nin noktalartyla M'nin y1g1lma noktalarindan olusan kiimeye ise,
M’nin kapanisi denir ve M ile gosterilir. Bilindigi gibi M, M’yi igeren en kiigiik kapali
kimedir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.2.5. (Yogun kiime, ayrilabilir uzay): Bir X metrik uzayinimn bir M alt kiimesi
verildiginde eger, M = X ise M kiimesi X’de yogundur denir. Eger X kiimesi X’de yogun
sayilabilir bir alt kiimeye sahipse ayrilabilirdir denir.

Buna gore M, X’de yogun ise ne kadar kiigiik olursa olsun X deki her
yuvar, M’nin noktalarini igerecektir; ya da diger bir deyimle, bu durumda M’nin

noktalarini icermeyen komsuluga sahip hicbir x € X noktas1 yoktur (Kreyszig, 1989).

2.3. Vektor Uzayi

Tamm 2.3.1. (Vektor uzay): Bir [F cismi Uzerinde, bir vektor uzay (ya da lineer uzay),
vektor adini tagtyan x, y, ... elemanlarindan olusan ve iizerinde iki cebirsel islem tanimli,
bos olmayan bir X kiimesidir. Bu islemler, vektdr toplami ve vektdrlerin skalerlerle (yani
F’nin elemanlartyla) ¢arpimi olarak adlandirilir.

Vektor toplami, her sirali (x, y) vektor ciftine x ve y vektorlerinin
toplam1 adini tagiyan ve asagidaki 6zellikler saglanacak sekilde tanimlanan x + y vektori
karsilik getirir. Vektor toplami, oncelikle degisme ve birlesme 6zelligine sahiptir; yani

batun vektorler igin



1. x+y=y+x

2. x+W+z)=kx+y)+z
yazilir. Ayrica, bitun vektorler igin

3. x+0=x

4, x+(—x) =0
olacak sekilde, sifir vektorii olarak adlandirilan bir 0 vektorii ve her x vektorl igin bir —x
vektorii vardir

Skalerle ¢arpim ise, her x vektorii ve a skalerine a ile x’in ¢arpimi

adin1 tagiyan ve biitiin x, y vektorleri ve a, 8 skalerleri i¢in asagidaki 6zellikleri saglayan

bir ax vektorii karsilik getirir.

5 a(px) = (aB)x

6. Ix =x

7. alx+y)=ax+ay

8. (a+pB)x =ax+ Px

Tanimdan, skalerle ¢arpma isleminin, bir [F X X — X dontistimii

olmasina karsin, vektor toplaminin bir X X X — X doniisiimii oldugunu gérmekteyiz.
F'ya X vektor uzayinin skaler cismi adi verilir. Eger F = R (reel say1

cismi) ise X’e bir reel vektor uzayi, F = C (kompleks say1 cismi) ise, kompleks vektor

uzay1 denir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.3.2. (Vektor alt uzayi): Bir X vektor uzaymin bir alt uzay1 X'in her y;,y, €Y,

ve her a, skalerleri icin ay, + Sy, € Y 6zelligini saglayan, bos olmayan bir Y alt
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kimesidir. O halde, Y’nin kendisi de bir vektoér uzay olup, X iizerinde tanimli cebirsel

islemler, Y Gzerinde de gecerlidir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.3.3. (Lineer bagimsizhik ve lineer bagimhhk): Bir X vektor uzayindaki,

X1, Xo, ..., Xy, Vektorlerinden olusan bir M kiimesini ele alalim. a4, a5, ..., a,, Skalerler

olmak Gzere,
aixq1 +azx, + -+ apx, =0 (2.7)
esitligi, ancak ve ancak a; = a, = - = a,, =0 olmasi halinde gergeklesiyorsa,

X1, X2, .., Xy vektorleri, diger bir deyimle, M kiimesi, lineer bagimsiz aksi halde, lineer
bagimlidir denir (Kreyszig, 1989).

X’in keyfi bir M alt kiimesini goz 6niine alalim. Eger, M’nin bos
olmayan her sonlu alt kiimesi lineer bagimsiz ise, M’ye lineer bagimsizdir denir. Aksi

halde, M lineer bagimli kiime olarak adlandirilir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.3.4. (Sonlu ve sonsuz boyutlu vektdr uzay): n pozitif bir tamsay1 olmak tiizere,
bir X vektor uzay: lineer bagimsiz n tane vektor iceriyor ve n + 1 ya da daha fazla sayida
vektor lineer bagimli oluyorsa, bu X vektor uzay: sonlu boyutludur denir. n sayisina X’in
boyutu ad1 verilir ve n = dimX olarak yazilir. Tanim olarak X = {0} uzay1 sonlu boyutlu
olup dimX = 0°dir. Eger bir X uzay1 sonlu boyutlu degilse, sonsuz boyutlu uzay olarak
adlandirilir (Kreyszig, 1989).

2.4. Norm ve Normlu Uzaylar

Tamim 2.4.1. (Norm ve normlu uzay): Bir X vektor uzay: Uzerindeki norm X tzerinde
tanimli olup, bir x € X noktasindaki degeri, ||x|| ile gosterilen ve x ve y, X de keyfi
vektorler ve a bir skaler olmak Uzere, asagidaki Ozellikleri saglayan reel degerli bir

fonksiyondur.

a) x|l = 0;
b) llx] =0 ©x=0;

c) llax|l = lelllxl;
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d) llx + yll < llxll + llyll (Uggen Esitsizligi)
X Uzerinde bir norm, X Uzerinde

d(x,y) = llx = yll (x,y € X) (2.8)

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan yaratilan metrik olarak
adlandirilir. Tanimlamis oldugumuz normlu uzaylart (X, ||+]|) ile gosteririz (Kreyszig,
1989).

Uzerinde bir norm tanimlanmus olan bir X vektor uzayina bir normlu

uzay ad1 verilir (Kreyszig, 1989).

Tammm 2.4.2. (Banach uzayi): Bir tam normlu uzaya (norm tarafindan tanimlanan

metrige gore tam ise, bu uzaya) Banach uzayi1 denir (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.4.1. (I? uzay1): p = 1 sabit bir reel say1 olsun. Tamim olarak [? uzaymndaki her

bir eleman,

1117 + 121 + -

toplami1 yakinsak, yani

DIl <o
j=1

olacak sekilde bir x = (§;) = (§,&,,...) dizisi olup, ilgili metrik, y = (n;) ve

Y|n;|” < oo olmak tzere,

1/p

aey) = Y g -l 29)
j=1

ile tanimlanir.
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Il ={ > lgl” (2.10)

ile verilen norm altinda bir Banach uzayidir. Gergekten de bu norm d(x,y) metrigini
dogurmaktadir:

1/p

o)

dey) ==yl = Y& -l (211

j=1
dir (Kreyszig, 1989).

Tamm 2.4.3. (Normlu uzaylarda yakinsama veya kuvvetli yakinsaklik): Normal bir

X uzayinda bir (x,,) dizisi verilmis olsun.Eger, X uzay1

lim||lx, —x||=0 (2.12)
n—-o0o

olacak sekilde bir x eleman igeriyorsa, (x,) dizisi yakinsaktir veya kuvvetli yakinsaktir
denir. Bu durum, x,, = x olarak yazilir ve x’e, (x,) dizisinin limiti veya kuvvetli limiti

ad1 verilir (Kreyszig, 1989).

Tamm 2.44. (Zayif yakinsakhik): Zayif yakinsaklik, X {izerindeki sinirli lineer
dontisiimler cinsinden asagidaki sekilde tanimlanir:

Normlu bir X uzayinda bir (x,,) dizisi verilmis olsun. Eger her f € X' igin,

lim fCen) = f(x) (2.13)

olacak sekilde bir x € X varsa, (x,,) dizisi zayif yakinsaktir denir ve x, 5x yadax, —
x seklinde yazilir. x elemanina, (x,,) dizisinin zayif limiti ad1 verilir ve (x,,) dizisi x’e

zayif yakinsar denir (Kreyszig, 1989).
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Tamim 2.4.5. (Cauchy dizisi): Normlu bir X uzayinda bir (x,,) dizisini ele alalim. Eger,
her € > 0 sayis1 igin, m,n > N oldukca, ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir N sayisi

varsa, (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Kreyszig, 1989).

Tammm 2.4.6. (Mutlak yakinsak seri): (x;) normlu bir X uzayinda bir dizi olarak

verildiginde, bu (x;) dizisiyle k = 1,2, ..., n, ... olmak zere,
Sp =Xy txy+--+x, (2.14)

kismi toplamlarindan olusan (s,) dizisini esleyebiliriz. Eger (s,,) dizisi yakinsak ise,

diger bir deyimle, s,, =s yani ||s, —s|| = 0 ise,

Z X = X1 +Xp + oo (2.15)
k=1

sonsuz serisi ya da kisaca serisi yakinsaktir denir. s degerine, bu serinin toplami adi1 verilir

ve

s=Zxk =x1+x5 + - (2.16)
k=1

yazilir.

x|l + ||z || + -+ toplaminin yakinsamasi halinde ise sonsuz seri
toplam1 mutlak yakinsaktir denir.
Normlu bir X uzayinda, mutlak yakinsakligin yakinsaklig1 gerektirmesi

igin gerek ve yeter kosul, X’in tam olmasidir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.4.1. {f,,} , (X, ||I"]l) normlu uzayindaki bir fonksiyon dizisi olsun. Eger, A < 1

ve

”fn+1 - fn” < )\'”fn - fn—l” (2'17)

kosulu her n > 1 i¢in, saglaniyorsa, i = 1 igin,
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st = frri-Dll S N = foll (2.18)
dir ve {f,,} bir Cauchy dizisidir.
Ispat: Yani, A <1ven > 1igin,
fri1 = fall SMIfn = faall £ 22 fams = fa—2ll (2.19)
< Blifacz = fassll <. 2MIfs = foll

ve her m > 1 igin,

fnem = full =NEiZ1Unri = frri-OIl < 24N Gnri = frri-2) |l (2.20)
<y = ol B A < = Iy = foll - 0
oldugundan, {f, } bir Cauchy dizisidir.

Tamm 2.4.7. (Esdeger normlar): Bir X vektor uzayi tizerinde ||-|| normuyla, diger bir

|I*[lo normunu goz 6niine alalm. Eger, her x € X icin,
allxllo < lIxIl < bllxllo (2.21)

olacak bigimde a, b > 0 sayilar1 varsa ||-|| ve ||| normlart esdegerdir denir (Kreyszig,
1989).

2.5. I¢ Carpim ve i¢ Carpim Uzaylan

Tamm 2.5.1. (I¢c carpim uzayi): Bir i¢ carpim uzayi (ya da &n Hilbert uzay1) iizerinde
bir i¢ ¢arpim tanimlanmis bir X vektor uzayidir. Burada s6zii edilen i¢ ¢arpim, X X X’den
X’in bir F skaler cismi igine yapilan bir dontisiimdiir; yani X’in her x ve y vektor cifti, x
ve y’nin vektorel ¢arpimi olarak adlandirilan ve (x,y) ile gosterilen ve her x,y ve z

vektorleri ve a skaleri icin asagidaki 6zellikleri saglayan bir skalerle eslenmektedir.



15

a) (x+y,2)=(x2)+(y2),
b) (ax,y) = alx,y),

c) (x,y)=(y.x),

d (x,x)=0

(x,x)=0=x=0.

X lzerinde tanimlanan bir i¢ carpim, X Uzerinde

x|l = v{x, x) (2.22)

ile verilen bir norm ve

dix,y) =llx—yll=y{x—y,x—y) (2.23)

ile verilen bir metrik tanimlar.

Buna gore i¢ ¢arpim uzaylari birer normlu uzaydir.

(c)’deki tist ¢izgi, kompleks eslenigi gostermekte olup X’in reel
bir vektor uzay1 olmasi halinde kolayca (x,y) = (y,x) (simetri) sonucunu elde ederiz
(Kreyszig, 1989).

Tanmm 2.5.2. (Hilbert uzayi): Bir Hilbert uzay: iizerindeki i¢ ¢arpimla tanimlanmig

metrige gore, tam olan bir i¢ carpim uzayidir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.5.3. (Diklik): Bir X i¢ ¢arpim uzayimnin x ve y gibi iki eleman1 verildiginde, eger
(x,y)=0 (2.24)
ise x elemani1 y elemanina diktir denir ve x L y seklinde yazilir. Benzer sekilde A, B € X
alt kiimeleri verildiginde, eger hera € Aigcinx L aisex L Avehera € Aveherb € B

icin,a L b ise A L B yazaniz (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.5.1. (I Hilbert uzay): [? uzay:



16

o)

(%)= aiby (2:25)

k=1
ile tanimlanan i¢ ¢arpima gore bir Hilbert uzayidir (Kreyszig, 1989).

Ornek 2.5.2. (I? uzay): p # 2 olmak Uizere, [P uzay1 bir i¢ ¢arpim uzay1 olmayip
dolayisiyla bir Hilbert uzayi da degildir (Kreyszig, 1989).

2.6. Operator ve Fonksiyonel

Vektor uzaylar ve 6zellikle normlu uzaylar s6z konusu oldugunda
tanimlanacak doniistimlere bir operator adi verilir.
Ilging olan operatérler, asagidaki tanimda belirlendigi anlamda, vektdr

uzaya iliskin iki cebirsel islemi koruyan operatorlerdir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.6.1. (Lineer operator): Bir T lineer operatorii, asagidaki 6zellikleri saglayan
bir operatordir.
a) T’nin D(T) tanim bdlgesi bir vektor uzay olup, R(T) deger bolgesi ayni cisim
iizerinde bir vektor uzaydir.

b) Her x,y € D(T) ve a skaleri igin,

Tx+y)=Tx)+T(y) (2.26)
T(ax) = aT(x) (2.27)
dir.

T (x) gosterimini Tx seklinde de gosterebiliriz (Kreyszig, 1989).

Tanmm 2.6.2. T operatoruniin D(T) tanim bolgesi ile R(T) deger bolgesi arasinda bir
esleme oldugunu g6z oniinde bulundurursak iizerine ve igine operator tanimlarini
verebiliriz. X ve Y her ikisi de reel ya da her ikisi de kompleks iki vektor uzay olmak
uzere, D(T) c X ve R(T) c Y olsun. Budurumda T, D(T)’den R(T) Uzerine bir operator
(ya da doniistim) olup, T: D(T) — R(T) olarak yazilir. D(T)’den Y ’nin i¢ine bir operator
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ise, T: D(T) - Y olarak belirtilir. Eger D(T) tanim bolgesi, X uzayinin tiimi ise, bu -ve
yalnizca bu durumda, T: X — Y yazariz (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.6.3. (Bire-bir operatdr ve ters operator): Bir T dontigiimii, tanim bolgesindeki

farkli noktalara farkli goriintiiler karsilik getiriyorsa, yani herhangi x4, x, € D(T) igin,
X, F Xy > Tx; #Tx, (2.28)
ya da buna es deger bir deyimle,
Txy =Tx, = x; =X, (2.29)
oluyorsa, T doniisiimiine bire-bir doniisiim ad1 verilir.
Badyle bir durumda, her y, € R(T) elemanini, Tx, = y, olacak sekilde,

Xo € D(T) Uzerine dOniistiiren bir
T~1:R(T) - D(T)
Yo X0 (Yo =Txo)

doniisiimii vardir. T~ ddniisiimiine, T nin tersi ad1 verilir.

Kolayca
Vx € D(T) icin T™1Tx = x
Vy ER(T)icinTT ly =y
yazabiliriz (Kreyszig, 1989).
T (x) = x kosulunu saglayan T operatori ise, birim operator olarak

bilinir ve I ile gosterilir.
Eger T !varsa, T~'T = TT~! = I olacak sekilde tektir.
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Tamim 2.6.4. (Sirh lineer operator): X ve Y normlu uzaylar ve D(T) < X olmak tizere,

T : D(T) - Y lineer bir operatdr olsun. Eger her x € D(T) igin,
ITxlly < cllxllx (2.30)

olacak sekilde reel bir ¢ sayis1 varsa T operatorii sinirlidir denir.
Sifirdan farkli her x € D(T) igin gerceklenecek sekilde, miimkiin olan

en kiglk c degeri

Il
lIxll —

(2.31)

seklindedir. Bu ise c’nin en az sol taraftaki ifadenin D(T) — {0} {izerinden alinan
supremumu kadar biiyiik olabilecegini gosterir. O halde en kii¢iik c¢’nin s6z konusu

supremum oldugudur. Bu biiytikliik ||T'|| ile gosterilir; dolayisiyla

T x|l
ITIl = sup (2.32)
x€D(T) |||
x#0

dir. [|T|| blyikligiine, T operatdriniin normu denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.6.1. (Sureklilik ve simirhiik): X ve Y normlu uzaylar, D(T) < X olmak Uzere,
T:D(T) — Y bir lineer operatdr olsun. Bu durumda,
a) T’nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, T’nin sinirlt olmasidir.

b) T bir tek noktada strekli ise, her noktada stireklidir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.6.5. (Surekli doniisiim(operatoér)): X = (X,d) ve Y = (Y, d) iki metrik uzay
olsun.Bir T : X — Y doniisiimiinii goz oniine alalim. Eger, her bir € > 0 sayisina karsilik,
d(x,x,) < & kosulunu gercekleyen biitiin x’ler icin d(Tx, Tx,) < € olacak sekilde bir
6 > 0 sayisi bulunabiliyorsa, T doniisiimii, x, € X noktasinda stireklidir denir.

Diger bir tamimlamayla: T:D(T) — Y bir lineer operator olsun. Buna
gore, herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde ||x — x,|| < § kosulunu gergekleyen her x €
D(T) igin,
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|Tx — Txyl|l < ¢ (2.33)

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa T operatorl x, € D(T) noktasinda siireklidir denir
(Kreyszig, 1989).

Tamm 2.6.6. (Lineer fonksiyonel): Tanim bolgesi bir X vektor uzayinda, deger bolgesi
ise, X’in bir IF skaler cismi iginde bulunan lineer bir f operatérune bir lineer fonksiyonel
ad1 verilir; dolayisiyla X reel ise, F =R ve X kompleks ise, F = C olmak (zere,
f:D(f) = F yazilir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.6.7. ( Smirh lineer fonksiyonel): D (f) tanim bdlgesi, normlu bir X uzayinda,

deger bolgesi ise, bu normlu X uzayinin skaler cismi i¢inde bulunan, sinirli lineer bir f

operatoriine sinirh lineer fonksiyonel ad1 verilir. Buna gore her x € D(f) icin,

|f GOl < cllx]l (2.34)

olacak sekilde reel bir ¢ syaisi vardir. Ayrica, f’nin normu

[f (I

lfIl = su 2.35

= sup A (2:33)
x+0

ya da

IfIl = sup |f(x)l (2.36)
x€D(f)
[[x|l=1

dir (Kreyszig, 1989).
Lineer Operatorler, Lineer Diferansiyel Denklem sistemleri, integral

denklemler ve lineer cebir gibi bircok alanda kullanilmaktadir.

Tamm 2.6.8. (X Dual uzayi): X normlu bir uzay olsun. X iizerindeki tiim simirl lineer

fonksiyonellerden olusan kiime
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11 = sup 29 g 1) 237)

ile tanimlanan norma sahip olan, normlu bir uzay olusturur. Bu uzaya X’in dual uzayi ad1
verilir ve X sembolilyle gosterilir.

X Uzerindeki bir lineer fonksiyonel, X1 R ya da C’nin (X in skaler
cismi) igine donistiirdiigiinden ve R ya da C, alisilmis metrikleri altinda, tam
olduklarindan ¥ = R ya da C olmas1 halinde X’in B(X,Y) uzay1 oldugu ortaya cikar.
(B(X,Y): ikisi de reel ya da ikisi de kompleks olan X ve Y normlu uzay ile, X den Y ’nin

igine olan tiim sinirli lineer operatorlerden olusan kiimedir.) (Kreyszig, 1989).

Tamm 2.6.9. (Adjoint operatdrti): X ve Y normlu uzaylar olmak tizere, T: X — Y sinirh
lineer bir operator olsun. Buna gore X ve Y sirastyla, X ve Y’nin dual uzaylar1 olmak

lizere T’nin T*: ¥ — X adjoint operatérii,

f)=T"9)x)=g(Tx) (ge¥) (2.38)
ile tanimlanir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.6.2. (Adjoint operatdriin normu): T* operatori, lineer ve sinirh olup,
Tl = IITl (2.39)
dir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.6.10. (Operator dizilerinin yakinsakhgr): X ve Y normlu uzaylar olsun. T,, €
B(X,Y) operatorlerinden olusan bir (T;,) dizisini g6z Oniine alalim.
a) Eger, (T,) dizisi, B(X,Y) tizerindeki norma gore yakinsak ise, (T,) diizgln
operator yakinsaktir denir.
b) Eger, (T,,x) dizisi, her x € X icin, Y’de kuvvetli yakinsak ise, (T;,) dizisi, kuvvetli
operator yakinsaktir denir.
c) Eger, (T,,x), her x € X icin, Y’de zayif yakinsak ise, (T;,) dizisi, zayif operator

yakinsaktir denir.
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Formiile edecek olursak, bu tanimlar

I, =TIl -0, (2.40)
| T,x — Tx|| = 0, Vx € X (2.41)
|f (Tx) — f(Tx)| - 0 Vx € X, VieX (2.42)

olacak sekilde, bir T: X — Y operatoriiniin var oldugu anlamna gelir. T ye ise, (T;,)'in,

sirastyla diizgiin, kuvvetli ve zayif operator limiti adi verilir (Kreyszig, 1989).

Tammm 2.6.11. T:V — W bir operatér R(T), T’nin goruntl kimesi ve D(T), T’nin
tanim kiimesi olmak tizere eger, Vg € R(T) € W igin, T(x) = y olacak sekilde bir
tek x € D(T) c V varsa, T’ye birebir (injective) operator denir. Eger, R(T) = W ise,
T’ye orten (surjective) operator denir. Eger T, bire bir ve rtense, T’ye bijektive operator
denir.

T,S:V — W iki operator olmak iizere, eger, D(T) = D(S) ve Vx €
Vicin, T(x) = S(x) ise, T ile S operatorleri esittir.

Teorem 2.6.3. k:[a,blx[a,b] » C surekli ise, K(B[a,b]) » (Bla,b]) operatorii

siirhdir ve [|K|| < ,iep f:lk(x, Wldy < (b —a) ;o enlk(x,y)| dir.

Tanim 2.6.12. B, Banach uzayr olmak iizere, L:B — B operatOrine gomme

(imbedding)denir.

Tamim 2.6.13. L: B — B bir operatdr (Lineer olmak zorunda degil) olmak iizere,
IILf]l = |If|] kosuluVf € B igin saglaniyorsa, L’ ye bir izometri denir. Eger L,

bire- bir ve orten ( bijektive) ise, L’ye izomorfizm denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Baz1 Temel Esitsizlikler

Young esitsizligi 3.1.1. a > 0, b > 0 iki reel say1 ve p ile q, %+ 5 = 1 kosulunu

saglayan reel sayilar olmak tiizere,
ab<—+— (3.1)

dur.

Ispat: Bu esitsizlik, f(x) = log x fonksiyonu konkav bir egriye sahip oldugundan,
0<A<1ligin

fAx+ 1A -Dy) 2 2f () + A - Df ()
dir. Bu durumda,

Alogx + (1= logy < log(Ax + (1 — 1)y)
= logx*. y1=* < log(Ax + (1 — )y)

> xty™ < x+ (1 -2y

1 A
X > ax, x > b1-2, A= % vel— A= % alindiginda
a? b1
ab<—+—
p q

bulunur.
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Cauchy esitsizligi 3.1.2. X =(xq, x5, ..., x,) Ve Y =(y4, V2, ..., V) reel veya kompleks

sayilar olmak tizere,

2

n n 1/2 , n 1/
D il < (lem) (Zw) (3.2)
i=1 i=1 i=1

veya

n
> Il < X1l IY L (3:3)
i=1

dir.

Holder esitsizligi 3.1.3. pveq, 1 < p < oo ve % + % = 1 kosulunu saglayan iki reel

say1 olmak tizere, x = (x,) € [P ve y = (y,) € L i¢in,

1/q

o o Yo /o
D vl < (me) p<z|yn|q> B4
n=1 n=1 n=1

dir.

Ispat: Eger x ve y’den en az biri sifir ise, esitsizlik dogrudur. x # 0 ve y # 0 ise

Young esitsizliginde

|| |yl
‘T Uy’ b= U
Er=1lxalP) 7P =1yl 74
alindiginda
|Xnl- |yl L bl 1 Il

B2 %al?) 2. (C2 Iyl D 7~ P (B 1) e 4 (B |yn]9) Ve
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Zg)ﬂx%,ynl
B ) . (B |yn|q>1/q 1lxnlpz'x"' a3z 1|yn|qz'y"

%h

oo 0 ! ®
L /p
=to=12 ) ranl < Yl (Y bl
P q - - =
n=1 n=1 n=1

Sonug3.13.1.x=(x,) EP > x|, <00, y=(p) EIT> |yl <o +

SR
Q|-

ise x.y = (x,.y,) € 2 olup |[xy. Vpll1 < oo dir.

Sonug 3.1.3.2. Holder esitsizliginde p = q = 2 alindiginda x = (x,,) € [2, y = (y,) €

1% igin

o o) 1/ %) 1/
z|xn.yn|s<2|xn|2> Z(Zmﬁ) 2
n=1 n=1 n=1

seklinde Cauchy-Schwartz esitsizligi elde edilir. Burada x.y € [ dir.
Sonuc¢ 3.1.3.3. [x + y|P < (Ix| + |yD? < {2.max(|x|, |y]D}?
< 2P max{|x|?, |[y|P} < 2P(|x[? + |y|P) dir. (1 < p < =)

Minkowski esitsizligi 3.1.4. 1 < p < oo, olmak lizere, x = (x,) € P vey = (y,) €[

ise,

. 1A9 . 1A7 . Hb
(Zm +ynlp) < <Z|xn|p> ' <2|yn|p> (3:5)
n=1 n=1 n=1

dir.



Ispat: x ile y’den en az biri sifir dizisi ise, esitsizlik dogrudur. x # (0,0, ...,0, ...) ve

y # (0,0, ...,0, ...) olmak lizere 1 < p < oo ve herhangi bir n € N i¢in Gcgen

esitsizliginden,
len + ynlp = len + ynlp_l- Ixn + ynl
n=1 n=1
< D 1t + 3l (ol + 13
n=1

< D B+l Jal + ) Tt 3Pyl
n=1 n=1

yazilabilir. Esitsizligin son iki terimine Holder esitsizligi uygulandiginda,

o) 0 1/p oo 1/q
D I+ yal? < <Z|xn|p> (Z e + yn|<p-1>q>
n=1 n=1 n=1

o Yp ;o Yq
+(2|an”) (len+ynl(p‘”q>

n=1 n=1

1 1 Y

o 1 17a % P o q

- [zlxn + ynla.q] ) <Z|xn|p> + (Zlyn|q>
n=1 n=1 n=1

bulunur. Buradan da,

1

00 g 0o 1/p 0o l/q
[Em +l| < (leM) ' (Zlynw)
n=1

n=1

25



o0 1/p
= (lenwnv’) <
n=1
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© Yp © Yo
(va’) ' (2%?)
n=1 n=1

elde edilir. Burada, =+~ =1 olup, Z=p—1ve1-— 2 = Zdir,
p q q q 14

Cauchy esitsizligi 3.1.5. (a,,) ve (b,) reel terimli diziler olmak (zere,

an
Xp =———71- ve
T e
alindigindan

) 5= ). (z?ia N

n=1 n=1

by
Yn = (Zibiz)l/z

1, i y2 = i (Zf’iz) =1 (3.6)

:an.yn SEan+§Zyn =1 (3.7)

oo

an bn

%) o 1/2
Z S G 2, nbn % (Z a?> | <

l

. 1,
bl?) (3.8)
=1

n=1 =1

Bu esitsizligin siirekli hali ise,

1 1
[} F@).gdx < ([ F2(x)dx) 2. (17 g?()ax) 2 (Bunyakovsky Esitsizli)

/2
D c R?igin, [f, fgdxdy < (ff, f2(dxdy) " - (If, g°(»)dxdy)

seklindedir.

: i

Jensen esitsizligi 3.1.6. f:[a, b] = R konveks bir fonksiyonve j = 1,2, ...,nicin p, +

p2 + -+ + pn = 1 olacak sekilde negatif olmayan reel sayilarise j = 1,2, ...,nve Vx; €

[a, b] icin,
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f ijxj Sijf(xj) (3.9)

dirn=2ve0<p<1igin,

floxs + (1 =plxx) < pf(x) + (1 = p)f(x2) (3.10)

olur.

Tanmm 3.1.1. Eger (X, ||||) bir normlu uzay ise X’in X ile gosterilen dual uzay1, |A(x)| <
¢, lx|| kosulunu saglayan c, var olacak sekildeki A: X — R btun lineer fonksiyonellerin
koleksiyonu olarak tanimlidir.

X bir Banach uzay ise, X ile gosterilen duali de ||A]| = sup |A(x)| normu
llxll<

ile bir Banach uzayidir.
Holder esitsizliginde, y = (4,:x = %%, x, ¥, ) doniisiimii 19 - (IP)
seklindedir. Bu donlisiim (ﬁ) ve 19 uzaylar arasinda bir izomorfizm olup, ||yl =

I Ay l,, ile de bir izometridir (Abbas, 2003).
Teorem 3.1.1. (Riesz teoremi): [? nin dual uzay1 [? ye izomorfiktir.

Hilbert esitsizligi 3.1.7. x, y € [2(N) icin

XmY;
> o <l (3.1D)

m=1n=1

olacak sekilde c sabiti vardir. [T (x), = Yn=1 % operatorii 12’ de sinirhidir.]

Ispat: Cauchy-Schwartz esitsizliginden

Z xmyn ym
- \/m+n \/m+n
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(3 2 @) (3 2 )
2 (E ) HE A (Z )

n=1

N

24
esitsizliginden m > 1 igin A > 0 ve X, 1min (E) < c; olacak sekilde bir ¢, sabiti

bulmak istenmektedir.

21
(0, ) araliginda f(x) = ﬁ (%) seklinde tanimlanan monoton azalan

fonksiyonu kullanarak

n=1

[e'e) 1 o
Zm+n( m+x xz’L f1+u uz’l
0

m

24
bulunur. 1 € (0 ) segildiginde, Yo 1m+n (—) < c; elde edileceginden,

oo

xmyn
<qllx
D, <Gyl

mn=1

bulunur.

Sonug 3.1.7.1. T,.: [P — [P Hilbert operatorii sinirlidir ve 1 < p < o0 igin

Ymn=1 ’;’l":’: <cllxll,llyllg dir. p =2 igin esitsizlikteki en iyi sabitin # oldugunu
14

gostermistir.
Daha sonra Toeplitz tarafindan en iyi sabitin 7 oldugu gosterilmistir.

Kismi integrasyon ile Yn € N* igin

21
1 ) 1
—f (t—m)e™dt = —
2T in
0
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0zdesligi yazilabilir.

. 2m N N N

l f ; i XmYn
— (t—n)Zxke‘ktZyke”‘t dt =
27-[0 k=1 k=1 m,n=1m tn

Cauchy-schwartz esitsizligi ve tistellerin ortogonalliginden

N 0y 2n 4 N N
mJon <.f . z ikt] . Z ikt dt
Z m+n| J, 2m i€ Yie
mmn=1 k=1 k=1
2770 2 Y, 2, N 2 1,
1 . 1 .
<m Ef Zxke”‘t dt > Zyke”“ dt
0o lk=1 0o lk=1
N Yo o w /2
r(2) (2%)
k=1 k=1

olup N — o igin ¢ = m elde edilmis.

Carleman esitsizligi 3.1.8. a,, a,, ..., ay pozitif reel sayilar olmak iizere,

N

N
(1. %, ...xN)l/N <e ) x, (3.12)
2, 2.

n=1

dir. Burada en iyi sabit ¢, = (L)p dir (Hardy, Littlewood & Polya, 1934).

G.0; Geometrik ortalama ve H. O; Harmonik ortalama olmak lzere,

a, ay, ...,a, € RTicin, G.0 < A.0’ du.
Yani,

a1+ a2+"'+an
n

(a;.a,. ....an)l/" <
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dir. n = 2igin,

1
(a—b)220=>a2+b2S2ab=>abS§(a2+b2)

oo 1 oo
D lanbyl < 5(2 @} + b%)
n=1 n

=1

dirn=1vea—+a, b—+b alindiginda, Vab < %(a + b) olur.

G.H.Hardy, 4,, = @ aritmetik ortalama dizisini kullanarak yeni

sonuglar elde etmistir. Eger x € 12 ise Z;‘,"l_nﬂ% serileri yakinsaktir seklinde Hilbert

esitsizliginin daha basit ispatin1 vermistir.



4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Hardy Tipli Esitsizlikler

31

Tanmm 4.1.1. 1 < p < o igin, IP(N) uzay1, (Qn=1]x,|?)P < oo kosulunu saglayan

x = (x4, X2, v, X, ... ) dizilerinin bir koleksiyonu olarak tanimlidir.

lxll, = (Te=qlx,1P)Y/P ile gosterilirse, p = oo icin °(N) uzay1 sinirli

dizilerin uzay1 olarak bilinir ve (|x,|) dizisinin supremum normu ||x|| ile gosterilir.

1 < p < icin [P(N) uzay |||[,, ile tam normlu uzay olup bir Banach

uzayidir.

Tamm 4.1.2. p > 1, A, = Y.}~ ax Ve a, bir dizi olmak Uzere,

1) Kesikli ve siirekli durumlarda Hilbert esitsizlikleri sirasiyla,,

An
n

N p N
2. () = 2t
= n=1

n=1

(

streklilik durumunda, f(x) > 0 icin,

p

10 r
;ff(t)dt dx < cpflf(x)lpdx
0 0

seklinde olup,
2) Aritmetik ortalamalar icin, G. H. Hardy’nin

>

n=1

An
n

2 N
) < CZZIanlz
n=1

seklindeki esitsizligin,

(4.1)

(4.2)

(4.3)

3) Genellestirilmis veya agirlikli halleri ise; (u,,) ve (v,) pozitif degerli agirlik dizileri

olmak Uzere,
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1

v T z
<|An|)qun> <c ( |an|pvn> (44)

dir.
4) f=0icin, a,b,p,q: —0 <a<b <o,1<p < oo olacak sekilde parametreler
ve u(x), v(x) de (a,b) araliginda h.h.h.y. dl¢iilebilir pozitif agirlik fonksiyonlari

ile

1 1

b/ rx q q b 7
(f <j f(t)dt> u(x)dx) < Cpg <] f(x)%(x)dx) (4.5)

seklindedir. p = q,a = 0,b = o0, v(x) = 1,u(x) = x~! alindiginda,

1 1

© 1 x p P © P
(o e

L p
elde edilir. Bu durumda, cpp:(i) olur.
) p_l

Bu esitsizlik, 7 f (x); = f; f(t) dt ile verilen Hardy operatori
olmak Uzere, H;LP(a,b;v) = Li(a, b;v) streklidir. (Smurlidir)
5) Eger, g(x) = f(f f(t)dt alinirsa, g(a) = 0 kosulunu saglayan diferansiyellenebilir

g(x) fonksiyonu ile Hardy esitsizliginin

1 1

b q b p
( | |g<x>|Qu<x)dx> < Cpg (f |g<x)'|pv(x)dx) (4.7)

seklindeki diferansiyel formu elde edilir. Bu da diferansiyel denklemlerin uygulamasinda
kullanilmaktadir.

LP ve LP™ yzaylarinda Hardy operatdriiniin sirlihgi, (Anderson &
Heining,1983), (Bradley, 1978), (Harman & Keles, 2014), (Harman, 2019) vb. gibi
caligmalar da incelenmistir.

6) Kesikli Hardy operatdrii ve Duali sirasiyla,
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ay
m (4.8)

(o]
k=1 k=n

n
1
}[n=52ak ve H, =

seklindedir.

Tamm 4.1.3. Hardy tipinden olan

> (&) < ()

n=1 n=1
veya

1

o/ ~: y 4
Z(;Zmu) Sp'<2|ak|p> (4.10)

n=1 k=1 k=1

bu esitsizlik {izerine baz1 matematikgiler 1 < p < oo igin, ces, ile gosterilen cesaro dizi

uzayini tanimlamistir.

001 n
ces, =1 a = {an): lanll, = (Z;Zmup) (4.11)

n=1 1

Hardy esitsizligi cesaro dizi uzayinin [P dizi uzayindan daha genis
oldugunu gosterir. Cesaro dizi uzayi iizerine bazi sonuglar, (Bennett, 1989), (Bennett,
1996), (Gol’dman, 2001), (Okpoti, Persson & Wedesting, 2006) vb. gibi ¢alismalarda
incelenmistir.

Diziler i¢in Hardy esitsizliginin 6nemli sonuglari;

1. Eger p > 1 icin {a;} € ces, olmas igin gerekli ve yeterli kosul {a;}nin {byc,}
formunda olmasidir. Burada {b,} € [P ve yeterince biyik N’ler i¢gin |C1|p, + |C2|p’ +

et e |P’ < ¢y dir.
2. Diziler iizerine Hardy esitsizliginin genellestirilmesi olan, agirlikli Hardy ve Hardy-

Capson esitsizlikleridir. p = 1 ve a,, b, pozitif dizileri i¢in
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dir (Leindler, 1970).

an, Uy, Uy, pozitif dizileri igin genel agirlikh esitsizlik ise,
1
00 n q q 00 )
Z (Z ak) u, | <c (Z ab vn> (4.12)
n=1 \k=1

seklindedir. Eger 1 < p < q < oo ve

a n 7
uk> (Z v,i"")p <o (4.13)

ise genel esitsizlik saglanir.

Teorem 4.1.1. Egerp > 1,a, = 0ve A, = a; + a, + - + a,, ise, bltin a,,’ler sifirdan
farkli iken

> (3 () Y

n=1 n=1
dir.

Ispat: a; = 0 alindiginda



a,\P (a2+a3)p <a2+a3+a4)p (p p
- < ° = o< [ ——
(2) 73 * 4 tes=\pa

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik

> (B < (1) e

n=1 n=1

esitsizliginden daha zayiftir.

%" = x, alindiginda, A, = nx,,, 4,1 = (n—VDx,_, vea, =4,

K e = T
(i)

< 5(1_;9—1) (Z_l)[(p—l)x + b,

= _1[(n—1)xn . —nxf]

olur. Boylece

N N N
_ X
IETLE) AL

n=1 n=1

=

olup Holder esitsizliginden de,

N N [}
p - p
Saspt S a3 )

n=1 n=1

=

bulunur.

[nx, — (n — D, ]l ™

__An
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)(@+ﬁ+ﬁ+q

_1 oldugundan



Esitsizligin her iki yani son esitsizligin sag yanindaki ikinci terim ile

boliindiigiinde ise,
1
o 1__ (o]
AN P
(Z (An> ) <o 1 (Z aﬁ)
n=1 n p n=1

ve buradan da

> (B < (2 e

esitsizligi bulunur.

n < N igin,
n n
p p—1
= —_ _1/p = p ( P — >
A, Z(k) >ft dt p—ln 1
k=1 1
ise

ven — o icin §, — 0 olup

> Y (@ (5 a-m Y e

n=1

=

n — oo igin ry = 0 olacagindan

> < -0y

n=1

36
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bulunur. Eger, N yeterince buyuk ve a,, > 0 seklinde segilirse, esitsizlik yanlis olur. Bu

_1\P
da esitsizligi saglayan en iyi sabitin (%) oldugu anlamina gelir.

Teorem 4.1.2. (Hardy teoremi): Eger x,, = 0is€, Yor—1 X An, Yoy A2 Ve

XmY. I . .
Ymn=1 ﬁ serilerinin yakinsakligi denktir.

Teorem 4.1.3.
i) Egerl<p<gq<ise,

q l
q o0 3
ag | u, | <c. Z al v,

esitsizligi a,, u,, v, pozitif dizileri i¢in saglanir. Ancak ve ancak

52

n=1 \k=1

1
o 1 o\ /p
Aq: =sup (X, Un) /q( n v,i P ) veya
neN

N N/
Az: =sup (ZZ:l v}i ’ ) ’ (221:1 vk(zfnzl Vrln p)q) "< Veya
neN

1 , - i o I} 1/ !
Ay = up(Nfnvi) "0 (Sin v " Cipeivn)”’) 7 < o0 dir
€

i) Eger0<p <1l p<g<ooise

1

n=1 \k=1 n=1

esitsizligi saglanir. Ancak ve ancak



o 1/ _1/ !
Ay = sup(Tiinu) /1 v, /P’ < oo dir.
neN

i) Egerl<p< o, 0<q<p,%=%—l ise

esitsizligi saglanir. Ancak ve ancak

As =32 (un@;:;n w)™/? (Shoy vy

Iv) Egerq <p =1ise

esitsizligi saglanir. Ancak ve ancak

As = 5y (tn(Bn ) 74P max v
1<k=sn

1

p

I r/p'
p) ><oo dir.

q/(q—l)) < oo

1 1.
\Y; Eser0<g<1< —=-—=]
) ger q p<oo, -=_—_ise

n=1 \k=1 n=1

esitsizligi saglanir. Ancak ve ancak

oA T/q’
A; = ( k=1Qk=n uk)r/q (ZZ=1 U; P )

1/r
!
vy p) < oo dur.

38
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Teorem 4.1.4. (Hardy-Landau esitsizligi): p > 1, a, =0 ve A, = Y }-; a; olmak

uzere,
N P N
> <G Yo

esitsizligi her N dogal sayis1 veya N = oo igin saglanir (Kufner, Maligranda & Persson,
2006).

Ispat: x > 0 icin, x? — px + x — 1 > 0 Bernoulli esitsizligi olarak bilinir. Bu durumda

npby

xP > 1+ p(x — 1) yazilabilir. B, = Y}_; by i¢in x = —— alindiginda,
-1
» p—1 Bn>p ( —1 By )
— . tly (= .1) >
bn pbn( ) 4 -1 ) 20
N N
— 1\P1 B \P~1 —1\? B.\P
p n n
n=1 n=1 n=1
olur.

bn
Bn P N 14 14
2 in(5) = D (BB o
n=1 n=1
N N
>ZB”( 1 1 ) ( 1)231“ !
LT T ) =Y " (n+ 1)P
n=
C » p—1\" % o P p—1\y (P—1\""  (Bn\’
=2 h=(0) D B (e ) = (50 e ()
p (n+1)p npP p n
n=1 n=1 n=1

-p
olup,cnzp(1+%) —-p+1 n-oiging, > 1ve



by =by = =Dbyy = ay, b1 = bipya =+ = by = Qy, ...

bn-1)(m+2) = *** = bym = ay  Nmyerine N alindiginda,

P—1\\ ArY?
m(T) Zaﬁ > (C1+C2+"'+Cm)(T>

n=1

A\P
+ (Cm+1 t Cmpyp T+ CZm) (7)

Ay p
+ort (C(N—l)(m+1) T C(N=1)(m+2) T " T Cm ) (W)

iki taraf m ile bolunip m — oo alindiginda

c1+cptete
(c1tc2 m) _ 1

» biv—pym+1) =

(cme1+Cmezt+Coam)

olup Hardy esitsizligi saglanir.

P
N = oo igin (ﬁ) en iyi sabittir. Yani esitsizligi saglayan en kiiclik

m

sabittir.
- —1/p—£ _ l . . A ..
a, =n (0 <e<l1 p) seklinde secilmis a,, i¢in,
n n 1
A, = Z k—l/p—s > J -1/p-¢ dx = ——— 1-1/p-¢€ _ 1
n - 1x x 1—1/p—e(n )

P P
= (ﬁ) > (L)p n-l-ep (1 — ;> > (L)p n-1l-¢p (1 — P
n p—1 ni-1/r=¢/ —\p—-1

D 14
— ( ) (n—l—sp _ pn—2+1/p+s—sp)

N

nl-1/p-¢

N N
An p p p P 1 _
= Z (7) > (p — 1) Z n pz n2-1/p-etep (p

n=1 n=1 n=1

N
P p
— 1) <Z an — ACNS

n=1

40

-1

N - ooigin e >0 ve2 —1/p — &+ ep > 1 oldugundan Cy, — C(sabit)

olur. Boylece
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A I~ P\ c P\
) 24> () 1o/ Y ek ) - (55)
n=1 n=1

olup¥N_,ab =¥N_ n17% - oo dir. (N - o ikene - 0F)
14
Yani (ﬁ) esitsizliginin en iyi sabitidir (Kufner, Maligranda &

Persson, 2006).

Teorem 4.1.5.a, = 0 ve b, > 0 olmak iizere, eger p > 1 ise,

EN: < 1“"b"> < (p P 1)p i b, (4.16)

n=1

dir.
Ispat (Capson-Elliot):

__ Yk=qakbg
An - n

olsun. Young esitsizliginin (l 1= 1) kullanilmasziyla,
k=1bk P q

_ 1 1 _ 1 p—1
A, AP < EAﬁ_l + 6,4%’ Va5 AP < EAg_l + <T) AP

bulunur. 3:9_, = 0 seklinde tanimlarsak,

p—1
AP

n n—-1
p - p
(42 - 2= a,an™) by, = b, -2 [Z by = ) b
p p k=1 k=1

n—-1

p .

bk> - —12 byA,_y. AP
p._ 1

n n-1 1
< AP <bn — %Z bk> + > by (p — 1Aﬁ_1 +Aﬁ)
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n n-1 n—-1
1 14 1 14
—— | = Dby =p Y b+ (=1 ) b +——= > beab_
p k=1 k=1 p k=1

n—-1 1 n—1
=pT1Ag (p_l)bn_zbk_pbk +pT12bkAﬁ 1
k=1 k=1
1 n 1 n-—1
L SYAIE=y Y
p-1 k=1 p-1cd
1 n—1 n
= Tl(z b ALy — Z by Aﬁ)
p =1 =1

bulunur. 1’den N’ye kadar toplam aldigimizda,

N 1 N n-1
p
Z(Aﬁ_p—la"‘qg 1) Tp- 1Z(Zbk n-1 Zb"Ap>

n=1 n=1

1
=71 ——— [0 — by AY + by AP — (b, A5 + b, AD) + (b, AL + b,AD)

N-1

_(blAp + bzAp + b3Ap) + + Z b A Z bkAp

elde edilir. Holder esitsizligi ile de



elde edilerek teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.6. Capson esitsizligi (Elliot ve Ingham’1n ispatlari):

!
A ; uP vP
an=7" ve ap =0 Ise u.vs7+? ;

(an = A, — An—l)

np n—Vp ,_
=aﬁ(1—p_1)+ — ah ta,_y

Saz(l—pnp )+(Z_ [(0 — Daly +a_, ]

= — 1 [(n— Dab_, —nal]

bulunur. iki tarafin 1°’den N’ye kadar toplami alindiginda,

- p
an = an — p—1 [nan, — (n — Day—4]ay

43

p'=1 —% Young esitsizliginden
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1
N l/p N A (p—l)q l/q —+—= 1
< P p n P q
ssoil2e) 26 / b
n=1 n=1 q:pj:p'

bulunur (Kufner, Maligranda & Persson, 2007).

Teorem4.1.7.p > 1, f(x) =0ve f(x), (0,) araliginda p —integrallenebilir olmak
Uzere, Vx > 0 igin, F(x) = [, f(t)dt ise,

(o]

j F(x) f 1),, f F0)Pdx (4.17)
0

0

dir (Hardy, Littlewood & Polya, 1934).

Ispat: 0 <a < A < o kosulunu saglayan keyfi ave A icin ve Vx € (0,0) icin

:—x F(x)P = pF(x)P1f(x) olup kismi integrasyon ile,
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A
f(@) dx =—fF(x)p d(x*7P)

u  dv->(1-p)x~Pdx

al—p 1-p

— F(a)? —

me+———f X1P d(F? (x))

N———
p.FP~1(x)fdx

1- 4 p-1
s;;ime+pp1f<()) f(x)dx

dir.

Holder esitsizligi sag yandaki ikinci parcaya uygulanirsa

A
F(x) al=P
f( ) <y

1/p'

4 A (-1p’
+p?'+1l ] 7 ()dx f (F(x)) dx

bulunur. Son terim esitsizligin soluna gonderildiginde

¢ F(x)\’ 1_% 4 o
f(%) dx SPL ffp(x)dx

a—- 0" ve A - ooicin

[ (2 <G [ e
0 0

olur (Hardy, Littlewood & Polya, 1934).



Tamm 4.1.4. 7 f(x) = ifoxf(t)dt = folf(tx)dt, Minkowski esitsizliginden

0 1/p 1 1
f}ff(X)pdx < #Hfll, = ff(tX)dt < fllf(tX)IIpdt =
0 0 p 0
1 oo 1 1 0o d 1/P 9] 1/P
p _ Py N p
!. ff(tx) dx bf bff (s) . dt — E)l-f(s) ds

__ b
= Il

operator cinsinden Hardy esitsizliginin siirekli halidir.

f

% f f(t)dt

ax < f FGOIPdx

Siirekli halde temel Hardy esitsizliginde (a,,) reel terimli diziler igin

f = Xn=1a, alindiginda

o o | [x] p
JlF(x)Ip.x_pdx = J Z ag + apg+1(x — [x])| x7Pdx
0 0 |k=1
oo n+1] [x] p
—lap+ ) | 2, ax+ agea(x = D | 50

n=1n

p

> |ay|? +§ f[z £+ a1 —g)] dx

n=1|n

46
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p
=n+1

ak In(x) + a1 (x —nlnx) | .

= |a,

o

|a1|P+Z

n 14

Za <n+1>+an+1(1+nln(nil))

k=1
1) 1 n 14 (o) 1 n 14
Zlal+ ) 150 o =2, )
n=2 k=1 n=1 k=1

Jensen esitsizliginde ¢ (x) = |x|P alinarak logaritmanin 6zelliklerinden ve

Hardy esitsizliginin siirekli halinden

n 14
3
n (085 =

k=1

)

n=1

LYy fw FG)lPdx = (ﬁ)pimm

bulunur.
4.2. Kesikli Hardy Esitsizligi

Teorem 4.2.1. x4, %3, ..., x, = 0, p > 1olsunve

Y (Bt (2 S

k=1 i=1

oldugunu varsayalim. Esitsizlik ancak ve ancak x; = x, = ... =x, = 0 ise esittir

isaretini alir (Tu & Xia, 2019).
Ispat: 3 asamada ispat yapilacaktir.

Asama 1: Denge faktoriinii tanitalim:

p'nin eslenegi g = ﬁ olsun. Pozitif sayilar1 keyfi olarak a4, a,, ..., ay, @



secelim. Hardy esitsizligine gore sunlar1 elde edebiliriz:

X1 Xy Xk
X+ X+ ot x=—af +—af +--+—af
a a a
1 2 k
1
p p p %) 1
X X p =
1 2 k aq aq aq
< Tp-l_Tp a (6! +a + - +CZ )q
al az k

. 1 1
Once aqg =1, sonraa = ph 1-—- > olsun. Buradan

1 2 k
14 14 p .
X X Xy, p 1
=<p1_+ p21+“+ > )(a1+a2+ +ak)1p
al a2 ak
Her iki tarafin p. kuvveti alinirsa
xP
1+ 2+ o+ x )P <(a;+a,+-+ ak)p—1< pl_1

1

a

p

X3

p—-1
2

olur. Esitsizligin her iki tarafi k pozitif sayisina bolindiigiinde

+ -

(xl + X+ ..t xk)p - (ap+ay+ -+ a:k)p‘1< x? x5y
= P p-1 ' p-1
k k P ab
olur. Her iki tarafin 1 den n’ye kadar toplamlar1 alininca
n 1 P
X1+ X3+ X (a1+a2+ 4 a, )P~ X;
2 () < ety o
4

&
1]

1

i=1
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<J n(a1+a2+ +a)P T,
DAr=d3
al

i=1 k=i

. . 1 a+ay++ap)Pt .
olur. Yani xnin katsayis1 r; = =1 21}2:1'( — D7 i,
L

Asama 2: Uygun denge faktorand belirleyelim:

(ay + ay + -+ + ;) ’nin baslangi¢ noktasini miimkiin oldugu kadar basit
hale getirmek icin a; + a, + -+ + a;, = kP y1 varsayabiliriz.

Bunlar arasinda § > 0 olmak (zere,

1, k=1
= . = kB — —1)8 =
Qe {kﬂ _ k-1 k>1 kP —(k—1F, k=12,..,n

n

p—1
| z<a1+az+ g z(kﬁ) LS oo
Ti Pl p 1

k=i

Bp—B—p <0, fp—pB —p # —1iyapmak icin B’y1 ardindan x € (0, +0)

(xﬁp—ﬁ_p)n =Bp—L—p)Bp— B —p—1)xPP=E-P=2 > 0, olacak sekilde secelim.
Yani xPP=B=P, (0, +00)’dan bir kat1 alt disbiikey fonksiyondur, o
halde

ks 1\ @-A -1 a-R -1

1
JBP—B-P < j xPP=B-P gy = (k _ 7> = ﬁ)_(zgk——;)?)

1
2

olur, sonra

1-p -1

1 1
L 1 (k9 ~(k+3)
7= af_lkz:ikﬂp b-r < ap_12 . 1-Bp- 1)2

i k=i

1-p -1
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a-p)(p-1) a-p)(p-1)

1+

a '(1-pp-1)

(1-2)

olur. 1 —pB)(p — 1) > 0 oldugu stirecebu 0 < g < 1 dir.

Artik bu esitsizligi 6lgeklendirmeye devam edebiliriz.

1-p)(p-1) a-p -1 1-p -1

(43" -3

P17 _ — ST 1
a, 1-pp@p-1) 1= - Da;

(1-2)

=

0 < B < 1, dolayistyla x#~* (0, +0) da kat1 bir alt disbiikey fonksiyondur, boylece

i 13—1
aiziﬁ—(i—l)ﬁzﬁfxﬁ‘ldx>ﬁ(i—§> , i=12,...,
i—-1

olur. Buradan
1-p

(i-3)

_1
a; ﬁ(' 1)[3‘1 B

sonra

1
ppr-1 1

TSP -D  -DA-pprT

olur. Buradan da



o1

NgE

X+ X+ et 1
— s;(p_l)(l_ﬁ)ﬁp_le

=
1l
[y

Asama 3: Optimum denge faktoérunt belirleyelim:

f(x) = (1 —x)xP~1 = xP~1 — xP fonksiyonunun [0,1] araligindan
maksimum degerini disiinelim. f (x) negatif degildir ve [0,1] da sreklidir. f(x)’in

tirevini alirsak ve 0 < x < pT_l, f'(x) > 0 oldugunda

I — _ -2 _ -1 _— - _p_l_
£1(x) = (p — 1)xP2 pxpl—pxpl( . x)

olur.
ijl <x<1, f'(x) <0oldugunda f(x) = ijl oldugunda maksimumu
alir.

-1 .
B = pT secelim, 0 zaman

n n
X1+ X+ oo+ xp\P 1 p
5 D)
k — p—1

o-0(-E)(5)

dir (Tu & Xia, 2019).
4.3. Kesikli Hardy Esitsizliginin Bazi1 Genellemeleri

Tamm 4.3.1. Klasik Hardy esitsizligi sunu belirtmektedir:

p>1lvea,>20 (neN) ve);_,a, <o igin
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1
- af+a+ ~+ab p P —
5 2SS
p—1
n=1

n=1

dir. p = oo oldugunda yukaridaki esitsizlik Carleman esitsizligi

o)

- 1
Z(al. ay....ap)n < e Z an (4.20)
n=1

n=1
e dontisiir (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Lemma 4.3.1. (Jensen esitsizligi): f:1 ¢ R - R digbiikey bir fonksiyon olsun. Eger
x €1 (k=12,..,n)veq, =0 (k=12,..,n) Xi_-,qr = 1ilebirlikte ise

f (Z quk) < Z Qi f (xp) (4.21)
=1 =1

olur (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Lemma 4.3.2. (Hadamard esitsizligi): Eger f: [a, b] —» R disbiikey bir fonksiyon ise, o

Zaman

b
B 1 b
f(a;’ )Sb_ajf(x)dxsw (4.22)

(Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Lemma 4.3.3. Eger § > — 2vea> ise,

+1
a+y

16aP** — 4(B + 3)aP+?
j xBdx > : 5 )a
(4a2% —1)2

(4.23)

a=3z
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(Liu, Zhang & Jiang, 2012).

ispat: B> —2 den B+3>1 olur. f(x)=xP*3(0,+) iizerinde disbiikkey bir

fonksiyon oldugundan,

f) 2 fl@)+ f(@x—a)

yani

xB3 > —(B +2)aP*™3 + (B + 3)alP+?x

olacagindan,

xB > —(B+2)af3x73 + (B + 3)alPt2x2 (4.24)

(4.24)’Un [a—%,a+%] Uzerinde integralini alarak Lemma 4.3.3.°lin ispatini

basitlestirerek tamamlamis oluruz (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Lemma4.34.a, >0, b, =0 (n,m € N) vep > 1olsun. O halde keyfi t parametresi

icin
m n 1 14 m
bn( ag) < > wk)ay, (4.25)
bulunur. Burada
1, ¢(1-P) m n 1\ ¢ p-1
w(k) = (k _ E) z b, (Z (i _ E) ) (4.26)
n=k i=1

Bu Lemma, Schur testinin bir versiyonu olarak goriilebilir. Burada basit ve dogrudan bir

ispat veriyoruz (Liu, Zhang & Jiang, 2012).
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Ispat: 1,, >0(n€EN, k= o) ve YR i An = 1olsun. f(x) =xP, p > 1igin
(0,4+0) fizerinde disbiikey bir fonksiyon oldugundan Lemma 4.3.1’den sunu elde

edebiliriz:

1 R |
<Z ) (Z /’lnk)lnkap> sza nkap> ;/1 P (4.27)

H
/\

m no1 p m n m m
doa(Yk) =Y 0 Y A=Yy b (425)

nt
(4.28)’de A, = L)t alarak (4.25)’1 elde edebiliriz.

Zika(i-3)

Bu Lemma 4.3.4.’lin ispatin1 tamamlar. Burada (4.26) de w(k)’ya agirlik
katsayis1 diyoruz (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Asagida uygun t parametresi segilerek ve agirlik katsayisi tahmin edilerek
kesikli Hardy esitsizliginin gesitli genellemeleri tiiretilmistir. Ayrica p — oo kabul
edilerek Carleman esitsizligine iliskin bazi sonuglar ve genellemeler elde edilmistir (Liu,
Zhang & Jiang, 2012).

Lemma4.35.A, =Y% 4, A >0veS, =Y",Aa;olsun. 0 # p < 1sabitolsun ve
W)is1,Mi)is1, 0<p <1liciny; <n; ve p <O0icinyu; =n; olacak sekilde iki reel

say1 dizisi olsun. O zaman n > 2 i¢in

n—-1

/ /
D = (e = 0f0) ]S + S < (0 = n9) APy’
i=2

+Zm 2;Pa)’? (4.29)

dir (Gao, 2005).

Ispat: Bu esas olarak R.Redheffer’dan kaynaklanmaktadir. t = Aga,/Sk_; ile k > 2
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1S, 1/p _— Al/P 1/p 1/p(u A+ OYP —ntV?) < (] — /qsl/p (4.30)

y1 not edelim. Lemma daha sonra 2 < k < n igin (4.30) toplayarak takip eder (Gao,
2005).

Teorem 4.3.1. Lemma 4.3.5’deki ayn1 kosullar1 varsayalim ve 0 < p < 1 sabit

olsun.Varsayalim ki, c™* + 1 < ¢ /P ve

c<1-p+A-p)(A=29)A AP, iz2ve0<p<1 (4.31)
z(si/Ai)l/p SC_l/pzail/p (4.32)
i=1 i=1

igin pozitif bir ¢ sabiti var (Gao, 2005).

Ispat: Herhangi bir n > 1 tam sayis1 i¢in teoremi kanitlamak yeterlidir. Oncelikle (4.31)

kosulunun
g (1= A ATP (A - ) 21, P22 (4.33)

esdeger oldugundan,
(4.29)daki n; = A;P,  u? = 279" 4+ A;_,/cA | ayarlayarak, (4.29)’un sol tarafini

su sekilde yeniden yazabiliriz:

-1

- 1/q 1/q
[(/’li VPt hia/eal,) " = (Ai/cal) ]5}/ Pt ppSa'

S

‘..
U
N

Ortalama deger teoremine gore,

/
(Ai—Q/P + Ai_l/clf_l)l T (Ai/cl‘f)l/q
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2 g7 (577 4 Aea/ealy = Aifed]) (nn/end) ™"

=q7! (1 —c 1+ c‘lAi_ll?/p()li_fl — /’Ii_q)) (A;/c)~ /P

> (A/c)7P

Burada son esitsizlik (4.33)’dan gelir. Boylece (4.29)

n n n
Z(Si/Ai)l/p <(c '+ DaP +c UpZail/p < c‘l/pZag/p
i=1

i=2 i=1

olur. Bu da ispat1 tamamlar (Gao, 2005).

a
Teorem 4.3.2. a bir sabitolsunve a,, > 0 (n € N) ve 7, (n — %) a, < o olsun. O

haldep >1ve—-1<a <p-—1icin

ST

e

n=1

bulunur (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Ispat: m keyfi bir pozitif tamsay1 ve b,, = n® P olsun. p > 1ve -1 < a <p — 1 igin
—1 <t <min {%, O}’l secelim. f(x) = xt, (0, +oo) lizerinde digbiikey bir

fonksiyon oldugundan Lemma 4.3.2.den

1 t
(i _E> < fxtdx i=12,..,n icin (4.35)

sonucu ¢ikar. Boylece
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p—1

n 1\t p n i t n t =D+
| — — < = = T .
z (1 2) < Z fx dx fx dx A+ 0r 2 (4.36)
j 0

i=1

(4.26) ve (4.36)’dan su sonug ¢ikar:

o= (e S wen (S -y

<aror—3)

a+pt—t—1=a—1+(p—1)t<a—1+(p—1)%=—1 oldugundan Lemma

z a+pt—t—1 (4.37)

4.3.2.°den
1
TL+§
patpt—t-1 < f x@+Pt—t=1 4, (4.38)
n_l
2

cikar. (4.38)’den

1 1
m m Tl+§ m+7
Z a+pt-t-1 ~ Z J xa+pt—t—1 dx = J xa+pt—t—1 dx
n=k n=k n—% k—%
1 1 at+pt—-t
<— k- —> 4.39
t—pt—a < 2 ( )

olur. (4.37) ve (4.39)’dan su sonucu buluruz:

a

k) < k !
R s T T ey a)( - E) (4:40)
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Oyleyse
1\ P
. 1
Yh-1ay, 1 *
a —
Zn n Zw(k)a" T+t —pt—a) & (k ) G (441)
n=

1
(1+)P-1(t—pt-a) ’

Basit hesaplamayla £ (t) = —1<t<min {% 0}

P
fonksiyonunun t = — 1:70‘ de minimum (p_ﬁ) ye ulastigini elde edebiliriz.

Dolayisiyla (4.41) de t = — HTa alindiginda, sunu elde ederiz:

bl I

D =L I P

n=1 k=1

( —1- a)p i (” p ‘) (4.42)

k=1

(4.34)’in ispatt m — oo alinarak yapilir (Liu, Zhang & Jiang, 2012).
Teorem 4.3.2 de p — 4o kabul edersek Carleman esitsizliginin asagidaki
genellemesini elde edebiliriz (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Sonu¢4.3.1. a>—-1vea, >0 (neN)ile),_ 1(n——) a, < o olsun. O zaman

o)

2 n%(a,.a,. .... an)% < elte i (n — —> (4.43)

n=1 n=1

olur (Liu, Zhang & Jiang, 2012).
Teorem 4.3.2 de a« — —1% kabul edersek Hardy esitsizliginin asagidaki
genellemesini elde edebiliriz (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Sonu¢4.3.2. a, =20 (neN) ve Y. 1 1<ooo|sun O zaman

2
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p

Yk=10a > a
o1k sz n (4.44)

S 1

S|k

)

n=1 n=1n

N =

olur (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Teorem4.33.p>1vea, =0 (n€ N)ile ¥x_, a, < o olsun. Oyleyse

1\ P
> 16pnt — 4(p + Dn? [ X0, aP P —
z p (p+ Dn? [ Xk=1a s( p ) Ean (4.45)
p(4n? — 1) n p—1

(Liu, Zhang & Jiang, 2012).

ispat:

__ 16pn*—4(p+1)n?

1 .
b, = 1) olsun ve (4.26) de, t = - alalim. O halde keyfi

bir pozitif m tamsayisi i¢in, (4.26)’dan

p—1

p-1 _1\P71
w(k) = (k=3) * Zribn (2?=1 (i-3) ) (4.46)

elde edebiliriz.

1
f(x) =x 7, (0,+) iizerinde disbiikey bir fonksiyon oldugundan

Lemma 4.3.2’den su sonug ¢ikar:
AN -1 . »
(L - —) < jx Pdx i=12,..,nicin (4.47)

Boylece,
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, B N S
z<i —§> < Z fx_ﬁdx = fx_ﬁdx
i=1 i=1i-1 0
p Pl @-»?
_ (pTl) n P (4.48)

(4.46) ve (4.48)’den su sonug cikar:

p=1l m
p )I’—l( 1) P z 16pn* — 4(p + 1)n? —2p+1
< —_— 14 4.4
wlk) < (p —1) k73 L plmwr—nr " (449
B = ‘ZZ“ ve a = n’in Lemma 4.3.3’teki kullanim ile,
1
Tl+§
16pn* — 4(p + 1)n* =2p+1 —2p+1
(dnZ —1)? n P < j x P dx (4.50)
yazilir. (4.49) ve (4.50)’den elimizde
1
p—-1 m Tl+§
p \P-1 N7 —2p+1 P \P
w(k) < (T) (k _ —) z j X P dx < (T) (4.51)
p—1 2 ) p—1
n-3
var. Lemma 4.3.4 ve (4.51)’den su sonug ¢ikar:
1 p
O 16pn* — 4(p + Dn? [ X0, aj, P \P
Z L. < (—) Z a, (4.52)
o] p(4n? — 1) n p—1 e}

(4.52) da m — oo i¢in limit alindiginda teorem ispatlanmis olur (Liu, Zhang & Jiang,
2012).
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16pn*—4(p+1)n?

4 -
Agiklama 4.3.1. p > ~oldugunda Dan?_1)?

> 1 esitsizliginin herhangi n > 1 i¢gin

gegerlidir. Dolayisiyla p > % oldugunda Teorem 4.3.3., Hardy esitsizligini bir sonucunu

verir (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

p
Aciklama 4.3.2. Teorem 4.3.2.°de (p—zl)—a) sabiti mimkin olan en iyisidir, yani

asagidaki sonug gegerlidir (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Onerme 4.3.1.p > 1ve —1 < a < p — 1 olsun. Eger dyle bir sabit ¢, varsa

1
P

P
Zn“ knl k]l < cpz (n—z) a, (4.53)

n=1 n=1

w 1\* C
a, >0 (neN)ve Zn=1(n—5) a, < oo i¢in, 0 zaman

p__Y 4.54
>(——— :
v = (p -1- a) (4:54)
ispat:
1@
@, = <k - 5) , k=m (4.55)
0, k>m

Ogesini keyfi bir pozitif tamsay1 m igin secelim.

O zaman (4.53)’den sunu elde edebiliriz:
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= — (4.56)
n=1 1
n-3z
Sunu gorelim,
n 1+a n k+%
1IN 1lta
D (k=3) " =) [ e
k=1 k=1 k—%
fpt 1+a 1 p-la 1 p-l-a p-1-a
_lta p P P p —1-
[ PFot {0 ()
,lfx xp—l—a +2 2 p—1—-«a
2
p p—1—-a 1
= mn b 1-— —D-i-a (457)
n b

p > 1vex = —1ve (4.57) i¢in Bernoulli esitsizligi (1 + x)? > 1 + px’ten su sonug

cikar:
n 1 _lta p p
p p 1 p
N N e “(1 ‘m) (458)
k=1 n p
(4.56) ve (4.58)’1 birlestirdigimizde ,
m 11 _ym P
n=1p n=1" _p-1-a
4 )p n p
> 4.59
Cp - (p —-1—-«a m 1 ( )
n=1"1
L)
© P __ gerisinin yakinsak olduguna ve lim Lzm 1= lim Lzm <=1
n=1 n“% y gu mooo Inm n=1n mooo Inm n=1n_1
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oldugunu ispatlamanin kolay olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla (4.59)’dam — oo
alindiginda, ispat1 tamamlanmis olur (Liu, Zhang & Jiang, 2012).

Teorem 4.3.4. r > s > 1 ve u,v,w negatif olmayan girdilere sahip diziler olsun. m =

1,2, ...icin

S () (50

ise, 0 zaman

i Uy, (i Uy wk>r < K(r,s) <§: vkw,:/s>s (4.61)

n=1 k=1 k=1

Teoremin,
s—1
S s—1
K(r,s) = 4.62
(r,s) = — S, =T (4.62)
s—1"s-1

ile gegerli oldugu ancak daha kiiciik bir deger icin gecerli olmadig: ortaya cikt. Ustelik
(4.62)’deki gibi K ile (4.61)’deki esitlik ancak her iki tarafin da ortadan kalkmasi
durumunda vardir (Bennett, 1989).

Teorem 4.3.5.1 < p < q < o olsun. O zaman
q o a/p

j x(@/P)-1-q j f()dt | dx < A(p,q) J P(x)dx (4.63)
0 0

0

negatif olmayan her 6lgllebilir fonksiyon icin f: [0, ) — [0, o) burada
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(g-p)/p
p q—p
A(p,q) = 4.64
®.4) (»—Dgq pB< 4 p(q—l)) (4.64)
q—p’ q-p
fx) = : formundaki her fonksiyon igin ve sifir 6lgilisiinde bunlardan

(1+dx(q_p)/p)q/(q—p)
birinden farkli olan her fonksiyon i¢in (4.63)’de esitlik vardir, ancak digerleri i¢in esitlik
yoktur.

Bliss’in kaniti, Varyasyonlar Hesabi’nin tiim temel araglarinin en ustaca
uygulanmasini igeren ¢ok zorlu bir kanittir. O halde Teorem 4.3.4. bize zaten karsilasilan
¢ok ilging olgunun bagka bir 6rnegini sunuyor: yani kanitlanmasi analizin en derin
fikirlerinden bazilarini gerektiren temel bir esitsizligi. Teorem 4.3.4.°Un (keskinlestirilmis

versiyonu) temel bir yaklagimidir (Bennett, 1989).

Teorem 4.3.4°Un ispati: v'nin pozitif ve w'nun azalan oldugu ek hipotezler altinda
teoremi kanitlamak yeterlidir. Ustelik her sabit v icin (4.60)’1 saglayan u’lardan sadece

birini, diyelim ki u’yu dikkate almak yeterlidir. Burada

g, == Vnos =1,2 4.65
u”_V—,{ (n=12,..) (4.65)

Vn=v1+v2+"'+vn VeV0=Od1r.

Bunu gérmek i¢in sunu not ediyoruz:

m
Z aVr = Vs (m=12..)

n

=

Yani (4.60) kesinlikle u i¢in gegerlidir. Ayrica u (4.60)’yi sagliyorsa, o zaman agikca

m m
z w VT < 2 TR (m=12.)

n=1 n=1

olur.
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VLZLl Viwy , n ile azaldigi igin,

Dolayisiyla eger teorem u igin gecerliyse, u i¢gin de gegerlidir. u igin
teoremi kanmitlamak amaciyla, su sekilde tanimlanan f:[0, o) — [0,00) fonksiyonunu

g6z 6nunde bulunduruyoruz.

Wg, Vk—l <x< Vk
f(x):{O, x >supVy
X
Acikea goriliyor ki ,
j /5 (x)dx = z ka,:/s (4.66)
0 k=1

Ustelik f(x), x’in azalan bir fonksiyonu oldugundan, V,_; < x < V, oldugunda

< 1
Vnkz vow < f F(Odt (4.67)

olur. (4.65), (4.67) ve Teorem 4.3.5.’i uygulayarak sunu goriiyoruz:

i Uy <Zn: Uka>r = i(Vns S <Vlnzn: Uka>r

n=1 k=1 n=1 k=1
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r

co X
SSJ. xSTT1 ff(t)dt dx
0 0

o

< sA(r/s,r) J.fr/s(x)dx

0

Bu kestirim (4.66) ile birlikte (4.61)’in

s—1
K _ s—1
(r,s) = — B (L, =])
s—1"s-1

icin gegerli oldugunu gostermektedir.

Yukaridaki K (r, s) degerinin miimkiin olan en iyi deger oldugunu
gostermek igin Bliss tarafindan bulunan f(x) = (cx*~1 4+ d)/=%) (¢, d > 0) ekstrem
degerlerini uygulamaya calistik.

Elbette ¢ ve d’yi segmekte 6zgiiriiz, ancak -segimler ne olursa olsun-
integrallerden serilere geciste bir miktar hassasiyet kaybi oldugunu gériiyoruz. Neyse ki,

gorecegimiz gibi bu kayip c¢/d — 0 oldugunda ihmal edilebilir hale gelir. Boylece ¢ = 1

ve d buyukken
_ n®—(mn-1)°
v =1, U, = T’
ve
n n-1)
Wn

= (ns-1 + @)1/G-1) - ((n— 151 + d)1/G6-D



alinz.

Bazi hesaplamalardan sonra asagidaki asimptotik kestirimleri elde
ederiz.
d — oo i¢in,

© n T gGmn/s-1) s r—s
Zun kawk -] B(s—l's—l)

n=1 k=1

co

/s d/)+-r)/(s-1) 1 r—1
5 i (2
s—1 s—1's—-1
k=1

Bx+1y—-1)= ﬁB(x, y) 6zdesligini kullanarak (4.68) ve (4.69)’dan

s—1
K(r,s) > s—1
rSs) = B( 1 r—1>
—1’s—1

oldugu sonucu ¢ikar. Bu da Teorem 4.3.4.”{in ispatin1 tamamlar (Bennett, 1989).

Sonu¢ 4.3.3. Eger s > 1 ise, 0 zaman

0 n $/Vn 0
Z(V”S _ ‘/;15_1) (1_[ W}’(’k) < F(s )S e (Z vkwk)

Mdiimkdin olan en iyi sabittir.

Burada s* = s/(s — 1), s’nin eslenik tissiinii belirtir; v ve w negatif
olmayan girislere sahip dizilerdir ve V,, = v; + v, + -+ + v, . (Hicbir 1}, nin
sifirlanmamasi(kaybolmamasi) i¢in v; > 0 aliyoruz.)

Sonugta s = 1’e izin verirsek ve Stirling formiiliinii tekrar uygularsak,

Polya’nin Carleman esitsizligine iliskin genellemesini elde ederiz (Bennett, 1989).

67

(4.68)

(4.69)



68

4.4. Agirhikh Kesikli Hardy Operatoru:

Tamim 4.4.1. Pozitif sayilardan olusan bir (w,,),,»¢ dizisi verildiginde, [P (w),

1
lall, = Ea=olan|? wy)? normuyla verilmis ¥.,,>0la,|P wy, < oo olacak sekilde

a = (ay)nso karmasik say1 dizilerinin uzayidir.
Her n € Ny(negatif olmayan tam sayilar kiimesi) i¢in w, = 1 oldugunda
kisaca [P yazariz.

Karmasik sayilardan olusan bir a = (ay)yso dizisi verildiginde 4,, =

ﬁz}ﬁzo a genel terimli dizi kullanilir (Lefevre, 2020b).

Teorem 4.4.1. w = (Wy)ns0 Ve W' = (Wy)nso negatif olmayan gergel say1 dizileri olsun
ve (W) nso 1n azalmadigini varsayalim.
f, (0, 1) Uzerinde dlgiilebilir bir pozitif fonksiyonun var oldugunu
varsayalim, dyle ki
e Bir alt homojenlik 6zelliginden, her n € (m/s, (m +1)/s) NN igin w,_; <

f(s)wy,’ dir. Burada s € (0,1) ve m € N,,.
1/p
e 0= (1) as < oo

Bu durumda T, [P(w)’den [P(w')’ne ||T|| < C ile sinirlanir.

1
p/p co

1
/p
<c (Z AL wn> . (4.70)
n=0

n
=)
n+1 Xl

k=0

(o]

n=0

Ozellikle f(s) = s~%? ile klasik agirlikli hali olur (Lefevre, 2020D).

4ll, < p'llall, dir ve

1
p/P

oo
n=0

1
0 /o
<p' (Z Ianl”) (4.71)
n=0

n
=)
n+1 W

k=0
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(Lefevre, 2020a)

Ispat: VN € N, icin,

it

k=0

A[(n+1)s]dS

= 3?:'
: S\
0\’_‘

ise, integraller igin tiggen esitsizliginden

1/p
Z'A P < f (lagoesvs]?) " ds < f Y lagual” | ds (4.72)
n=1
elde edilir. vV s € (0,1)ve m € Ny, i¢in,
m m+1
I,(s) ={n=1|[ns] =m} = |— ]nN

N’nin bir pargast olmak Uzere,

Dlamal” =Y > lawmal” = D lanl(card ()

n=1 m=0 n€ly,(s) m=0

seklinde yazilabilir. A € N iken, (card(0, A) N N) = [A]) oldugunu belirtir. Bu nedenle,
Her s € [0,1] \ Q ve her m > 0 icin,

card,,(s) = [m:— 1] — [?]

olur. (a;)mso Negatif olmayan reel sayilarin toplanabilir bir dizi olmak tizere ve § > 0

ise,
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Z a, ([(m + 1)6]) — [mb] < z A,

m=0 m=0

olacagindan son iki kabulden, h.h.h.y.

| =

-1
2 Javal” <] 7 llallyds = p'llal

bulunur (Lefevre, 2020a).

Teorem 4.4.1’in ispatiza € [P (w) olsun. Oncelikle (|ay|Pwy), artmadigi varsayalim.

Keyfi bir N € N, alalim. Her n € Ny igin,

—it

k=0

A[(n+1)s]dS

= 3?‘
:| — 33
||
o

ise, integraller igin tiggen esitsizliginden

1 1 1

(Z'A |an) S(f(n: [+ 1)s1] Wn>/ SOfl<2|0tns| Wi 1> ds

n=1
yazariz.

Terimleri toplamak amaciyla her s € (0,1) ve m € Ny igin sunu

tanitiyoruz.

L,(s) ={n>=1|[ns] =m} = [—

m m+1]
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Acikea, (Iy) men, N’in bir pargasi ise, hipotezden

Dlama Wi = D lanlP D" Wiy S£) ) lamPwm(cardn(s)  (473)

n=1 m=0 nely,(s) m=0

yazilabilir.
A & N iken, (card(0,4) N N) =[A]) oldugunu belirtir. Bu nedenle,
Her s € [0,1] \ Q ve her m > 0 igin,

m + 1] _ [m] (4.74)

card I,,(s) = [

S S

dir.
(4.73), (4.74)’ten hemen hemen her yerde
, o 1-1
Dlamal"wi) < fsPs7 lall,
nz1
i elde ederiz. s’ye gore integral alirsak,
N Yo
(Zmnlpw,;) < Clall,
n=0

elde ederiz.
N € N, keyfi oldugundan, (|a,|?wy ), nin artmadig1 6zel durumda sonug

ispatlanmigs olur (Lefevre, 2020b).

4.5. Degisken Uslii IP() Uzaylarinda Kesikli Agirhkh ve Dual Hardy Operat6rii

Tanmm 451. p>1, p' = ﬁ ve {x;}{° negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve

Kesikli Hardy esitsizligi,
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S E N Xi <p y x? ’ (4.75)
s\

dir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).
Degisken kesikli Lebesgue uzayinin ilk kez 1931 yilinda W. Orlicz
tarafindan incelenmistir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Tanmmm 4.5.2. N Dogal sayilarin kiimesi ve p = {p,}n=1, P = ing Pn V& D = SUpp,
- n2

n=1

olmak tizere, 1 < p < p, < p < o olacak sekilde bir gergel sayilar dizisi olsun. p,,’nin

eslenik iis fonksiyonu tim n € N igin pi+i, =1 olarak tanimlanir. A € N’nin
n n

karakteristik fonksiyonu y 4 olsun. Bu konu boyunca p'= %ve w = {w, }h=, bir pozitif

sayilar dizisidir yani w, N’de tanimli bir agirlik fonksiyonudur (Bandalliyev &Aliyeva,
2022).

Tanim 4.5.3. Baz1 4, degerleri i¢in,

seklindeki x = {x,}n=, dizilerinin kiimesine degisken tsli l‘a’,’r‘l(N) ile kesikli agirlikli

Lebesgue uzayi denir. Burada,

_ o (lxl\PE
lxllizn vy = lIxwllionany = mf{/l > 0: Z <7Wk <1

ifadesi l‘f’v’;(N) daki Luxemburg normu olarak bilinir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).
lﬁ,’; (N) uzayi bir Banach uzayidir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).
Sabit usli dizi igin l‘f’v’:l (N) uzayi klasik kesikli agirlikli Lebesgue uzayi ile
cakisir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).
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Lemma4.5.1. Her n € N igin 4;, = Zfl:lv;p', Ay = 0vewv, >0 ise, asagidaki
ifadeler gecerlidir.

a) Eger0 < b < 1ise timk € Nigin

bAL 1y P < A —Ab | < pADTLpTP

b) Eger b < 0veyab > 1ise, tim k € N igin

bAL 1v, Pl oAb —Ab_ < pAb- 1vk” (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Ispat:

a) f(x) =x?ve0 < b <1olsun. Ortalama deger teoremine gore,
bxPY(x—y)<xP —y? < by’ l(x—y),0<y<x (4.76)
yazilabilir. (4.76) esitsizliginden de,

ALL(A, — Ay < %(Aﬁ —Ab_,) < ABZ1(Ay — Ax_1) bulunur,

Yani,
A%'lvzi”’ = %(Ai ho1) < ARZ 1vkp olur.
- 1
k=1
Benzer sekilde (b) ifadesi de kanitlanabilir (Bandalliyev &Aliyeva,
2022).

Lemma4.5.2.1 < p, < qn < q < o olsun. v = {v,},;—, pozitif reel sayilar dizisi igin,
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[P (N) - 197(N) ve |lxllan gy < Il ony
n i an(n) ()

dir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Ispat: x = {x,,};>; € I;"(N) olsun. Her n € N igin,

Pn ® Pn
CIN TN

n=1

oldugu aciktir.

f(t) = at® Ustel fonksiyonunun 0 < a < 1 icin azalan fonksiyon

an Pn
oldugundan, (lx/,l—"l vn) < (la—"l vn) olur. Dolayisiyla,

Ix I Pn
<Tn Un <1

N]s

® |x | dn
z<7"”n 2

n=1 1

S
1l

dir.

i n < A
Yani, ”x”lf}n(m <A
A= ”X”lgn(N) seklinde secildiginde, ||x||lgn(N) < Ilellpn(N) bulunur

(Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Teorem451.1<p,<q,<q < o, 112 QO ={neN:p, <qp}ve

T™n Pn Qn'

b

Q,={neN:p, =q,},v="{v}nvew = {wy},=;" nin kosulu karsilayan agirlik

dizileri oldugunu varsayalim.

I
w

< 0o
I'n(N)

Sonra [l (N) - I,"(N) ve
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>nv
ellign < (4+ B+ ol P51, o, 1Mz o

Burada 4 = sup 2%, B = sup 2P ve
nEQl qn nte dn

I
w

v v
=51, 5l
I"n(N) wihim(q,) Wlie,)

(Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Teorem 4.5.2. {p,}n=1 ve {qnln=1 tinn € Nve [|[1|[;rnqy < 0iginl <p<g, <q <

11 1 . . 1
Ve — = m— olacak sekilde ger¢ek say1 dizileri ve H,, = ;Z}Z:l X Ve
n n

X =
Hp = Lien - olmak uzere,

{w, de1 Ve {v, }o=1 pozitif say1 dizileri oldugunu varsayalim. O zaman

”}[n”l“}/’rlL(N) <C. ”xlllsrfll(N) (4.78)

esitsizligi ancak ve ancak su durumda gecerlidir.

1 _n! T 7
k —p’ gp_’ ( %zlvmp_)p_q_
D = sup (Z v, —> < oo, (4.79)
k=1 n
n=1
Lyt (nzk)
Ayrica, C > 0,
1 1 1
p— 1 p INTT 5 -D p
— |’ bD<c<(qg)? =

ile optimaldir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Ispat: Yeterlilik :
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1

(zk " —)ﬂ”— ve hy = 0 olsun. Holder esitsizligi ve Minkowski
esitsizligi uygulandiginda

n
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n Xk

n

1 -1
n Z Xk Vichy (Vichy)

”}[n”l\?v?q(N) = =
k=1 l‘l}}’:’l(N) k=1 lﬁ,’;‘l(N)
1 1
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< |51 Gmelwozhg | (D e
k=1 k=1
Ly, (N)
1 1
n 5 n , : P
D\~ p -p \=
= —(z(|xk|vk)2h;> (th— vk—)
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1
P\p
n n A\
= Z—puxuvk)ﬂhE(Zh Py "’)
k=1 k=1
Lo (N)
1
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k=1 k=1 n
Ly, (N)
1
P p

n BI
5 (v s, ) (Z S )

IA
M

k=1
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|~
<
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Lg% (n=k)

b=1 —% olsun. (4.77)’den su sonug ¢ikiyor.
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1
/ l’ C p 1 1 £ E
=@ D v || ) (4:80)
=1 lwn(nzk)
(4.79) ve Teorem 4.5.1°den,
o 1
p 11 B p
(Z(|xk|vk)ﬂh;||—<hn>ﬂ I,
e n L (n=zk)
— 1
p—p p
< D||x||l§n(N) <D <1 t—==+ ||X92||lw(N)> 1l 2 - (4.81)

bulunur.

Yani, (4.80) ve (4.81) esitsizliklerini birlestirerek sunu elde ederiz.

L P—p
< (a )2 D <1 + T_ + ”XQZHIOO(N)) ”x”l,fr’Z(N)'

I=S|=

n
)
n i

k=1

L% (N)

1

_ 5 .- p-p P
Yani, (4.78) saglanir ve C < (q )B D (1 + > + ||XQZ||lw(N)) .

Gereklilik: (4.78) saglansin ve sabit dogal say1 N i¢in agagidaki test dizisini su sekilde

secelim:

(4.78)’in sol tarafi igin ,
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(4.78)’in sag tarafina da Lemma 4.5.1’1 uygulayarak,
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S
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=
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oldugu ve boylece ,

dir.

dir (Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Kesikli Hardy operatoriinin Duali i¢in agsagidaki teorem gegerlidir.
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Teorem 4.5.3. {p,}o-, Ve {q.}o-, ger¢ek say1 dizileri olsun. Oyle ki tiim n € N ve
| 1lragey < o0 igin 1<p <q, <q <o Ve L =22 olsun. {wy}%, ve {135,

™ P Dn

pozitif say1 dizileri oldugunu varsayalim. {x, }5-; € lf;:ll (N) gergek sayilarin herhangi bir

dizisi ise,
|I}f;||lg/?1(N) <C. ”x”lf]’;l(N) (4.82)

dir. Ancak ve ancak

1 1 1 1
o -p'\qp’ o —p'\p'q
v,— \T v.— \T
D* = sup Z np, 2 Lp, < oo
>1 p p
& n=k % m=n P

Lg% (n<k)

ayrica, eger C > 0 (4.82)’deki en iyi sabit ise,

p—1
<2+g—1>

(Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

IS~
IS~

* —’i’ 5_3 *
D <C<(q). 1+T+||XQZ||IOO(N) D

Sonu¢g453.1. Timn e Nvel <p < q < o i¢in p, = p =sabit, g, = q =sabit olsun.
Wt Ve {v, )= nin negatif olmayan say1 dizileri oldugunu varsayalim. {x,},-; €

l,’,’n(N) gercek sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu durumda (4.79) esitsizligi
k 2 1
pl co a
[ W\ 4
M:sup(Zv{p) (Z(—n)> < o0
k=1 n
1 n=k

n=

kosuluna denktir. Ayrica,

1
M <D < qiM.
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(Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Sonu¢g4.532. Timn e Nvel <p < q < mi¢in p, = p =sabit, g,, = q =sabit olsun.
Wy dmoq Ve {v, )1 nin negatif olmayan say1 dizileri oldugunu varsayalim. {x,},-; €
lf,’n(N) gercek sayilarin herhangi bir dizisi olsun. (4.88) esitsizligi,

1 1

e =ap( Y5 (Sm) <o

n=1

ile esdegerdir. Ayrica,

1
M* < D* < qiM*.

(Bandalliyev &Aliyeva, 2022).

Sonug 4.5.3.3. {pp}n=1 Ve {qnln1 timn € Nve [|1]|rnqy) < 0 i¢inl <p <q, <q <

oo ve ri = % - pi olacak sekilde gercek say1 dizileri olsun. Timn € Nve a < % - é icin

w, = n%ve v, =1 oldugunu varsayalim. {x, };—; € [P (N) ger¢ek sayilarin herhangi bir
dizisi olsun.

O zaman (4.78) esitsizligi gegerlidir. C > 0 en iyi sabit ise ,

1
L P

p—p
< @P (1455 )

(Bandalliyev &Aliyeva, 2022)
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Hardy tipinden esitsizlikler iizerine p sabitinin eslenegi olan q sabitine gore farkli
durumlar1 g6z Oniine alinarak calisiimis ve bu dogrultuda Hardy operatoriiniin kesikli
halinin sabit iistlii agirlikli hali ve son olarak degisken iistlii halinin sinirlilig1 dolayisiyla
stirekliligi aragtirllmistir. Hardy tipi esitsizlikler, Fonksiyonel Analiz ve Harmonik Analiz
deki diferansiyel denklemlerin bazi kosullar altindaki ¢6zlimlerinin varligi ve diizglinliigii

gibi 6zeliklerinin incelenmesinde Hardy tipinden esitsizliklerin kullanimi arastirilabilir.
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