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Bu tez gcaligmasinda Z.L. Chen ve AW. Wickstead ’in “L-wakly and
M-weakly compact operators” adli makalesi incelenmistir.
Adi gegen makalede agagidaki sorular cevaplandinimigtir:
1. T:E—F bir L-zayif kompakt operatér (M-zayif kompakt operator) ise
T ’nin modilii var midir?

2. |T| varsa L-zayif kompakt (M-zayif kompakt) midir?

3. Regiiler M-zayif kompakt operatorier ne zaman L-zayif kompakt
(veya tersine) olurlar?

Buradaki caligmada konuyla ilgili 6n bilgiler bir araya getirilmis,

kanitlardaki bogluklar doldurularak gerekli biitiin bilgiler verilmigtir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

Xvy

XAY

o(E,E’)

W

X,—X

|o|(E,E")
X, ——X
E*

E-

E,
E’

£
L(E,F)
L(E,F)

Aciklamalar

x ve y elemanlarinin supremumu

x ve y elemanlarinin infimumu

x elemaninin moduald

x elemaninin pozitif ve negatif kism:

Yukari yénlendirilmis ve supremumu x olan x, ag
Agagi yoénlendirilmig ve infumumu x olan x, agi

A kuimesinin solid zarfi

E uzayinin kapali birim yuvari

E uzayi Gzerindeki zayif topoloji

Zayif topolojiye gére x elemanina yakinsayan x, agi
E uzay Gzerindeki rﬁutlak zayif topoloji

x elemanina sira yakinsayan x, agi

E uzayinin pozitif kismi

E uzayinin sira duali

E uzayinin sira surekli duali

E uzayinin strekli duali

E uzayinin cebirsel duali

E uzayindan F uzayina tanimit dodrusal operatdrier uzayi

E uzayindan F uzayina tanimli strekli operatérier uzayi



£, (E,F) E uzayindan F uzayina tanimli sira sinirli operatorier uzay!

£ (EF) E uzayindan F uzayina tanimli sira sirekli operatorier uzayi
£, (E,F) E uzayindan F uzayina tanimh regaler operatorier uzayi
E®F E ve F Riesz uzaylannin direkt toplami
Kisaltmalar
o-zayif kompakt Sira zayif kompakt
w o(E,E’) topoiojisi
w* o(E’,E) topolojisi
KURULD

Tﬁmﬂm‘w’rwvm MERKEZY



1. GIRIS

Bu calismada L-zayIf kompakt ve M-zayif kompakt operatérler hakkinda son
yillarda yapilan ¢aligmalar incelenmistir. Bu tezde 6zellikle Z.L. Chen ve AW.
Wickstead tarafindan 1999 yilinda yapilan “L-weakly and M-weakly compact
operators” isimli calismada ulagilan yeni katkilara yer verilmistir [11].

ikinci bélumde Riesz uzaylarinin sira yapisi, Banach érglleri, sira zayif
kompakt operatérier gibi bilinen baz tanimlar teoremler bazen kisaca
gerektigi yerde genis olarak ele alinmistir. Daha genig bilgiler icin [6], [17],
[19] kaynaklarina bakilabilir.

Uglinci bélumiin birinci kesiminde L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt
operatérlerin tanimlari ve genel &zellikleri genig bigimde verilmigtir. L-zayif
kompakt operatérler M-zayif kompakt olmak zorunda degildir. Ayni bicimde
M-zayif kompakt operatérier de L-zayif kompakt olmak zorunda degildir.
P.G. Dodds ve D.H. Fremlin 1979 yilinda E uzayinin norm sirekli duali E’ ve
F Gzerindeki normlar sira surekli ise T:E—F regller operatérierin L-zayif
kompakt olmasi ile M-zayif kompakt olmasinin g¢akistigini géstermigtir [13].
Daha sonra Z.L. Chen ve AW. Wickstead 1999 yilinda, Gzerinde tanimh olan
bltun reguler M-zayf kompakt (L-zayif kompakt) operatérieri L-zayf kompakt
(M-zayif kompakt) yapan Banach 6rgl ciftlerini karakterize etmigtir [11].
Béylece Dodds-Fremlin’in teoreminin tersinin bir ek kosulla dogru oldugu
gbsteriimigtir. Bu bolimun ikinci kesiminde bu agiklamalar yer almaktadir.
Uglincli kesimde sira sirekli norma sahip operatérlerin L-zayif kompakt ve
M-zayIf kompakt operatérierie olan iligkisi aktarildi. Dérdinch kesimde ise
yari kompakt operatérler ile L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt
operatérlerin iliskisi sunulmustur [6], [7]. Yar kompakt operatérierin sinifi
A.C. Zaanen tarafindan 1983 yilinda tanitilmigtir [19].

Dérduncl bdlimde zayif kompakt operatérler ile L-zayif kompakt ve M-zayif
kompakt operatérlerin iligkisi verilmigtir. P.G. Dodds 1975 yilinda yaptig bir



caligmasinda o-zayif kompakt operatérii karakterize etmistir [12]. Her zayif
kompakt operatér o-zayif kompakittir. Her L-zayf kompakt ve M-zayif
kompakt operatérde zayif kompakttir. Ancak zayif kompakt operatérier
L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt olmak zorunda degildir. Bazi kosullar
altinda tersinin de dogru olacagini Z.L. Chen ve AW. Wickstead 1999 yilinda
ortaya koymusglardir [11].

Son bélimde ise L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatérlerin
modullerinin varolup olmadi§i ve modilia varsa modillerinin de L-zayif
kompakt ve M-zayif kompakt olabilme kosgullari inceleniyor [11].



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZ|I SONUCLAR - SIRA ZAYIF KOMPAKT
OPERATORLER

Bu bélimde g¢aligsma boyunca kullanilacak temel tanimlar ve bazi sonuglar
verilmis ve sira zayif kompakt operat6orler sinifi tanitiimigtir.

2.1. Pozitif Operatérlerin Sirali Yapisi

Tanim 2.1.1 : E gercel vektér uzayi Uzerinde “<” bir siralama bagintisi olsun.

Her x,ycE olmak Gzere,

(i) HerzeEiginx<y = x+z<y+z

(i Her0 <aelRicinx<y = ax< ay
saglaniyorsa, E uzayina sirali vektér uzayi denir.

E sirali vektér uzayinin x>0 ézelligini sadlayan x elemanina pozitiftir denir ve

E 'nin tim pozitif elemanlarinin kimesi E* ile gésterecegiz.

X ve Y gercel vekidr uzaylari olmak Gzere T:X—Y lineer dénugimune

operatér denir. Vx e Xt igin Tx € Y™ sadlaniyorsa T:X—Y operatdriine pozitif
operatér denir ve T>0 (veya O<T) ile gdsterilir. T:X—Y operatéru pozitif ise

x,yeXicin x <y iken Tx < Ty saglanir.

Tanim 2.1.2 : E sirali vektér uzayt olmak UGzere her xyeE igin
xvy:=sup{xy}eE ve xay:=inf {xy}<E ise E uzayina Riesz uzay! denir.
E Riesz uzayi ve GcE alt vektér uzayi olmak Uzere x,yeG iken xvyeG ise

G ’ye Riesz alt uzayi denir.

Riesz uzaylarinin tipik émeg@i bir X kiOmesi Uzerideki gercel degerli
fonksiyonlarin olusturdugu gercel vektér uzayidir. Bunu E ile gésterirsek her



bir f,geE ve xeXigin,
fvg(x):=maks fi(x),a(x)} ve fAg(x):=min §(x),g(x)}

seklinde tanimh fonksiyonlar E 'ye aittirler. Buna gére E gercel vektdr uzayi

noktasal siralamaya gére bir Riesz uzay olur. (f>g < f(x) > g(x), vxeX)

Ornek 2.1.3 :

(a) RX, X uzerindeki gercel degerli fonksiyonlarin uzayi.
| (b) C(X), X topolojik uzay: tzerindeki gercel degerli sirekli fonksiyonlarin
uzay!l.

() Cp(X), X topolojik uzayr Uzerindeki sinirl gercel degerli srekli

fonksiyonlarin uzayi.
(d) £,(X), X kimesi tzerindeki tim sinirli dizilerin uzay:.

() £, (1=p<eo), Y x,|” < sartini saglayan gergel dizilerin uzay.
n=1

(f) Lp;(p) (O<p<w), (X Z,u) Olchm wuzayr olmak Uzere, gercel degerli

u-6lcllebilir ve J'|f|p du <o kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayi.
X

(@ Lo(p), (XZ,u) 6lgim uzayi olmak Uzere, gercel deg@erli p-6icllebilir ve

hemen hemen her yerde sinirli fonksiyonlarin uzayi.

Tanim 2.1.4 : Her xcE igin x*:=xv0 elemanina x 'in pozitif kismi,

X :=-xv0 elemanina x 'in negatif kismi ve |x|:=xv(-x) elemanina x ’in

moduli denir. VxeE igin x =x* —x~ ve |x|=x* +x" esitlikleri saglanir.

Tanim 2.1.5 : Her x,y<E igin || Aly|=0 ise x ve y elemanlari birbirine diktir

denir ve x Ly ile gosterilir. AcE igin A%:= {x eE »xly, Wy eA} kiimesine



A 'nin dik tamleyeni denir. Bu taima gore birbirine dik elemanlardan olugan

diziye dik dizi denir. (n=m iken x,, 1 x,, ise (x,)c Edik dizi )

Tanim 2.1.6 : E Riesz uzayinda (x, ) bir a§ oimak tizere o.> B iken Xo 2 Xp
saglaniyorsa (x,) azalandir denir ve (x,){ seklinde gosterilir. (x,)J ve
inf{x, }=x ise (x,)¥x ile gosterilir. Benzer sekilde a>B iken x, <xg
saglaniyorsa (x,) artandir denir ve (x,)T seklinde gésterilir. (x,)T ve

supfx, } = x ise (x, )T x ile gosterilir.

Tanim 2.1.7 : Her bir xeE* igin n"'x {0, neIN saglaniyorsa E Riesz
uzayina Arsimedyan Riesz uzayi denir.

Tanim 2.18 : E Riesz uzay1 ve xsy olmak uzere x,yeE igin

xyl={fzcE : x<z<y} kimesine sirali aralik denir. AcE altkimesi bir

sirali aralik tarafindan kapsaniyorsa A 'ya sira sinirli kiime denir.

Tanim 2.1.9 : E ve F Riesz uzaylari olmak Uzere T:E—F operatéril E 'nin her
sira sinirlt kimesini F 'nin sira sinirli kimelerine tasiyorsa T operatérine sira
sinirh operatdér denir. E 'den F 'ye tum sira sinirlh operatérierin kimesi

£, (EF) ile gosterilir. T,SeL, (EF) igin “T<S < S-T=0" siralamasina gére
L, (E,F) siral vekior uzayidir. Fakat £, (E,F) her zaman Riesz uzay: olmak

zorunda degildir. Her pozitif operatér sira sinirli operatdrdir.

Tanim 2.1.10 : Eger her sira sinirh kimenin E icinde bir supremumu ve
infimumu varsa E uzayina Dedekind tam uzay denir. Benzer olarak sira sinirii
sayllabilir her kimenin E iginde bir supremumu ve infimumu varsa E uzayina
o -Dedekind tam uzay denir.

Tanim 2.1.11 : Bir Te£(E,F) operatéri R>0 ve S>0 olmak Uzere T=R-S



yazilabiliyorsa T operat6rine regiler operatér denir. E uzayindan F uzayina

reguler operatérierin sinifi £,(E,F) seklinde gésterilir. £, (E,F)c £, (EF)

kapsamasinin saglandid: agiktir.

Teorem 2.1.12 . E ve F Riesz uzaylan ve F Dedekind tam uzay ise £, (E,F)

Dedekind tam Riesz uzaydir ve £, (E,F) uzayinda 6rgli operasyonlar

S, TeL, (E,F) ve xeE* olmak Uzere,
SV T(x):=sup {S(y)+T(z) cy.zeEY, y+z=x }
S AT(x):=inf {S(y)+T(z) cy,zeEY, y+z=x } |
seklindedir. Bu durumda £, (E,F) = £, (E,F) dir.

ispat : [6], Teorem 1.13.

Tanim 2.1.13 : E Riesz uzay! ve IcE alt vektor uzayi olsun. xel olmak Uzere

lv|<|x| kosulunu sa§layan her bir yeE igin yel oluyorsa I 'ya sirali ideal

denir. Bir xeE elemaninin arettigi esas ideal

| ={y<E : 3nelR", |y|<Nx| }sekiindedi.

(x,) , E uzayinda bir a§ olmak azere [x, -X/<y, +0 kosulunu saglayacak
bicimde E iginde (y,) ag varsa (x,) afi xeE elemanina sira yakinsaktir
denir ve x,——x seklinde gosterilir. E uzayimn bir alt kimesi A olsun.
(xu)c:A ad icin x,—2->x oldugunda xeA oluyorsa A kimesine sira

kapalidir denir. Sira kapal ideale de band denir. Bir xeE elemaninin Orettigi

esas band B, = {y <E:|y| Anjx| T |y} seklindedir.



Tanim 2.1.14 : E Riesz uzay ve E iginde e>0 bigcimindeki bir elemani alalim.

(a) Eger e ile Uretilen esas ideal E 'ye esit ise, yani VxeE igin x| <Ae olacak

sekilde 0<A sayisi bulunabiliyorsa ecE* elemanina E 'nin sirali birimi
denir.

(b) Eger e tarafindan Uretilen esas band E uzayina esit ise, yani VxeE igin

{xAne}t|x| ise ecE* elemanina E uzayinin zayif sira birimi denir.

2.2, Banach Orgiileri

Tanim 2.2.1 ; E Riesz uzayi ve |x|<|y| bicimindeki her x,y €E igin |x|<]y]|
kogulunu saglayan E tzerinde tanimlanan bir |. | normuna érgii normu denir.

E tzerinde tanimlanan norm érgui normu ise (E,|.|) uzayina normiu Riesz

uzay! denir. Eger E normlu Riesz uzay! (zerindeki norma gére tam ise E
uzayina Banach 6rglist denir.

Her Banach érgisi Argimedyan Riesz uzayidir ve bir Riesz uzayini Banach
érgusi yapan tim normlar denktir.

Tanim 2.2.2 : E Banach 6rglst tzerindeki norm, M-norm ise yani; x,ycE ve
xAy=0 iken |xvy|=maks {||x|| vl } sadlaniyor ise E uzayina AM-uzay

denir.

Eger E Banach 6rgisl Uzerindeki norm, L-norm ise yani; x,ycE ve xAy=0

iken |x +y| =|x|+|y| saglaniyorsa E uzayina AL-uzay denir.

Teorem 2.2.3 . E 'nin AM-uzay (AL-uzay) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
E 'nin norm srekli duali E’ uzayinin AL-uzay (AM-uzay) olmasidir.



Ispat : [6], Teorem 12.22.

E uzayi sira birime sahipse .tekrar normlandirilarak AM-uzay haline gelir
([6], Teorem 12.20). E Banach 6rgisiu olmak Uzere E uzayinin birimli AM-
uzay olmasi igin gerekli ve yeterli kogul bir K kompakt Hausdorff uzay: igin E
uzayinin C(K) uzayina 6rgi izometrik olmasidir. E uzayinin AM-uzay olmasi
icin gerekli ve yeterli kogul C(K) 'nin bir alt uzayina érgl izometrik olmasidir
([6], Teorem 12.28).

Tanim 2.2.4 : Bir Riesz uzay! Gzerinde bir ||.| 6rgli normu tamimiansin.
X, ¥ 0 olacak sekildeki her {x, } agi igin |x,| + O saglaniyorsa ||.| normuna

sira surekli norm denir. Bunu saglayan normiu Riesz uzayina da stra surekli
norma sahip normiu Riesz uzay denir.

Ornek olarak L"(u), (1<p<w) uzaylan sira sarekli norma sahiptir. C[0,1],

L®(u) ve ¢, sira strekli norma sahip olmayan Banach érguleridir.

Teorem 2.2.5 . E Banach érgusi olmak Uzere agsagidaki 6nermeler denktir:

(1) E uzayi sira strekli norma sahiptir.
(2) 0 <x, <x kogulunu saglayan (xn) monoton dizisi norm Cauchy dizisidir.

(3) E uzayi Dedekind tamdir ve x, 40 kosulunu saglayan her (x,) dizisi icin
lim|x,| =0 saglanir.

(4) Sira sinirl her dik dizi sifira norm yakinsaktir.

(5) E uzay! E" iginde bir idealdir.

(6) E uzayinin her sira arali§i zayif kompakttir.

Ayrica E sira sirekli norma sahip Riesz uzayi ise E uzayinin norm

tamlamasida sira sirekli norma sahiptir.

ispat ; [6], Teorem 12.9, Teorem 12.10, Teorem 12.12.



Tanim 2.2.6 : E Banach érgust olmak Gizere E 'nin her norm sinirli artan
dizisi E uzayi icinde normda yakinsak ise E uzayina KB uzayi denir.

KB uzaylarinin sira sirekli norma sahip olduklari agiktir. Buna karsilik tersi
dogru degildir. Ornegin ¢, sira surekli norma sahip olmasina kargm KB uzay

degildir. Yansimah uzaylar ve AlL-uzaylar KB uzay 6érnekleridir.
Teorem 2.2.7 : E Banach 6rgust olmak Gzere agagidaki 6nermeler denktir:

(1) E uzayi yansimalidir.
(2) E ve E’ uzaylari KB uzaylardir.
(3) E uzayinin ¢4 ve ¢y uzaylarina 6rgl izomorf olan alt uzay: yoktur.

(4) E uzayinin £, ve ¢, uzaylarina 6rgl izomorf olan alt érgtsi yoktur.

ispat : [17], Teorem 2.4.15.
Teorem 2.2.8 : E Banach 6rgust olmak {zere asagidaki nermeler denktir.

(1) E’ sira surekli norma sahiptir.

(2) E uzayinin her bir (x,,) norm sinirli dik dizisi igin x, ——0 saglanir.

(3) E’' uzayi KB uzaydir.

(4) E' uzayinin ¢, uzayina 6rgi izomorf olan alt érgist yoktur.

(5) E’ uzayinin £, uzayina 6rgl izomorf olan alt érgtst yoktur.

ispat : [17],Teorem 2.4.14.

Tanim 2.2.9 : (a) X ve Y normiu vektér uzaylarn ve T:X—Y bir operatér olsun.

Eger TiUXi bir norm kompakt kiime ise T operatdriine kompakt operatér

yakinsak bir alt diziye sahip ise T operatéri kompakttir.
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(b) X ve Y Banach uzaylari T:X—Y operatér olsun. Eger TiUxi zayIf

kompakt kiime ise T operatrine zayif kompakt operator denir. Diger bir

diziye sahip ise T operatdrli zayif kompakttir.

Her kompakt operatérin zayif kompakt operatér olacagi aciktir ve her zayif
kompakt operatér sureklidir. Zayif kompakt operatérierin eglek operatérieri de
zayif kompakttir. Benzer gekilde kompakt operatérierin eslek operatérieri de
kompakttir.

2.3. Sira Zayif Kompakt Operatorier

Banach ¢&rgllerinin en 6nemli alt kimelerinden birisi sirali araliklaridir. Bu
yluzden sirali arahidi relatif zayif kompakt kiimelere resmeden operatérier
énemlidir. Bu bélimde Dodds ‘un tanimladigi sira zayif kompakt operatérierie
ilgili sonuglar verilecektir [12]. Oncelikle sikga kullanacagimiz bazi teoremleri

verecegiz.

Teorem 2.3.1 : E Banach 6rgusti, X Banach uzayi ve T:E — X bir surekli

operatér olsun. x € E™ igin T[0,x] kiimesinin relatif zayif kompakt olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul V{x,} < [0,x] dik dizisi igin lim|Tx,|=0 olmasidir.

ispat ; xeE* elemaninin Grettigi ideal A={ycE:A>0, |y|<Ax} kumesi

tzerinde |y|_ =inf{A>0:]y| < Ax} bir norm tanimlar ve A bu norma gére bir

AM-uzayi olur ([6], Teorem12.20). [-x,x] sira aralidi ise A 'nin kapali birim
yuvaridir. [-x,x]= -x+2[0,x] oldugundan T[-x,x]= -Tx+T[0,x] dir. T[O,x] relatif
zayif kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosul T[-x,x] kimesinin relatif zayif
kompakt olmasidir. Dolayisiyla T[0,x] kimesinin relatif zayif kompaktigi
T:A—X kistitlanmis operatorinin zayif kompakt olmasina denktir.
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T[O,x]c X relatif zayif kompaktir < T: A — X zayif kompakt operatérdir.

< T': X'—> A’ zayif kompakt operatérdir.

T: X' —> A" zayif kompakt operatér ise TUX_) bir zayif kompakt kiimedir. A
birimli AM-uzay oldugundan, W_) kumesinin zayf kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogul [0,x] kimesine ait her dik dizinin T'(U,.) kimesi
Gzerinde sifira dizgln yakinsak olmasidir ([6], Teorem 13.10). (xn)c [0,X] bir
dik dizi olsun. Bu durumda verilen her bir &>0 sayisina karsilik
dn,eIN > Vn>ng ve Vx'eUyx igin [T'x{(x,)<e saflanir. O halde
vn>n, ve Vx'eU, igin [x(Tx,)<e dir. Yani Vn>n, igin
sup {[X'(Tx, )| : X eUx }<e dir. Boylece Wn>n, igin |[Tx,|<e bulunur,

dolayistyla lim|Tx,| =0 dr.

Asa@idaki sonug bir sirali araligin zayif kompakthginin dik diziler yardimiyla
karakterize edilebilmesi ile ilgilidir.

Sonu¢ 2.3.2 : E bir Banach 6rgusu ve xe E* olsun. [0,x] strali arall,glnm zayif

.....

lim|x,| =0 olmasidir.

ispat : 1:E —»E 0zdeslik operatérini alalim. I surekli bir operatérdar.
Teorem 2.3.1 geredi VxeE" igin I[0,x]=[0,x] relatif zayif kompakt olmast igin
gerekli ve yeterli kosul V(X,)c[0,x] dik dizi icin

lim|| Ix, | =limx,|=0olmasidir. Ayrica biz her sira arah§in zayif kapall

oldugunu biliyoruz..

Sinirh bir kumenin relatif zayif kompakthinin dik diziler yardimiyla
betimlenmesi P.Meyer-Nieberg tarafindan verilmistir [15].

1WASY0N mm
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Teorem 2.3.3 : E Banach érgusii ve A, E uzayinin norm sinirli bir alt kimesi

olsun. sol(A) 'ya ait her dik dizi sifira normda yakinsak ise sol(A) relatif zayf
kompakt bir kimedir.

[ V(x,)csol(A) dik dizisi igin lim|x,|=0 = sol(A) zayif kompakitir. ]

ispat : sol (A):={x cE:3yeA > [X<ly } oldugunu biliyoruz. A norm sinirli

tanimlanan p:E—IR fonksiyonu E lzerinde bir yari norm tanimlar. 1.E—-E

6zdeslik dénasimi ve V(x,)csol(A) dik dizisi icin

limp(Ix,, ) = limp(x,, ) = lim|x,]| = 0 olduéﬁndan her bir >0 ve VYxeA igin

II (x| -u)*

=| (x|~ uy*| <e olacak sekilde bir ucE* vardir (Bu elemant A ile
uretilmis idealde segebiliriz) ([6], Teorem 13.5). xesol(A) ise |x|<ly| olacak
sekilde 3yeA vardir. E uzayinin her bir y eleman igin |y|=|y|Au+(ly|-u)*
yazabildigimize gore [X/<|yjau+(y|-u)* saglanr. Riesz ayrigim
teoreminden x=Xx;+X, ve |xqslyjau , |xo|<(]y]-u)" olacak sekilde

X1,Xo€E vardir. Dolayisiyla xqe[-uu] ve |xp|<(ly|-u)* oldugundan

”xz”su ( y[—u)*”< e cikar. Béylece gxz

<1ve 1x2 eUg, yani x, eeUg
€
olur. Dolayisiyla x = x4 + X5 €[-u,u]+€eUg oldugundan sol(A)c[-u,ul+eUg drr.

n
u, A ile Uretilmis idealde ise 0<u< o|u;| olacak bigimde uy,..,u, €A ve
i=1

n

0<ay,...a, IR vardir. ze[0,u] ise z=|z|<> ayju;| saflandifindan Riesz
i=1

ayrigim teoremi ile Vie{1,..,n} igin 0<z <oy olacak sekilde

0<z4,2Z5,...,.Z,cE vardirve z=2z4+z, +...+ 2,. Vie{l,...,n} igin ;

zie[0,o4jui|]l > zeoy[Ofug|1+... + 0, [0un|]
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= OulcaqOfu|l+. . +anOfua]l e *)

saglanir. (y,)c[0,u] keyﬁ‘bir dik dizi olsun. |yn|<|u| . ujeA ve A solid
. kime oldugundan (y,) < sol(A) dir. Béylece hipotezden dolayi lim|y,|=0
olur. O halde Sonug 232 geregi Vie{1,.,n} icin [0|u|] aralii zayif

kompaktti. O halde (*) 'dan [Ou] sirall arali§i zayif kompakttir.
[—u,u]=-u+2[0,u] esitliginden  [-u,u] zayif kompakttir. Ve>0 igin
sol(A)c[-u,u]+eU kosulunu saglayan bir [-u,u] zayif kompakt kumesi
bulunabilecedinden sol(A), E ’nin relatif zayif kompakt alt kimesidir
([6], Teorem 10.17).

Asagidaki teorem, Teorem 2.3.3 'Un tersinin AlL-uzaylarinda dogru oldugunu
gdsterir.

Teorem 2.3.4 ;. E AL-uzay ve A, E 'nin norm sinurh alt kiimesi olsun. A 'nin

relatif zayif kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosul V (x,) c sol(A) dik

dizisi igin lim|x,||= 0 olmasidir.

spat : (<) V(x,)<solA) dik dizisi igin lim|x,|=0 ise Teorem 2.3.3 'den

sol(A) relatif zayif kompaktir. Acsol(A) kapsamasindan A relatif zayif
kompakttir.

(=) A relatif zayif kompakt kime ve (x,)c< sol(A) dik dizi olsun. A relatif
zayif kompakt ise x,——0 olur ([6],Teorem 13.3). E AL- uzay ise E’
birimli AM-uzayidir. (x,) < sol(A) dik dizi ise ( ]xn] )c sol(A) de dik dizidir ve
Xp|———>0 saglanir. E’ uzaymin birimi e’ olmak uzere [x,|—%—0

oldujundan e'(|x,|)>0 dir. xeEolsun. |[xcE* dir ve |x]se’ ise
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x'|(|d )<e'([x| ) sagtani. Buradan supf| x'(|x|)] : x e[-e"e] J<e'(jx]) ve
[XI=]x <X ) elde ederiz. e c[-e'.e7] ve e'(jq ) {x' (x| ): X' c[-¢",e}
oldugundan e'(|x| )s sup{x'(]x[ ): x' e[-¢’ ] }dur. Béylece

e

(X,) = sol(A) dik dizisi igin lim|x,| =lime'(x,)=0 elde edilir.

X )<|X|=x| buluruz. O halde |x|=e'(|x) esitligi vardir ve

Tanim 2.3.5 : E Banach 6rgist , X Banach uzayi ve T:E—X bir strekli

operatér olsun. Her bir xe E* igin T[0,x], X uzayinin relatif zayif kompakt alt
kimesi ise T operatérine sira zayif kompakt (o-zayif kompakt) operatér
denir.

Sira zayif kompakt operatérier ilk defa P.G.Dodds tarafindan tanimlanmistir
ve agagidaki sekilde karakterize etmigtir [12].

Teorem 2.3.6 : E Banach 6rgust, X Banach uzay: ve T:E— X bir surekli

operatér olsun. Bu durumda asagidaki énermeler denktir :

(1) T operatéri o-zayif kompakttir.
(2) Her (xp)c E sira sinirh dik dizi igin lim][Tx,|=0 dir.
(3) Her bir xeE* ve >0 igin |y|<x ve x'(|y| )<5 iken ITy| < olacak gekilde

O<xeE’' ve 0<§ sayisi vardrr.
(4) E” icinde E tarafindan uretilmis ideal A olmak Uzere T’(A)c X

saglanir.

ispat : (1=2) T operatéri o-zayif kompakt operatér ve (x,)< E bir sira sinirli
dik dizi olsun. |x,|<x olacak bigimde xeE* vardir ve (x,)c[-x,X] saglanir.

[-x,x]= -x+2[0,x] oldugundan T[-x,x] = -Tx+2T[0,x] esitliginden T[0,x] relatif
zayif kompakt ise T[-x,x], X uzayinin relatif zayif kompakt alt kimesidir.
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E icinde x tarafindan Uretilen ideal I, birimli AM-uzaydir ve kapali birim

yuvari ise [-x,x] dir.
T[-x,x] relatif zayif kompakitir < T:I, >X operatérli zayif kompakitir.

o T X' >T, operatéra zayif kompakitir,

T':X' T, zayf kompakt operatér ise T'(Uy ), I icinde zayif kompakt
kimedir. Uy norm sinirh kime ve T’ sUrekli bir operatér oldugundan
Y(y,)c L, bir norm sinirli dik dizisi T'(U,) kimesi Gzerinde sifira dizgun
yakinsaktir ([6],Teorem 13.10). (x,)c[-xX] dik dizisi igin  |x,|<|X
oldugundan |x,|<|x| dir. Dolayisiyla (x,) dizisi norm stnirhidir. O halde her
bir ve>0 igin Ing eN > Vn2ng ve Vx’'eUy igin [T'X'(x,)| = [x'(Tx,)| <e dir,
béylece |Tx,| <& olur. Dolayisiyla E uzaynin keyfi sira sinirlt (x,) dik dizisi

igin lim|[Tx,| =0 elde edilir.

(2=3) Bir &0 sayisini ve herhangi bir xeE* elemanini secelim.

HipotezdenV(x,) [0,x] dik dizisi T’ (Ux:) kimesi Uzerinde sifira dizgln

yakinsaktir. Her bir >0 ve VfeUy igin (|'I“f|—x')+(x)<§ olacak bigcimde

0<x'eE’ vardir ([6], Teorem 13.9). 6=% olsun ve x‘(|y|)<6 olacak

sekilde |y| < x alalim. O halde her bir fe Uy igin ;

ey =)< T ()= (T -x) () )+xa | T4 (1)
<(Irfl-x) e)+x(lv])

E €
<—+—<g
3 3
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vfeUy igin [f(Ty) < %s oldugundan sup{] f(Ty)|:feUy }< %s’ yani [Ty]<e

elde edilir.
(3=4) E’ icinde E tarafindan uretilmis ideal A olsun.

O.E—E™"
y—> y: ET—IiR

f —y(f)=fly)

y, E~ (zerinde sira sinirh ve sira surekli oldugundan y:—:f}e(E"’);dur.
Ogasawara teoremine gére £ (E7,IR), £,(E",IR)=E~"=E" icinde bir
banddir ([6],Teorem 4.4). Dolayisiyla (E~ ), solid kumedir. y”cA ise
O<y” <y kosulunu saglayan bir yeE vardir. E Banach 6rglsu oldugundan

E'=E"dir ([6],Teorem 125). (ET), solid kime oldugundan da
y" €(E7), =(E"), bulunur. Yani Ac(E'), dir. E' uzay da bir Banach 6rgisi

olacagindan (E’) =E ™" saglanir. 0<x” A ise 0<x"< x olacak bigimde bir

xeE* vardir. Ac(E’), oldufundan E kimesi A iginde |o|(E",E")-yogundur

([6], Teorem11.16). Dolayisiyla 3(u,)cE agiigin u, by saglanir ve
U, ~xx]—2>0 , Vx'eE' ..(%

olur. £(E™,IR) Dedekind tam Riesz uzay ve |ug|-[x’]

< |ug — X’

esitsizliginden Vx'eE’ igin  0< |lug|-x"

IX|<u, -x|x|  saglanir ve

x| —R >0 oldugundan |ju,|-x"

lug - X" Ix]—F—0 dir. Dolayisiyla

|ua|—x’J5|—>0 elde ederiz. X, =[u,|AXx” seklinde tarimlanirsa
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0<x, <x"<x dir, dolayisiyla (x, ) <[0,x] olur.

g = X7 =| jua| AX"-x"] =

esitsizliginden vx'eE’ icin olur ve

X]

Ua = X"|[x’

o 50

elde ederiz (aym zamanda [xq —x”|——|ﬂ—>0). Dolayisiyla o(E"E’)<|o|E".E’)

oldugundan

X,~X"—% 50 ... (1)

saglanir.

fddia :T":E” > X" operatéri w -siireklidir. Xg, —oEE) ;9 oldugundan
vx'eE' igin (X xa)———+O dir. Her fe X' icin (f,T"xg)=(T"f,xg) ve
T f,x’&)L)O olacagindan (f,T" x&}—'f——>0 dir, yani
T" X%, —oXX) ,0drr. Dolayisiyla T” operatérii o(E",E")-streklidir. (1) 'den
devam edersek Tx, —¥—>T’x" saglanrr. e>0 olsun. Hipotezden ly|<x ve
x'(y))<25 iken |Ty|<e olacak sekide 6>0 ve O<x'eE’ segelim.
Xo —X"|— olE%E) oldugundan 5>0 sayisina karsilik

Joagel 3 Vazoap ve Vx'eX' igin (X' [x"—X,|) <8 olacak sekilde ki bir

ag damgasini  sabitleyelim. lxa - xﬁ' =Xg VXp ~Xg AXp £ Xg V Xg £X
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oldugundan her a,8 > a, igin,

(x',lxcl —xB|)=<x', Xq —x"+x”—xBI)

’

=(X/,

Xq — X+

x"-xﬁl)
S (X |xq =X +(X’,

<0+5=20

X"-xg]

saglanir. B>agsabitlersek ve geUy igin lim g(T"x"-Txg)=g(T" x"-Txp)
a2ug
azag

ve lim g(Tx, ~T"x)=0 dir. O halde |x,—X,|<x ve x'ﬂxn—x3|)<26

oldugundan ge U,. icin,

Ig(T' ”-TXB)( =I gizrgog(T(xa —XB))'

= lim | o{Teq - xp)|

< lim sup || T(x(J ‘Xﬁ)u <€

aza,

elde edilir. Her bir B> ag igin

T” "—TxBH<s cikar. Bu ise T'x"e X< X"

oldugunu gésterir. x" € A keyfi segildiginden T"(A)c X olur.

(4=>1) xeE™ secelim. iddia ediyoruz ki [10,x1]={x"€E":0<x"<x} kumesi
E” iginde w'-kompakt kimedir. x" [I0,x 1] ise xp, W x" olacak bicimde

(x”)c[10,x1] dizisi vardir. vgeE, igin 0=lim(x} -x"Xg)< (x-x")Xg)
saflandigindan  (x-x")(g)= (x—x +x; -x")(@)2 (xs -x")(@=0  dir.
Dolayisiyla x"[10,x1] dir. O halde [10,x1] kapalidir. E” Banach érgisi ise

O<x"<x oldugundan |[x’|<|x| sa§lanacagindan [10,xI] swurlidir.

Dolayisiyla [10,x1], E” iginde w*-kompakt kimedir. T":E" — X" operatéri
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w -strekli oldugundan T’(10,x1])c X" kumesi o(X",X’)-kompakttir.
Hipotezden T'[10,x1)c X kimesi o(X, X")-kompakttir.
TO,x]=T"0,x] < T1O,x 1] oidugundan T[O,x] relatif zayif kompakttir. Bu ise

- T.E—>X operatérinin sira zayif kompakt oldugunu gésterir.

Asagidaki 6nerme sira zayif kompakt bir operatérie sinirlandiriimis pozitif
operatdriinde sira zayif kompakt olacag: ile ilgilidir.

Onerme 2.3.7 : E , F Banach érgilerive ST: Eo> F pozitif operatdrleri igin
0< S <T saglansin. Eger T operatéri sira zayif kompakt ise S operatéri de

sira zayif kompakt operatérdir.

ispat : T operatéri sira zayif kompakt ise YxeE™ icin T[0,x] relatif zayif
kompakttir. Teorem 2.3.1 geregi V(y,)<[0,x] dik dizisi igin lim|Ty,|=0 olur.

Bu durumda verilen her bir £>0 sayisina karsilik 3ngIN 3 vn2ng [Ty, |<e

saglanir.

0<S<T = 0<Sy,<Ty, = 0<|Sy,|<|Ty|

esitsizliklerinden her bir e>0 igin IngIN > Vn2ng | Sy, <e, yani lim| Sy, =0

dir. O halde Teorem 2.3.1 geredi her bir xeE* icin S[0,x] relatif zayif
kompakttir. Dolayisiyla S operatérl sira zayif kompakt operatér olur.

Onerme 2.3.8 : E sira surekli norma sahip Banach 6rgisi ve X Banach uzayi

ise her T:E—»X surekli operatérli sira zayif kompakttir.

Ispat : E sira sirekli norma sahip ise Teorem 2.2.5 geregi E 'nin her bir sirali
araligi zayif kompakttir. T operatérinin surekliliginden T[0,x] zayif
kompakttir. Dolayisiyla T:E—X operatdéri sira zayif kompakttir.
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Onerme 2.3.9 : Her zayif kompakt operatér sira zayif kompakttir.

ispat ; E Banach érgiisii, X Banach uzayi ve T:E—X operatdru zayif kompakt
olsun. Her zayif kompakt operatér sirekli oldugundan T operatéra streklidir

sekilde (x,)c[0,x] dizisi vardir. 0<x, <x oldugundan [x,|<|x| dir ve (x,)
bir norm sinirli dizidir. Dolayisiyla T operatérii zayif kompakt oldugundan
Tx, —"—y olacak sekilde (Tx, )=(y, )= (y.) alt dizisi vardir. Boylece her
bir (y,)cT[0,x] dizisi X icinde zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir. Bu ise

T[0,x] kimesinin relatif zayif kompakt oldugunu goésterir. Yani T operat6ri
sira zayif kompakttir.

Fakat sira zayif kompakt operatorier zayif kompakt operatér olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.3.10 : 1:L4[01] > L4[01] ozdeslik operatérini géz énine alalim.

L4[01] sira surekli norma sahip Banach érgust oldugundan her sirali araligs

zayif kompakttir. Dolayisiyla I operatdrli sira zayif kompakt operatordar.

Fakat L,[01] yansimali uzay olmadigindan kapah birim yuvari zayif kompakt
degildir ([6], Teorem 10.5). Dolayisiyla I:L4[01]—>L4[01] zayif kompakt
operatér degildir.

Sira zayif kompakt bir operatorun adjointi sira zayif kompakt olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.3.11 : 1:¢4 — ¢4 6zdeslik dénisimunia gézénune alalim. ¢, sira

stirekli norma sahip ise her bir xe 247 igin [0,x] sirall arali§i zayif kompakt

olacagindan birim dénisum sira zayif kompakttir. (e,)c £, sira sinirli dik
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kompakt degildir.



3. L-ZAYIF KOMPAKT VE M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLER

Bu bélumde L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorierin genel
ozellikleri ve yari kompakt operatérierle iliskisi verilecekiir

3.1. L-zayif Kompakt ve M-zayif Kompakt Operatorierin Tamimlan ve
Genel Ozellikleri

Bu kesimde zayif kompakt operatérlerin bir sinifi olan M-zayif kompakt ve
L-zayif kompakt operatérier tanimlanmig ve o6zellikleri verilmigtir. M-zayif
kompakt ve L-zayif kompakt operatérler ilk defa P. Meyer-Nieberg tarafindan
tamimlanmigtir [16]. ik olarak oldukga sik kullanacagimiz bir kimeyi
tanimlayip 6zelliklerini verecegiz.

Tanim 3.1.1 : E bir Banach érgust olmak Gzere ;
E®:={xecE:(x,)c[0,xl],V¥(x,) monoton dizisi norm yakinsak }

seklinde tanimlanan kiime, E iginde sira strekli norma sahip kapali maksimal

idealdir. Gercekten x,yeE? igin kabul edelim ki (z,)<[0,jx +y|] herhangi bir
artan dizi olsun. x, =z, A]x| seklinde tanimlanan (x,) dizisi artanair ve
(xn)c[O|x|] saglanir. Dolayisiyla xeE? oldugundan x, Al sy olacak
sekiide ueE  vardir. (x,) dizisi yardmiyla olugturulan
Yn =2Zn —Xn = Zn — (2n /\IX|)= z, +(- 2, v—|x|)= Ovz,—|x| dizisi artandir ve
0<z, <|x+|y oldufundan (y,)<[O,y]] saglanir. yeE® oldugundan
Yn Ll v otacak sekilde bir veE vardirr. z,=x,+Yy, B TR
saglanir. (z,)<[0|x+y]l dizisinin azalan olmasi durumunda da benzer

sekilde ispat yapilabilir. O halde her monoton (z,) < [0,|x+y|] dizisi yakinsak

TfoﬂmHTASYOH MERKEZ
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olacagindan x+yc E? saglanr.

xcE® ve oeclR igin (z,)<[0ex|] monoton dizi olsun. 0<z, <|ax|<|e |x|

ise 0 s-li—lzn <|x| saglandigindan (l(l_lsz <[0,|x|] monoton dizidir. xe E® ise

—1-2,, —ﬂ'—"—>u olacak gekilde ueE vardir. Dolayisiyla z, —H—m u saglanir
o

ve |o/ucE olur. Yani (z,)c[0,jax|] monoton dizisi yakinsaktir. O halde

axc E?. Dolayisiyla E? bir alt vektér uzayidir:

E® uzayinin solid oldufunu gésterelim. xeE® ve |y|<|x saglansin.
(zn)<I[0]y|] monoton dizisi alalim. 0<z,<|y|<|x| ise (z,) dizisi [0|y|]
sirall aralijinda monoton bir dizidir. xeE® oldugundan (z,) yakinsaktr. :

Dolayisiyla yeE? yani E? soliddir. Sonug olarak E2, E iginde bir idealdir.
Teorem 2.2.5 geredi E? sira surekli norma sahiptir. E? sira sirekli norma
sahip oldugundan Teorem 2.2.5 'den E_f’l uzayi da sira surekli norma sahiptir.

xcE? elemanimi alalim. E? sira sirekli norma sahip oldugundan

Teorem 2.2.5 geredi 0 < x, T< x kogulunu sadlayan (xn) dizisi norm Cauchy
dizisidir. Dolayisiyla (xn) yakinsaktir. Diger taraftan 0<y, J<x kosulunu

saflayan (y,) dizisi aldigimizda (x-y,) dizisi artandir ve 0<x-y, <x
sadlanaca@indan (y,, ) dizisi yakinsaktir. Dolayisiyla x e E? olur. Béylece E®

kapalidir. Ayrica E? maksimaldir ([17], Teorem 2.4.10).

Eger E uzay! sira sirekli norma sahip ise Teorem 2.2.5 ile E? =E esitli§inin

varhgi agiktir.

Tanim 3.1.2 : E Banach 6rgist ve AcE bostan farkli alt kime olsun.
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kompakt kiime denir.

Asagida verecegimiz 6nermeler E Banach 6rgisi oimak {izere E ’nin L-zayif

kompakt kiimeleri ile E? arasindaki iligkilerini gésterir.

Onerme 3.1.3 : E, Banach érgusi ve x<E olmak tzere {x} kimesinin L-zayif

kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kogul x e E® olmasidir.

Ispat . (=) &} kimesi L-zayf kompakt olsun. O halde;
V(x,) < sol }=[-x}|x|] dik dizisi igin lim|x,|=0 oldugundan Teorem 2.3.3
geregi [-x||x|] zayf kompaktir. [-|x||x|]1=-x|+2[0,|x|] ise [O|x|] zaydf
kompakt, dolayisiyla Teorem 2.3.2 ile [0,|x|] sira aralifindaki her dik dizi
sifira normda yakinsaktir Boylece Teorem 2.2.5. ile VnelN igin 0 <x, T<|x

sartini sadlayan (x,) dizisi norm Cauchy dizisi olacagindan yakinsaktir. E
Banach 6rgust oldugundan (x,) dizisi yakinsaktir. Dider taraftan

(v,)¥[0,[x] dizisi igin VneIN , z, =|x|-y, seklinde tanimianan (z,)[0,x|]

dizisi yakinsaktir. Boylece (y,){<|x| dizisi yakinsaktir. O halde x cE® dir.

(<) xeE? olsun. E? sira sirekli ideal oldujundan Teorem 2.2.5 geregi
[0|x{]cE® zayif kompakttir. Dolayisiyla Teorem 2.3.2 'den [0|x|] sira
araliindaki her dik dizi sifira norm yakinsaktir,. O halde

lim | [xn| | = lim x| =0 dir. Béylece {x} kumesi L-zayif kompakt olur.

Onerme 3.1.4 : (a) E Banach 6rgusi igindeki her L-zayif kompakt kime, E®

uzay tarafindan kapsanir.
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(b) E® uzayinin her relatif kompakt kiimesi L-zayif kompakttir.

ispat : (a) AcE L-zayif kompakt kiime olsun. xeA = {X}cA = sol{x}csolA

| oldugundan lim|y,|=0 dir. {x}, L-zayf kompakt kumedir. O halde

Onerme 3.1.3 geredi x cE? dir. xeA keyfi segildiinden A cE® kapsamasi
saglanir.

(b) AcE? relatif kompakt olsun. E® sira sarekli norma sahip ise (Ea)

uzayina ait her norm simirh dik dizi sifira zayif yakinsak olacagindan A
Ozerinde dizgln yakinsaktir ([13],Sonu¢ 2.5). O halde A kimesi L-zayif
kompakttir ([13],Sonuc 2.10).

Onerme 3.1.5 . E Banach érgusindeki sonlu sayida L-zayif kompakt

kimelerin birlesimleri de L-zayif kompakitir.

n
Ispat : Aq,A,,...,A, cE L-zayif kimeler olmak Uzere A = UAk olsun. Her
k=1

bir keIN igin A, <[-X,,Xc]+&Ug olacak sekilde x, cE2 elemanlari vardir

n
([17].Teorem 3.6.2). x=k\_/1xk ile gosterirsek her bir kelN igin

n n
[-x,x ] [-xX] ve xeE% dir. |JA¢ c J[-xk.x]+eUg oldugundan
k=1 k=1

A c[-x,x]+eUg olacak gekilde x ¢ E2 elemani vardir. Dolayisiyla A kimesi

L-zayif kompakttir ([17], Teorem 3.6.2).

Onerme 3.1.6 ; E Banach 6rgusu icindeki her L-zayif kompakt kiimenin solid

konveks zarfi da L-zayif kompakttir.
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ispat : AcE kiimesi L-zayif kompakt olsun. A kimesinin solid konveks zarfini

A ile gosterirsek,
A= {xaE . |x|sZ:=1xklak| ,a,cA ,0<i elR ve Z:=1kk =1}

biciminde olacaktir. A kimesi L-zayif kompakt ise Ve>0 i¢in A c[-x,X]+eUg

olacak sekilde bir xcE2 elemani vardir ([17],Teorem 3.6.2). [-x,X] ve gUg
kimeleri solid ve konveks kiimeler olduklarindan [-x,x]+&Ug kimesi solid

ve konvekstir. A kimesini kapsayan en kU¢Uk solid ve konveks kiime A,
olacagindan &>0 i¢in A, <[-x,x]+eUg olur. Dolayisiyla A, kimesi L-zayif

kompakttir.

Onerme 3.1.7 : E Banach 6rgust icindeki her L-zayif kompakt kime relatif

zay!f kompakttir.

ispat : AcE altkiimesi L-zayif kompakt olsun. £>0 igin A c[-x,x]+&Ug

olacak gekilde x e E2 vardir ([17], Teorem 3.6.2). E? sira surekli norma sahip

bir ideal oldugundan Teorem 2.2.5 gere@i [-x,x] zay!f kompakttir. €>0 igin
Ac[-x,x]+eUg saglanacak gekilde [-xx] zayf kompakt kUmesi

bulunacagindan A relatif zayif kompakt bir kime olur ([6], Teorem 10.17).

Asagida tanimlayacagimiz L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatérier
ilk defa P.Meyer-Nieberg tarafindan veriimigtir [16].

Tanim 3.1.8 : E Banach érgasii , X Banach uzayi ve T:E—X strekli operatér

olsun. Her bir (x, )< E norm sinirli dik dizisi igin lim|Tx,[=0 saglaniyorsa T

operatériine M-zayif kompakt operatér denir.

Tanim 3.1.9 : E Banach o6rgust, X Banach uzayi ve T:X—E surekli
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operatér olsun. T operatéri X uzayinin norm sinirli kimelerini E uzayinin L-
zayif kompakt kimelere resmediyorsa T operatérine L-zayif kompakt

operat6r denir.

Asagidaki teoremde oldukgca sik kullanilan L-zayif kompakt ve M-zayif
. kompakt operatdrierin bir 6zelligi verilmigtir.

Teorem 3.1.10 : E Banach 6rgust , X Banach uzayi olsun. Bu durumda

asagidaki 6nermeler saglanir:

(1) T:E-X operatéri M-zayif kompakt operatér ise her bir ¢>0 sayisina

karsilik Vxe Ug igin HT( x|-u )¥| < e olacak bigimde bir ueE* vardr.

(2) T.X—>E operatéri L-zayif kompakt operatér ise her bir >0 sayisina

karsilik VYxe Uy igin ” ( Tx|-u )+ " < ¢ olacak bigimde bir uc E* vardr.

Ispat : (1) p(x)=|x| sekiinde tanimlanan p:E—IR fonksiyonu E uzay
Uzerinde bir yarinorm tarimlar. T operatéri M-zayif kompakt ise V(x,)c Ug

dik dizisi igin imp(Tx,)=lim|Tx,|=0 dir, ayrica Ug norm sinirhi solid kime

oldugundan her bir >0 ve Vxe Uy igin p(T( [x]—u)+)=” T(|x|-u)" | <e olacak

bicimde bir ueE* vardir ([6], Teorem 13.5).

.....

limlyn| =0 dir. p(x)=]|x| seklinde tanimianan p:E—IR fonksiyonu E uzayi

tzerinde bir yari norm tamimlar. I:E —>E 6zdeslik dénisimi sareklidir ve

her bir (y,,)csol(T(Uy ) dik dizisi igin limp(1y,)=0 saglanir. O haide her bir

<g¢ olacak sekilde ueE* vardir

yesol(TUx) igin p{1 (I -)*)=] (iv-u)*
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(16],Teorem 13.5). Dolayisiyla her bir £>0 ve VxeUy igin "(|Tx|_u)+ |’<e

olacak gekilde bir ueE* bulunur.

Asagidaki 6nermeler L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operatdr ile
sinirlandirilmis pozitif operatorlen?ﬁeaym 6zelligi saglayacagini gésterir.

Onerme 3.1.11 : E, F Banach érguleri ve S,T:E—F pozitif operatérieri igin
0<S<T saglansin. E§er T operatéru szaYIf kompakt ise S operatérii de
M-zayif kompaktir.

.....

Iim"Txn[[ =0 saglanir. Her bir e>0 sayisina karsilik 3nyIN 3 Vn>n, ||Txn|| <¢
[Sxn| < Slxa| < T{x,| oldugundan 0<| Sx,|<|Tjxs|| dir. Boylece
(lxn.| )< Ug dik dizi oldugundan her bir >0 icin 3ngIN > Vnzny, | Sxq<e

saglanir. O halde her bir (x,)c Ug dik dizisi igin lim|Sx,|=0 dir. Dolayisiyla

S operatéri M-zayif kompakttir.

Onerme 3.1.12 : E , F Banach érgileri ve S, T:E—F pozitif operatérieri igin

0<S<T saglansin. EGer T operatdrii L-zayif kompakt operatér ise S operatori
de L-zayif kompakttir.

ispat : T operatérii L-zayif kompakt ise her bir (y,,)csol(T(Ug )) dik dizisi igin
limly,|=0 dir. (v,,)=sol(S(Ug )) keyfi bir dik dizi olsun. O halde her bir neIN
igin  |yn|<|Sx,| olacak sekide bir (x,)cUg dizisi vardir.
Vn| <|Sxn| < S|xn| < T|xn| esitsiziiginden (y,), sol(T(Ug)) iginde bir dik -

dizidir. O halde limy,| =0 saglanacagindan S operattri L-zayif kompakttir.

Onerme 3.1.13 : E Banach érgusi, X Banach uzayi olsun. Eder E uzayi
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sira surekli norma sahip ise her T:X—»>E kompakt operatéri L-zayif
kompakttir.

ispat : E uzay! sira sirekli norma sahip ise E=E? dir. T:X—E operatéri

kompakt ise TiUxi norm kompakt kimedir. Teorem 3.1.4 geredi E? uzay:

icindeki her relatif kompakt kime L-zayif kompakt olacagindan T operatdri
L-zayif kompakttir.

L-zayif kompakt ve M-zayIf kompakt operatérlerin zayif kompakt operatér
olduklari P.Meyer-Nieberg tarafindan gésterilmigtir [16].

Teorem 3.1.14 : L-zayif kompakt ve M-zayif ‘kompakt operatérler zayif

kompakt operatdrierdir.

ispat : E Banach érgusi, X Banach uzayr olmak Uzere T:E—X
operatérinin M-zayif kompakt operatér oldugunu kabul edelim.

Teorem 3.1.10 geregdi her bir >0 ve VYxeUg igin “ T([x]—u)+ <g olacak

sekiide bir ueE*  vardr. X =[x Au+ (]x[ —u)"  egitliginden
T(( x| - u)+)= T(X-[{Au) saglanr. Her bir 0 ve VxeU igin

H T(x-u)" |<e oldugundan |T(x-xAu)|< e dir. Boylece VxeU{ igin

[Tx-TxAu|<e elde edilir. Yani, Tx-TxauesUy dir ve buradan

Txe Tx Au+eUy bulunur. 0 <xAu<u oldugundan TxeT[0,u]l+eUy saglanr.

Dolayisiyla T(Ut)c T[O,u]+& Uy saglanir. T operatérinan M-zayif kompakt

Teorem 2.3.1 ile T[Ou] relatif zayif kompakttir. Her bir ¢>0 igin
T(UE)c TIO,u]+eUx olacak sekilde T[Ou] zayif kompakt kiUmesi

bulunabilecedinden T(UZ) kumesi relatif zayif kompakttir ([6], Teorem 10.17).



“Benzer sekilde T(Ug) zayif kompakttir. Ug cUg -Ug oldugundan ve

T(Ug) = T(UE)-T(Ug)=T(UE)-T(Ug) saflandifindan T(UZ) ve T(Ug)
kimelerinin zayif kompakt olmasi T(Ug) kimesinin zayif kompakt olmasini

gerektirir. Dolayisiyla T operatéri zayif kompakttir.

T:X—E operatdrinin L-zayif kompakt oldugunu kabul edelim. O halde her bir
(u,) = soT(Uy)) dik dizisi igin limju,| = 0dir. Béylece Teorem 2.3.3 geregi
sol(T(Uy)) relatif zayif kompakttir. O halde T(Uy) relatif zayif kompakitrr,

yani T operatdru zayif kompakt operatérdar.

Teorem 3.1.14 'UGn tersi her zaman dogru degildir. Yani her zayif kompakt
operatér L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operatér olmak zorunda
degildir.

Ornek 3.1.15: T: ¢4 — £, operatéry, a=(a,,a,,...) olmak Uzere

Ta= (ian,ian,..) = ian(1,1,...)

n=1 n=1 n=1

bigimde tanimiansin. T(¢4)cspan{(1,1,.)} oldugundan T rank bir

operatérudur ve bdylece kompakttir. Dolayisiyla zayif kompakt operatérdir.

Fakat e, =(e")",, eﬂ:{é ; I'::rrw] seklinde tarimlanan (e,)c ¢, norm

sinirly dik dizi icin lim|Tep|_ =0 oldugundan T operat6ri M-zayif kompakt
degildir. Diger taraftan (e,)cso(T(U,)) saglanir. Ancak limle,| =0

oldugundan T operatér L-zayif kompakt degildir.

Asagidaki iki teorem tanim veya goéruntl uzaylarinin 6zelliklerine gére zayif
kompakt operatérier ile L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operatérierin
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cakistiklarini gésterir.

Teorem 3.1.16 : E AM-uzayi , X Banach uzayi ve T.E—X sirekli operatér

olsun. T operatéruniin zayif kompakt operatér olmasi icin gerekli ve yeterli
- kosul T operatérinin M-zayif kompakt oimasidir.

ispat : E AM-uzayi, X Banach uzayi ve T:E—X sirekli operatér olsun.

Teorem 3.1.14 geredi T operatéri M-zayif kompakt ise zayif kompakt
operatdrdur.

T operatérunin zayif kompakt ve (x,)cE norm sinirli dik dizi oldugunu kabui
edelim. T":E"” — X" operatéri de zayif kompakitir ([6], Teorem 17.2). E
AM-uzay ise Teorem 2.2.3 'den E” birimli AM-uzay1 ve (x,)cE"” norm
sinirli dik dizidir. (x,)cE” norm sinirli ise |x,|<M olacak sekilde bir M>0
sayist vardir. E” AM-uzayinin birimi e” ise [-e",e'] sira aralii E”

uzayinin kapal birim yuvardir ve ¥YnelN igin ;

Xn

M

< 1 = xﬁn c [—e”,e"] - (xn)C[—'Me",Me"]

oldugundan (x,) dizisi E” icinde sira siirh dik dizidir. T":E” — X" zayif
kompakt operatdér oldugundan sira zayif kompakt operatérdur. Dolayisiyla
Teorem 2.3.1 geregi lim|T"x,| =0 saglanr.

T"%n| = sup{ T"xp(X): x € X', |x]] 31}

= sup{|xn(T’x')[ x'eX x| < 1}
TX'(xa)|: X € X" x| <1}

_ supf
X'(Txp):x" e X', |x] < 1} =[Txq|

= sup{
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Boylece lim|Tx,|=0 saflanir, yani T operatéri M-zayif kompakt

operatérdr.

Teorem 3.1.17 : E Al-uzayi , X Banach uzayi ve T:X—E sUrekli operatér

olsun. T operatérinin zayif kompakt operatdér olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul T operatérinun L-zayif kompakt olmasidir.

Ispat : E AL-uzayi, X Banach uzayi ve T:X—E strekli operatér olsun.

Teorem 3.1.14 geredi T operatéri L-zayif kompakt oldugundan bir zayif
kompakt operatdérdiir.

T operatdéra zayif kompakt olsun. T(Ux) =zayif kompakt ve E AlL-uzay

limly,| =0 saglanir. O halde T operat6rii L-zayif kompakt operatérdir.

Asagidaki teorem L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatérierin eglek
operatérierinin de birbirlerini verdigini gdstermektedir. Bu sonu¢ P.Meyer-
Nieberg tarafindan veriimistir {16].

E bir Banach 6rgust olsun. E ve E’ 'niin bostan farkli norm sinirh iki alt
kimesi A ve B olsun. Bu durumda her bir (x,)csol(A) dik dizisinin B

Gzerinde sifira dizgln yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kogui her bir
(y,)csolB) dik dizisinin A Uzerinde sifira dizgun yakinsak olacagini

biliyoruz ([6] Teorem 18.12, [7]).

Teorem 3.1.18 : E bir Banach 6rgist olsun. X Banach uzayi olmak Gzere

asagidaki 6nermeler saglanir :

(1) T:E—X operatéruniin M-zayif kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
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T:X'>FE' opératérﬁnﬂn L-zayif kompakt olmasidir.

(2) T:X—E operatoriniin L-zayif kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
T':E’'—» X' operatérinin M-zayif kompakt olmasidir.

ispat ; (1) T:E—>X bir siirekli operatér olsun.

T operatéri M-zayif kompakttir <> Her bir (x,)cUg dik dizisi igin
lim|Tx,|=0 dir.

& Her bir (x,)cUg dik dizisi ve her bir ¢>0 sayisi igin
AngelN 3 Vnzng igin |Tx,| <e dir.

< Her bir (x,)cUg dik dizisi ve her bir e>0 sayisi igin ngeIN > Vn2ng ve

vx' eUy igin | x'(Tx,) |<edr.

< Her bir (x,)cUz dik dizisi ve her bir &0 sayisi igin
AngelN > Vn2ng ve VX' eUy igin | T'X'(x,) | <e dir.

Bu ise (x,)cUg dik dizisinin T'(Uy ) Uzerinde sifira dizgin yakinsak
olduunu gosterir. Dolayisiyla sol(Ug)=Ug oldugundan her bir
(yn )csolT’(Uyx)) dik dizisi Ug Gzerinde sifira duzgun - yakinsaktir
([6]. Teorem18.12, [7]). 5>0 sayisina kargilik 3ngelN > Vnzng ve VxeUg
icin | yn(x)|<8 saglanir. Boylece Vnzny igin sup{| yn(X)| : xeUg }< 3 olur,

yani Vnzng , |yp|<d dir. O halde ; T:E—»X operatéris M-zayif kompakt <

kompakt operatordir <> T': X' - E' L-zayif kompakt operatdrdir.

(2) T:X—E operatéri surekli operatér olsun. T:X—E operatéri L-zayif

kompakt ise V(y,)csol(T(Uy)) dik dizisi igin lim|y,|=0 di. Verilen bir e>0
sayisina karsilik 3ngIN > vnng igin |y,| <& saglanir. Boylece her bir e>0

dngeIN > Vn2ny ve Vx'eUp igin [x'(yy)|<e elde edilir. Bu ise her bir
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(vn)csol(T(Uy)) dik dizisinin Uz Gzerinde sifira duzgiin yakinsak oldugunu
goésterir. Dolayistyla sol(Ug )=Ug: oldugundan her bir (x;)cUg dik dizisi
T(UX) Gzerinde sifira dizgun yakinsaktir ([6], Teorem18.12, [7]). O halde

verilen bir 5>0 sayisina kargilik 3IngelN 3 Vn2n; ve VxeUyx igin
| xp (Tx)| < & saglanir. Boylece Vn=ng igin |T'xj(x)|< 8, yani Vn2nq igin,
sup{] T'xp (X)) : xeUg } < § olur. Béylece verilen bir >0 sayisina karsilik

vnzng igin

T’x;,“ < § dir. Béylece T:X—E operatéri L-zayif kompakttir
& V(xp)cUgp dik dizisi igin lim|T’xp[ =0 dir. & T':E' — X’ M-zayif kompakt

operatdrdr, denkligi elde edilir.

Onerme 3.1.19 : X ve Y Banach uzaylari , E Banach érgiist olsun. T:E—>X

operatéri M-zayif kompakt ve S:X—Y operatéra sinirh ise ST:E-Y

operatéru M-zayif kompakt operatdrdur.

lim|Tx,[=0 dir. VnelN igin |(ST)x,|<|S||Tx,| saglanacagindan

lim|(ST) x| =0 olur. O halde ST:E—Y operatérii M-zayif kompakttir.

Onerme 3.1.20 : X ve Y Banach uzaylari , E Banach érgust olsun. T:X—E
operatéri L-zayif kompakt ve S:Y—X operatorl sinirli ise TS:Y—E operatéri
L-zayif kompakt operatérdir.

ispat : T operatérii L-zayif kompakt ise T':E’'— X' operatéri M-zayif
kompakitir. S’: X' > Y’ operatéri sinirll oldugundan Onerme 3.1.19 geregi

ST:E'>Y' operatéri M-zayif kompakitir. (TS)'=S’T " saglandigindan

(T )' operatérll M-zayif kompakt, dolayisiyla TS operatéri L-zayif
kompakittir.
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Asagidaki teorem L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatér dizilerinin
norm limitlerinin sirasiyla L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operat6rier
oldugunu goésterir.

Teorem 3.1.21 : E Banach 6rgiisti ve X Banach uzay! olmak (zere

(1) E uzayindan X uzayl igine tammlanan bitin M-zayif kompakt
operatérierin kimesi, L(E,X) uzayinin bir kapal alt vektér uzayidir.

(2) X uzayindan E uzayi igine tanimlanan bitiin L-zayif kompakt operatérierin
kumesi, L(X,E) uzayinin bir kapali alt vektér uzayidir.

ispat : (1) ilk olarak M-zayif kompakt operatérler kiimesinin L(E,X) uzaymnin
alt vektdér uzayi oldugunu goésterelim. T,S:E—>X operatérieri keyfi M-zayif

kompakt operatérier ve a IR olsun. (x,)cUg dik dizisi igin lim|Tx,|=0 ve
lim||Sx,| =0 dir. Dolayisiyla €>0 igin 3ny,npeIN > Vn2n, ||Txnﬂ<% ve

Vnzn, [Sx,|<=— sadlanir. ny = maksfny,n,} sectigimizde n2n, igin ;

2

TS0 = Tty i < [T ] 1950 5 ol =

(Xn)cUg dik dizisi igin im|(T +aS)x, =0 saglanir. Béylece T+aS operatérl

M-zayIf kompakt operatér olur. M-zayif kompakt operatérierin kimesi L(E,X)
uzayinin bir alt vektér uzayidir.

Kabul edelim ki T:.E—X operatéri M-zayif kompakt operatérierin kiimesinin

L(E,X) icindeki kapaniginin bir eleman: olsun. O halde >0 igin ||T—S"<%
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olacak gekilde M-zayif kompakt olan bir S:E—X operatéri vardir. (x,)cUg

dik dizi ve >0 sayisina kargilik 3ngIN 3 vnzn, igin ;-
[Txal =1 (T =+ Spxal < (T - S)xal +fSxa] <& + £ =2

oldugundan lim|Tx,|=0 gikar. Bu ise T:E->X operatériniin M-zayif kompakt

olduunu goésterir. Sonu¢ olarak M-zayif kompakt operatorierin kiimesi,
L(E,X) uzay icinde kapah alt vektdr uzayidir.

(2) Ik olarak L-zayif kompakt operatérier kimesinin L(X,E) uzayimin alt
vektér uzayi oldugunu gésterelim. T,S:X—E iki L-zayif kompakt operatér ve
aclR olsun. T' ve S’ M-zayif kompakt operatérdir. T'+aS’ M-zayif
kompakt ve (T+aS)' =T'+aS’ esitliginden dolayi (T+aS)' M-zayIf
kompakttir. Boylece T+aS L-zayif kompakt operatér olur. Dolayisiyla L-zayif

kompakt operatérler kimesi L(X,E) uzayinin alt vektér uzayidir.

Kabul edelim ki T:X—E operatéri L-zayif kompakt operatdrier kiimesinin

L(X,E) uzay icindeki kapaniginda bir eleman olsun. O halde Iirﬁ"Tn -T|=0
olacak bigimde L-zayif kompakt operatérierin bir {T,}cL(X,E) dizisi vardr.
lim|T, -T|=0 ise lim

[Tr, = T'|=0 dir. Her bir neIN igin T; operatéri M-zayif

kompakt oldugundan (1) gere@i T’ operatdri M-zayif kompakttir. Dolayisiyla
T operatéra L-zayif kompakt operatérdir. Yani L-zayif kompakt operatérierin
kumesi L(X,E) uzayinin kapah alt vektér uzayidir.

Asagidaki teorem L-zayif kompakt operatdrierin gérintalerinin sira strekli bir
Banach 6rgisi tarafindan kapsandidi ile ilgili &nemli bir teoremdir.

Teorem 3.1.22 : E Banach érglsl , X Banach uzayi ve T:X—E operatéra L-

zayIf kompakt olsun. T(X) ile Uretilen ideal A ise A sira surekli norma sahip
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Banach érgusaddr.

ispat : A ideal oldugundan E uzayindan indirgenen norma gére Banach

Orgustdiar. A nin sira sirekli norma sahip oldugunu gostermek igin
Teorem 2.2.5 geregi A igindeki her sira sinirli dik dizinin sifira yakinsadigini
gbstermek yeterlidir. Kabul edelim ki xeA ve (xn)cA dik dizisi icin VnelIN |,

0<x, £x saglansin. xcA ise x < !‘_ Ty;| olacak gekilde y4,y,,....yx € X
n =1 Y2 k

1 2 Kk

vardir. Riesz ayrigim teoremi ile VnelN igin X, =Xp+Xp +...+X; ve

0<x}, <[Ty;| olacak sekilde x;,x2,...,.xX eE elemanlar vardir. (x,) dizisi dik
dizi ise her bir i=1,.. k i¢in (x'n) dizisi dik dizidir. T operatéri L-zayif kompakt
oldugundan Iim”xin" =0 dir. Dolayisiyla lim|x,[=0 olur. O halde A sira

surekli norma sahip Banach érgusudir.

3.2. L-zayif Kompakt ve M-zayif Kompakt Operetorierin Cakisma
Durumlian

L-zayif kompakt operatérierin M-zayif kompakt olmasi veya M-zayif kompakt
operatorlerin L-zayif kompakt olmasi zorunlulugu yoktur. Fakat Dodds-
Fremiin tanimlandiklan uzaylarin &zelliklerine gére L-zayif kompakt
operatérier ile M-zayif kompakt operatérierin ¢akigabildiklerini g&stermistir
[13]

Teorem 3.2.1 : E ve F Banach érguleri olsun. E' ve F sira strekli norma

sahip ve T:E—F sira sinirli operatér ise asagidaki 6nermeler denktir.

(1) T operatéra L-zayif kompakt operatérdar,
(2) T operatéra M- zayif kompakt operatérddr,
(3) T operatéru L- zayIf kompakt operatérdir,
(4) T' operatdri M- zayif kompakt operatorddr,
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(5) (x,) <E™ ve (xp) cF, norm sinirlh dik dizileri igin lim x;\(Tx,,)=0 dir.

ispat : 1¢>4 ve 2¢<>3 denklikleri Teorem 3.1.18 'den aciktir.

(4=5) T’ operatért M- zayif kompakt , (x,)cE* ve (x},)cF, norm sinirh
) n n

dik diziler olsun. VnelIN igin [x,| <M olacak sekilde bir M >0 sayis! vardr.

Xo (TXn) | =[T"Xq (xn) | < [T X0 [xa] < [T"x1] M

-----

lim]

T’ xp

=0 dir, yani lim x, (Tx,)=0 elde edilir.

(5=2) Kabul edelim ki (x,)cE™ norm sinirl dik dizisi icin lim|Tx,| =0 olsun.
n

O halde 3¢ >0 ve VnelN igin |Ty,||>2¢ olacak sekilde (y,)c=(x,) alt dizisi

vardir. E' sira surekli norma sahip oldugundan Teorem 2.2.8 geregi

y,——0dr. y,—*—0 ise [Tly,——>0 saglanir. Dolayisiyla [Ty,|<[Tly,

oldugundan [Ty,|—"—>0 elde edilr. Tumevarimla x;,([Tzn|)>23 ve
{4"ix§J(ITzn+1|)<% olacak sekilde (xp)cFi ,|xp|=1 ve (z,)<(yn)
i=1

dizileri vardir. ¢:F IR ; ¢=>2"x; olmak Uzere;

n=1
i=1

0,.F->IR; o, =(x{1+1 —4“Zx{—2"“<pj

seklinde tanimlanan o,, bir dik dizidir ([6],Lemma 13.4).

0n([T2n41] )2 (x;,+1 —4“§1:x{ -2 ¢J( TZpd| )
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n
On{[T2nl )2 Xl Tn = 4" 2 T2n -2 (T2 )
|=

> 26— 1. iZ'nx;,sznHI
n n=1

228—%—2‘"(p(|Tzn+1|)

vnelNigin @([Tzp.4|)>e o(®

Her bir nelN igin (pn([Tzn+1|)=maks{\yn(Tzn+1) ; [wnlvs on } esitliginden
(pn(sznH]):w,,(Tzng) ve |yn|<o, olacak sekilde (v,)cF;, segebiliriz.
(\un) dik dizidir ([6],Teorem 1.18). Béylece (z,)cE* ve (y,)cF,
olduguna goére her bir nelN igin hipotez geregi limy,(Tz,,,)=0 dir, yani
0n([Tznse| ) >0 olur. Bu ise (*) esitsizligine geligkidir. O halde T:E—F

operatéri M-zayif kompakttir.

(2=>1) Bir (y,) < so(T(Ug)) dik dizisini secelim. Burada (y,,) dizisini genelligi
bozmaksizin pozitif alabiliriz. (y,)csol(T(Ug)) ise 3Ix,eUg igin

0 <y, <[Tx,| saglanir. T operat6rii M-zayif kompakt operatér oldugundan

Teorem 3.1.10 geregi e>0 sayisina karsiik JucE™ igin “T(|X|—u)+ <g elde

edilir. x=xAu+(x-u)* esitliginden

0<y, <[Tx,| =|Tx,}“ -Tx,

< ITx;

+ ITx;

<Tixt —uy* +|T(x;; /\U)‘ +(T(x;, —u)+|+|T(x,; /\U)l

<[T(xy —u)*|+[T|

Xp A ul + 'T(x,‘, —u)*

+[T] Ix; A ul

<[TOG —u)* |+ [T u+ [T —u)*|+[T]ue 26 Up +2[0,[Tu]
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eUg ve [0,[T|u] solid kimeler oldufundan eUr+[0,[Tju] solid kumedir.
Dolayisiyla (y,)<2gUg +2[0[T|u] bulunur. Her bir neIN igin 3u, €2 U
ve 3v, €2[0,|Tlu] igin y, =u, +v, yazabiliriz. F sira strekli norma sahip ve
(vn) sira sinirly dik dizi oldugundan Teorem 2.2.5 geregi lim|v,|=0 olur.
V| = un + Va| <|un|+Va] oldugundan I¥all <lual+|Vva| dir. Ayrica u, €26 Ug
dir, dolayisiyla Ju,|<2¢ dir ve limjv,|=0 dir. Buradan ¢>0 sayisina
kargilik 3ng €IN » Vn2ny igin |v,| <€ olur. O zaman >0 sayisina kargilik

dng €IN 5> ¥n2ng icin |y,|<3e dir ve limy,|=0 elde edilir. Dolayisiyla

T:E—F operatéri L-zayif kompakt operatérdir.

Teorem 3.2.1 'Uin tersi her zaman dogru olmamakla birlikte ek sartlar altinda
dogrudur.

Teorem 3.2.2 : E ve F Banach 6rglleri olmak {izere asagidaki énermeler
denktir :

(1) Asagidakilerden biri saglanir.

(a) F sira surekli norma sahiptir.

) (E')={}
(2) Her T:E—F reguler M-zaylf kompakt operatér, L-zayif kompakttir.
ispat : (1(a)=>2) T:E—»F operatéri M-zayif kompakt olsun. Genelligi
bozmaksizin, M-zayif kompakt operatérlerin kimesi L(E,F) icinde kapali alt
uzay oldugundan T operatérini pozitif segebiliriz. F sira strekli norma sahip
oldugundan T operat6ri L-zayif kompakttir ([17], Teorem 3.6.14).

(1(b)>2) T:E—F operatdri M-zayif kompakt olsun. O halde T':F'—»F’
operatéri L-zayif kompakttir. Dolayisiyla T'(Ug) L-zayif kompakt kimedir.
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E’ uzayinin her L-zayif kompakt kimesi (E’ )? tarafindan kapsanacagindan

T'(UFQ)c(E' ¥ = {0} olur. Béylece V x'eUg igin T'(x)=0 dir. 0=y’ eF’

igin eUp dir ve T'( } 0 olur. Buradan Yy eF’ igin T'(y’)=0

ll 1! Iv1

gikar, yani T'=0 elde edilr. |T|=|T/ saglandigindan T=0 oimalidir.
Dolayisiyla T operatdrii L-zayif kompakitir.

(2=>1) Kabul edelim ki (E' ) #{0} olsun. O<x'e(E’)* elemanini

sabitleyelim. Her bir y e F* igin ;

T:-E>F
X—=>Tx=x(x)y

pozitif operatériini tammlayalim. Buna gére eglek operatdr ise ;

T:F SFE
y->Ty=y({y)x

seklinde tanimlidir ve pozitif operatérdar. y' e Up icin

| Ty’ x'<| ve T'y'e|y|[x,x] olur. O halde

T(Up)c|y|ix'x1 saglanir. T'(Up) L-zayf kompakt kime ise T’

operatér( L-zayif kompakttir ([17],0nerme 3.6.2). Dolayisiyla T operatérii M-
zayif kompakt ve hipotezimiz geregi ise L-zayif kompakttir.

I x| =sup {]x'(x)[:” x”s1,er} ise supremum tanimi geregi ﬂ)2(—'">0 igin

saglanir. z= ]]x” Zo seklinde

Ix1
3zp eUg vardr ve 5 <x'(zg)< 2 Xz0)

tanimiayalim. Buna gére ;
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xi(z)= L%

1 ve |2= ||x'|| | 2o "1 | 2o =] 20| =1

z 2 Txe)” 2 14/

saglanir. O halde x’(z)=|2L” oldugundan T(z):x'(z)y:”—;"y dir ve

béylece “Tx“ yeT(Ug) cikar.  Dolayisiyla  Vue[0,y] icin

0<2”

<27 x|y esitsizliginden 27| x|uesol(T(Ug)) dir. Béylece
27| x'| [0,yl < sol (T(Ug)) kapsamasi saglanir. T operatérii L-zayif kompakt
ise T(Ug) L-zayif kompakt kiime oldugundan sol (T(Ug)) kimesi de L-zayif

kompakttir. Her L-zayif kompakt kiime relatif zayif 'kompakt olacagindan ;

VyeF™" igin [0,y] siral aralifi zayif kompakttir. O halde Teorem'2.2.5 geregi

F sira strekli norma sahiptir.

Teorem 3.2.3 : E ve F Banach drguleri olmak tizere asagidakiler denktir :

(1) Asagidakilerden biri saglanir
(a) E' sira surekli norma sahiptir.
(b) F*={0}
(2) Her T:E—F regller L-zayif kompakt operatér M-zayif kompaktir.

ispat : (1(a)=>2) T.E-»F L-zayif kompakt operatér olsun. Genelligi
bozmaksizin, L-zayif kompakt operatérierin kiimesi L(E,F) icinde kapali alt
uzay oldugundan T operatérund pozitif alabiliriz. T':F’ —E' operatéri M-
zayIf kompakttir. E’ sira sirekli norma sahip oldugundan T’ operatéri L-
zayif kompakttir, dolayisiyla T operatéris M-zayif kompakttir

([17],Teorem 3.6.14).

(1(b)=>2) T:E-F operatéru regiler L-zayif kompakt olsun. O halde T(Ug)

JOSEKOCRETTM KURULD

Wmvw MERKRZA



43

L-zayif kompakt kime oldugundan “T({Ugz)cF? sadlanir. Hipotez geregi
= {0} oldugundan T=0 dir. Yani T operatéri M-zayif kompakttir.

(2=1) Kabul edelim ki F? = {0} olsun. 0<y e F? elemanini sabitleyelim. Her
bir x' eE’, igin;
T.E->F
x - T(X)=x"(x)y

seklinde tanimlansin. Buna gére eslek operatér ise ;

T F' >E'
y >T()=yy)x

bicimindedir. x € Ug olmak Gzere ;

7= X =

<[x]y = Txe|x| [yl = TUe)<|x] [v.]

saglandigindan T operatéra L-zayif kompakttir ([17], Teorem3.6.2).
Hipotezimiz geredi ise T operatéri M-zayif kompakt olacagindan T’

'} ise

operatéri  L-zayif kompakttir. . |

II Y] I

supremum tanimi geregi >0 igin 3y €eUp vardir ve

> <lyol=<|yl

||_Y||Yo

saglanir. y'= 2 Vo)
Yoty

seklinde tanimlayalim. Buna gére ;

[ vl VII

llvll | vol IIVH lval _

e V=3 o ny/

y'ly)="7
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saglanir. O halde y'(y)=l2Xﬂ oldugundan T'(y'):y'(y)x':ﬂ—éy—"x' dir, ve

boylece @X'ET’(UP) cikar. Dolayistyla Vu' €[0, x'] icin

0<27Y yju'<2y|x' esitsiziiginden 27| y|u’ e sol (T"(Up)) dir. Béylece
27Y y| [0.xTcsol(T"(Up)) kapsamasi saglanir. T’ operatora L-zayif ‘
kompakt ise T'(Ug) L-zayif kompakt kime, dolayisiyla sol (T’ (Ug)) kiimesi
L-zayif kompakttir. Her L-zayif kompakt kime relatif zayif kompakt
olacagindan V x’eE/', icin [0,x’] sirali arali§i zayif kompakttir. Dolayisiyla

Teorem 2.2.5 geredi E’ sira strekli norma sahiptir.
Teorem 3.2.4 : E ve F Banach érguleri olmak Uzere asagidakiler denktir :

(1) Asagidakilerden biri saglanir.
(a) E’ veF sira slrekli norma sahiptirler.
(b) (E') ={0} ve F*={0}

(2) Her bir T:E—F reguler operatérun M-zayif kompakt olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul L-zayif kompakt olmasidir.

Ispat : (1(a)=2) E' uzay: sira sirekli norma sahip ise Teorem 3.2.3 geregi
her bir T:E—F regller L-zayif kompakt operatér M-zayif kompakttir. Yine
benzer sekilde F sira sirekli norma sahip ise Teorem 3.2.2 gere§i her bir
T:E—F regliler M-zayif kompakt operatér L-zayif kompakttir.

(1(b)=>2) (E')? = {0} ise Teorem 3.2.2 geregi her bir T:E—F regtler M-zayif

kompakt operatér L-zayif kompakttir. Yine benzer sekilde F? ={0} ise

Teorem 3.2.3 geregi her bir T:E—F reguler L-zayif kompakt operat6ér M-zayif
kompakttir.
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(2=>1) Kabul edelim ki (1b) saglanmasin. Yani (E’)* = 0} veya F? = {0}.
Eger (E’')® = {0} ise Teorem 3.2.2 ile F sira surekli norma sahiptir. F sira
sUrekli norma sahip oldujunda da F®=F dir. Dolayisiyla F® % {0}
olacagindan Teorem 3.2.3 'den E’ sira strekli norma sahiptir. Benzer sekilde
‘F2 = {0} ise Teorem 3.2.3 geredi E' sira strekli norma sahiptir. E' sira

strekli norma sahip iken de (E')? =E’ olacaktir. Dolayisiyla (E')? = {0}

oldugundan Teorem 3.2.2 geregi F sira strekli norma sahiptir.

Verilen bu sonuglarda operatérierin regller olmasi gerekli bir sarttir.
Yukaridaki teoremler regller olmayan operatérier igin sadlanmayabilir :

Ornek 3.2.5 : E=C[0,1] ve F = ¢, olsun. E’ ve F sira strekli norma sahiptirler.

feE ve r,:[0,1]-IR ; rn(t)=sgn(sin(2"nt)) seklinde .tanimli n. Rademacher

fonksiyonu igin ;

[ <]

T.C01]>¢cq sz( [, dt)

n=1

seklinde T operatérint tanimlayalim. T operat6ri L2[0,1] yansimali uzayina

faktor edilebileceginden bir zayif kompakt operatérdur ([6], Teorem 17.17).
C[01] uzayt AM-uzay: oldugundan Teorem 3.1.16 geregi T operat6ri M-zayf

kompakttir. 0 < k < (n-1) olmak Uzere,

2"t — 4k  4k2™ <t<(4k+1)2™
f:[01]>IR ; f,(t)=4 -2""+4k+2 ; (4k+1)2"™" <t<(4k+2)2™
0 : (4k+2)2™ <t < (4k +4) 2™
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seklinde  tanimlanan f, €C[0,1] icin Ty = ( _[ ;fm rndt) olur.

n=1

.
(xn)=(6nk)={Lf"or“dt ’ n=|; seklinde tanimlanan (x,)cc, dizisi dik
Nz .

dizidir ve VnelN igin |x,| <[Tf,| sadlarur. Dolayisiyla (x,)c sol(T’ (Ucp 1))
kapsamas! vardir. Fakat VneIN igin lim|x,|= ] 4#0 dir. Bu ise T

operatérinun L-zayif kompakt oimadi§ini gésterir.

Ornek 3.26 : E=¢, ve F=L1[O,1] olsun. E’' ve F Banach oérguleri sira

strekli norma sahiptirler. R,, Rademacher fonksiyonlar ile Gretilen kapah
alt uzay olmak Uzere ¢:£, - R, izomorfizmi vardir ([17],Sonug 2.7.7). ¢,
yansimal uzay oldugundan ¢ operatért zayif kompakttir ([6], Teorem 17.3).
Dolayistyla L'[01] AlL-uzayi oldugundan ¢ operatéru L-zayif kompakttir.
Fakat (e,) U, dik dizisini géz énine alirsak lim| @ (e,)|=0 olur. Yani

¢ operatéri M-zayif kompakt degildir.

Tanm 327 : E ve F Riesz uzaylann olmak Uzere VxyeE igin

Txvy)=T(x)vT(y) sartim sa§layan T:E—F operatdrine érgu

homomorfizmi denir. Her 6rgli homomorfizmi pozitif operatérdir.

Tanim 3.2.8 : E ve F Riesz uzaylari ve T.E—F pozitif operatér olsun. vxeE

icin T[O,x] =[0, Tx] saglaniyorsa T operatdrine aralik koruyan operatér denir.

Onerme 3.2.9 ; E ve F Banach érguleri , T:E—F pozitif operatér olmak (izere

asagidaki 6nermeler saglanir.

(@) T operatéri L-zayif kompakt 6érgl homomorfizmi ise ayni zamanda
M-zayIf kompakt operatérdir.
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(b) T operatérii M-zayif kompakt aralik koruyan operatér ise ayni zamanda L-
zayif kompakt operatdérdur.

ispat : (a) (xn)cUE dik dizi olsun. T operatéri 6rgd homomorfizmi
oldujundan nzm igin 0 <|Txp|A|[TXpn| < TXq| A TiXm| = T(Xa| Axa[)=0
saglanir. Bu ise (Tx,)csol(T(Ug)) dizisinin dik dizi oldugunu gosterir.
Dolayisiyla T operat6rinin L-zayif kompakt olmasindan lim|Tx,| =0 olur. Bu

ise T operatérunin M-zayif kompakt oldugunu gésterir.

(b) T operatérii aralik koruyan operatérise T':F > E ~ érgi homomorfizmdir
([6]Teorem 7.7). E ve F Banach érguleriise E'=E~ ve F'=F~ saglanir.
T :F'->E’ L-zayif kompakt érgi homomorfizmdir. Dolayisiyla T': F; —>FE'
operatori M-zayIf kompakttir. O halde T:E — F operatdru L-zayif kompakttir,

3.3. Sira Siirekli Norma Sahip Operatorier ile L-zayif Kompakt ve M-zayif
Kompakt Operatorierin iligkisi

Bu béliumde sira surekli norma sahip operatérler tanimlanacak ve Dodds-
Fremlin tarafindan verilen sira sirekli norma sahip operatérierin L-zayif
kompakt ve M-zayif kompakthiginin gerekli ve yeterli kosul oldugu verilecektir
[13].

Tanim 3.3.1 ;. E ve F Banach érgileri , F Dedekind tam uzay ve T.:E —>F

sira sinirl operator olsun. £,(E,F) iginde 0<T, {<|T| olacak sekildeki her

(Tn) pozitif dizisi igin |T,| ¥ O saglaniyorsa T operatériine sira strekli norma

sahiptir denir.

Tanim 3.3.2 : E ve F Banach oérguleri olmak Gzere T:E—~F operatéranin

modQit taniml ise T operatdérunin regiler normu (r-normu)



T, =] M= sup {f Tl : <1}

bigiminde tanimiidir ve |T|| <|T| saglanir.

Eger F Dedekind tam uzay ise | .| normu £, (EF) tzerinde bir 6rgi normu

tanimlar ve £, (E,F) bu norma gére bir Banach 6rgasadr ([6], Teorem 15.2).

Agagidaki 6nerme T operatorinin sira strekii oimasini karakterize eder :

Onerme 3.3.3 : E ve F Banach érgileri, F Dedekind tam uzay ve T:E »F

sira sinirii operatér olmak zere asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

(1) T operatéri sira strekli norma sahiptir.

(2) [T|2T,, 4 0 olacak sekildeki (T, ) c£,(EF) adi igin [T, |4 O dir.

(3) 0<T, T<|T| ise (T,) ag: r-norm Cauchy agdr.

(4) 0<T, T<|[T| ise (T,) dizisir-norm Cauchy dizisidir.

B)v(T,)cl0, m] dik dizisi sifira norm yakinsaktir.

(6) ;Cb(E,F). icinde T tarafindan Uretilen ideal Ay Gzerindeki norm r-normu

olmak Gzere Ay idealinin norm tamlamasi bir sira sdrekli norma sahip

Banach 6rgustdur.
\

spat : (1=2) (T, ) <£,(EF) agi igin |T|>T, { 0 sadlansin. Kabul edelim ki

(T,.) Cauchy agi olmasin. O halde s>0 sayisina karsilik Ja, T dizisi igin

ITe, o] >= ("

r

vn2IN igin T, >0 ise inf{T, je£,(E,F) dur. inf{T, }=$ ile gosterslim. e>0
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sayisina kargiik 3ngelN > “T(,L"o —S“r <¢ saflanr. T, ¥ ise nzng,
T, <T, ve T, -S<T, -§ dr, ve [T, -§| <[T,,, 8| olur. O haide
¢>0 sayisina kargilik 3ngelN > Vn2ng igin ﬂTa,, —S“r < ¢ esitsizligi vardir.
Dolayisiyla (T, ) bir Cauchy dizisidir. Bu ise (*) esitsizli§ine geligki meydana
getirir. O halde (T,) , £, (EF) iginde bir Caucﬁy agidir. £,EF) uzayi
r-normuna gbre Banach orgusi oldugundan T, »R olacak sekilde bir
Ref,(EF) vardr. T,l0 ve T,—>R ise inf{T,}=R olmahdir

([4], Teorem 5.6). Dolayisiyla R=0 olur. e>0 igin Jag 3 [Tu|<e dir, ve

baylece |T,|{ O elde edilir.

(2=3) (T,)cL,(EF) adiicin 0<T, T<|T| saglansin. £y, E,F) uzayi r-normu
altinda Dedekind tam Banach &rgusudar. (T,) Gsten sinirh oldugundan
sup{T, }e £, (EF) dir. sup{T, }=S$ ile gosterelim. Va eT igin 0<S-T, 10

saglanir ve hipotezden |[S- Ty, YO olur. Her bir e>0 igin Jagel >
“S—Ta||r<—82— saglanr.  (S-T,)¥ oldufundan her a=aqg igin
§-T, <§-T,, vardrr ve [§-T,|, <[S-Tq, |, dir. Her bir &>0 igin o €T

> Vazap [8-Tuf, < -;- elde edilir. Dolayisiyla o,p > ag icin,

[Te - T, <[Te~S+8 ~Ty), <7 -S|, +[8 e %+-Z- =g
esitsizligi saglandigindan (T, ), r-normuna gore bir Cauchy agidir.

(3>4) 0<T, T<|T| saglayan (T,)c£,(EF) dizisi ayni zamanda bir ag



S0

oldugundan hipotez geredi bu agin r-normuna gére bir Cauchy dizisi oldugu
aciktir.

o8

n
(4=6) (T,)<[O[T]] dik dizisini alahm. Buna gore 0<) T, <VT <[T|
i=1

i=1

[l

n
saflanir. U, =>"T; bigiminde tammlanirsa O<U, Ts]‘l’] dir. Hipotezden
i=1

(U,) dizisi r-normuna gére bir Cauchy dizisidir. Her bir £>0 sayisina kargilik
IngeiN > vn2ng igin U, -U,_4|<e dir. Dolayisiyla |T,|=|Un—Upn|
oldufundan her bir g>0 sayisina kargilik 3ngeIN > Vnzng igin |T,|<e

saglanir. Dolayisiyla (T,,) operatdr dizisi sifira norm yakinsaktir.

(5=6) :ﬂb(E,F) icinde T operat6ril tarafindan Oretilen ideal Ay olmak Gzere
A;, £,(EF) uzayinn bir Riesz alt uzayidir. £, (E,F) uzayi r-normuna gére

bir Banach 6rgusi oldugundan Z\—T— r-normuna gére bir Banach 6rglstdar.
Hipotezden V(T,,) = [0,[T|] dik dizisi igin lim|T,|=0 dir. Bu 6nermeye denk
olarak Teorem 2.2.5'den 0< T, T< [T[ iken (T,) r~-normuna gére bir Cauchy
dizisidir. Yine Teorem 2.2.5 ile T, { O olacak bigimindeki (T,)cA dizisi igin

[Ta]| 4 O olur. Buise Ay idealinin sira sirekli norma sahip oldugunu gésterir.

(6=1) K; sira strekli norma sahip Banach 6rglsi olsun. |T| >T, 40
olacak gekilde (T,)c£,(EF) pozitif dizisini alalim. A solid kime

oldugundan (T,)c A ve A7 sira sirekli norma sahip oldugundan ITaj¥ 0

saglanir. O halde T operatéru sira strekli norma sahiptir.

Sira surekli norma sahip pozitif operatérlerin L-zayif kompakt ve M-zayif
kompakth§: ile ilgili sonu¢ Dodds-Fremlin tarafindan asagidaki sekilde



51
verilmigtir [13].

Teorem 3.3.4 : E , F Banach érguleri ve F Dedekind tam olsun. T.E-F

pozitif operatérinin sira sirekli norma sahip olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul T operatérinin hem L-zayif kompakt hem de M-zayif kompakt operatér
olmasidir.

ispat : (=) T sira surekli norma sahip ve (x,)cUg bir dik dizi olsun. Her bir

nelN ve xeE* igin;
Ty E—F ; To(x)=sup{T(x rk x,):k eIN*}

seklinde pozitif operatérler tanimlayalim. T, :E —>F operatérleri VkelN igin
x>xnkx, >0 ve T pozitif oldugundan T(x)z=T(x Ak x,)=0dir. Béylece
xeE™ igin T(x)2 sup{T(x AkXx,) i kelN }2 0 , yani T>T, >0 saglanr.
Xn AKXp =X, oldugundan T(xp Ak x,)=T(x,) drr, béylece

To(Xy)=T(x,) olur. yLlx, ise |yjax,=0 dir. Her bir vkeIN igin
yjAk xp, =0 dir. Béylece T,(y)=0 gikar. 0<x <x, olacak gekildeki xcE*

icin xAkx,=x oldujundan T,(x)=T(x) dir. m=n ve xeE" olsun.

xAkx, L Xy oldugundan T,(xAkx,)=0 dir ve Teorem 2.1.12 ile

0<Ty ATm(X) =inf { To(y)+ Tn(2) : V,2€E* y+2z=Xx}
STa(X=XAKXp)+Tp(xAkXy)
=T, (XTo(XxAK X,)
< T (x)-T(x Ak X;)

saglanir.
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Ta(x) = SUP{T(x AKXy ) 1k € IN*f = —T,(x) = —sup{T(x Ak x,): k € IN*}
= 0=T,(x)+inf{-T(xrkx,):k €IN*}
= 0=inf{T,(x)-T(x Ak x,): ke IN*}

0< Ty ATm(X) S Ty(X) - T(X AkX,) 4 0 = VxeE* igin T, AT, (X)=0

= T, LTy

T sira strekli norma sahip ise (T,) < [0,[T|] dik dizisi igin lim|T,| =0 dir. Her

(x,) < Ug dik dizisi igin ;
[T ) =Tt <[Tallxnl < [T - = tim{T(xn) =0

Dolayisiyla T operatéri M-zayif kompakttir.

0 <(y,)csol( T(Ug)) dik dizi olsun. O halde ¥nelN igin 0 <y, <Tx, olacak
sekilde x, eUg vardir. F Dedekind tam uzay oldugundan her band bir
projeksiyon banddir. y, tarafindan dretilen band B, ve B, Uzerinde
tanimlanmis sirali projeksiyon Pg_olsun. n=m igin Pg LPg_ oldugunu iddia
ediyoruz. ueB, ve veB, ise VkreINigin [usky, T|u ve |Varyy, T

saglanir.

lul A]V] = |u| ASUp {|v| ATYm }
reiN

= f::gﬂu[ AN AT Y §

= sup{sup {|u’ INTAN V| Ar ym}
relN L kelN

-suplaup (ks nryl
reIN L kelN
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N=zm igin y,ly,, ise Ky,Lry, saglanir, dolayisiyla ky, Ary,, =0 gikar.
O halde |ynlv|=0 ise B, cBf dir, béylece Py <P.4 =I-Py  olur.
Buradan da xeF igin (I-Pg_)(x)LPg (x) saglanir ([6], Teorem 3.10). xeF ve

n#m igin;

0< PBn (X) A\ PBm (X) < PBg‘ (X) A PBm (X) = (I - PBm )(X) A PBm (X) =0
saglanacagindan her bir xeF igin P, (x)1Pg (x) dir.
T,:E>F , Ty(x)=Pg T(x)

operatorini tanimlayalim. Py sirali projeksiyon oldugundan O0<Pg <Id.
O halde xeE" igin T,(x) = Pg (Tx)<I(Tx)=Tx ve 0<T, <T saglanir. Diger
taraftan nzm ve xeE" igin 0<T, ATy(x)< Pg, (TX)/\PB,,, (Tx)=0 dur.

Dolayisiyla (Tn) bir dik dizidir. T sira streklii norma sahip oldugundan

lim|T,| =0 olur. O haide (y,)c sol(T(Ug)) igin;

| ¥al=1Patyn) < PaTxn ) = Taxa < Tall Ia] <] Tl

oldugundan da lim|y,|=0 dir. Dolayisiyla T operatéri L-zayif kompakt

operatérdar.

(<) Kabul edelim ki T:E—»F operatéri hem M- zayif kompakt hem de L- zayif

s s w

kompakt operatér olsun. T>T, {0 olacak sekilde (T,)c £, (EF) dizisini

alalim. T operatéri M-zayif kompakt oldugundan Teorem 3.1.10 geredi her

bir &>0 ve [x|<1 igin [T(x-u)*

\s% olacak bicimde bir ueE* vardr.



x| = x| Au+(|x| - u)* esitliginden
ITa ()] < Ta (X)) = T (x| = u)* + To(x| Au) < T(|x| - u)* + Ty ()

cikar, boylece
TG0l < [T -]+ [T ()] < = +[Tatw)] (*)

bulunur. Teorem 3.1.22 geregi T(E) tarafindan Uretilen ideal sira surekli

norma sahip oldugundan bu ideal Gzerinde T,(u)+ 0 iken |T,(u)jj+ 0 elde
edilir. Her bir €0 sayisi igin 3ng eIN > ”T,,(u)“<—§— saglanir. O halde (¥

esitsizliginden €>0 igin IngeIN > [T (x)|<e dir. Dolayisiyla |T,[40

saglanacagindan T operatéri sira strekli norma sahiptir.

Teorem 3.3.4 ile sira strekli norma sahip pozitif operatérin esledinin de ayni
6zellige sahip oldugunu soéyleyebiliriz .

Sonu¢ 3.3.5 : E ve F Banach 6rgileri olmak Uzere T.E—F pozitif
operatdérinin sira surekli norma sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
T':F' > E' operatérunin sira strekli norma sahip olmasidir.

ispat : T sira surekli norma sahip ise Teorem 3.3.4 geregi hem L-zayif
kompakt hem de M-zayif kompakttir. Dolayisiyla T':F’' —»E’ operatéri hem
M-zayif kompakt hem de L-zayif kompakttir. O halde Teorem 3.3.4 geregi T’
sira sirekli norma sahiptir.

OCRETIM KURULY
Tf'&mﬁmou MERKEZS
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3.4. Yan Kompakt Operatorier ile L-zayif Kompakt ve M-zayif Kompakt
Operatorierin lligkisi

Bu bélimde yari kompakt operatérier tamimlanmig, bazi ézellikleri ve L-zayif
kompakt M-zayif kompakt operatbrierle iligkisi verilmistir. Yar kompakt
operatorler ilk defa A.C. Zaanen tarafindan tanimlanmigtir [19].

Tanim 3.4.1 : E Banach 6rgust ve AcE olsun. Her >0 igin A < [-x,x]+eUg

olacak sekilde x cE™ elemani varsa A kiimesine yaklasik sira sinirli kiime
denir.

Tanim 3.4.2 : E Banach &érgust, X Banach uzayl ve T:X—E sirekli bir

operatér olmak tUzere T({Uy) kumesi E iginde yaklasik sira sinirli ise T

operatérine yari kompakt operatér denir.
Asagidaki 6nerme yari kompakt operatérierin bir karakterizasyonunu verir:

Onerme 3.4.3 ; E Banach 6rgisi, X Banach uzayi olsun. T:X—E sirekli

operatérunin yari kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul herbir £>0 ve

vx € Uy igin u (| Tx|-u )+| <e olacak bigimde bir ue E™ elemaninin olmasidir.
J

ispat _: (=) T operatéri yari kompakt olsun. Her bir €>0 igin
T(Ux) < [-u,ul+eUg olacak bigimde bir ucE™" bulunabilsin. [-u,u] ve eUg
solid kimeler oldugundan [-u,ul+eUg kimesi de soliddir. VxeUy igin
TxeT(Uy)c[-uul+eUg kapsamasi ile |Tx|<|y,+y,| olacak bicimde

yi €[-uu] ve y, eeUg elemanlan vardir.

| T <|yal+]y2] = [Td-|ys[<]y2|



= (| ™ val)* <y
= (lTx]—u ) <| v

= |(I4-u )]sl val=s

saglanir. O halde verilen her bir €>0 karsilik Yxe Uy igin ﬂ(] Tx[—u )*" <eg

kosulunu saglayan bir ueE* vardr.

(<=) Her bir >0 ve Vxe Uy igin " (| Tx|-u )+“ < ¢ olacak bigimde bir ue E*
bulundugunu kabul edelim. |Tx|=| Tx|au+(|Tx|-u)* esitligi ve Riesz
ayngim teoremi ile Tx =y,+y, olacak gekide |y <|Tx|au ve
|y2|<(|Tx|-u)* sartlanm saglayan y,y, cE vardir. | yq|<| Tx|Au
oldugundan |y;|<u dir, bdylece yje[-uu] olur ve |yp|<(|Tx|-u)*

oldugundan |y, < “ (| Tx|-w?*

<g dir ve bdylece y, esUg elde edilir. O

halde VxeUy igin Tx =y;+y,el-uul+eUg, yani T(Ux)c-u,ul+eUg olur.

Buradan T operatériiniin yan kompakt oldugu goralir.

Asagidaki teorem kompakt ve L-zayif kompakt operatérierle yarn kompakt
operatdr arasindaki iligkiyi gésterir.

Teorem 3.4.4 : E Banach orgisii, X Banach uzay! olmak Uzere T:X—E
operatorii kompakt veya L-zayif kompakt ise yari kompakttir.

Ispat : T operat6riinin kompakt oldugunu kabul edelim. O halde T slreklidir

ve T(Ux) bir norm kompakt kiimedir. Dolayisiyla €>0 ve her bir xe Uy igin

| T ~u; || <e olacak bigimde bir {uy,uy,...,u,} = E sonlu alt kimesi segebiliriz.
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u=|uy|+|up|+...+|u,| bigimindeki ucE* elemanini alalim, xe Uy

elemanina kargilik en az bir u;igin | Tx-u; | <& saglandigindan
(| T-u) <(|d-]u| ) <|| -] u]| <[ Tx -y

[(IT-u)"

<| Tx -y, | <e

elde edilir, dolayisiyla T bir yari kompakt operatér olur.

T operatéruniin L-zayif kompakt oldugunu kabul edelim. T operatori L-zayif
kompakt operatér ise Teorem 3.1.10 gere§i her bir >0 ve VxeUy igin

[(I7-u)"

kompakt oldugunu gésterir.

<e¢ olacak bigimde ucE™ vardir. Bu da T operatérinin yari

Yari kompakt operatérier kompakt veya L-zayif kompakt olmak zorunda
degildir. Eger E sira surekli norma sahip Banach orgust ise Teorem 3.4.4 'Uin

tersi de dogrudur. Bu durumda E® =E oldugundan T:X—E operatérii yari
kompakt ise T(Ux)c [-x,x]+¢ Ug olacak bigimde bir ucE® vardir. O halde
T(Ux) kumesi L-zayif kompakttir, dolayisiyla T operatéri L-zayif kompakt
olur ([17],Teorem 3.6.2).

Teorem 3.4.5 : E ve F Banach érguleri ve T:E—F bir pozitif operatér olsun.

Asagidakiler saglanir:

(i) T operat6ri M-zayif kompakt ise yari kompakitir.
(i)  R:E—>F yar kompakt ve O<T< R ise T operatdrii de yari kompakttir.

ispat : (i) T : E — F pozitif operatsrunin M -zayIf kompakt oldugunu kabul
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edelim. Teorem 3.1.10 ile verilen her bir >0 sayisina karsilik VxeUg igin

| T -w)*|<e olacak bigimde bir weE * vardir. u=Tw ise T=0 oldugundan

JueF* igin;

(I74-u) = (177w )" < (T = Tw)" <[T{| -w ) < T(|-w )
saglandigindan “ (] T¢/-u )*“ < ” T(| X -w )+“ <¢  cikar.  Dolayistyla
Onerme 3.4.3 geredi T operatéri yari kompakt operatérdir.

(i) R.EE-F pozitif yari kompakt operatéri icin O<T<R siralamasinin
saglandigini kabul edelim. R operatort yari kompakt oldugundan her bir >0

sayisina karsilik " (|Rx{-u )"

<e ifadesini sadlayan bir ue F* vardir. VxeUg

icin;

<g

(| T-u) <(T]x-u)* <(RIx|-u)" ve “(|Tx|—u)+”s||(R| X-u)*

ctkar. Dolayisiyla verilen her bir €>0 sayisina karsilk VxeUg igin
“ (]Tx]—u Y" <¢ olacak bigimde JueF* vardir. Bu da T operatérinin yart

kompakt oldugunu gdsterir.

Yar: kompakt operatérler zayif kompakt, dolayisiyla M-zayif kompakt veya
L-zayif kompakt olmak zorunda degiidir. Ornegin 1:¢, —¢, 6zdeslik
operatér yari kompakt olmasina ragmen zayif kompakt operatér degildir.
Agagidaki teorem yar1 kompakt bir operatérin gérantastntin sagladi§ 6nemli
bir 6zelligi ile ilgilidir.
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Teorem 3.4.6 : E Banach orgisl, X Banach uzayi ve T : X — E bir yan

kompakt operatér olsun. O halde y tarafindan Uretilen ideal A olmak Uzere

T(X)c A, olacak bigimde bir yeE* vardir.

ispat : T:X—E operatéri yar kompakt oldugundan her bir neIN ve Vxe Ux

<n~" olacak bicimde bir u, €E* vardir. y= 22“" Hn_

[unl

ile tamimlanan y tarafindan Gretilmis ideal A, olsun. Her bir neIN igin

icin ” ([ Tx|-u, )y

£ _u, < 22‘ "u—” siralamasindan O<u, < 2" | u,| 22"‘ gikar
K

2
el Tudl

ve A, ideal oldugundan (u,)cA, buluruz.  xeUy icin

| x| =| TX| A uy, + (] TX|-u, )" esitliginden

-1

[T~ X wun | =} (|7 -uq )< n

saflanir. | T{Au, < u,eAy ve Ay solid kime oldugundan | Tx|Au, € A,

olur. Verilen bir £>0 sayisina karsilik dngelIN 3 Vnzng igin
N TX = TX{Aug | < % < ¢ saglandigindan | Tx| € A dir. Ayrica A, bir ideal

olduundan xeUy igin TxeA, elde ediir. xeX ve x=0 olsun.

eX ve 1 Tx)eA, Ay

] ] %] Ix1

ve Ay 'de bir ideal oldugundan her bir xeX igin T(x)eAy olur. Yani

<1 oldugundan T[ ]eﬂ; dir. Béylece

T(X)cA, saglanr.

Sarekli bir operatériun esleginin yarn kompakt olmasi sira zayif kompakt
olmasi igin yeterlidir.
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Teorem 3.4.7 : E , F Banach érglleri ve T:E—F ise bir surekli operatér
olsun. T operatérinin esledi T' yarn kompakt ise T opefatéru sira zayif
kompakitir.

Ispat . T.:E—F surekli operatér ve T’ 'de yar kompakt olsun. >0 sayisini ve

O<xeE elemanini sabitleyelim. T’ yari kompakt oldugundan Vx’'eUg igin

(| Tx]-0)| < ":‘(—" olacak gekilde 0 < g eE’ vardir. |y|<x ve of|y])<e

olacak bigimdeki yeE ve vx'eUg igin;

X' (Ty)| =] T W) <| TX' [ [ < (| Tx]=0 )" | ¥]+(| TX]n o) ¥]

—o ) (I¥)+o(|¥)
sl|(|T’x'|—<p)+“ [yl+e(ly)

[x]+o(]v])

<(| T’

(T |-o)

cikar. Boylece Vx'eUp icin |xX'(Tyf<e+e=2e saflanr. |Ty|<2e

oldugundan Teorem 2.3.6. (3) geregdi T operatéri sira zaylf kompakt operatér
olur.

Ancak eslek operatéri sira zayif kompakt olan operatérier yart kompakt
olmak zorunda degildir. Ornegin ¢, sira siirekli norma sahip oldugundan her

sirali aralik zayif kompakttir. Dolayisiyla 1: ¢, — ¢, 6zdeslik operatérl sira

zayif kompakt operatérdir. Buna karsilik 1 operatdri yarn kompakt degildir.

Onerme 3.4.8 . E Banach 6rgusit ve X, Y Banach uzaylar olsun. T:X—E

operatorl yari kompakt ve S:Y—X operatéria sinirl ise TS:Y—E operatori
yari kompaktir.
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Ispat : T:X—E operatéri yari kompakt ise her bir >0 sayisina karsilik
T(Ux)c[-xx]+eUg olacak bigimde xcE* eleman vardir. S operatéri
1

sl

TS(Uy)c TUx)cl-xx]+eUg = TSWUy)c|S|[-x.x]+&|S| Ug

simirli oldugundan Vx € Uy igin |Sx| <|S]| [x|<|S| ve =SWUy)<Ux olur.

1
I8l
¢'=|S|e ve y=[S|x segimiyle her bir ¢’>0 icin TS (Ux)c[-y.yl+e Ug
olacak sekilde 3y cE* elemani vardir. O halde TS operatéri yari kompakt

operatdrdir.

X bir normiu uzay ve X uzayinin bir alt kimesi A olsun. Her bir e>0 sayisina

karsiiik A — @ +¢ U, olacak bigimde X uzayinin bir ® sonlu alt kiimesi varsa

A kimesine norm-total sinirli kiime denir.

Onerme 3.4.9 : E Banach 6rgust ve T.E — E pozitif operatéri L-zayif

kompakt ve her bir xeE™ igin T[0,x] norm-total sinirli olacak gekilde
tanimlansin. Bu durumda 0<S<T siralamasini saglayan S:E — E operatéru
icin asagidakiler sadlanir:

a) Her bir xeE™ igin S[0,x] norm-total simirhdir.

b) S2 operatdri kompaktir.

ispat ; T[0,x] norm-total sinirli ise her bir >0 igin T[0,x]c ®+cU olacak
sekilde ®cT[0,x] sonlu alt kimesi vardir. 0<S<T esitsizlijinden
S[0XIcT[0O,x]c ®+eUz  saglanir. Dolayisiyla her bir e>0 igin
S[0,x]c ®+eUg olacak sekilde ®cE sonlu kimesi bulunabileceginden

S[0,x] norm-total sinirlidir.

0<S<T saglandigindan T.E — E operatéri L-zayif kompakt ve her bir
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xeE* igin T[0,x] norm-total sinirli ise S operatdrl de L-zayif kompakt ve her

bir xeE™ igin S[0,x] norm-total sirirlidir. S operatéri L-zayif kompakt ise
Teorem 3.4.4 geredi yarn kompakt operatérdir. Her bir >0 igin

S(UE)c [-u,u]+eUg olacak sekilde ueE™ vardir. Dolayisiyla
S%(Ug) c S[-u,u] +eSUg )  S[-u,u] +€[S| Ug ()
saglanir.  [-u,u]=-u+2[0,u] oldugundan S[-u,u]=-S(u)+2S[0,u] esitlidi

saglandigindan S[O,u] norm-total sinirh ise S[-u,u] kUmeside norm-totai

sinirhdir. Béylece (*) 'dan dolay S2(Ug) norm kompakt kiimedir. Bu ise S2

operatéruntin kompakt operatér oldugunu gésterir.

Onerme 3.4.10 : E Banach érgusi ve T:EHE pozitif operatéri M-zayif

kompakt ve her bir xeE* icin T[0,x] norm-total simirh olacak sekilde -

tanimlansin. Bu durumda 0<S<T olacak sekildeki her S:E— E operatdri igin

S2 kompakt bir operatdr olur.

Ispat : 0<S<T saglansin. T.E —» E operatéri M-zayif kompakt ve her bir
xeE™ igin T[0,x] norm-total sinirll oldugundan S operatéri de M-zayif

kompakttir ve her bir xeE* igin S[0,x] norm-total simirlidir. S operatéri

M-zayif kompakt ise Teorem 3.4.5 geredi yari kompakt operatérdar. Her bir
>0 icin S(Ug)c[-uu]+eUg olacak sekilde bir ueE* vardir. Dolayisiyla

S?(Ug)c Sl-uul+e S(Ug)c S[-uul+&|S| Uz ...(

saglanir. [-u,u]=-u+2[0,u] oldugundan S[-u,u]= -S(u)+2S[0,u] esitligi saglanir
ve S[0,u] norm-total sinirh ise S[-u,u] kimesi de norm-total sinirlidir.
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Dolayisiyla (*) 'dan S2(Ug) norm kompakt bir kime olur. Bu da S2

operatérinin bir kompakt bir operatér oldugunu gosterir.
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4. ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERIN L-ZAYIF KOMPAKT VE M-ZAYIF
KOMPAKT OPERATOR OLMA DURUMLARI

L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatérier zayif kompakt olduklar
haide zayif kompakt operatorier her zaman L-zayif kompakt veya M-zayf
kompakt operatér olmak zorunda degildir. Bu bélumde zayif kompakt
operatérlerin L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt olmalarinin hangi
durumlarda gergeklestigi verilmistir. Bunun igin Schur ézelligine veya pozitif
Schur ézelligine sahip uzaylarla ilgili sonuclar verilecektir.

Tanim 4.1 : E Banach érgust olmak tzere x, —*—0 olacak sekildeki her
(x,)<E dizisi igin | x,] >0 saglaniyorsa E uzayi Schur 6zelligine sahiptir

denir.

Benzer olarak x, —~—0 olacak gekildeki her (x,)cE™ dizisi iin | x| —0

saglaniyorsa E uzayina pozitif Schur 6zelligine sahiptir denir.

Aciktir ki Schur 6zelligine sahip uzaylar pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
Ayrica AL-uzaylan Schur 6zelligine sahiptir.

E Banach 6rgusu ve AcE olsun. Her ¢>0 icin A c[-x,x]+eUg olacak

sekiide xcE™ elemani varsa A kimesine yaklasik sira simirh kime

denildigini Tanim 3.4.1 'den biliyoruz.

Tanim 4.2 : E Riesz uzayi ve e>0 olsun. E@er x,ye[0,e] ve x Ay =0 iken x=0

veya y=0 ise ecE™ elemanina atom denir. E 'nin bitin atomlarinin Grettigi

band E 'ye esit ise E uzayina atomik denir.

C, Cg Ve {,(1<p<w) dizi uzaylar atomik uzaylardir.
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E Riesz uzayinin ecE™ eleman tarafindan Gretilen ideal, e ile Uretilen alt

vektor uzayina esit ise ecE™ elemanina E uzayinin bir diskret elemani denir.

Yani |, ={ae : acIR} ise e bir diskret eleman olur.

Argsimedyan bir uzayin atomiari ile diskret elemanlar gakigir. Yani ecE”
elemaninin atom olmasi igin gerek ve yeter sart diskret eleman olmasidir.

Asgagidaki teorem pozitif Schur ézelligine sahip Banach érgtilerini karakterize
eder.

Teorem 4.3 : E Banach ¢rgist olmak Gzere asagidaki dnermeler denktir.

(1) E pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
(2) x, —2—0 olacak gekildeki her (x,)cE" dik dizisi igin lim| x,|=0dr.

(3) E ’nin her relatif zayif kompakt kiimesi L-zayif kompakttir.
(4) D#AcCE sinirli kimesinin relatif zayif kompakt olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul yaklasik sira sinirli olmasidir.

ispat : (1=2) (x,)<E* dik dizisi igin x, —~—0 saglansin. E pozitif Schur

ozelligine sahip oldugundan lim| x,[=0 dir.

(2=>3) @=AcE relatif zayif kompakt kiime ve (x,)c sol(A) dik dizi olsun.
(jxq| ) dik dizidir ve (|xn| ) sOlA) ise | xy|—2%—0 dir (6] Teorem13.3).
Hipotezimizden dolayi || x,||=]x,] >0 elde edilir. Bu ise A kumesinin
L-zayif kompakt oldugunu gdsterir.

1

(3=4) VneIN igin enz(sn,k)z{o

n=k .
ecy bigciminde tanimianan
n=k

elemanlarin olusturdugu {en :nelN} kimesi ¢, . Banach orgusi igin bir
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Schauder tabanidir. f=(f,)r_y€cp =24 igin f(e,)=D fdnx =fn ve fety

n=1

ise Y [fa|< « dir, dolayisiyla lim f,=0 dir. Dolayisiyla e, —*—0 dir.
n=1
[+ o} 20}
Boylece {anenzzpnlm} kimesi  relatif zayif  kompakttir
n=1 n=1

(I6],Sonug 10.16). {e,,:nelN}c{ixnen:fmn]g} dolayi {e,:neIN}
n=1

n=1
relatif zayif kompakttir. Fakat (e,)cf{e, :n <IN} dik dizisi icin lim| e,|=1=0
oldugundan {en :neiIN} L-zayif kompakt kime degildir. Dolayisiyla E
uzayinin ¢, uzayina érgl izomorf hig bir alt 6rglist yoktur. Buradan E bir KB

uzay! olur ([17],Teorem 2.5.6). E sira surekli norma sahip oldugundan
Teorem 2.2.5 geregdi her bir sira arali§ zayif kompakttir. A yakiasik sira sinirli

ise Ve>0 sayisina karsilik 3xeE™ vardir ve A c[-x,x]+€Ug dir. [-xx] zayif -

kompakt oldugundan A relatif zayif kompakttir ([6], Teorem 10.17).

Tersine, A relatif zayif kompakt ise hipotezimiz gere@i A L-zayif kompakttir.

Boéylece Ve>0 karsiik 3xcE? vardir ve Ac[-xx]+eUg saglanir

([17], Teorem 3.6.2). Bu ise A kUmesinin yaklasik sira sinirii oldugunu
gGsterir.

kimesi relatif zayif kompakttir ([6],Sonug 10.16).

&, :nelN}c{ixnxn:ilxnlm} kapsamasindan f{x,:ncIN} relatif zayif
n=1 n=1

kompakt ise hipotezimiz geredi yaklasik sira sinirlidir. Ve>0 sayisina kargilik

IxeE* vardir ve. {xn:neIN}c[—x,x]+eUE saglanir. O halde nelN icin



67

a, e[-x,x] ve b, e Ug olmak Gzere Xp =ap +€eb,
yazabiliriz.0 < x, <|a, +ebp|<|a,|+€|b,| ise Riesz ayngim teoremi
geregince her bir neIN igin O<u,<|a,| ve O<v,<|b,| olmak uzere
Xn =U, +€V, yazabiliiz. x,———0 ise, VX' eE’ igin x(x,)—%-0 drr.

" 0<u, <x, ise VX eE’ igin | x(uy) |<|x’

(up) <| x'|(x,) saglanacagindan -

Vx'eE' igin x(u,)—2->0 dir. Dolayisiyla u,—2 >0 olur. Ug solid
kimedir ve (u,) dizisi Ug Gzerinde dizgin simiridir. O halde
limsup | u, | =limsup xj(u,) olacak sekilde O0<x,eUg dik dizisi vardir

([17],Onerme 2.3.4). Béylece ;
limsup || up | =limsup x;(u,) <limsup x'p(x)

elde edilir. Hipotezimizden dolayi her bir sirali aralik zayif kompakt
olacagindan Teorem 2.2.5 'den E sira surekli norma sahiptir. Dolayisiyla

x,, —~—0 ([17],Sonug 2.4.3) ve
limsup | x,| < limsup ([l Up|l+€ ] vy )<limsup lun|+e=¢

olur. Bu ise | x,| -0 oldugunu gosterir. Béylece E pozitif Schur 6zelligine

sahiptir.

Teorem 4.3 'Un sonucu olarak Teorem 2.2.5 yardimiyla pozitif Schur
6zelligine sahip uzaylarin sira strekli norma sahip olduklarini s6yleyebiliriz.

Teorem 4.4 : E bir Banach 6rgust olmak Uzere asagidaki 6nermeler denktir:

(1) E Schur ézelligine sahiptir.
(2) E atomik ve pozitif Schur ézelligine sahiptir.
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(3) E atomik ve her bir @#AcE sinirh alt kimesinin relatif zayif kompakt

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul yakiagik sira sinirli olmasidir.

Ispat : (1=>2) E Schur ézelligine sahip ise sira strekli norma sahiptir. Kabul
+ edelim ki E atomik olmasin. O halde E uzay! icindeki tim atomlarin Urettigi
band B olmak Uzere E#B olur. E sira surekli norma da sahip oldugundan

Dedekind tam uzaydir. Bu nedenle B bir projeksiyon banddir. Yani

E=B @ B* yazilabilir. Dolayisiyla B, E icinde hig bir atom icermeyen sira
strekli norma sahip bir Banach 6rgustdar. Dolayisiyla her bir xe (Bly ve
vnelN igin |xp|=x ve x,——0 olacak sekilde (x,)cE dizisi vardir.
Boylece; lim| x,|=lim||x,||=lim]x|=0 dir ([9],Teorem 2.2). Bu ise E

Banach 6rgustunin Schur ézelliine sahip olmasina celigkidi. O halde
kabulumiz yanlis, yani E atomiktir.

(2¢>3) denkligi Teorem 4.3. 'den saglanir.

(2=1) E atomik ise E uzayinda 6rgll operasyonlari zayif dizisel streklidir.

([17], Teorem 2.5.23). Yani x,—~—0 ise | x,|—>—>0 sajlanir. E pozitif

Schur ézelligine sahip oldugundan lim| x,| =lim||x,||=0 dir. O halde E

Schur ézelligine sahiptir.

Agagidaki 6nermeler ve Teorem 4.7 pozitif zayif kompakt operatérierin
L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt olduju durumlarda tamimiandikiar
uzaylarin 6zellikleri ile ilgilidir. Boyle durumlarda pozitif Schur 6zelligi 6nemli

rol oynar.

Onerme 4.5 : E ve F Banach érguleri ve her T:E—F pozitif zayif kompakt
operatér M-zayIf kompakt veya L-zayif kompakt olsun. Bu durumda E’ KB
uzay degil ise F pozitif Schur ézelligine sahiptir.
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Ispat : E’, KB uzay degil ise sira strekli norma da sahip degildir
(6] Teorem 14.11). O halde ¢:£, —»E 6rgt izomorfizmi ve P:E —¢(¢,)

pozitif projeksiyonu vardir ([17], Teorem 2.4.14 ,Teorem 2.3.11).

(xn)F™ dik dizisi igin x, —*—0 saglansin.

T:o(t4)>F
(7" )"T()\'n) Z}ann

seklinde tanimlanan T operat6ru pozitiftir ve

TUgte,))= {anxn 2 1! an“}

{anxn Zfl |<1} goruntl kimesi relatif zayif kompakt oldugundan T

n=1

zayif kompakt operatérdir ([6],Sonug 10.16). Boylece P projeksiyonu sirekli
oldujundan TP:E —»F operatorl zayif kompaktir ve hipotez geregi ise

M-zayif kompakt veya L-zayif kompaktir. e, = (6,,,,()= {:) ::: € £, dizisini

gézénine aldigimizda VnelIN igin ,
TP((Pen): ZP((Pen)xn = Z(‘Pen)xn =Xp
n=1 n=1

olur. @ bir érgii izomorfizmi altinda (e,)c ¢, norm sinirh dik dizisinin
géruntust de (pe,)cE bir norm sinirli dik dizi olur. TP operatéri M-zayif

kompakt ise lim | x,| = lim ||TP(q>en]|=0 dir. TP operatérii L-zayif kompakt

bulunur. Sonug olarak x,—~—>0 olacak gekildeki her (x,)cF* dik dizisi
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icin | x,| —>0 elde edilir. Dolayistyla Teorem 4.3 geregi F pozitif Schur

Ozelligine sahip olur.

Onerme 4.6 : E ve F Banach érglleri ve her T:E—F pozitif zayIf kompakt

operatér M-zayIf kompakt veya L-zayif kompakt olsun. Bu durumda F, KB
uzay degilse E’ pozitif Schur 6zellijine sahiptir.

Ispat : F, KB uzay degil ise bir ¢:cq —»F 6rgu izomorfizmi (igine) vardir

([17], Teorem 2.4.12). x;, —2E:E) ;0 olacak bigimde bir dik dizi (x,)cE’,

verilsin.
T:E>cocF ; Tx=(xh(x) ),
seklinde tanimlanan T operatéri pozitiftir ve eslek operatéru ise ;

T:41>F 4
(an) > T (ap)= Zanxh
n=1

bigimindedir. T'(U£1)={ianx'n:§:|an|s1} relatif  zayif  kompakt
n=1 n=1

olduundan T' operatéri zayif kompakt, dolayisiyla T operatéri zayif
kompakttir. Hipotezimiz geredi T operatéri M-zayif kompakt veya L-zayif
kompakttir. Teorem 3.1.18 geredi T' operatéri L-zayif kompakt veya M-zayif
kompakttir. (e,)cU, dik dizisini gbzonune alirsak her bir nelN igin
xp=T'e, esitigi saglanr. T  operatori M-zayif kompakt ise

lim|

?
xn

|=lim|T"e,[=0 olur. T operatéri L-zayif kompakt ve
(xp)csol(T'(U,,)) dik dizi ise lim|xy]=1lim| T e,|=0 buluruz. Sonug

olarak xj, —2EE) ;0 olacak gekildeki her (x;,)cE', dik dizisi igin |

Xp| >0

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4.3 gere@i E’ pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
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Teorem 4.7 : E ve F Banach érgdleri olmak Uzere her T:E—F pozitif zayif

kompakt operatér M-zayif kompakt veya L-zayif kompakt ise agagidakilerden
biri saglanir.

(1) F pozitif Schur ézelligine sahiptir.
(2) E’ pozitif Schur ézelligine sahiptir.
(3) E’ ve F KB uzaylandir.

ispat : E' ve F pozitif Schur o6zellijine sahip degilse Onerme 4.6 ve
Onerme 4.5 ile E’ ve F KB uzaylandir. Dolayisiyla (1) ve (2) énermeleri
saglanmadidinda (3) dnermesi saglanir. Kabul edelim ki (3) saglanmasin. Bu
durumda E’ veya F uzaylarindan biri KB uzay degildir. E' KB uzay degil ise
Onerme 4.5 geredi F pozitif Schur 6zellifine sahiptir. Yani (1) énermesi
sadlanir. F KB uzay degil ise Onerme 4.6 'den E' pozitif Schur dzelligine
sahiptir. Yani (2) 6nermesi saglanir.

Her T:E—F sira sinirli operatér M-zayif kompakt ve L-zayif kompakt olsa bile

E’ veya F nin pozitif Schur 6zelligine sahip oldugunu sdyleyemeyiz :

Ornek 4.8 : ¢, ve £, atomik Banach érguleri arasindaki her sinirli operatori
kompakt operatdrdir ([13],Teorem 7.6). £3 ve ¢, sira sUrekli norma sahip

olduklarindan her relatif kompakt kime L-zayif kompakt olacagindan T
operat6rt L-zayif kompakt , dolayisiyla M-zayif kompaktir. Ancak £5 ve ¢,

pozitif Schur ézelligine sahip degildir.
Teorem 4.3 ve Teorem 4.7 ile agagidaki sonug ¢ikarilabilir.
Teorem 4.9 : F , Banach érgist olmak Gzere asagidaki 6énermeler denktirler:

(1) F poxzitif Schur dzelligine sahiptir.
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(2) X Banach uzay: olmak Gzere her T:X—F zayif kompakt operatér L-zayf
kompakttir.
(3) Her T: 24 > F pozitif zayif kompakt operatér L-zayif kompakttir.

ispat : (1=2) T:X—>F zayff kompakt operatér ise TiUxi kimesi zayif

kompakttir. F pozitif Schur ézelligine sahip oldugundan Teorem 4.3 ile F 'nin
her relatif zayf kompakt kimesi L-zayif kompakttir. Dolayisiyla T(Uy),

L-zayif kompakt kiime, yani T operatéri L-zayif kompakt olur.

(2=3) ¢, bir Banach uzay! oldugundan hipotezimiz geregi her T:¢,oF

pozitif zayif kompakt operatéri: L-zayif kompakttir.

(3=>1) Her T: ¢,—F pozitif zayif kompakt operatér L-zayif kompakt olsun.

4 '=£w sira surekli norma ve pozitif Schur 6zelligine sahip degildir. O
1 .

halde Teorem 4.7 ile F pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
Asagidaki teorem Teorem 4.9 'un dualidir.

Teorem 4.10 : E bir Banach 6rgust olmak (zere asagdidaki 6nermeler

denktirler:

(1) E’ pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

(2) Y bir Banach uzayi olmak Uzere her T:E—Y zayif kompakt operatér
M-zayif kompakttir.

(3) Her T:E—c, pozitif zayif kompakt operatér M-zayif kompakttir.

Ispat : (1=>2) T:E —Y zayif kompakt operatér ise T': Y’ —E’ operat6ri de
zayif kompakttir ([6],Teorem 17.2). E’ pozitif Schur ézelligine sahip ise
Teorem 4.9 geredi T':Y'—>E’' operatéri L-zayif kompakt, dolayisiyla
T:E-Y operatdri M-zaylf kompakttir.
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(2=3) ¢, bir Banach uzay: oldujundan dolayi hipotezimiz geregi her

T:E—>c( pozitif zayif kompakt operatéri M-zayif kompakttir.

(3=>1) Her T:E—>c( pozitif zayif kompakt operatér M-zayif kompakt olsun.
(en )4 =cg dik dizisini gbz 6nine aldigimizda e, —*—0, fakat lim|le,| =0
drr. DoIaynsnylé Teorem 4.3 ile ¢, pozititif Schur ézélligine sahip degildir. Co,

KB uzayi olmadigindan Teorem 4.7 ile E’ pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

Asagidaki teorem reguler operatbrierin L-zayif kompakt veya M-zayif
kompakth@ ile ilgilidir. Fakat uzaylar Gzerinde ek sartlar getirilmigtir.

Teorem 4.11. : F Banach 6rgisi olmak tizere agagidaki 6nermeler denktirler:

(1) F pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
(2) E’ sira strekli norma sahip olacak sekildeki E Banach 6rgusu igin her
TeL,(EF) operatori M-zayif kompakt ve L-zayif kompakttir.

(3)E yansimali bir Banach o6rgist olmak Uzere her T:E—F 6rgu
homomorfizmi M-zayif kompakt veya L-zayif kompakttir.

ispat : (1=>2) F , pozitif Schur 6zelligine sahip olsun. M-zayf kompakt
operatérierin kumesi ile L-zayif kompakt operatérierin kimesi, L(E,F) uzay:
icinde kapah alt vektér uzaylari olduklarindan dolay! genelligi bozmaksizin
her T:E—F pozitif operatérin M-zayif kompakt ve L-zayif kompakt oldugunu

gostermek yeterlidir.

Kabul edelim ki T:E—F pozitif operatér olsun. (xn)c Ug dik dizi ise

(‘an)C Ug dizisi de diktir ve E' sira sirekli norma sahip oldugundan

Teorem 2.2.8 *den | x,|—*—0 bulunur. T operatdrii sarekli bir operatér ise
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T operat6ri zayif streklidir ([6], Teorem 17.1). Dolayisiyla T|x,/—%—0 ve

F pozitif Schur 6zelligine sahip oldugundan lim | T1xn| =0 dir.
| T, | < T %, = “ | Txa| | =] Xl <] T| xnl|

esitsizliginden dolay! lim| Tx,|=0. Yani T operatdri M-zayif kompakttrr.

Diger taraftan F pozitif Schur ézelligine sahip ise sira strekli norma sahiptir.
E’ ve F sira slrekli norma sahip olduklarindan Teorem 3.2.1 geregi T
operatdra L-zayif kompaktir. '

(2=3) E yansimali Banach orgisi ise Teorem 2.2.7 geredi E ve E' KB

uzaylandir. T:E—F bir 6rgd homomorfizmi oldugundan pozitif operatérdur ve
Te£ (EF). Hipotezimiz geregi T operatdri M-zayif kompakt ve L-zayif
kompakttir. '

(3=>1) F uzayinin pozitif Schur 6zelligine sahip oldugunu goéstermek ié;in
Teorem 4.9 ile her T:¢4 > F pozitif zayif kompakt operatérinin L-zayif

kompakt oldugunu géstermek yeterlidir.

Kabul edelim ki F KB uzay olmasin. O halde ¢, uzayini F 'nin kapal alt
6rousi olarak dusunebiliriz. ([17),Teorem 2.4.12). i: ¢, >c, cF dogal
gébmmesi bir érgi homomorfizmi olacagindan hipotezimiz geregi M-zayif
kompakt veya L-zayif kompakttr. (eq) , <U, dik dizisini géz énane
alirsak i doniisimi 6rgl homomorfizmi oldugundan i(e,)ci(U,, ) dik dizidir,
ve lim|i(e,)]=]e,]#0 olur. Bu ise i dénigimuniun M-zayif kompakt ve

L-zayif kompakt olmasi ile geligir. Sonug olarak kabulimiz yanlig, yani F bir
KB uzayidir.
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T: ¢4 > F zayif kompakt operatér olsun. T operat6ra yansimali bir E Banach
orgustne;, P:¢y —>E simirlt operatér ve Q:E —»F aralik koruyan o6rgu
homomorfizmi olmak Uzere T.=QP olacak sekilde faktdr edilebilir
([5], Teorem 2.2). Boylece Q operat6éru hipotezimiz geregi M-zayif kompakt
veya L-zayif kompakttir. Kabul edelim ki Q operatéri M-zayif kompakt olsun.
E’ ve F sira surekli norma sahip olduklarindan Teorem 3.2.1 gere§i Q
operatéric L-zayf kompakttr. O halde T:=QP yazlabildiginden
Onerme 3.1.20 geredi T operatéri L-zayif kompakttir. Sonug olarak
Teorem 4.9 'dan F pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

Asagidaki teorem Teorem 4.11 'nin dual versiyonudur.
Teorem 4.12 ; E Banach 6rgisi olmak lzere asagidaki 6nermeler denktir:

(1) E' pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
(2) F KB uzayi olmak tzere, her TeL (EF) operatéri M-zayif kompakt ve
L-zayif kompakttir.

(3) F yansimali Banach 6rgist olmak tizere, her T:E —» F hemen hemen
aralik koruyan operatérii M-zayif kompakt veya L-zayif kompakttlr.

ispat : (1=>2) E’, pozitif Schur 6zelligine sahip ve F bir KB uzay olsun.
Genelligi bozmaksizin T:E—F operatérint pozitif alabiliriz. E’ sira surekii

norma sahip ise £, uzayina 6rg izomorf olan higbir alt 6rgist yoktur ve F bir

zayif dizisel tam uzaydir ([6], Teorem 14.12). O halde T:E—F operatdrl zayif
kompakt operatordur ([18),Teorem 1.7). Dolayisiyla T':F' > E’ operatorl
zayif kompakttir. E' pozitif Schur ézelligine sahip oldugundan Teorem 4.9
geregi T’ operatoru L-zayif kompakttir. E’ ve F sira surekli norma sahip ise
Teorem 3.2.1 'den T operatéru L-zayif kompakt ve M-zayif kompakttir.
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(2=3) F bir yansimali Banach o6rgasu ise Teorem 2.2.7 geregi F ve F'
uzaylari KB dir. T:E—»F hemen hemen arallk koruyan operatér pozitif
operat6ér oldugundan reguler operatérdir. O halde hipotezimiz geregi T
operatdri M-zayif kompakt ve L-zayif kompakttir.

(3=>1) Kabul edelim ki E' sira surekli norma sahip olmasin. O halde

Teorem 2.2.5 'den 3y’'eE’ igin I(y,)c[0y]cE’ dik dizisi vardir ve
liml| y| =0 dir.

2e>0 sayisina karsilik Vmg eIN igin Im=my 3 |yp,| =& sadlanir. Yani,

mo=1igin am; =1 > |yp|=e 3“%%1, >1

>1

mo=2ign Imp22 > |y |2 :'Ey;nz

21

mg=nigin 3Im,2n > |y, [>e =>“£V;n.,

Xn =2—y§n" ve x'=gy’ seklinde tanimlandiginda, E’ sira surekli norma

sahip degilse VnelN igin |xp|21 ve (x;)c[0,x']<E’ olacak gekilde bir

x'eE’ ve bir (x,) dik dizisi bulabiliriz.
T:Eficly o Tx=Xyx)h,
seklinde tanimiayalim. xekE ve her kelIN icin
k K K k
3| xa ()< > xq X = (Zx;,}]x] = (V x,'n]|x| saglanir. VnelN igin x;, < [0,x']
n=1 n=1 n= n=1

k k
oldufundan \/x; <x' dir ve (V x;,]]x]sx'lx[ bulunur. Her keIN igin
\n=1

n=1

TE L OMANTAS VO wenedd
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(Zx )[x|<x | dir ve buradan ZI Xp(x)| <X’} x] < elde edilir. Boylece

n=1

Tx € £4 oldugunu géruriiz. O halde T operatori anlamhidir ve eslek operatéris

YAn )y €82 igin;

T, —>E  T'()= Y Anx,

bigimindedir. A=(,),n=(,)el, dizieri igin AAu=0 saglansin,

vn,melN(n<m) i¢in ;

n , m , m n , mn
inxi/\ Duxj= v Zkixi/\ujxj = v(xxlAquJ) Z(k Apg)xg =0

s=1

n n n
(Zkix{] T ve lim) ax = T'(R) ise sup{Zkix; : nelN} =T'(\) dir.
i=1

i=1 i=1

(iu;x{} T ve Iim%u-,x{ =Tu) ise sup{ipix; .m eIN}= T'(u) dir.
i=1 =

i=1

m
sup[ka,/\ZuJ JJ 0 > sup(ka,) Z;ujx’ﬁo
j:

neiN | j= neiN j=1

m
= TA)A ZHJX; =0
=1

meiN

= sup{T(x)/\ Z”JXJ} 0

= TA)A sup{ Zujx]}=0

meiN J—'
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Boylece AAp=0 ise T(A)AT'(u)=0 buluruz. Yani, T' operatéri 6rgu
homomorfizmidir. Dolayisiyla T operatér0 hemen hemen aralik koruyan
operatordar ([17], Teorem 1.4.19). Hipotezimiz geregi T operatéri M-zayif

1

kompakt veya L-zayif kompakttir. e, =(6,,'k)={0 ::: seklinde

R T 1 T T P

tanimlanan (e, )r_, c £, dik dizisi igin VnelN icin T'e, =x/, saglanir. T’
operatoéri L-zayif kompakt operatér ise (x},)=(T"e,)c sol (T'(U,Zz )) dik dizi
oldugundan | x| -0 dir. Eger T’ operat6ri M-zayif kompakt ise (e,)c Uy,
dik dizi oldugundan | x,||=|T’ e,] — 0 olur. Bu ise (x},) dizisinin ¥neIN igin
| xn =1 olacak sekilde segiligine geligkidir. O halde kabulumiz yanlig, yani

E’ sira sirekli norma sahiptir.

E’ pozitif Schur 6zelligine sahip oldugunu géstermek i¢in Teorem 4.10 ile her

T:E —>cq pozitif zayf kompakt operatérinin M-zayif kompakt oldugunu
gostermek yeterlidir. E' sira surekli norma sahip ise T:E — ¢, pozitif zayif

kompakt operatéri G yansimali Banach drgusine Q:E—G érgu

homomorfizmi ve S: G — ¢ pozitif operatér olmak Gzere T:=$ Q bigiminde

faktér edilebilir ([5], Teorem 2.5). Q 6rgi homomorfizmi oldugundan Q(E) bir

alt orgadar ve FzQiEiG, G Banach 6rgasu iginde bir alt érgi olur

([17],0nerme 1.2.3). G uzayimin yansimali oimasindan F yansimah bir
Banach érgusudar. O halde S, =S|F seklinde tanimlanirsa T operatori

T:=S§, Q olacak bigimde F uzayina faktér edilebilir.

Simdi Q:E—»>G operatérunin hemen hemen aralik koruyan bir operatér
oldugunu gdsterelim.0 < x eE elemanini sabitieyelim. y €[0,Qx] cF = Q(E)

ise 3(x,)cE 3 Qx, —y dir. Q 6rgd homomorfizmi ise |
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Q| Xa| AX)= Q| x| A Q X =| Qxp| AQX—| Y| A Qx =y

dir. Sonu¢ olarak her bir xeE igin Q(]xn|/\x)———>y olacak sekilde

(| x,,|/\x)c[0,x] dizisi bulabiliriz. Boylecey € Q[0,x], yani [0,Qx]c Q[0,x]
olur. O halde Q[0,x] kiamesi, [0,Qx] icinde yogundur. Yani Q operattri

hemen hemen aralik koruyan operatér olur. Hipotezimiz geregi Q operatort
M-zayif kompakt veya L-zayif kompakttir. E’ ve F sira strekli norma sahip
olduklarindan Teorem 3.2.1 geredi Q operatorl M-zayif kompakttir.
Dolayisiyla Onerme 3.1.19 geredi her T:E »c, pozitif zayif kompakt

operatoér M-zayif kompakt operatérdur. E’ pozitif Schur 6zelliine sahiptir.
Asagidaki iki teorem Teorem 4.11 ve Teorem 4.12. 'Un bir sonucudur.

Teorem 4.13 : F Banach 6rgusu olmak tzere a§a§|déki 6nermeler denktir:

(1) F KB uzayidrr.
(2) E' eslegi pozitif Schur 6zelligine sahip olacak bigcimdeki E Banach
6rgasu icin her Te;C,(E,F) operatéri M-zayif kompakt ve L-zayif

kompakitir.
(3) Her T:cy —»F o6rgu homomorfizmi M-zayif kompakt veya L-zayif

kompakittir.

ispat : (1=>2) E’ uzay! pozitif Schur 6zelligine sahip ve F uzay KB uzay ise
Teorem 4.12 geregi her Te£ (EF) reguler operatéri M-zayif kompakt ve

L-zayif kompakttir.

(2=3) T:cq »F orgt homomorfizmi ise pozitif operatdrdir, dolayisiyla

regller operator olur. (co)' =¢4 ve £, pozitif Schur ézelligine sahip Banach
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6rgust oldugundan T operatdri hipotezimiz geredi M-zayif kompakt ve
L-zayif kompakttir.

(3=>1) Kabul edelim ki F uzay: KB olmasin. O halde F 'nin, ¢, uzayina érg

‘izomorf olan bir alt érgiisti vardir ([17],Teorem 2.4.12). Bu alt érgiya W ile

gosterirsek ®:cq - W cF geklinde bir érgl izomorfizmi buluruz. Hipotez

geregi ®© 6rgu izomorfizmi M-zayif kompakt veya L-zayif kompakttir. Béylece
® operatéra zayf kompakt ve c;, AM- uzayl oldugundan M-zayif

kompakttir. (e,)c U, dik dizisini g6z 6nine alalim. ®:cy —» W operatori

birebir ve érten ise @~ vardir ve ®' >0 olur.

_“ en"_“ o q)enu Hq’ “ “ (Den“ =TT -_“ (Denu vnelN

!l ‘D‘1ll

= lim|| ®e,| =0

esitsizliinden ®:cy —-W cF operatérinin M-zayif kompakt olmasina

celigki elde ederiz. O halde kabulumiz yanhs, yani F uzay: KB olur.

Teorem 4.14 : E Banach 6rgusu olmak Gzere aga@idaki 6nermeler denktir:

(1) E’ sira sdrekli norma sahiptir.
(2) F pozitif Schur o6zelligine sahip Banach &6rglisii olmak Uzere her

Te£,(EF) operatéris M-zayif kompakt ve L-zayif kompaktir.

(3) Her T:E — ¢4 hemen hemen aralik koruyan operatér M-zayif kompakt

veya L-zayif kompakttir.

Ispat : (1=2) E’ sira sirekli norma sahip ve F uzay! pozitif Schur 6zelligine

sahip ise Teorem 4.11 gereg§i her Te£, (E,F) operatéri M-zayif kompakt ve

L-zayif kompakitir.
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(2=3) ¢4, AL-uzayi oldugundan Schur &zellijine sahiptir ve her T:E — ¢,

hemen hemen aralik koruyan operatér pozitif operatér oldugundan hipotez
gereQi M-zayif kompakt ve L-zayif kompakttir.

(3=>1) Kabul edelim ki E' uzayi sira sarekli norma sahip olmasin. E’' sira
strekli norma sahip degilse Teorem 2.2.5 geredi Ix'eE’ igin VnelN |,

| xp]| =1 olacak bigimde (x,)<[0,x’]cE’ dik dizisi bulabiliriz.
T:E>tycly 5 Tx=(Xp(X)r,

bicimde T operatdri tanimiayalim. O halde eglek operatéri ;

T, 5B TO)=3AX

n=1

bicimindedir. T operatéri 6rgi homomorfizmi oldugundan T operatdri
hemen hemen aralik koruyan operatérdar. Hipotez geredi T operatéria M-
zayif kompakt veya L-zayif kompakttir. Yani T operatéri zayif kompakt
operator olur. £, Banach 6rgusi bir AL-uzay: oldugundan T operatora L-zayif

kompakt, dolayisiyla T operatoru M-zayif kompakttir.

e =(6n,k)={10 ::: , (en)h4ct5 dik dizisi ve VnelN igin T'e, =x;,

saglanir. (e,)c U, dik dizi ve T operatori M-zayif kompakt ise
|xpl=] T"en] >0 olur. Bu sonug ise (x;) dizisinin VneIN igin | xp|>1

kosulunu saglamasina celigkidir. O halde kabulimiz yanlig, yani E' sira
surekli norma sahip olur.

Bu iki sonugc Teorem 4.7 'de verilen (1) ve (2) kogullarinin tek baglarina
teoremin tersinin dogru olabilmesi igin, yani zayif kompakt operattrierin
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L-zayif kompakt veya M-zayif kompakt olabilmeleri icin yeterli olamayacagini
gosterir. Ayni sekilde (3) kosulu da yeterli degildir.

Ornek 4.15_: E=F =/, olsun. E’ ve F uzaylari KB dir. £, yansimal uzay

oldugundan kapali birim yuvari zayif kompakitir. DolayISIylé I:E->F
6zdeslik dontstmi zayif kompakt operatérdiur. Ancak 1:E — F operatéri ne
M-zayif kompakt ne de L-zayif kompakt operatérdr.

AM-kompakt operatérler ilk olarak Dodds-Fremlin tarafindan tanimlianmigtir
[13].

Tanim 4.16 : E Banach 6rgust, X Banach uzayi ve T.E—X ise dogrusal

operatér olsun. Eger her bir xeE™ igin T[-x,x] relatif kompakt kime ise T
operatérine AM-kompakt operatér denir.

Onerme 4.17 ;. E Banach 6rgusi, X Banach uzayi olmak Gizere her T.E—X

kompakt operatéri AM-kompakttir.

ispat : 0=xeE™" igin o =:— olsun. axeUg ise;

1
[l

Faxax]cUs = Taxoax)cTUg)

saglanir. T operatéri kompakt oldugundan TiUEi kompakt , dolayisiyla
Til—a X, 0 xli kimesi kompakttir. X Banach uzayinda o T[-x,x] kompakt ise

T[-x,x] kimesi de kompakt olacagindan T operatéri AM-kompakt olur.

Asagidaki teoremler [17], Teorem 3.7.21 ’in bir genellegtiriimesidir.

Teorem 4.18 : E’ eslek uzayi sira slrekli norma sahip olacak bigcimde E

Banach orgist ve F ise pozitif Schur ézellijine sahip Banach 6rglsi olsun.
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Bu durumda E uzayindan F uzayi icine tanimlanan tim reguler kompakt

operatdrierin kumesi £ (E,F) icinde banddir.

Ispat : E' uzay! sira surekli norma sahip ve F ise pozitif Schur ézelligine
sahip ise Teorem 4.11 gere@i her T.E—F regller operatér M-zayif kompakt
ve L-zayif kompakttir. O halde T reguler operatérinin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul AM-kompakt olmasidir ([17], Teorem 3.7.4). Sonug¢
olarak E uzayindan F uzay igine tanimli tum regiler kompakt operatérierin

kumesi £ (E,F) iginde bir banddir ([17], Teorem 3.7.2).

Teorem 4.19 : E' eslegi pozitif Schur 6zelligine sahip olacak bicimdeki E

Banach orgisi ve F ise KB uzay olsun. Bu durumda E uzayindan F uzay:

icine tanimlanan tim regller kompakt operatérierin kimesi ;C,(E,F) icinde

banddir.

ispat : E’ uzayi pozitif Schur 6zelligine sahip ve F uzayi KB ise Teorem
412 geredi her T.E»F reguler operatér M-zayif kompakt ve L-zayif
kompakttir. O halde T reguler operatéruntin kompakt olmasi igin gerekli ve
yeterli kogul AM-kompakt oimasidir ([17], Teorem 3.7.4). Sonug olarak E ‘den

F 'ye tanimli tom reguler kompakt operatérler £ (EF) icinde banddir

([17), Teorem 3.7.2).



5. L-ZAYIF KOMPAKT VE M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERIN
MODULLERI

Kompakt ve zayif kompakt operatérier bir modile sahip olmak zorunda
degillerdir, veya module sahip olsalar bile modil kompakt veya zayif kompakt
olmak zorunda degildir. Bu bélimde L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt
operatorlerin modullerinin hangi durumlarda tanimh oldugu ve modulin L-
zayif kompakt veya M-zayif kompakt olmasi gerektidi verilecektir. ilk olarak
bazi operatérler yardimiyla Banach érgileri arasinda L-zayif kompakt ve M-
zayif kompakt operatérlerin tanimianabilecegi gosterilecektir. Daha sonra bu
sonuglar genel uzaylar igin verilecektir.

¢3 | 2"-boyutlu Oklid uzayl olmak Gzere xe/3 igin S, =E 11] ve

Sh +1=[§" _SS"J seklinde tamimlanan matrisler yardimiyla |]S,,||=2%
n n

olacak gekilde VnelN igin S,:¢5 —¢5 operatorleri tamimlanabilir. |S,|,
butin bilegenleri 1 oldugundan 1, =(11....1) ve x=(x4,X5,...X» )€ £% igin

ISn|= (Zim() 1, seklinde tanimiidir ve | [S, | | =2"olur [2].
e%" , 2" -boyutlu Oklid uzay: olmak Uzere x e f%ﬂ icin
C 2 2
Jn . £2 — L°[01] - J (X) Zxkxlk—l _k_]

seklinde tanimianan J,, bir 6rgl izomorfizmdir [2]. Gergekten

{

2 2
- 2 _ - 2
9= | Zx Kt Ky L0 ve  dyle = glxkl X ke ’10]
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her bir te[0,1] igin bir tek keIN vardir ve te[<=!
2 2
ka

M~

k-1 k. (t)=x, ve —Zxkx k-1 k (t)=-Xx, ise
k=1 [F'E’T] 2n ’_]
2
D XX k-1 k. (=|xc| saglanir. Yani vte[o, 1]|g|n
=y
I Zxk Xt Xl = l TS Ky =

Jn operatérl bir 6rgu izomorfizmdir.

2
21"
lJnx12<t>=(Jnlx|)Zm{z!xklx[g L;J ()
k=1 2n ’2n

2 o
= g’xk'x[%,%](t) é{xk]x[% L ®

- |’<kl2

esitliginden dolayi,

[9nX],, =[;ﬂJnx|2du]% ) :1 Iki o (tyat E
(B 2ij 2 {zu] ="

saglanir. J, ve S, tanimlarindan J, |S,| x=(zz;xk)xm ve [JpSp|=1,



| JnlSnl|= 272 saglan.

k-1 k :1Sk52n} olur.

H, = Jn([‘é") seklinde tanimlarsak H, = span{x |
Fa

2l’l
Dolayisiyla y = Zxkx[%l X j&Hy igin IVHy > 6% 3N y) = ()2, olur.
k=1

Burada a, =x, 'dir.

Hn =doleZ ) 12001 ve fel2[01] olmak tzere;

> =
Q,:L’[0,1]=H, ; Qu(f)=2"Y| [ fdu|Y k1«
k=1 ;n;1 [2,. -”2',.—1

seklinde tanimlanan Q,, operat6ri pozitif dogal projeksiyondur [2]. Gergekten

fgel?[01] ve acIR igin,

»( &
Qn(f+0g)=2"3"1 | (F+ag) du|X x-1«
= [l

x
il

I
N
=3
N
N
—-h
Q.
=
P
~
AN
+
R
N
3
N
i
«Q
Q.
=
—‘x
.y
1
—
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olduundan Q(f+ag@)=Q,(f)+aQ,(g) saflanir. Yani Q,

operatéra
lineerdir.

|—-,'§ l’r

k=1

=
I

Qn*(f) = Qn(Qn(f)) = 2"2[ Qn(f) du]xk

['—2,,_-5"']

- du | X k-
k-1 k k-1 k
[_____.,_]} J [_’_]

il

1}
N
>
=
N
N
N
g[zo_,g]w

——
N
o 3
i
N
N [T ey =
w—y
£
S—ee v
x

Lz 7
=2"Y| | fdu X1 &
k=1, & i onl
=Qp(f)

2, = ofﬂ{zn z{

- £ ’ .
[Qnfl, <27 %) JIflaw ")
k=1| &1
& 2 (x L &
2“ zn 2“ n
Holder esitsiziigine gore | [|f| du| <| [ du |l [du|=| [ du |2
k=1 k-1 k-1 k-1
2" 2" 2" 2n

saglandidindan (*) 'dan devam edersek

k

ot <2 ffl 0= T = i = I, = 0], <,

zn
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dir. Ayrica Hy, sonlu boyutlu oldugundan Q,, kompakt bir operatérdir. Q,, ve

J;! operatérierini gézénine alirsak

Kk 2 L
"Qf n = 2“2fdp <2 7 d 27" = 2" 2 d = 2"[f2
22 L
2 - k-1
" L oy
= a'an] . <27,

Jn,Sh.Ji! ve Q, operatorierinin yardimiyla

A, :L2[01]—H, ; A,=2"J.8,J;'Q,

operatbranu tanimlayalim [2].

-1 S . J
L,[01] G >H, Jn »(2 —N 402N ,H <12[01]

oldugundan A, iyi tanimlidir. O halde VnelN igin A, operatérii kompakt

operatérdir ([6], Teorem 16.1). Her bir fe L? [01] i¢in

Al =”2‘”JnSnJ;

ofl, <2 aSal ”J;1an“e .S 27" nSn|

elde edilir. Boylece her bir fel?[01] igin |]Anf||52_% ||f||L2 saglanr.
An| =27"J,[Sp 95 "Qp, dir, gergekten Uy, =27"4,|S,1d5'Q, olsun. J;' ve Q,,

pozitif operatérler oldugundan her bir 0<fel?[01] igin J;'Q,f>0 dir ve
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+8, <|S;| oldugundan iSn(J,',1Qn)f s|8n|(J;1Q,,f) saglanir. Yine ayni

sekilde J,, pozitif lineer operatér ve 27" >0 oldugundan

3 819710 f) < n (S 7 ")
+27"J,8,Q,f <27"J, |8 5 1Q,f
A, <U,

dir. £A, <L, olacak sekilde L, :L[01] —H, operatorini géz 6ntne alalim.

O halde her bir feL2[01] igin

+27"J,S,7'Q,f <L, f
2y (£8,J71Q,f)< Lyt
tg,Q,f<2"dn Laf)
+S,d5"Qnf <[S,3'Q,F < 2" (L)

271,18, 05 'Qnf < Lyf
Unf <L, f

U, <L,
cikar. Boylece An|=27"d,8057Q, saglanir. Dolayisiyla

|An| (f) = (J.;f d].,l) X[o’ﬂ dir.

Yukarida yapilanlari ve tanimlari géz 6ntne alarak asagidaki teoremleri
verebiliriz :

Teorem 5.1 : E =12[01] ve F =c0(L2[0,1]) olmak Gzere M-zayif kompakt ve
L-zayif kompakt olacak sekilde T:E—F kompakt operatéri vardir. Ancak

T operatérii reguler degildir.



ispat : A, =27"J,8,J5'Q, olmak Gzere;

T:E>F ; Tf=(Af),, VfcE

n
bigiminde tanimlayalim. Her f e L2[01] igin Aqf eL?[01] ve [Af] <2 2Jf]

saglandigindan Tf e ¢, (L,[0,1]) dir.
TUg)={Tf : feU}= {(A,,f);';’=1  felg }c HAn(UE)
n=1

Boylece T(Ug cHAniUEi elde edilir. VnelN igin A, operatérieri kompakt
n=1

oldugundan T operatéri de kompakttir. Bdylece T':F'—>E' operatéru
kompakttir ([6], Teorem 16.2). E yansimali uzay oldugundan E’ sira surekli
norma sahiptir. (E')* =E’ ve T'(Ux) kompakt kimesi L-zayif kompakt kiime
olacagindan T':F'—>E’ operatéri L-zayif kompakttir. Dolayisiyla T:E—-F
operatéri M-zayif kompakt olur. Yine benzer sekilde F sira sirekli norma
sahip ise F2 =F dir ve T{Ug)cF? kompakt kimesi L-zayif kompakt kiime

olacagindan T:E—F operatéri L-zay;lf kompakttir. Fakat T operat6ri reguler
degildir.

Teorem 5.2 ; E=L1%[01] ve F= c(L2[0,1]) olmak tizere E 'den F icine olan
M-zayif kompakt ve L-zayif kompakt bir regller operatér tarimlanabilir. Fakat

tanimlanan bu operatérin modGla yoktur.

Ispat: A, =27"J,S,47'Q, ve Agp_q =1, Ay, =0 olmak Uzere ;
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T:E—F; TF=QyAnf),

seklinde tanimlayalim.

TUg)={Tf : feU}= {(annf):=1 : fe UE_}c ﬁann Ue)

Boylece T(Ug)c [JAnAn(Ue) saglanir. Her bir neIN icin A, kompakt

n=1
oldugundan A,A, kompaktir. Dolayisiyla T operatérl kompakttir, yani

T :F'—E' operatéri kompakttir ([6],Teorem 16.2). E yansimali uzay

oldugundan E’ stra surekli norma sahiptir. (E')* =E’ dir ve T'(Uz) kompakt
kimesi L-zayif kompakt kime olacagindan T':F'—E’ operatérl L-zayif

kompakttir. Dolayisiyla T:E—F operatéri M-zayif kompakttir.

Yine benzer sekilde F sira srekli norma sahip ise F? =F ve T(Ug)cF?
kompakt kume ise T(Ug) L-zayif kompakt kiime olacagindan T:E—F

operatéru L-zayif kompakttir.
1 - 2 2 i 1 a
1= ( X[0,1]!X[0,1]"“) olmak tizere R:L [0,1] —> C(L [0,1] ) . Rf= (jof du) 1

seklinde tanimlanan R operatérti pozitiftir ve rank bir operatéri oldugundan

kompakttir. 0<f eL2[0,1] ve her bir nelN igin A f s( _[;f du) X 0,1 Saglanir.

Boylece T <R ¢ikar. Dolayisiyla T operatdrli reguler operatordir.

[TI:E — F operatéranin tanimh oldugunu kabul edelim. O halde ¥neIN ve

vieE™ igin;
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|T|fzi(xn2‘"Jnan;1an) ise |T|f>2,27"dy|SnNn'Qnf

dir. Ozel olarak Y04 <E* igin [T] %017 2 An2 ™" Jn|Snldn'QnXjoq sadlanr.
vnelN igin An2"d)Sn ' QnXo s = Ko O X O)  oldugundan

[Thxj0,1; € F elde edilir. Bu ise kabulumize geligkidir. O halde T operatrunin

modUll yoktur.

Teorem 5.3 : E =¢,(12[01] ) ve F =2, (1201 ) olmak tzere , +T <U olacak

sekilde, asagidaki kosullar saglayan T,U:E—F operatérieri bulunabilir.

(1) T operatéri M-zayif kompakt ve L-zayif kompakttir.

(2) T ve U operatdrieri kompakttir.

(3) T operatérunun modull vardir, fakat modul zayif kompakt degildir.
Dolayisiyla modil ne M-zayif kompakt , ne de L-zayif kompakitir.

lspat : A, =27"J,8,J5'Q,, olmak tizere V f = (f, )+, €E igin;

o

T E>F ; T(fn)=(zf=nAkfkj

n=1

U:EF ; Uffy)= (Z:=1|Ak| fi ):: = (2:;1_[; fi dt) Ottom Xro-)

operatérlerini tanimlayalim. Her bir neIN igin ;

1 © 2 1 ® 2
bz Ad e s (20, 1A [

2
1 X . -
<, (gﬂz "Jo| SnlJn1Qn]fk|J du
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=J2 ( i“;l fkldu) x[o,ﬂ)zdu

\ k=n

2
1 & ¢
= Zfolfkld“] 1oy du
\ k=n

L[ £ e
=( >f fkl"”) o de
|

k=n

5 findon - Sl <

k=n

olur. Bdylece VnelN igin ZAkfk € L2[O,1] dir. f=(fn ;°=1 e€1(L2[0,1]) icin,

k=n

oo 2 1 o 2 |
|l -f S mf s E el

T@,)et(L201) ve U )ee,(L201) dir. 0<(,)<E" ise vneIN igin

0<f, eL?[0,1] olur ve

+T(F,)

[ £ A ,iz;’j:zAkfk,...j

< ( et Al s Xeosl Al i ') =U(f)

+T <U elde edilir. V(f,)<E igin U(f,)= (ZL J';fk dtj (x[011,%[0.1]....) ise U

operatérl rank bir operatéru oldugundan kompakt olur.



*]

1 ) 12
[f Zjofk dul X0 du}
0

sé(fom) =16,

“ U (fn) "oo = Sup
neiN

(Z J:fk duj X[0,1]

J'fk du

< Z“;)fk du

béylece |U(f,) ], <[ (f,)], . yani U operat6ri sinirli olur.

iddia :T operatérii kompakttir.

Ho: £4(L2101 ) > 12101 ; H, ()= S A . nelN
k=n

operatérina tanimlayalim. H,, operatérleri yardimiyla her bir melN igin,

n+m

Hom - £4(L20011 ) > L20] ; Hym ()= > A
k=n

seklinde tanimladigmiz H,,, operatorleri, Ak:L2[0,1]—>Jn(Z%") ve

boy (J (f% ))z 2" oldugundan sonlu rank operatérleri olur. Dolayisiyla her bir

n,melN icin H,,, operatérll kompakt operatérdir.

[ Ho —Hom] = sup §] Ha )~ Ham G 161, <1}

@, 51}

© n+m
= 8SUp < ZAkfk - ZAkfk
k=n k=n

.

=supj Z Akfk

k=n+m+1

F @, <1 }

\
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| 5| Al | 6, <1]
k= n+m+

sl 3 20 10, 51)

k=n+m+1

< iZ'%

k=n+m+1

oldugundan H,,, - H, saglanir. Kompakt operatérier kimesi L(E,F) icinde

norm kapal alt vektér uzayi oldugundan her bir neiN igin H, 'E > 12[0/]

operat6ri kompakttir ([6], Teorem 16.1).
S, :EoF ; S, (f):=(Hq(f) Halfe) ... Hy(£),0,0,...)

seklinde tanimlanan S,, operatéri igin

n n
SpUg) c [ THcUe)x 0} x 0}x... = S,Ug) = [ [HiUg)x 0}x {0}x...
k=1 k=1
saglandigindan her bir nelN i¢in S, operatérleri de kompakttir.

| T-80 [=sup {| TE) -S4, : |6, <1}

Kt Linp{

J

{ZAkfk} (ZAkfk' ZAkfk,..., ZAkfk,0,0,...J
n=1 \k=1 k=2 k=n

J

o,o,...,o, 3 A iAkfk,...]

= Sup
16 ]|s1 k=n+1 k=n+2

o {p }

sup 51 Al |

k2n+1

ZAkfk

il & )1151



< sup { sup 22 /2|| fiell, }

<1 { k2n+17

[ o]
- $5%
k=n+1

4

Sonu¢c olarak S,—>T saglanacagindan T operatéri kompakttir

([6], Teorem16.1).

U pozitif bir operatér ve +T<U saglandigindan T operatdri regulerdir.

Dolayisiyla TeX£ (E,F) elde edilir. F Dedekind tam uzay ise £, (EF)
Dedekind tam Riesz uzay olacagindan |T|:E —>F tammhdir. n. bilegeni

Yo Ve dider bitun bilesenleri 0 olan (wy)=(00....0,X01.0-.)< ¢4( 1201 )
dizisini g6z éntne alalm. || (w,)|, = i“ w,,"Lz =1 oldugundan (w,)cUg
kapsamasi vardir.

Tiwn={ 5 k|wn] [ 3 wien o 5 [wion .

= X[M} X047 - X[o,ﬂ'oyo’--)

|T[wn T ve ¥nmelN (n>m) igin;

|| W ~| TWen) =] 0.0, %10, 13 X110 | =1

elde edilir. Sonug¢ olarak (|T| wn) Cauchy dizisi olmadigindan norm
yakinsak degildir. Dini teoremine gobre zayif yakinsak degildir ve

{]T]wn : nelN} kimesi hicbir zayif yakinsak alt diziye sahip degildir

(117],6nerme 1.4:1). O halde |T|(Uz) zayif kompakt olmadigindan |T]|
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operatérl zayif kompakt degildir ([6],Teorem 10.13). Dolayisiyla |T]|

operatérii Teorem 3.1.14 gere§i M-zayif kompakt ve L-zayif kompakt
operatdr degildir.

(n)eUe = | 6], <1 = é”f,,”zg = [f,],<1 . vneiN

© o ,©  _k © _k
YA < 2 A, = 2.2 7 fil, < 222 Z
k=n k=n k=n k=n

L,

Boylece T(f,)eco (L2[01] ) olur ve T(Ug)cco (L2[01]) elde edilir. Diger

taraftan T(Uz)ccg (L2[0,1])c F? saglanacagindan T(Ug), F® iginde bir
kompakt kimedir. O halde T(Ug) kimesi L-zayif kompakt oldugundan T

operatéri L-zayif kompakttir.

T(Ug)ccg (L‘2 [01] ) saglandigindan T operatérind T:E — co(L2[0,1] )

seklinde dusunebiliriz. T adjoint operatéri her bir (g, )4 € 121(L2[Q,1] ) igin,

[ o]

T:0,(1201 )» 2. (1201) ; T(gy)= [An(égkn

n=1

biciminde tanimhdir. T operatéri kompakt oldugundan T’ operatéru de
kompakt operatérdir ([6], Teorem 16.2).

AZ | 1| Zoe =77 o 2 G,

<[ Anl
L,

béylece V (g, )< £4(L2[011 ) igin T (gn) € co(L2[011 ) olur. Yani,
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T 2412101 )< co (L2107 )< €

elde edilir. Dolayisiyla TU, ) kompakt bir kime oldugundan T'({U, )

L-zayif kompakttir. O halde T' operatéri L-zayif kompakt ise Teorem 3.1.18
geregdi T operat6éri M-zayif kompakttir.

L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operattrler regiiler operatorier uzayi
icinde ideal olduklarindan Teorem 5.3 'de goéruldugu tizere +T <U sgartini
saglayan U operatoriinii L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt olacak sekilde
tanimlayamayiz.

Teorem 5.4 : E Banach 6rgiisii olmak lizere asagidaki 6nermeler denktir:

(1) E bir AL-uzayina 6rgii izomorftur.
(2) F Banach 6rgust ise her T.E»F L-zayif kompakt operator L-zayif
kompakt module sahiptir.

(3) Her T:E— ¢, L-zayif kompakt operator L-zayif kompakt modiile sahiptir.

Ispat : (1=>2) E bir AL-uzayina 6rgii izomorf, F Banach érgiistt ve T:E-F L-
zayif kompakt operatér olsun. T(UE) kiimesi L-zayif kompakt olacagindan

relatif zayif kompakttir. Dolayisiyla UE cUg ise lT(UE)lcsol (TLe))

kapsamasi saglanacagindan |T(UE) kimesi relatif zayif kompakttr. K,

|Tlut)

(I6], Teorem 10.15). Her bir x € Ug igin

kimesinin kapali konveks zarfi olmak Uzere K zayif kompakttir

A, ={§n_:|Txi| Di=1,..,n X, 20 ve zn:xi=x}
i=1

i=1
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n m
seklinde tanimlansin. x = x; =Y y; olmak Uzere Riesz ayrigim teoremi ile
i=1 j=1

m
1<i<sn ve 1<j<m igin X, = }:z,J ve yj= Zzu olacak sekilde z; pozitif
j=1 i=1

n m
elemanlari  vardir ve x=)»'z; bigiminde yaziir O halde

e

n m n .
ZlTyjlsZZ]Tzijl saglanacagindan A, kUmesi yukari yo6nlendirilmigtir.
i=1 j=1i=t

Z|Tx,| _Z

S>> [Tz)  ve  benzer  sekilde
i=1 i

x:in olmak Uzere y,;= [" ”Jolsun Diger taraftan E Al-uzay
i I

oldugundan zn:”x," =| = |x;| <1 bulunur.
i=1

n
2 Xi
i=1

S-Sl )= Shelvl = Emxlek = A

A, , Kzayif kompakt kimesi iginde yukar yonlendirilmis ise K zayif kompakt

oldugundan zayif yakinsaktir. Dolayistyla Dini teoremi geredi norm
yakinsaktir ([17],0nerme 1.4.1). O halde sup A, eK ve T operatérinin

modula [T|: E —F tanimiidir ([6], Teorem 1.10).

T(Ug) kumesinin solid konveks zarfi B olsun. T(Ug) L-zayif kompakt ise
Onerme 3.1.6 geregi B kumesi de L-zayf kompaktr. [T|(Ug)<B
saglandigindan |T|(Ug) L-zayif kompakt kime, dolayistyla [T| operatdri
L-zayif kompakttir.
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(2=3) ¢4 Banach 6rgisi oldugundan hipotez gere§i her T:E—¢, L-zayif

kompakt operatér L-zayif kompakt module sahiptir.

(3>1) Her T:E—»¢; kompakt operatéri zayif kompakt ve ¢4 AL-uzay
oldugundan Teorem 3.1.17 gere§i L-zayif kompakttir. Hipotez geregi
T|:E— ¢4 tanimlidir ve T operatéri T = QTI—T)—!T| olacak sekilde iki pozitif
operatdrin farki olarak yazabiliriz. O haide E Banach érgusu bir AL-uzayina
Orgu izomorfiktir ([8], Teorem 1).

Tanim 5.5 : E Banach 6rgusinin pozitif elemanlarindan olugsan norm sinirh
yukari yénlendirilmis her kiimenin E iginde bir supremumu varsa E Gzerindeki

norma Levi norm denir {V(x, )cUg , 0<x,T adiicin supx, €E}.
ael

Benzer olarak pozitif elemaniarindan olusan norm sinirl yukar yénlendirilmis
her dizinin E icinde bir supremumu varsa E Gzerindeki norma dizisel Levi

normu denir {V(x,)cUt , 0<x,T ad igin supx, cE}. Dolayisiyla Levi
neiN

normuna sahip her Banach érgust Dedekind tam uzaydir.
Teorem 5.6 : F Banach 6rgusu icin agagidaki 6nermeler denktir.

(1) F sirali birime sahip Dedekind tam uzaydir.

(2) E Banach érgist olmak Gzere, her T.E—F M-zayif kompakt operatér M-
zayif kompakt moduile sahiptir.

(3) E birimli AM-uzay olmak Gzere, her T.E—»>F M-zayif kompakt operatér
M-zayif kompakt module sahiptir.

Ispat : (1=>2) E Banach 6rgusd, F sira birime sahip Dedekind tam uzay ve
T.E—F operatéri M-zayif kompakt olsun. O halde Teorem 3.1.18 geregi

T':F'>E' eslek operatdéri L-zayif kompakitir ve F sira birime sahip
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oldugundan F uzay: bir AM-uzayina 6rgu izomorftur. Dolayisiyla F’ eslegi
AL-uzayina orgi izomorftur. Béylece Teorem 5.4 geredi [T|:F' —>FE’
operat6ri tammlidir ve L-zayif kompakttir. Teorem 3.1.18 den [T'[':E"——) F’

operatéri M-zayif kompakttir. F uzay) sira birime sahip ise P:F”" —F bir
pozitif daraltma projeksiyonu vardir ([17],Teorem 1.5.10). i:E - E” dogal

gémme olmak (izere |T|=P|T’|'i saglanir ([17],Teorem 1.5.12.). O halde i
6érgt  homomorfizmi ve |T’|' operatéri M-zayif kompakt oldugundan

Onerme 3.1.19 geregi |T| operatéri M-zayif kompakttir.

(2=3) E birimli AM-uzayi Banach érgust oldugundan hipotez geregi her
T.E—F L-zayif kompakt operatér L-zayif kompakt bir module sahiptir.

(3=1) 1.Adim: F dizisel Levi norma sahiptir. F Banach érgusinin dizisel Levi
norma sahip oldugunu géstermek igin, tim soniu toplamlarinin kiimesi norm
sinirh olacak sekildeki her pozitif dik dizinin F ’de bir supremuma sahip
oldugunu géstermek yeterlidir ([3],Teorem 2.4). Bu sarti saglayan dik dizi

(y,)=F* olsun. Bu dizi yardimiyla VneIN igin r, :[01] - IR Rademacher

fonksiyonlari olmak Uzere ;

T:Cl0N>F : Tf:=z(j;frndt)yn
n=1

iec

seklinde tanimiayalim. S = {y = Zyi :occiIN sonlu} olmak Gzere VyeS igin

[y[]<M olacak sekide O<MeIR vardir. VnelN igin L'04] uzayinda

n——0 ise VfeC[0,1] igin I;frn dt »0. Ve>0  karsilik
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IngelN 3 Vnxng igin '_‘:f r, dt

L
<V2M dr. S, =k2=1(.[of e dt) yx olmak

Uzere n>m>n, igin

n 1 n €
Sp-Snill= ( fr dt)y < —y
” " m" lk:%ﬂjo “ “ k=§+12M )
sl >
s y
M k=m+1k

(S,) dizisi Cauchy dizisi ve F tam uzay oldugundan (S,) yakinsaktr.

Dolayistyla VfeC[0,1] igin TfeF elde edilir. C[01]cL?[01] oldugundan,
i:C[0,1] > L%[0,1] dogal gémme ve S:L[01]—>F ; Sf:= Z(ﬂf T dt) Yn
n=1

olmak tizere T operatéri L2 [0,1] uzay Uzerine T:=S i geklinde fakttr edilebilir.

T operatdri yansimah bir uzay Gzerine faktér edilebildiginden zayif kompakt
operatérdur ([6],Teorem 17.7). C[01] birimlii AM-uzayi oldugundan

Teorem 3.1.16 geredi T operatéri M-zayif kompakttir. Hipotezimiz geregi

| T|: C[01] »F operat6ri M-zayif kompakitir.

vnelN igin fnzsin(z"n:t)e Cl01] g6z onine alaim. [fy|<1 ve

1 0O , nzm
[fafm dt=12
0 E

0 saglandigindan vneiN igin Tf, =Zynd|r. T| tanimii
, N= T

oldugundan Tf, <|Tf,| <[T||f,|<[T|1 ise VneIN igin gy,,s]'l’|1 saglanir.
T

vnelN igin gyn <y olacak gekilde yeF elemanini segelim ve U operatérind
T
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U:CloN]>F ; Uf:=(j;fdt)y

seklinde tanimlayalim. U operatérl pozitif bir operatérdur. Diger taraftan

n n n
vnelN igin > yy =kv1yk <y oldugundan VneIN igin >y <y ¢ikar,
. k=1 = k=1 '
bdylece D'y, <y elde ederiz. 0<f e C[01] icin ;

n=1

H

Tf sg(f;j frnldt)yn sé(j;fdt) Vi =U;fdt)§1yn sU;fdt)y=Uf

saglandigindan +T<U dir. O halde | T|<U siralamasindan | T|1<U1=y

olur. O halde supfy, : neiN}eF dir, dolayisiyla F dizisel Levi normuna

sahiptir ([3],Teorem 2.4).

2.Adim: F Levi normuna sahiptir. F uzayinin Levi normuna sahip oldugunu
gostermek icin ; tim sonlu toplamlarinin olusturdugu kime norm sinirfi olan ,
pozitif ve birbirine dik elemaniardan olusan her kiimenin F - iginde bir
supremuma sahip oldugunu géstermek yeterlidir ([3], Teorem 2.3.). Bu sartlar

saglayan bir kime {y, : a eI} olsun. K, ={01} ve K, Uzerindeki diskret
topoloji T, olmak Gzere Vo eT igin (K,,T,) kompakt Haussdorf uzaydir.

Yine aym sekilde K = HKa ve T , K lGzerindeki carpim topolojisi olmak

ael

tzere (K,T) kompakt Haussdorf uzaydir.

X=Xg)yer €K = X =0 veya x, =1

Vael igin p, K, >R ; u({0})= 1) =n({1}) olacak sekilde olastlik slgiisi
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olmak Gzere y:K—>IR ; u= Hua seklinde tanimlidir. Dolayisiyla VACK

ael

igin w(A)= [Jura(A). iddia ediyoruz ki A=]]A, kumesi ancak sayilabilir

ael ael

sayida aq,ay,...,Qp,... hari¢ WA, )=1 ise sifirdan farkiidir. Yo igin Ay # ¢

1
olsun.e>0 IngeIN > -<ny <2™ = <g
€

2"
Sayilabilir tane a el igin A, 2K, olsun. O halde k=1.2,... icin A, ={0}

veya A, =fl} > uu(Ag)=nlAy)=..=nla, )=..=27".

uA)=[Tra(Ay)<2™ <e = ve>0 igin p(A)<e = p(A)=0

aecl

Diger taraftan f:K — IR p-integralienebilir ise f sadece sayilabilir tane

degigkene baghdir. Yani x=(x,) . €K ve y=(yq),.r €K olmak Uzere

0Lg, 00,y Opye €T HCIN X =Y oldugundan f(x)=f(y) dir.

1 ; x,=0

o

¢G:K_>IR ; q)a(xu)ael‘::{ 1 . X =1

seklinde tanimlanan fonksiyonel sureklidir. Ki=fx=(Xy),.r : Xo =0§ ve

Ky =t =(xq)yer © Xo =1} bigiminde tamimlanan kimeler igin Ky Ky =¢

ve KiuKsy =K saglanir. xeK icin D, (x)=1 ise
i Ky : -le(1-g1+g) .

o ((1-g1+€))={ ack ve ® (x)=-1 ise
 (1-a1+e) { Ky, | -le(t-else) —° a{X)

Ky ; 1e(1-g1+e)

acik kiime oldugundan @_,, K
K : 1e(l-gl+s) = 9 @

@' (-1-e-1+8)) ={

tzerinde streklidir. Béylece ®, € C(K)cL®(u) elde edilir. Kabul edelim ki

fel'(u) fonksiyonu . bilesene bagli olmasin. Yani Xz(xY)'yel"EK ve
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y =y, )yer eK olmak Uzere x, #y, ve a=zy iken x, =y, oldugunda

f(x)=f(y) olsun. O halde;

jf@adu= jf@adu=ff¢adu+If@adu=jfdu—jfdu=0-:>f,K =f|
K K, K, K, K, ! 2

K,UK,

aBel ve azp ise @g, a. bilegene bagh degildir ve [®,Ppdu=0 dir.
K

fel'(w) , oq,ap,...ap,... saylabilir tane dediskene bagl ise o ey igin

_[ fd,du=0 olur. Yani sadece sayilabilir tane degisken igin _[ fd, du=0

K K

olabilir. || cI>(,L||2 =_ﬂ @, [ du=uK)=1 ve | @,|=1k oldugundan {®, : a eI}
K

kumesi L2 (1) iginde ortonormal bir kiimedir.

T:C(K)>F ; Tf:=Z(If¢aduJya
ael'\ K

seklinde tanimlayalim. O halde > [J'f @adu] Yo = Z(If Q%du) Yo olur.
K k=1\K

acl’

L2 (u) bir ig carpim uzay) ise Vfe L2 (u) igin Bessel esitsizliginden

2
2

<[ fl;

Y|<t@u>[ =3

ael ael’

[t ®qdu
K

n
Sy = Z[If q)akdU-J Yo,
k=A\K

olmak Gzere ;
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k=1

| Sn|= zi:uf (I)akdpj Yo,

k=1

n
j f @akdul Yo, <[l D Ve,
K k=1

oldufundan | Sy|<|f|M dir. Dolayisiyla T operatori iyi tammhdir. T

operatori L?(u) yansimali uzay) Gzerine; i: C(K)— L?(u) dogal gémme ve

S:L2()»F ; Sf=3 [ |1 d)aduJ y, olmak Uzere T=S i olacak sekilde
ac'\ K

fakt6r edilebilir. O halde T operatéri zayif kompakttir. ([6] Teorem17.7). C(K)
AM-uzay oldugundan Teorem 3.1.16 geregi T operatéri M-zayif kompakttir.

Dolayistyla hipotezimiz geregi |T| : C(K)—)F operatéru M-zayif kompakttir.
Diger taraftan benzer sekilde sup{ya X aeF}eF saglanir. O halde F Levi

norma sahiptir. Dolayisiyla Dedekind tam uzaydir

3.Adm : iddia ediyoruz ki F sirah birime sahiptir. T:C(K)>F seklinde
tanimlanan her kompakt operatér M-zayif kompakt olacagindan  hipotez

gere§i |T:C(K)>F operatéru M-zayf kompakttir.  Dolayisiyla
T:|T|—q T]—T) esitligi saglanacagindan F Banach 6rgusi bir AM-uzayina

6rgu izomorftur ([8],Teorem 1). A= {v Y : o cIN sonlu, y, e UE} kumesi

€0

yonlendiriimis bir kimedir ve = maks{” | © k=1,2..,n }s 1. F uzay

v
L

Levi norma sahip oldugundan e=supAcF dir. O halde OzyeF igin MeA

[l

olur. Béylece M<e ise |y|<|y|e ve, O<|y|eIR saflandifindan e, F

Iyl

uzayinin bir sira birimidir.
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Teorem 5.7 : E AlL-uzay! ve F Banach 6rgasi olmak Gzere, her TE—>F M-
zayIf kompakt operatér, M-zayif kompakt modile sahiptir.

ispat : E AL-uzay F Banach 6rgusu ve T:E—F operatdrii M-zayif kompakt

olsun. E uzayinin tum atomlarinin dretti§i band E, ve E, =E$ olsun. E

Dedekind tam uzay oldugundan her band bir projeksiyon band ise .
E =E, ®E, bigiminde yazilabilir.

‘TIE1=T1:E1 —F ve T|E2=T2.:E2 —-F

seklinde tanimlanan operatdrier M-zayif kompakt operatérierdir. Dolayisiyla
T, :F'—>E, operatori: L-zayif kompakttir. O halde T; (Ux) = (E5)? saglanr.
E, higbir atom icermeyen AL-uzay oldugundan p hi¢ atom icermeyecek

bicimde bir 6lgim olmak (Gzere E,=L'(u) kabul edebiliriz -

([17], Teorem 2.7.1). (E5) = (L°°(u))a = {0} saglandigindan T; =0, dolayistyla
T2 =0 dir.

O halde E uzayini atomik kabul edebiliriz. Yani E = ¢,(T) dir. E uzayindaki

her bir dizi sayillabilir sayida degiskene baglh oldugundan genelligi
bozmaksizin T kumesini sayilabilir kabul edebiliriz. Béylece E=¢4 olur.

{e, : ncIN}kimesi E uzayinin dogal tabani olmak Uzere, T operat6ri

M—zayif kompakt ise [Te,|— 0 dir. >0 sayisina karsilik IKelN > VkoK

igin [Tey| <e saglanir. vnelN igin x, = (An g Olmak tizere (x,)r_, = Ug dik

(4

dizi olsun.

Ans %0 olacak bigimde bir eleman xy, = (hox ), ise Vn=ny igin Xolxy,

olacagindan A =0 dir.
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An,2 20 olacak bicimde bir eleman x, = (x,, Kt ise Vn=ny igin xplx,

olacagindan A, =0 dir.

M1 #0 olacak gekilde bir eleman x, =(ank _q 158 Yn=n igin Xplxp

olacagindan A.x =0 olur.

Sonug olarak N=maks{hy,n,,...,nc} olmak Gzere; ¥n>N ve 1<k<K igin

Ay =0 dir. Diger taraftan {e, : neIN}, ¢, igin Schauder tabani oldugundan

(M) e 7 igin (A )= ixkek seklinde yazilabilir.
k=1

n n ] oo
iT[Z)\'kek] = Z)uk(iTek)S Z)\.leekl < Z}»leekl
k=1 k=1 k=1 k=1

siralamasindan  +T(A )< Y A(|Tey| olur. RE—F operatérd igin
k=1
+T <Rsaglansin. +Te, <Re, oldugundan [Tex| <Rey’dr.

ixk}Tekl < ka Rey = R[ixkek] =R(Ax) oldugundan [T| (A, )= ixleekl
k=1 k=1 k=1 : k=1

dir. Ve>0 sayisina karsilik INeIN > VvNelN icin;

[Msol| Eanclred| =] Saalronl]< $]amreul

<g Zl}\.nkl

k=K+1
<elx,| <e

elde edilir. Bylece V(x,)c Ug dik dizisi igin |[T|(x,)] >0 gikar. Dolayisiyla
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|Ti :E - F operatéri M-zayif kompakttir.

Onerme 5.8 : Y Banach uzayi ve {e, : n<IN} kiimesi £, Banach érgisunin
dogal tabani olmak Uzere |Te,|—>0 sartini saglayan her T:¢;—Y

_operatdrl kompakt operatdrdr.

Ispat : T:¢,—Y operatéri VneIN igin |Te,|—>0 sartini saglasin. vxe ¢,
icin p(x)=|Tx| seklinde tanimlanan p:¢, —IR fonksiyoneli ¢, Uzerinde
surekli yari normdur. >0 sayisina karsilik 3kgeIN > Vk2kg igin [Tey|<e
olur. VnelIN igin x, =(An )i, olmak uzere (xp)i_, cU,, dik dizi olsun. O

halde Vn>ng ve 1<k<K igin Ax =0 olacak gekilde ngy eIN vardir. Ve>0

sayisina kargilk 3ng eIN 3 Vn2ng igin;

| Txn| = nkTek Z?"nkTek

k=K+1

leknkTekllqulknkl selxi|<e

k=K+1

UT={xee1 . ||Tx!|s1} olmak uzere Ve>0 igin U, c[-xx]+eUr olacak

sekilde x eE™ vardir ([17],Teorem 2.3.2). £, uzayinda her sira sinirh aralik

total sinirlt olacagindan [-x,x] relatif kompakt dolayisiyla T[-x,x] relatif
kompakttir ([19],0rnek 122.7).

TU,, )< Tl-x x]+& TUr) < TT-x,x] +eUy

saglandigindan T(U, ) kumesi relatif kompakttir. Yani T operatéri kompakt

operatérdir.
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Sonuc 5.9 : E AL-uzay ve Y Banach uzayi olmak Gzere her T.E—»Y M-zayif
kompakt operatérii kompakttir.

Ispat : E AlL-uzay , F Banach 6rglst ve T:E—F operatérli M-zayif kompakt
" olsun. Teorem 5.7 'nin ispatina benzer olarak ®:¢, —»E seklinde ® 6rgu

izomorfizmi vardir. T operatéri M-zayif kompakt ve & 6rgl izomorfizmi
olacagindan T®:/; —>F operatéri M-zayif kompakitir ve VnelN igin

[T®e,| >0 saglanir. Dolayisiyla Onerme 5.8 ‘geregi T® operatdri

kompakttir. Ohalde T operatéri kompakttir ([6], Teorem 16.1).

Sonu¢ 5.10 : F AM-uzay ve X Banach uzayl olmak Gzere her T:X—F

L-zayif kompakt operatdrii kompakttir.

Ispat : F AM-uzay, X Banach uzay! ve T:X—F L-zayif kompakt operatér
olsun. T':F'— X' operatérid M-zayif kompakttlr. Dolayisiyla F’ AL-uzay
oldugundan Sonuc 5.9 geregi T' operatéri kompakttir. O halde T operatéril

kompakttir ([6], Teorem 16.2).

Teorem 5.11 . E Banach 6rgtst ve F AM-uzay olmak Uzere her T:E—F

L-zayif kompakt operatdr L-zayif kompakt modtle sahiptir.

ispat : E Banach érgusi, F AM-uzay ve T:E—F operatéri L-zayif kompakt
olsun.F? sira strekli norma sahip kapall maksimal ideal ve T(Ug) L-zayif
kompakt kime olmasindan T(Ug)cF? kapsamasi saglanir. Dolayisiyla
T:E —>F? operatorunil L-zayif kompakt operatér olarak dustnebiliriz.

Teorem 5.10 geredi T operatéri kompakttir. F# bir AM-uzay oldugundan T
operatéri Krengel 'nin teoremine gére kompakt bir modile sahiptir [14]. O

halde [T|(Ug) = F® elde edilir. F® idealindeki her relatif kompakt kime L-zayif

kompakt oldugundan |T|(Ug) kompakt ise [T|(Ug) kimesi L-zayif kompakt
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olacaktir. Dolayisiyla |T] :E — F operatéri L-zayif kompakttir.

Onerme 5.12: E=¢ 2(L1 [01] ) ve X,Y Banach uzaylari olmak Uzere agadidaki

énermeler saglanir.

(1) T:X—>E’ operatdrl L-zayif kompakt operatér ise T=0 dir.
(2) T.E-Y operatéri M-zayif kompakt operatér ise T=0 dir.
(3) E herhangi bir AM-uzayi ve AL-uzayina érgu izomorf degildir.

ispat : T:X—E’ operatér L-zayif kompakt ise T(Uy) kiimesi L-zayif kompakt

kumedir ve T(Ux)c (E')? elde edilir. Dolayisiyla (E')? = {0} ise T'=0 ve T=0
dir. Béylece (1) saglanir. T.E-Y operatéri M-zayif kompakt ise T': Y’ > FE’
operatdru L-zayif kompakttir. (1) 6nermesi saglandigindan dolayr T'=0 ve
T=0 dir. Yani (2) sadlanir. E ’nin bir AM-uzayina ve AL-uzayina 6rgu izomorf
olmadid: agiktir.
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