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OZET

Bu tezde [, ve l,-normla désenmis diizlemler olan taksi ve maksimum diizlemlerinde
cembere gore inversiyonun bir genellemesi olan, elipse gore inversiyonun
tanimlanmasi ve Ozelliklerinin incelenmesi iizerine ¢alisilmistir.

Tez sekiz boliimden olusmaktadir. Ik béliimde tezde iizerinde galisilan problemin
Onemi, giincel caligmalardaki konumu ve motivasyon kaynaginin belirlenmesi adina
literatiir taramas1 yapilmustir. Ikinci béliimde tez boyunca kullanilmis, gerekli olan
bazi énemli tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde taksi diizlemi ve bu
diizlemde eliptik inversiyonun 6zelliklerine deginilmistir. Dordiincli boliim itibariyle
tezin orijinal sonuclar1 verilmektedir. Dordiincii boliimde taksi diizleminde eliptik
inversiyonlar altinda dogrularin inversleri incelenmistir. Besinci boliimde maksimum
diizleminde eliptik inversiyonlar tanimlanmis ve temel Ozellikleri belirlenmistir.
Altinct bolimde maksimum diizleminde eliptik inversiyonlar altinda dogrularin
inversleri incelenerek siniflandirilmig, yedinci boliimde ise taksi ve maksimum
diizlemlerinde eliptik inversiyonlar altinda c¢apraz oran ve harmonik eslenikler
incelenmistir. Son olarak sekizinci boliim sonug ve onerilere ayrilmis olup bu boliimde
tezde elde edilenler degerlendirilerek tezin invers geometri literatiiriine yaptig1 katkilar
1s1¢1nda daha bagka yapilabilecek calismalara 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: [;-Norm, [,-Norm, Taksi Diizlemi, Maksimum Diizlemi,
Inversiyon, Taksi Eliptik inversiyon, Maksimum Eliptik Inversiyon.
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ABSTRACT

This thesis focuses on the inversion with respect to the ellipse, which is a
generalization of the inversion with respect to the circle, in the taxicab and maximum
planes, which are planes equipped with l;-norm and [,-norm, respectively. The
elliptic inversion is defined and its properties are studied in this thesis.

The thesis consists of eight chapters. In the first chapter, a literature review is
conducted to determine the importance of the problem studied in this thesis, its place
in current research, and the motivation behind the study. In the second chapter, some
important definitions and theorems that are used throughout the thesis are given. In the
third chapter, the properties of elliptic inversion in the taxicab plane are discussed and
the geometric structures in the plane and their relationship to inversion are explored..
As of the fourth chapter, the original results of the thesis are given. In the fourth
chapter, the inverses of the lines under elliptic inversions in the taxicab plane are
examined. In the fifth chapter, elliptic inversions in the maximum plane are defined
and their basic properties are determined. In the sixth chapter, the inverses of the lines
under elliptic inversions in the maximum plane are examined and classified, and in the
seventh chapter, the cross ratio and harmonic conjugates under elliptic inversions in
the taxicab and maximum planes are examined. Finally, the eighth chapter is devoted
to conclusions and suggestions, and in this section, the findings obtained in the thesis
are evaluated and suggestions are made for further studies in the light of the thesis's
contributions to the inversive geometry literature.
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1. GIRIS
1.1 Konveks Cokyiizliiler (Convex Polyhedra)

Konveks ¢okytizlii, her bir ylizii diizlemsel ¢okgen olan ve iki nokta arasindaki dogru
pargasiin tamaminin ¢okylizliiniin ylizeyinde veya icinde kaldig1 cisimdir. Bu tiir
cokyiizliilerde, disbiikeylik (konvekslik) 6zelligi mevcuttur, yani dogru pargasi cismin
disina ¢ikmaz. Tiim ayrit ve ylizleri es olan ve her kdseden ayni sayida yiiz gecen
cokytizliiler ise diizgiin ¢okyiizlii olarak adlandirilir (Ermis, 2014). Konveks ¢ok
yiizliiler ¢esitli sekillerde siniflandirilabilir, ancak ii¢ 6nemli grup 6ne ¢ikar: Platonik

cisimler, Arsimed cisimleri ve Katalan cisimleri olarak ii¢ grupta incelenebilir.

Platonik cisimler (Platonic Solids), tim yiizleri ayni tiir diizgiin ¢okgen olan,
miikemmel simetriye sahip bes adet konveks ¢ok yiizlidir (Yiiksel, 2012). Platonik
cisimlerin her biri, eski Yunan filozofu Platon tarafindan dort temel elementle
iliskilendirilmistir. M.O. 360 yillarinda Yunan filozof Platonun (Eflatun) Timaus adl
eserinde platonik cisimler su sekildedir; Dort yiizlii (tetrahedron): Her yiizii eskenar
ticgen olan dort yiizliidiir. Platon, tetrahedronu ates elementiyle iliskilendirmistir. Kiip
(cube): Alt1 yiizii kare olan bir cisimdir. Platon, kiipii toprak elementiyle
iliskilendirmistir. Sekiz yiizlii (octahedron): Sekiz eskenar iiggen yiizii vardir. Platon
octahedronu hava elementiyle iliskilendirmistir. On iki yiizlii (dodecahedron): On iki
yluzii diizgiin besgenlerden olusur. Platon dodecahedron evrenin sekliyle
iliskilendirmistir. Yirmi yiizlii (icosahedron): Yirmi yiizli eskenar tiggenlerden olusur.
Platon icosahedron su elementiyle iliskilendirir. Platonik cisimlere ait gorsel Sekil

1.1°de gosterilmistir.

tetrahedron cube octahedron dodecahedron

Sekil 1. 1. Platonik cisimler.



Arsimed cisimleri (Archimedean Solids): Farkli tiirde diizgiin ¢okgenlerden olusan,
ancak koseleri simetrik olan 13 konveks ¢ok yiizliidiir. Arsimed cisimleri, bir Platonik
cismin koselerinin kesilip yeni bir yiiz olusturulmasiyla da elde edilir. Bu nedenle, bazi

Arsimed cisimleri Platonik cisimlerin kesilmis versiyonlaridir. Ornegin, bir kiipiin

koseleri kesildiginde ortaya ¢ikan cisim "kesik kiip" (Truncated cube) olarak
adlandirilir. Bazi Arsimed cisimleri sunlardir: Kesik Dort Yiizli (Truncated
tetrahedron): Bir tetrahedronun kdselerinin kesilmesiyle olusur. Kesik Kiip (Truncated

cube): Bir kiipiin koselerinin kesilmesiyle elde edilir. Rhombicuboctahedron: Kiip ve

oktahedron karisimi gibi goriinebilecek bir yapiya sahiptir. Arsimed cisimlerine ait

gorsel Sekil 1.2°de gosterilmistir.

Truncated tetrahedron Truncated cube Rhombicuboctahedron

Sekil 1. 2. Arsimed cisimlerine ornekler.

Katalan cisimleri (Catalan Solids): Arsimed cisimlerinin dual yapilaridir; yiizeyleri
diizenli ¢okgen degildir, ancak kenarlar1 esit uzunluktadir. Bu cisimler genellikle

kristal yapilar1 ve minerallerin dogal sekillerini anlamak icin kullanilir. Ornegin:

Deltoidalhexecontahedron: Bu ¢ok yiizlii, toplamda 60 yiizeye sahiptir ve her yiizi

birer eskenar dortgendir. Pentagonal icositetrahedron ise besgen bigimli yiizlerden

olusan bir katalan cisimdir. Katalan cisimlerine ait gorsel Sekil 1.3°de gosterilmistir.

deltoidal hexecontahedron pentagonal icositetrahedron

Sekil 1. 3. Katalan cisimlerine 6rnekler.
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1.2 Minkowski Geometri ve Konveks Cokyiizliiler ile iliskileri

Minkowski geometrisi, Oklidyen olmayan geometrilerden biri olup, Oklidyen
geometrinin temel yapilarindan bazilarin1 korurken, uzaklik fonksiyonunda 6énemli bir
farklilik sunar. Minkowski geometrisinde dogrular, diizlemler ve noktalar tipki
Oklidyen geometrinin yapilarinda oldugu gibidir (Thompson, 1996). Hatta ac1 6l¢iimii
de benzer bir sekilde gergeklestirilir. Ancak, uzaklik kavrami bu iki geometriyi

birbirinden ayiran temel faktordiir.

Oklidyen geometride uzaklik her yénde ayn1 iken, Minkowski geometrisinde uzaklik
her yonde ayn1 degildir. Bu durum, geometri i¢cindeki yapilar1 derin bir sekilde etkiler
ve degistirir. Ozellikle, birim kiire gibi temel yapilar Minkowski geometrisinde farkli
sekiller alir; bu kiireler simetrik ve konveks cisimler olabilir. Bu nedenle, birim kiire

kavrami1 Minkowski geometri tiiriine bagl olarak degisebilir.

Minkowski geometrisi, farkli uzaklik fonksiyonlar1 kullanilarak bir¢ok varyasyona
sahiptir. Bu varyasyonlar, belirli konveks cisimleri birim kiire olarak kabul eden
geometri tiirleri olusturur. Literatiirde, bu tiir Minkowski geometrileri iizerine yapilan
caligmalar (Gelisgen ve Colak, 2015; Gelisgen ve Can, 2016), geometri ve analiz

alanlarinda 6nemli bir yer tutmaktadir.
1.3 inversiyon

Inversiyon geometrik sekillerin gemberin veya kiirenin merkezine gére yansimasidir.
[lk olarak klasik donem Japon yasinda Japon tapinaklarmin duvarlarinda gériilen ic ice
coklu gember sorularinin ¢dziim yollar arastirilirken kullamlmustir. Inversiyon aslinda
Oklid teoreminin bir sonucu olup ama daha ¢ok Oklid dis1 uygulamalara 11k tutar.
Inversiyon tam olarak Oklid geometrisi igerisinde yer almaz ¢iinkii Oklid geometrisi
doniistimlerinde dogru dogruya doniisiirken inversiyon de dogru egriye gember ise
dogruya doniismektedir. Bu konuda ilklerden olan J.L. Coolidge “A treatise on the
Circleandthe Sphere” (Coolidge, 1916) adli ¢alismasinda inversiyon iizerine
calismistir. E.J. Djksterhuis da “Archimedes” (Djksterhuis, 1956) adli ¢alismasinda
inversiyon fiizerine ¢alismalarin1 yayinlamistir. Zvezdelina Stankova-Frenkel ise
“Inversiyon in plane” (Stankova-Frenkel, 1998) adli ¢alismasinda inversiyon

uygulamalariyla ilgili ¢alismalar yapmistir. Son yillarda F.J. Garciya Capitan



“Aplication De la Inversion A la Resolicion Problema” (Garciya Capitan, 2005) adli
calismasinda inversiyonin bazi uygulamalarindan sz etmistir. Ulkemizde ise Cem
Tezer, inversiyon iizerine bazi ¢alismalar yapmustir. Cem Tezer’in 1992-1 ve 1992-11
Matematik Diinyas: dergisindeki inversiyon I-II yazisinda Oklid geometrisinden
kaynagmi alip Oklid dis1 geometri olarak gelisen, inversiyon (evirtim, inversiyon)
kisaca sekillerin gembere gore 3 yansimasi olarak tanimlamistir. Daha sonra Mustafa
Yagc1 2006 da Matematik Diinyas1 Dergisinde “Evirtim” adli yazisinda inversiyonin
uygulamalarmi gdstermistir. Inversiyon karmasik bircok sekli daha basit hale
getirmede oldukg¢a kullanishidir. Kullanim alani oldukg¢a genis olan inversiyonin
gegmiste uygulanan alanlar disinda geometride birgok uygulama alani vardir (Bozan,
2019). inversiyon birgok zor sorular1 beraberinde getirdigi ve ugrastirict problemler
ortaya koydugu icin hala dilizlemdeki en ilgi ¢ekici doniistimlerden birisidir.
Dolayisiyla son donemde de inversiyon ile ilgili, literatiirde pek ¢ok c¢alisma vardir.
Bir inversiyon sz konusu oldugunda akla ilk olarak bir gembere gore bir inversiyon
gelmektedir, ancak bazi matematik¢iler bazi diger objelere gore de inversiyon
dontigiimlerini tanimlayip incelemislerdir. Bu ¢alismalara 6rnek olarak (Childress,
1964; Ramirez ve Rubaino, 2014) kaynaklari gosterilebilir. Ayrica diger bazi
matematikgiler de inversiyon doniisiimlerini farkli uzaklik fonksiyonlar1 kullanarak
arastirmiglardir, bu ¢alismalar i¢in (Rubaino ve Ramirez, 2014; Gelisgen ve Ermis,
2019; Pekzorlu, 2019; Yiica ve Can, 2020) incelenebilir. Dahasi inversiyon ii¢ boyutlu
Oklidyen ve Oklidyen olmayan uzaylarda da ¢alisilmistir, bu galismalardan bazilar:
(Ramirez ve Rubaino, 2014; Pekzorlu ve Bayar, 2020; Can, 2022; Cirik ve Ekmekgi,
2022)’dir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
Bu boliimde tez boyunca kullanilacak temel kavram ve teoremler verilmektedir.
2.1 Cesitli Geometrik Ozellikler

Bu boéliimde verilen tanimlar ve teoremler (Martin, 1991; Salihova, 2006; Arslaner,
2011; Yiice, 2017) kaynaklarindan derlenmis olup ayrintili bilgi i¢in bu kaynaklara

basvurulabilir.

Tanim 2.1.1: X bos olmayan bir kiime olmak lizere X X X iizerinde tannmhid: X X X —

R, reel degerli fonksiyonu V A4, B,C € X i¢in

M1) d(A,B) 2 0,d(A,B) =0 A=B

M2) d(A,B) = d(B,A)

M3) d(4,B) < d(4,C) +d(C,B)

Ozelliklerini sagliyorsa d ye X kiimesi iizerinde bir metriktir denir.

Tanim 2.1.2: A = (aq,a,), B = (by, b,) € R? olmak iizere

dg(A,B) =+ (a; — by)? + (ay — by)? (2.1)

bigiminde tanmmli dg:R?xR? - [0,00) uzaklik fonksiyonuna Oklid uzaklik

fonksiyonu denir.

Teorem 2.1.1: R? de dy uzaklik fonksiyonu bir metriktir. dy metrigi ile dosenmis

analitik diizlem R% ile gosterilir.

Tanim 2.1.3: Diizlemde verilen bir noktadan esit uzaklikta bulunan noktalarin
kiimesine gember denir. Yani diizlemde verilen bir M noktasindan r birim (r € R,r >
0) uzaklikta bulunan degisken noktalar kiimesi ya da {X:|MX| = r} kiimesi bir

cember belirtir. Burada M ye ¢emberin merkezi,  ye de ¢cemberin yarigap1 ad1 verilir.



Tanim 2.1.4: Diizlemde verilen iki noktaya uzakliklarinin toplami sabit olan noktalarin
kiimesine elips denir. Bagka bir ifadeyle, F; ve F, diizlemde verilen herhangi iki nokta

olmak tlizere
X \XFL | + |XF,| =k, k = d(Fy, F>)} (2.2)

kiimesinin geometrik yerine bir elips denir. Burada F; ve F, ye elipsin odaklari

denilmektedir.

Tanim 2.1.5: Bir Oxy-dik koordinat sistemiyle verilen analitik diizlemde A, B ve C ii¢ii

birden sifir olmayan {i¢ reel say1 olmak {izere
G(x,y) =Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 (2.3)
denklemiyle verilen G (x, y) fonksiyonunun grafigi bir koniktir.

Genel denklemi ile verilen bir konigin odak, dogrultman ve dis merkezliginin

bulunmast i¢in (Yiice, 2017) kaynagindan faydalanilarak su yontem kullanilmaktadir;

Bir M konigi, ®(x,y) =Ax?+Bxy+ Cy?>+Dx+Ey+F =0 denklemi ile
verilsin. M koniginin odag1 F = (x,,y,) bu F odagina karsilik gelen dogrultman
d..ax + by + c = 0 ve konigin dig merkezligi de e olsun. Konige ait bir nokta da

P = (x,y) olsun.

P noktasinin F = (xg,y,) noktasina ve d dogrusuna olan uzakliklari, sirasiyla,

IFB]l = VG =00 + & = yo)? ve I = [[PG] = 2222 ir. O haide, ™71 =

Jx=x0)2+y—y0)?2

olacagindan, Taxtbyidl = e olur. Bu bize konigin odaksal denklemini verir.
va2+b2
(x=x0)*+(y-y0)* e? e?
Buradan (a;+by+c)2° =—— veya ———(ax + by + )2+ [(x—x0)*+(y—

¥0)%] = 0 elde edilir. Dolayisiyla Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F =

2
—w {—ﬁ(ax +by + )%+ [(x —x0)* + (v —¥0)?] = 0}

esitligi yazilabilir. Buradan



Ax?+ Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F +w|(x —x0)*> + (y — y0)?] =

, (2.4)

e
wm(ax + by + C)Z
Veya

O(x,y) + wl(x — x0)* + (y — y0)?l
_ w( ea ‘4 eb 4 ec )2 (2.5)
T \WaZ + b2 \/a2+b2y Va2 + b?

Bulunur. Bu ifadenin sag tarafi tam kare oldugundan ®(x,y)+ w|(x — x¢)% +
(v — y,)?| ifadesi de tam kare olmalidir. Bu sart, bize konigin odak ve dogrultmanini

Verir.

O halde genel konik denklemi verildiginde son ifadenin tam kare olma sartindan x, ve
Yo degerleri, yani odak bulunur. Bu son ifade tam kare oldugunda, bu ifadenin i¢i sifira

esitlenerek dogrultman bulunur. Ayrica,

(ez(a2+b2))

(a2+b2)

Ay =—2Y 2, =—92_ denilirse A2 + 12 =

= Ty’ 2T Jae

= e? bulunur.

Ormnek 2.1.1: x? — 2xy + y? + 2x — 4y + 3 = 0 koniginin odak, dogrultman ve dis

merkezligini bulunuz.
Cozim:

x2=2xy+y?+2x—4y+3+wl(x—x)%+ (y—1y,)?] ifadesi tam Kkare

olmalidir. Simdi bu ifadeyi x'e gore diizenlersek,

x2=2xy+y*+2x—4y+3+w[(x —x0)% + (v — y0)?]

=1 +w)x?—=2(wxy+y—Dx+y2—4y+3+wx3 +wy? —2wy,y (2.6)

+ wy?

bulunur. Bu ifadenin tam kare olmasi i¢gin & = 0 olmalidir. O halde
wxg+y—1)2 -1 +w)¥? —4y + 3 +wxZ+wy?—2wy,y +wy3) =0 elde

edilir. Bu denklemi y ye gore diizenlersek



(—w? = 2w)y? + w2y, + 2 + 2wx + 2wyy + 4w)y — wxé — 2wx, 27)
—wyt—-3w—-2-w?y;=0 '

bulunur. Buradan w? +2w =0 olup w = 0, w = =2 elde edilir, w = -2

degerinin, swrasiyla 2w?yy + 2 + 2wxg + 2wy, + 4w =0 ve —wx§ — 2wxy —

wys — 3w — 2 — w2y = 0 denklemlerinde yerine yazilirsa

—2x9+2y,—3=0
{ Xo T 2Y0 (2.8)

2x5 — 2y + 4xo + 4 =0

: . - 2 3+2x0)% s
denklem sistemi elde edilir. Buradan 2xg —2( > ) +4xy+4 =0 esitligi
. 1 5 15 .
bulunur. Boylece xo = — o Yo=, Ve F= (— Z'Z) elde edilir. Ayrica

1+w)x?2—2(wxo +y— Dx+y? — 4y + 3 + wxZ + wys — 2wy,y + wy?

ifadesinde F = (— E E) ve w = —2 yerine yaz111rsa,—2<

1 1
: =X+ =
474 2

-
1\)? 15
E)) bulunur. Bu ifadenin i¢ini sifira esitleyersek, F = (— Z’Z) odagina karsilik gelen

12 1\2. .
dogrultman 2x + 2y — 1 = 0 olur. O halde e = 12 + 13 = (ﬁ) - (ﬁ) icine=1

bulunur. Boylece konik parabol oldugundan w = 0 i¢in reel odak ve dogrultman

bulunmaz.
2.2 Cembere ve Elipse Gore inversiyon

Bu béliimde 6klidyen diizlemde inversiyonun cembere ve elipse gore tanimlari ve bazi
ozellikleri (Yagci, 2006; Ramirez, 2014; Sezgin, 2014) kaynaklarindan

Ozetlenmektedir.

Tanim 2.2.1: € = C(0,r) ¢emberine gore Inversiyon, Iy, ile gosterilsin. Her P # O

icin, dz (0, P).dg (0, P") = r? kosulunu saglayan oP 1s1n1 tizerindeki P’ noktasina P

nin evrigi denir ve I, .(P) = P’ seklinde gosterilir. O noktasina inversiyon merkezi, C

cemberine inversiyon cemberi, 7 yarigapina inversiyon yarigapi, 72

sayisina da
inversiyon kuvveti denir. Sekil 2.1°de merkezil ¢emberde inversivona ait gorsel

verilmistir.



Sekil 2. 1. Merkezil gemberde inversivon.

Bir P noktasinin inversi P’ oldugunda, P’ noktasinin inversinin de P olmasi gerektigi

d;(0,P).dg(0,P") = r? kosulundan kolayca gériilebilir.
P noktasi eger C nin i¢ bolgesinde ise d(0, P) < r dir.
d(o,pP).d(0,P") =r? (2.9)

olmasi i¢in d(0, P") > r olmalidir. Bu sebeple inversiyon ¢gemberinin i¢ginde bulunan
noktalarin inversleri ¢emberin disinda olur. Benzer, sekilde inversiyon ¢emberinin

disinda kalan noktalarin inverslerinin ¢emberin i¢inde yer aldig1 sdylenebilir.

Eger P noktas1 C nin iizerinde ise d(0, P) = r dir. d(0,P).d(0,P") = r? kosulunu
saglamasi igin r d(0, P") = r? olmas1 gerekir. Boylelikle P = P’ olur. Yani inversion
¢cemberi iizerinde bulunan bir noktanin inversi yine kendisi olmaktadir. Bu 6nermenin
tersi de saglamir. P = P’ olsun. Buradan (d(0, P))? = r? ve dolayisiylad(0,P) = r
elde edilir. Bu da P noktasimin inversiyon ¢emberi lizerinde bulundugunun bir
gostergesidir. Inversiyon O noktasinda tanimli degildir. Dolayisiyla tanim kiimesi
diizlemin tamamini igermez. Ayrica inversiyon orten de degildir. Ciinkti I - (P) =
O olacak sekilde bir P noktasi yoktur. Bu tiir eksiklikleri gidermek i¢in diizleme oo
(noktasi sonsuzdaki bir nokta) ilave edilerek diizlem genisletilmektedir. I y(0) = o
ve () =0 , seklinde tanimlandiginda O ve oo noktalar1 birbirine kargilik

gelmektedir. Dolayisiyla inversiyon genisletilmis diizlemin bir doniisiimii olur.

Tamim 2.2.2: €, R? de O merkezli bir elips olsun, € ye gore inversiyon (P) = P’
bigiminde tanimli y: R?\{0} — R?*\{0} déniisiimiidiir, burada Q, OP 1511 ile elipsin
kesisim noktas1 olmak iizere P’, oP 15101 iizerindeki bir nokta ve OP.OP' = (0Q)?

dir. Sekil 2.2’de merkezil elipste inversivona ait gorsel verilmistir.



Sekil 2. 2. Merkezil elipste inversiyon.

P’ noktasina & elipsine gore P nin inversi denir. £ ye inversiyon elipsi, O ya inversiyon
merkezi ve w = 0Q sayisina inversiyon yarigapt denir (Bkz: Sekil 2.2). Klasik
durumun tersine inversiyon yarigapi sabit degildir. Acik¢a 1 bir involiisyondur, yani
her P # 0 igin y(y¥(P)) = P dir. Sabit kalan noktalar £ elipsinin iizerindeki
noktalardir. Dahasi P nin € nin dis blgesinde olmast igin gerek ve yeter kosul P’ niin
€ nin i¢ bolgesinde olmasidir. O nun inversi goriintiisii olacak sekilde bir sonsuzdaki
nokta O, U ortaya koyarak 1 yi genisletilmis R%, inversler diizlemi {izerinde bir

involiisyon olarak alabiliriz.

Onerme 2.2.1: P nin € elipsine gore inversi OP dogrusu ile € ye gére P nin kutbunun

2 2
kesisimidir. Daha agik olarak &, % + 2/—2 = 1 elipsi ile (u, v) noktasinin elipse gore
inversi
a’b?u a’b?v (2.10)
(bzuz + a?v?’b?u? + azvz) '
noktasidir.

Teorem 2.2.1: P ve T, € elipsine gore w ve u inversiyon yarigaplarina sahip farkl

noktalar olsunlar. P’ ve T', € ye gore P ve T nin inversleri iseler

w2.TP ] .
OP.OT’ 0,P,T dogrudas ise
: 2.11
Vw2—u2)(w2.0T? — u20P2) + w2u2. PT? e (2.11)
) lger natlerae
OP.OT
seklindedir.
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3. TAKSI ELiPTiK INVERSIYONLAR

Bu boliimde 6ncelikle taksi diizleminin genel tanimi ve bazi 6zellikleri verilecektir.
Sonrasinda taksi diizlemde odaklarin konumlarina goére elipslerin nasil degisiklik
gosterdigi incelenmektedir. Son olarak taksi diizleminde bir elipse gore inversiyon
tanimlanmakta ve bu doniisiimiin baz1 Ozellikleri (Can, 2024) kaynagindan

faydalanilarak verilmektedir.
3.1 Taksi Diizlemi ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1: P = (x4, y,) Ve Q = (x5, y,) € R? olmak iizere

dr(P,Q) = |x; — x3| + |y1 — yal (3.1)

biciminde tanimli d7: R xR — [0, 00) uzaklik fonksiyonu taksi uzaklik fonksiyonu

olarak isimlendirilir.

Teorem 3.1.1: d uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve d metrigi ile dosenmis analitik

diizlem RZ ile gosterilir.

Onerme 3.1.1: Her o6klidyen oteleme taksi diizlemde uzakhigi korur. Béylece

otelemelerin her biri R% de bir izometridir.

Onerme 3.1.2: dg 6klidyen uzaklik fonksiyonunu gostermek iizere [, analitik diizlemde

P, ve P, noktalarindan ge¢en dogru olsun. [ nin egimi m ise

1+ |m|

dr(Py, Py) = A2

dg(Py, P;) (3.2)

dir.

Sonug 3.1.1: P;, P, ve X, R? de dogrudas noktalar olsunlar. Bu durumda dz(P;, X) =
dg(P,, X) olmasi igin gerek ve yeter kosul dr(P;,X) = dr(P,, X) olmasidir.

Sonug 3.1.2: P, P, ve X, R? de dogrudas ve farkli noktalar olsunlar. Bu durumda

dE(PLX) — dT(PlﬂX)
dg(Pp,X)  dr(Py,X)

(3.3)
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dir.
RZ de M = (x,, y,) merkezli, r yarigaph gember
C={x € R*|dr(X,M) = |x — xo| + |y — yol =7} (3.4)

Kiimesinin noktalarinin geometrik yeridir ve bu c¢ember kose noktalar1 V; =
(xo +1,v0), Vo = (x0, V0 + 1), Vs = (xg —7,¥0), Va = (xg, V9 — ) ve kenarlarinin
egimi +1 olan bir karedir (Bkz: Sekil 3.1).

Sekil 3. 1. Taksi cemberi.

3.2 Taksi Elipsleri

Tanmim 3.2.1: F; ve F,, RZ de verilen noktalar olsunlar. Bu durumda odaklar1 F; ve F,,
sabiti k olan &; taksi elipsi F; ve F, ye uzakliklari toplami k olan noktalarin geometrik

yeri yani
Er={P=(x,y):dr(P,F)) +d;(P,F;) = k,P € R}, k = d;(Fy, F,)} (3.5)
kiimesinin elemanlardir.

Elipsin odaklarindan gecen dogrunun egimine gore iki tiir taksi elipsi vardir. F; ve F,
odaklarindan gecen dogrunun egimi 0 veya oo ise elips bir altigen, aksi takdirde elips
bir sekizgendir. Bu durumda odaklar1 F; = (x4,y,) ve F, = (x5, y,) olan taksi elipsi
Sekil 3.2°de verilen elipstir ve bu elipsin kdselerinin koordinatlar: sirasiyla

k—x1+x, k—x1+x;
Vl = (xl,_z ),V2 = (xz,—z ,V3

(xl,m),% = (M,O) dir.

2 2

—k+x1+x2 —k+x1—x2
(2255 0) 1, = (25,



Sekil 3. 2. Taksi altigen elipsi.

Benzer sekilde x; # x,ve y; # y, iken odaklar1 F; = (x;,y,) ve F, = (x;,y,) olan

taksi elipsi Sekil 3.3 de verilen elipstir ve bu elipsin kdselerinin koordinatlari sirasiyla;

—X1+XZ+y1+y2+k —X1+XZ+y1+y2+k X1+XZ+yl—y2—k
Vlz(xll 2 )! V2:(x2, 2 ) V3: f’)/1 )

X1+x2+Y1—y2—k X1—X2+Y1+Y2—k X1—X2+Y1+Y2—k
( 2 'yZ)i V5 = (xZ' 2 y V6 =\ X1, P )

_ [ x1txX2—y1—Y2tk X1+X2—Y1+Y2+k
= (—2 ,yz), V8 = (—2 'yl dlr.

~
Il

NS

Sekil 3. 3. Taksi sekizgen elipsi.

3.3 Taksi Eliptik Inversiyonlar

Bu boliimde ¢embere gore inversiyonlarin bir genellemesi olan eliptik inversiyonlar

RZ de tanimlanmakta ve bu déniisiimlerin baz1 6zellikleri verilmektedir.

Tanim 3.3.1: £, R de O = (a, b) merkezli F, ,F, odakl ve k sabitli bir elips, P,, da
lo-diizlemine eklenmis ideal nokta olsun. R% de & elipsine gore taksi eliptik
inversiyon I¢.(0,k)(0) = Py, I¢.(0,k)(Ps) = O ve I¢.(0,k)(P) = P’ bigiminde

tanimlanan
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Ie,(0,5): R% U (P} = RS U (P} (36)

doniigiimidiir. Burada P’, 0P 1s1n1 iizerinde O dan farkli bir nokta olup, 7 elipsi ile

oP 1s1ninin kesisimi Q noktasi olmak {izere
dr(0,P).dr(0,P") = [dT(O,Q)]Z (3.7)

dir. €7 ye inversiyon elipsi, O ya inversiyon merkezi, P’ noktasina £ elipsine gore, P

noktasinin inversi ve €: = d (0, Q) pozitif reel sayisina da inversiyonun yarigapi denir

(Bkz: Sekil 3.4).

Sekil 3. 4. Taksi elipsine gore bir noktanin inversi.

Dikkat edilmesi gereken bir nokta taksi diizlemdeki (ve Oklid diizlemindeki)
cembersel inversiyonlarin aksine, taksi eliptik inversiyonlarinin yarigaplarmin Sabit

olmamasidir.

Yardimer Teorem 3.3.1: P € RZ U {P,,} olmak iizere I¢,.(0,k)(P) = P’ olsun. P, Er
nin i¢ bolgesindeyse P’, £ nin dis bolgesindedir ve tersine P’, 7 nin i¢ bolgesindeyse
P, &7 nin dig bolgesindedir. Ayrica I, (0, k) altinda invaryant kalan noktalar yalmizca

Er elipsi iizerindeki noktalardir.

Ispat: P noktasinin £ nin i¢ kisminda oldugunu varsayalim. Bu durumda d;(0, P) <
dr(0,Q) dur. P' =1¢.(0,k) (P) vedr(0,P).dr(0,P") = [dr(0,Q)]* oldugundan
[dr(0,Q)]? = dr(0,P).dr(0,P") < d;(0,Q).dr(0,P") olup d;(0,P") >
d;(0, Q) elde edilir. Dolayisiyla P’, € nin dis bolgesindedir. P nin €; nin dis
bolgesinde oldugunda P’ niin £; nin i¢ bdlgesinde olmasi durumunun ispat1 benzer

sekilde yapilir.
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Onerme 3.3.1: I¢, (0, k) odaklart Fy; = (x1,y1) Ve F, = (x,,¥,), merkezi 0 = (0,0)

ve sabiti k olan &,

elipsine gore taksi eliptik inversiyon olsun. P = (x,y) ve P' =

(x',y") I¢.(0, k) ya gbre inversi noktalar ise;

( k2x k?y 2y1 k —2xq .
) ) ‘ < ’ ise
4(x +y)? " 4(x + y)? k —2y, 2x,
(k —2x1)%x (k — 2x;)? k —2x, ]
, ) < |m|ise
'y = | 4y2 4y 2x, .
¥y = k%x k?y |k—2x1 < | 2y1 | . (38)
) LT ) A B 7N I I B
(k —2y,)? (k—2y)?y < | 2y |
\ 4x 4x2 ’ k — 2y,

dir. Burada x; # 0, y; # 0, x; > y; ve m, oP 1sininin egimidir. Eger x; # 0, y; = 0

ve x; >y, ise

k%x k?y k

(<

x',y") =1

[

(

dir. Eger x; =0, y;

(

(x",y") =+

(

dir.
Ispat: Odaklar F; =

Er ={Q € R%:|

1] .
, , 0<m<
4(x +y)? 4(x + y)z) m | X, | e
(k — 2x1)%x (k — 2x;)? k —2x, )
) | | <Imlise (3.9)
k?x k%y |k — 2% <0
4(x— )% 4(x —y)2)’ 2%, | SR
+ 0vex; >y, ise
k*x k*y 29 |
A+ )2 4(x +y)2)  |k—2y, STEE
k?x k? 2
Y ), 2 ise (3.10)
4(x —y)* 4(x —y)? k — 2y,
(k —2y,)? (k —2y,)%y im| < | 2 | .,
4x ’ 4x2 ' k—2y,

(x1,¥1), F, = (x5, y,) ve sabiti k olan merkezsel taksi elipsi £

x—x | Hy—yi Il +lx—x 1+l y—y, I=k,Q
1 Yy—W 2 y—=Y2 (3.11)

= (x,y),k=dr(F,F,) L
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denklemini saglayan noktalar kiimesidir. P = (x,y) ve P’ = (x',y") E; ye gore invers
noktalar ise O, P ve P’ dogrudastir ve 0P ile 0P 1sinlar1 ayni dogrultuya sahiptir.

Béylece herhangi bir t € R* icin OP' = tOP dir. d;(0, P).d7 (0, P") = [d7(0, Q)]?

oldugundan

_ ldr(0, @7

= R+ 2 (312

bulunur. t nin bu degeri (x',y") = (tx,ty) ifadesinde yerine yazilarak istenilen

sonuglar elde edilir. Ornegin =221 < | m | ise, d7(0,Q) = (1+] m D522 olur.
1

2x

(k=2x1)%x (k—2x4)?
4y2 7 4y2

Boylece (x',y") = ( ) elde edilir.

Sonug 3.3.1: I, (0, k), R} de odaklari F; = (xq,y1) ve F, = (x,y,), merkezi 0 =
(a, b) ve sabiti k olan £ taksi elipsine gore eliptik inversiyon olsun. P = (x,y) ile
P'= (x',y¥"), I¢,(0, k) ya gore invers noktalar ise x; # 0, y; # 0, x; >y, vem oP

1s1ninin egimi olmak tizere

( N k%(x — a) k*(y — a) )
@ A(x—a+y—Db)? 4(x—a+y—b)?)’
2(y1 — b) k—2(x,—a)| .
|k—2(y1—b)|<m<| 206, —a) | €
(k — 2x; — 2a)?*(x — a) (k — 2x; — 2a)?
<“+ T LR TCryy )
k—2(x; —a) )
|— < |m|ise
L 2(x; —a)
(x5 y") = 1 K2(x — @) ) Gy — a) S (3.13)
. A(x—a+y—Db)? 4(x—a+y—b)?)’
i el B T I
2(xy —a) k —2(y, —b)
(k — 2y, — 2b)? (k — 2y, — 2b)*(y — b)
<a+ 4(x — a)? b+ 4(x — a) )'
m<|M ise
\ k—2(y, - b) )

dir.
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Ispat: Otelemelerin taksi diizleminin izometrileri olmalarindan dolay1 elde edilen bu

sonug agiktir.

Siradaki teorem Oklidyen diizlemde ¢embere gore inversiyon altinda ¢ember ve
dogrularin birbirlerine doniisme durumlarina benzer olarak taksi diizlemde eliptik
inversiyon altinda elips ve dogrularin ne olduklarini ifade etmektedir. Teoremdeki her
bir durum bir¢ok olast durum incelenerek ve Denklem (3.8) kullanilarak uzun
hesaplamalarla elde edildiginden ve BoOlim 4’de bu durumlar ayrintili olarak

inceleneceginden teorem ispatsiz olarak ancak sekillerle agiklanarak verilmektedir.
Teorem 3.3.2:

i.  Inversiyon merkezi O dan gegen bir dogru I, (0, k) altinda invaryant kalur.

ii.  Inversiyon merkezi O dan gegmeyen bir dogru I¢,. (0, k) altinda merkezi O olan
bir taksi elipsine eslenmez (Bkz: Sekil 3.5.).

iii.  Inversiyon elipsi ile ayni tipten olan O merkezli taksi elipslerinin I, (0, k)
altindaki inversleri de ayni tipten, O merkezli taksi elipsleridir.

iv.  Inversiyon elipsi ile ayn1 tipten olmayan O merkezli taksi elipslerinin I¢_.(0, k)
altindaki inversleri O merkezli taksi elipsleri degildir (Bkz: Sekil 3.6.).

V. O dan gecmeyen taksi elipslerinin I¢.(0, k) altindaki inversleri herhangi bir
taksi elipsi degildir.

vi. O inversiyon merkezinden gegen taksi elipslerinin I (O, k) altindaki inversleri

0 merkezinden ge¢cmeyen herhangi bir dogru degildir.

Sekil 3. 5. 0 dan gegmeyen bir [ dogrusunu I¢.(0, k) altindaki inversi.
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&

Sekil 3. 6. £ inversiyon elipsi ile ayn1 tipten olmayan O merkezli &; taksi elipsinin
inversi.
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4. R2 DE ELIPTIK INVERSIYONLAR ALTINDA DOGRULARIN
INVERSLERININ SINIFLANDIRMASI

Bu boliimde R% de dogrular egimlerine gére smiflandirilarak eliptik inversiyon
altindaki inversleri incelenmistir. R% deki elipse gore inversiyonlarda bir dogrunun
inversi yine bir elipstir (Rubianove Ramirez, 2014), ancak bu bélimde R2 de
dogrularin eliptik inversiyonlarinin taksi elipsler degil de yanlizca konveks kiimeler

olduklar1 sonucuna ulagilmistir.

Tanim 4.1: Sekil 3.3’de verilen O = (a, b) merkezli sabiti k olan F; = (x1,y,), F, =
(x2,y,) odaklarina sahip E; taksi elipsi ve bu elipsin V;, V,, ..., Vg kose noktalar1 ele
alinsin. O ve Vg noktalarindan gegen dogruya elipsin 1. pozitif ayrag dogrusu, O ve V;
noktalarindan gegen dogruya elipsin 2. pozitif ayra¢ dogrusu, O ve V., noktalarindan
gecen dogruya elipsin /. negatif ayrag dogrusu, O ve V, noktalarindan gegen dogruya
elipsin 2. negatif ayra¢ dogrusu denilmekte ve bu dogrular sirasiyla
di ,d;,,d; ,vedy, ile gosterilmektedir. Ayrica dy ile dj dogrulari arasinda kalan
bolgeler dj, > 0 ve df < 0 igin Bjs,+, di <0 ve dj >0 igin Bx,+, dj ile dj
dogrulari arasinda kalan bélgeler d < 0 ve dy, > 0igin Bj+,-, df >0ved, <0
igin B+~ dj,ile dy, dogrulan arasinda kalan bolgeler dj, >0 ve dy, <0 igin
B+, di, < 0vedy, > 0icin Bys,- Ve dy ile dy, dogrulari arasinda kalan bélgeler
dy, >0vedy, <0 igin Bi,-, dy, <0vedy, >0 igin Bi—,- ile gosterilir. (Bkz:
Sekil 4.1. ve Cizelge 4.1.)

Cizelge 4. 1. Taksi sekizgen elipsine gore bolgeler.

Sinir Ayra¢ Dogrular Komsu Bolgeler Dolayli-Komsu Bolgeler
B+ dj >0ved; <0 Bfi - Bj+,- Bi=5-, Bf-,-
B+ di <Oved; >0 Biii-, Byey- Bi=5-, Bi-,-
B} - dj <Ovedy >0 Bffiy+, Bi-2- By+y-: Byey-
Bpiy- dy >0ved; <0 Bf,-, Byiys Bty Byt y-
Bj+,- dy >0ved; <0 B+, Bf,- B~ B -
Byi,- dy <Ovedy >0 By, Bi - Bji-, B, -
Bf-,- dy >0ved; <0 Byiy-, Byay- Briy+, Bliye
B - dy, <Ovedy >0 B~ Byep- Brip+, Bfiys
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Sekil 4. 1. Taksi sekizgen elipsine gore ayra¢ dogrular1 ve bolgeler.

Sekil 3.2’de verilen O = (a, b) merkezli, sabiti k olan, F; = (xq,y1), F; = (x3, 1)

odaklarina sahip € taksi elipsi ele alinsin. Bu durumda bu elips Sekil 3.2.1. de

gosterildigi gibi koseleri V3, Vs, ..., Vg olan bir altigen bigimindedir. Dikkat edilirse V3

kosesi Sekil 3.3’de verilen sekizgen elipsin V5 ve V, koselerinin ¢akismasi, Vg kosesi

de Sekil 3.3’de verilen sekizgen elipsin V, ve Vg koselerinin ¢akismasi ile ortaya

cikmaktadir. Dolayisiyla bu halde 1. pozitif ve 1. negatif ayra¢ dogrulari ¢cakigarak y =

y, denklemine sahip notr ayrag dogrusu olarak isimlendirilen d,  dogrusuna

déniismektedir ve By~ ile B, bdlgeleri ortadan kalkmaktadir. Geriye kalan ayrag

dogrular1 ve bunlarin belirledigi bolgelerin isimlendirmeleri sekizgen elips i¢in yapilan

isimlendirmelerle aynidir (Bkz: Sekil 4.2 ve Cizelge 4.2).

Cizelge 4. 2. Taksi altigen elipsine gore bolgeler.

Sinir Ayrag Dogrulart | Komsu Bolgeler Dolayli Komsu Bolgeler
Bl + ds, >Oved; <0 Bio- By - B ,-Bi,-
Brig+ | da, <Ovedj >0 Bi-2- B3 ,- Bi-5- Byt ,-
Bf,- | da,<Oved; >0 B+, Brigt B+, Byrp-
Bi,- da, >0ved; <0 Bl +.Bt,- B+, Briyt
B, - dy >0ved; <0 Bl +,Bi5- Bliy+,Bi5-
Byi,- | di, <Ovedy, >0 Biy+Bi2- Bfiy+,Bi2-
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Sekil 4. 2. Taksi altigen elipsine gore ayra¢ dogrulart ve bolgeler.

Teorem 4.1: inversiyon merkezinden gecen dogrular taksi eliptik inversiyon altinda

degismez (invaryant) kalirlar.

Ispat: Otelemeler taksi diizleminin izometrileri oldugundan inversiyon elipsinin
merkezinin O = (0,0) oldugunu kabul etmekte bir sakinca yoktur. Dolayisiyla Er
inversiyon elipsi, merkezi O = (0,0), odaklar1 F; = (x1,y1), F, = (x5, y1) ) Ve sabiti
k olan bir taksi elipsi olsun. Ayrica d dogrusu ax + by = 0, a? + b? > 0 bi¢iminde

verilsin. Bu durumda I¢ (0, k) inversiyonu altinda d nin goriintiisii;

ax + by =0, X € B+ UBpiy+

g Jaxt by=0, x€ Bj+,- UBj4,- 4.1)
ax + by =0, X € B -UBL -

ax + by =0, X € Bf~,- UB,-
olup d, I, (0, k) altinda invaryanttir.

Teorem 4.2: Inversiyon merkezinden ge¢gmeyen dogrular taksi eliptik inversiyon
altinda degismez (invaryant) kalmazlar. Ayrica bu dogrularin inversleri taksi

inversiyon elipsinin merkezinden gecen kapali bir egridir.

Ispat: 0 = (0,0), I, (0, k) inversiyonunun merkezi, F; = (x1,¥1), F; = (x2,¥1), Er
inversiyon elipsinin odaklari, k, E; nin sabiti ve a? + b? > 0, ¢ # 0 olmak iizere R%
de bir d dogrusu ax + by + ¢ = 0 olsun. d nin I¢.(0, k) taksi eliptik inversiyonu

altindaki goriintiisti
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( +b kzy +c=0 € BL. . UBZ
4(x+y) A t+y)2) T FE P Pl

CkZaf>+bCk2%>>c:a X € Bjiy UByr,

k2
=0, € BX,-UB-,-
Q@—w e w>+c * € Sram U B

\ <(k —2y1) > (( yl) y) c=0, xeBh. UBG.

(4.2)
+b

dir. Omegin Bji,+ U Bp+,+ ile Bfi,- U B - bdlgelerindeki paraboller arasindaki
aginin E radyan ve Bj+,- UB+,- ve Bji,- UBp,- bolgelerindeki paraboller
arasindaki acinin % radyan olduklari goriiliir. Benzer islemler tiim komsu bolgeler ve
dolayli-komsu bolgeler i¢in her durumda yapilirsa komsu bolgelerdeki invers konikler

arasindaki ac¢inin % radyan, dolayli-komsu bdlgelerdeki invers konikler arasindaki

acinin % radyan olduklar1 gézlemlenir.

Ayrica d dogrusunun egimi +1,0 ve oo oldugu durumlarda bir bolgede elipsin
kenarlarindan birine paralel olacag: agiktir. Bu durumda dogrunun bu bdlgesindeki
parcasinin inversi yine bir dogru pargast olacaktir. Dolayisiyla bu dogru pargasi ile
komsu bolgelerde ortaya ¢ikan parabollerin dogrultmanlar arasinda % radyanlik ag1,
dolayli-komsu bolgelerde ortaya ¢ikan parabollerin dogrultmanlari ile dogru pargasi

arasinda g radyanlik ag1 bulunmaktadir. Ornegin y = k dogrusunu ele alalim. Bu

- 2 _ 2
dogrunun Bly,_ UBji,- bolgesindeki inversi &2 = f yapjy = E2a)x
g 2%2 2+2 g yani y n
dogrusudur Ve Bji,- U Bpi,- bdlgesindeki inversi k2y,)'y _ 43;21) Y = k paraboliidiir. Bu

(k—2x1)%x

paraboliin dogrultman1 y = Tk

dogrusuna diktir. Benzer islemler komsu

bolgeler ve dolayli-komsu bolgeler icin her durumda yapilirsa inversleri dogru ya da

parabol olan komsu bolgelerdeki dogru ile paraboliin dogrultmani ya da paraboller

arasindaki aginin %, dolayli-komsu bolgelerdeki dogru ile paraboliin dogrultmani, ya

da paraboller arasindaki aginin g radyan olduklar1 gézlemlenir.
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Asagidaki orneklerde dogrularin inversleri dogrularin diizlemdeki konumlarina gore
Teorem 4.2. de ifade edilen durumlar icin incelenmektedir. Bu 6rneklerde inversiyon

elipsi olarak odaklar1 F; = (3,2), F, = (—3,—2) ve inversiyon sabiti k = 14 olan
Er ={X =) | dr(F, X) + dr(F, X) = 14} (4.3)
taksi elipsi alinmistir.

Ornek 4.1: I¢, (0, 14) inversiyonu altinda x = 3, x = 5 ve x = 7 dogrularin inversleri

Sekil 4.3’de gosterilmektedir.

x = 3 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49x — 3(x + y)? = 0, 16x — 3y? =
0,48x —3(x+y)?=0ve x = 23—5 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 3 olanlar parabol
yaylari, 4 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal
parabollerdir, 2 paraboliiniin dogrultmani ile 4 dogrusu birbirine ortagonaldir, 1 ile 2

ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar % radyandir, 1 paraboliiniin dogrultmani ile 4

dogrusu arasindaki ag¢1 ve 3 paraboliiniin dogrultmani ile 4 dogrusu arasindaki ag1 ise

% radyandir.

x = 5 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapal egridir. 1, 2,3 ve 4
ile isimlendirilmis konik parcalar sirastyla 49x — 5(x + y)? = 0, 16x — 5y% =0,
48x — 5(x + y)?2 =0 ve x =5 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 3 olanlar parabol
yaylari, 4 ise dogru pargasidir. . Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal
parabollerdir, 2 paraboliiniin dogrultmani ile 4 dogrusu birbirine ortagonaldir, 1 ile 2
ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar % radyandir, 1 paraboliiniin dogrultmani ile 4
dogrusu arasindaki ag1 ve 3 paraboliiniin dogrultmani ile 4 dogrusu arasindaki ac1 ise

% radyandir.

x = 7 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir dogrunun

inversi tamamen &£ nin i¢ bolgesindedir. 1, 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari

sirastyla 49x — 7(x +9)2 =10, 16x—7y2 =0, 48x—7(x +y)2 =0 ve x = %

denklemlerine sahiptir. 1, 2 ve 3 olanlar parabol yaylari, 4 ise dogru pargasidir. Dikkat
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edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal parabollerdir, 2 paraboliiniin dogrultmani ile 4
dogrusu birbirine ortagonaldir, 1 ile 2 ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar %
radyandir, 1 paraboliiniin dogrultmani ile 4 dogrusu arasindaki ag1 ve 3 paraboliiniin

dogrultmani ile 4 dogrusu arasindaki ag1 ise % radyandir.

x = 3,x = 5vex = 7 dogrularinin I, (0, 14) altinda invaryant kalan noktalar1 £ ile

kesistikleri noktalardir.

Sekil 4. 3. m — oo egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.2: I¢,.(0,14) inversiyonu altndax +y —5=0, x +y—-7=0vex+y —

9 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.4’de gosterilmektedir.

x+y—5=0 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali

egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla x +y = % , 16x +

16y — 5y%2 = 0,49x + 49y — 5(x — y)? = 0, 25x + 25y — 5x? = 0 denklemlerine
sahiptir. 1 ile gosterilen bir dogru pargasi 2,3 ve 4 ile gosterilenler ise parabol
yaylaridir. 2 ile 3 | 3 ile 4 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki

acilar % radyandir, 2 ile 4 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller

birbirine ortagonaldir.

x +y —7 =0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla x +y =7, 16x + 16y —
7y2 =0, 49x+49y—7(x—y)?=0, 25x+ 25y — 7x? = 0 denklemlerine
sahiptir. 1 ile gosterilen bir dogru pargast 2,3 ve 4 ile gosterilenler ise parabol

yaylaridir. 2 ile 3 , 3 ile 4 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki
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acilar % radyandir, 2 ile 4 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller

birbirine ortagonaldir.

x+y—9 =0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir
dogrunun inversi tamamen £ nin i¢ bolgesindedir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis
konik parcalar sirasiyla x +y = % , 16x + 16y —9y? =0, 49x + 49y — 9(x —
y)? =0, 25x + 25y — 9x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1 ile gosterilen bir dogru
parcasi 2,3 ve 4 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 2 ile 3 , 3 ile 4 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar g radyandir, 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil 4. 4. m = —1 egimli dogrularin I¢,. (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.3: I¢,.(0,14) inversiyonu altinday = 2,y = 4 ve y = 6 dogrularin inversleri
Sekil 4.5°de gosterilmektedir.

y = 2 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2,3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirasiyla 49y — 2(x + y)? =0,y = 8, 49y —
2(x —y)? = 0,25y — 2x? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parga bir dogru
parcasi 1, 3 ve 4 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2ile 3 ,3ile 4 ve 4
ile 1 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1
ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine

ortagonaldir.
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y = 4 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapal egridir. 1, 2, 3 ve 4
ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 49y —4(x +y)> =0, y =4, 49y —
4(x —y)?> =0, 25y — 4x% = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parca bir
dogru pargasi 1, 3 ve 4 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1ile 2, 2 ile 3 , 3 ile 4
ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar g radyandr,
1ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine
ortagonaldir.

y = 6 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir dogrunun
inversi tamamen &; nin i¢ bolgesindedir . 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik
parcalar1 sirastyla 49y —6(x +y)2 =0, y = 1?6, 49y —6(x —y)2 =0, 25y —
6x% = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parga bir dogru pargas: 1,3 ve 4 ile

gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1ile 2, 2ile 3 , 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani

komsu bdlgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4

parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil 4. 5. m — 0 egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.
Ornek 4.4: I¢,.(0, 14) inversiyonu altinda 4x + 3y — 12 =0,4x + 3y —18 =0 ve

4x + 3y — 32 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.6’da gosterilmektedir.

4x + 3y — 12 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1, 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirastyla 196x + 147y — 12(x + y)? =
0, 64x+48y—12y?=0, 196x+ 147y —12(x —y)? =0,100x + 75y —

26



12x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari
parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 , 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bdélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

4x + 3y — 18 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirasiyla 196x + 147y — 18(x + y)? =
0, 64x +48y—18y? =0, 196x + 147y —18(x —y)? =0, 100x + 75y —
18x2% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari
parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 , 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayl komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

4x + 3y — 32 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapal
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 196x + 147y —
32(x+y)2=0, 64x+48y—32y?2=0, 196x+ 147y —32(x —y)? =0,
100x + 75y — 32x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik
pargalari parabol yaylaridir. 1ile 2,2 ile 3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil 4. 6. m = —g egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.5: I¢,.(0, 14) inversiyonu altinda 2x + 5y —8 =0, 2x + 5y —16 =0 ve

2x + 5y — 30 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.7°de gosterilmektedir.
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2x + 5y — 8 = 0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmiz ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirastyla 98x + 245y —
8(x+y)2=0, 32x+80y—8y?=0, 98x+245y—8(x—y)?=0,50x+
125y — 8x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari
parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 , 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

2x + 5y — 16 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirastyla 98x + 245y — 16(x + y)? =
0, 32x + 80y — 16y2 = 0, 98x + 245y — 16(x — y)? = 0, 50x + 125y — 16x2 =
0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 parabol

yaylaridir. 1ile 2,2 ile3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri yani dolayli

komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

2x + 5y —30 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 98x + 245y —
30(x + y)? =0, 32x + 80y —30y? =0, 98x + 245y — 30(x —y)? = 0,50x +
125y — 30x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik
pargalar1 parabol yaylaridir. 1ile 2,2 ile 3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bdélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil4. 7. m = —S egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.
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Asagidaki orneklerde Teorem 4.2. de ifade edilen durumlar icin incelenmeler
yapilmaktadir; Bu Orneklerde inversiyon elipsi olarak odaklart F; = (4,0), F, =

(—4,0) ve inversiyon sabiti k = 14 olan
Er ={X =@, y) | dr(F, X) + dr(Fp, X) = 14} (4.4)
taksi elipsi alinmistir.

Ornek 4.6: I¢ (0, 14) inversiyonu altnday —x —4 =0,y —x -7 =0 vey —x —

9 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.8’de gosterilmektedir.

y —x—4 =0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 49y — 49x —
4(x +v)?> = 0,9y — 9x — 4y?,49y — 49x — 4(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir.
3 ile gosterilen parca bir dogru pargast 1 ve 2 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir.

1 ile 2 parabolleri yani komsu boélgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir

y —x — 7 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y — 49x — 7(x + y)? = 0,
9y — 9x — 7y?, 49y — 49x — 7(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 3 ile gosterilen
parga bir dogru pargasi 1 ve 2 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir

y —x —9 =0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y — 49x — 7(x + y)? = 0,
9y — 9x — 7y?, 49y — 49x — 7(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 3 ile gdsterilen
parca bir dogru pargasi 1 ve 2 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir.
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Sekil 4. 8. m = 1 egimli dogrularin I¢,. (0, 14) altindaki inversleri.

Omnek 4.7: I (0, 14) inversiyonu altnday + x —4 =0,y +x -7 =0 vey + x —

9 = 0 dogrularm inversleri Sekil 4.9°da gosterilmektedir.

y +x —4 =0 dogrusu kirmizi1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y + 49x —
4(x +v)?2 = 0,9y + 9x — 4y?,49y + 49x — 4(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir.
1 ile gosterilen parca bir dogru parcasit 2 ve 3 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir.

2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir

y +x — 7 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y + 49x — 7(x + y)? = 0,
9y + 9x — 7y?, 49y + 49x — 7(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 1 ile gosterilen
parga bir dogru pargasi 2 ve 3 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 2 ile 3 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir

y+x—9 =0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapal1 egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y + 49x — 9(x + y)? = 0,
9y + 9x — 9y?, 49y + 49x — 9(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 1 ile gdsterilen
parca bir dogru pargasi 2 ve 3 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 2 ile 3 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir.
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Sekil 4. 9. m = —1 egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.8: I, (0, 14) inversiyonu altinday —2x +7 =0,y —2x+ 14 =0 vey —

2x + 18 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.10’da gosterilmektedir.

y — 2x + 7 = 0 dogrusu kirmizi1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 49y —98x +
7(x+vy)2=0, 9y —18x + 7y? = 0, 49y —98x + 7(x — y)? = 0 denklemlerine
sahiptir. 1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. 1ile 2, 2 ile 3

parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki acilar % radyandir, 1 ile 4

parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

y — 2x + 14 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 49y — 98x + 14(x + y)? =
0,9y — 18x + 14y? = 0, 49y — 98x + 14(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2
ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu boélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

y — 2x + 18 = 0 dogrusu yesil dogru olup inverside yesil ile ¢izilmis kapal1 egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 49y — 98x + 18(x + y)? = 0,
9y — 18x + 18y? = 0, 49y — 98x + 18(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2 ve
3 ile isimlendirilmis konik parcalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri

yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.
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Sekil 4. 10. m = 2 egimli dogrularin I, (0, 14) altindaki inversleri.

Ormnek 4.9: I¢,.(0,14) inversiyonu altinda x = 4, x = 7 ve x = 9 dogrularin inversleri

Sekil 4.11°de gosterilmektedir.

x = 4 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2 ve
3 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 49x — 7(x + y)? = 0, 9x — 7y? = 0,
49x — 7(x —y)? = 0 denklemlerine sahiptir.1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik

parcalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2 , 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 4  parabolleri yani dolayli komsu

bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

x = 7 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapal egridir. 1, 2 ve
3 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 49x — 7(x + y)? = 0, 9x — 7y? = 0,
49x — 7(x —y)? = 0 denklemlerine sahiptir.1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik
pargalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 4  parabolleri yani dolayli komsu

bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

x = 9 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2 ve
3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirastyla 49x — 9(x + y)? = 0, 9x — 9y? = 0,
49x — 9(x —y)? = 0 denklemlerine sahiptir.1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik

pargalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2 , 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki
paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 4 parabolleri yani dolayli komsu

bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.
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Sekil 4. 11. m — oo egimli dogrularin I, (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.10: I¢.(0, 14) inversiyonu altinda 4y — 3x + 12 = 0,4y —3x + 24 = 0 ve

4y — 3x + 33 = 0 dogrularmm inversleri Sekil 4.12°de gdsterilmektedir.

4y — 3x + 12 = 0 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 196y — 147x +
12(x +y)? =0, 36y — 27x + 12y% = 0, 196y — 147x+12(x —y)? =0
denklemlerine sahiptir. 1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalari parabol yaylaridir.
1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar %
radyandir, 1 ile 3 parabolleri yani dolayli komsu bélgelerdeki paraboller birbirine

ortagonaldir.

4y — 3x + 24 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 196y — 147x + 24(x + y)? =
0, 36y—27x+24y?>=0, 196y —147x+24(x—y)> =0  denklemlerine
sahiptir. 1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile

3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile

3 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

4y — 3x + 33 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 196y — 147x + 33(x + y)? =
0, 36y—27x+33y2=0, 196y —147x+33(x—y)>=0 denklemlerine

sahiptir. 1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. 1ile 2, 2 ile 3
parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3

parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

33



Sekil 4. 12. m = % egimli dogrularin I, (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.11: I¢,. (0, 14) inversiyonu altinda 5y —2x +4 = 0,5y —2x + 23 =0 ve
5y — 2x + 33 = 0 dogrularin inversleri Sekil 4.13’de gosterilmektedir.

5y —2x + 4 = 0 dogrusu kirmizi1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 245y —98x +
4(x+v)? =0, 45y — 18x + 4y? = 0, 245y —98x + 4(x —y)?2 =0
denklemlerine sahiptir.1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir.
1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar %
radyandir, 1 ile 3 parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine

ortagonaldir.

5y — 2x + 23 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 245y — 98x + 23(x + y)? = 0,
45y — 18x + 23y? = 0, 245y — 98x + 23(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2

ve 3 ile isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri
yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 parabolleri

yani dolayli komsu bdélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

5y — 2x + 33 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapal1 egridir.
1, 2 ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 245y — 98x + 33(x + y)? = 0,
45y — 18x + 33y2 = 0, 245y — 98x + 33(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir.1, 2

ve 3 ile isimlendirilmis konik parcalari parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3 parabolleri
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yani komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 parabolleri

yani dolayli komsu bélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.
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Sekil 4. 13. m = % egimli dogrularin I (0, 14) altindaki inversleri.

Ornek 4.12: I¢.(0,14) inversiyonu altinda y =1, y =2 ve y = 4 dogrularin

inversleri Sekil 4.14°de gosterilmektedir.

y = 1 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2 ve
3 ile isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 49y — (x +y)?2 =0, 9y — y? =0,
49y — (x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen par¢a bir dogru parcas1 1
ve 3 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir. 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir.

y = 2 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2 ve 3 ile
isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 49y — 2(x + y)? = 0,9y — 2y? = 0,49y —
2(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gdsterilen parga bir dogru pargas: 1 ve 3
ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir. 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir.

y = 4 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir. 1,2 ve 3 ile

isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 49y — 4(x + y)? = 0,9y — 4y? = 0,49y —

35



4(x — y)? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parca bir dogru parcas1 1 ve 3

ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. 1 ile 2 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir. 2 ile 3 parabolleri yani komsu bolgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir.

Sekil 4. 14. m = 0 egimli dogrularin I, (0, 14) altindaki inversleri.
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5. MAKSIMUM ELiPTiK INVERSIYONLAR

Bu bdliimde oncelikle maximum diizleminin genel tanimi ve bazi o6zellikleri
verilecektir. Sonrasinda maximum diizlemde odaklarin konumlarina gore elipslerin
nasil degisiklik gosterdigi incelenmektedir. Son olarak maximum diizleminde bir

elipse gore inversiyon tanimlanmakta ve bu doniisiimiin bazi 6zellikleri verilmektedir.
5.1 Maksimum Diizlemi ve Ozellikleri

Maksimum metrigi ile dosenmis iki boyutlu analitik diizlem R% ile gdsterilir. Bu
bolimde RZ% nin tammi ve bazi o6zellikleri (Salihova, 2006) kaynagindan

faydalanilarak kisaca verilecektir.
Tanim 5.1.1: P; = (x1,y,) Ve P, = (x,y,) € R? olmak iizere
dy(Py, P;) = max{|x; — x5, [y, — ¥21} (5.1)

bigiminde tanimli dy;: R2XR? — [0, ) uzaklik fonksiyonu maksimum uzakli olarak

isimlendirilir.

Teorem 5.1.1: d,, uzaklik fonksiyonu bir metriktir. d, metrigi ile dosenmis analitik

diizlem RZ, ile gosterilmektedir.

Onerme 5.1.1: Her Oklidyen 6teleme maksimum diizlemde uzakligi korur. Boylece

otelemelerin her biri RZ; de bir izometridir.

Onerme 5.1.2: d Oklidyen uzaklik fonksiyonunu gdstermek iizere [ analitik diizlemde

P, ve P, noktalarindan gegen dogru olsun. [ nin egimi m ise

max{1, |m|}

) =T

dg(Py, P;) (5.2)

dir.

Sonug 5.1.1: P;, P, ve X, R? de dogrudas noktalar olsunlar. Bu durumda dz (P;, X) =
dg(P,, X) olmasi igin gerek ve yeter kosul dp (Py, X) = dp(P,, X) olmasidir.

Sonug 5.1.2: P, P, ve X, R? de dogrudas ve farkli noktalar olsunlar. Bu durumda
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dE(Plix) _ dM(Pl'X)

a5 Py K) (P, X) &3
dir.
R2, de M = (x,,y,) merkezli, r yarigapli cember
C = {x € R?*|dy (X, M) = max{|x — xol, [y — yol} = 7} (5.4)

kiimesinin noktalarinin geometrik yeridir ve bu c¢ember kdse noktalar1 V; =
(1 +ry1+1), Vo=@ =1,y +71), Va=0q+1ry;—1), Vo =0y —1,y1—71)

ve kenarlariin egimi 0 veya oo olan bir karedir.

Sekil 5.1°’de maksimum ¢emberine ait gorsel verilmistir.

Vv Vv
* '
®
M = (x0,Y0)

Vv Vv
- o

Sekil 5. 1. Maksimum ¢emberi.

5.2 Maksimum Elipsleri

Minkowski tipi geometrilerde uzaklik yone gore degistiginden uzaklifa bagh
kavramlar Oklidyen geometrisindeki karsiliklarindan oldukga farkli sekillerde ortaya
cikabilmektedir. Bir Minkowski tipi geometri olan maksimum geometrisinde de elips
yapist uzaklik fonksiyonuna bagli oldugundan elipsler, odaklarmin konumuna gore
farkliliklar gostermektedir. Bu boliimde R3, de elipsin tanimi verilip farkli elipslerin

nasil ¢izilebilecegine dair bir kisa yontem gosterilmektedir.

Tanim 5.2.1: F; ve F,, RIZ\,, de verilen noktalar, O bu iki noktanin orta noktasi ve k €
R* U {0} olsun. Bu durumda odaklar1 F; ve F,, sabiti k olan &,, maksimum elipsi F;

ve F, ye uzakliklari toplam1 k olan noktalarin geometrik yeri yani
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Eu = {Pldy(F,P) + dy(F,, P) = k, k = dy(Fy, F;)} (5.5)
kiimesinin elemanlardir.

Elipsin odaklarindan gegen dogrunun egimine gore iki tiir maksimum elips vardir.
Dogrunun egimi —1 veya 1 ise elips bir altigendir, aksi takdirde elips bir sekizgendir.
Bu elipslerin kenarlari, egimleri +1,0 ve o olan dogru pargalaridir. Elipslerin kose
noktalarinin bulunmasi ve koordinat sisteminde elipslerin konumlari Boliim 5.3’de
ayrintili olarak incelenecektir. Maksimum elipsi ¢izme yontemi ise Sekil 5.2°de

verilmistir.

Sekil 5. 2. Maksimum elipsi ¢izme yontemi.
5.3 Maksimum Eliptik Inversiyonlar
Bu boliimde ¢embere gore inversiyonlarin bir genellemesi olan eliptik inversiyonlar

R%, de tanimlanmakta ve bu doniisiimlerin baz1 dzellikleri (Can ve Aygiin, 2024)

kaynagindan faydalanilarak verilmektedir.

Tanim 5.3.1: €y, R% de O = (a, b) merkezli F, ,F, odakli ve k sabitli bir elips, P,, da
lo-diizlemine eklenmis ideal nokta olsun. RZ, de £, elipsine gére maksimum eliptik
inversiyon I¢, (0,k)(0) = Py, I¢,,(0,k)(P,) = 0 ve I, (0,k)(P) = P’ bigiminde

tanimlanan

I¢(0,k): R}y U {Po} = Ry U {P,} (5.6)
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dontistimiidir. Burada P’, oP 1511 lizerinde O dan farkli bir nokta olup, &, elipsi ile

oP 1s1ininin kesisimi Q noktasi olmak {izere

du(0,P).dy(0,P") = [dy(0,Q)] (5.7)

dir. €y ye inversiyon elipsi, O ya inversiyon merkezi, P’ noktasina &€, elipsine gore,

P noktasmin inversi ve &: = dy (0, Q) pozitif reel sayisina da inversiyonun yarigapi

denir (Bkz: Sekil 5.3).

____________________

Sekil 5. 3. Maksimum elipsine gore bir noktanin inversi.

Maksimum diizlemdeki (ve Oklid diizlemindeki) ¢cembersel inversiyonlarin aksine,

maksimum eliptik inversiyonlarin yarigaplar: sabit degildir.

Yardime1 Teorem 5.3.1: P € R3, U {P,,} olmak {izere I¢,,(0,k)(P) = P'olsun. P, &y
nin i¢ bolgesindeyse P’, &, nin dis bolgesindedir ve tersine P’, &y nin ig
bdlgesindeyse P, £y nin dis bolgesindedir. Ayrica I¢,, (0, k) altinda invaryant kalan

noktalar yalnizca € elipsi lizerindeki noktalardir.

Ispat: P noktasinin £, 'nin i¢ kisminda oldugunu varsayalim. Bu durumda d,, (0, P) <
dy(0,Q) dur. P" =1, (0,k)(P) ve dy(0,P).dy(0,P") = [dy(0,Q)]?
oldugundan  [dy(0,Q)]? = dy(0,P).dy(0,P") < dy(0,Q).dy(0,P")  olup
dy (0,P") > dy, (0, Q) elde edilir. Dolayisiyla P’, £, nin dis bolgesindedir. P nin &,
nin dis bélgesinde oldugunda P’ niin &, nin i¢ bolgesinde olmasi durumunun ispati

benzerdir.
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Onerme 5.3.1: I¢,, (0, k) odaklart Fy = (xq,¥,) Ve F, = (x2,¥,), merkezi 0 = (0,0)
ve sabiti k olan &, elipsine gére maximum eliptik inversiyon olsun. P = (x,y) ve

P' = (x',y"), Ic(0, k) ya gore invers noktalar ise

( (k+x, +x3)% (k+x, +x,)%y )
4x ’ 4x2 '
—k+x1—xz+2y1 k—x1+x2+2y1 .
m< ise
k+x; +x, k+x; +x;
(k + x5+ y1)?x (k+x, +y1)%y
x+y)? " (x+y)? '
k—x; + x5 + 2y, k+yi+y,
<m< ise
(xlyl)=< k+x1+x2 k+2x2+y1—y2 > (58)
’ (k+3’1+3’2)2x (k+y1+3’2)2
4y? ’ 4y v
k+y, +vy, k+y, +y, .
<m< ise
k+2x2+y1—_’y2 _k+2x1+y1_y2
(k—x, + yz)zx (k—x, + YZ)ZY
(=x+y)? ' (—x+y)?* )
—k+X1—X2+2y1 k+}’1+3’2 .
m< veya < mise
\ k+x;+x, —k+2x1 +y, — ¥, J

dir. Burada x; # 0, y; # 0, i = 1,2, x; >y, ve m, opP 1sininin egimidir. Ayrica T
noktas1 y ekseni ile F; den gecen ve egimi —1 olan dogrunun kesisim noktasi olmak

tizere k < dy(F,,T) + dy(F,,T) dir. k =dy(F,,T)+ dy(F,,T) olursa Denklem

k+y1+y>

(5.8) de tigiincii aralik
k+2x2 +y1—Y2

< m ve dordiincii aralik m < 0 bigimine doniistr.

. e k+yi1+y2
k > dy(F,,T) +dy(F,, T) ise fglnci aralk PrE— <m veya m<

k+y,+ e . . . . k+y,+ —k+x1—x,+2
A2 picimine ve dordiincii aralik ise ——2i 22— < < X270
k+2x2+y1—y2 —k+2x1+y1—y2 k+x1+x2

bicimine doniisiir. Dikkat edilirse x; = y;, i = 1,2vex; > 0veyax; = —y;, i = 1,2

vey; > 0ise
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( (k+y, +y2)%x (k+y1+y2)° )
4y2 ’ 4y ’
k + +
1<m< Y1 Ye ise
—k+2x1+y1—y2

((k —x; +y2)%x (k—x + 3’2)23’>

(x4, yY) = { (—x+y)? ' (—x+y)? L (5.9)
’ —k+x, —xy + 2y, k+y+y, ,
m < veya <mise
k+x1+x2 _k+2x1+y1_y2
(k+x, +x3)% (k+x, +x,)%y
4x ’ 4x2 ’
—k+x;—x,+2
! 2 bt <m<lise
\ k+x +x, )
dir.

Ispat: Odaklart F; = (x1,y,), F, = (x3,v,) ve sabiti k olan merkezsel maksimum

elipsi olan €
max{|x — x|, [y — y11} + max{lx — x|, [y — 21} = k (5.10)

denklemi saglayan noktalar kiimesidir. P = (x,y) ve P' = (x,y") € ye gore inversi
noktalar ise 0, P ve P’ dogrudastir ve OP ile 0P’ 1isinlart ayni dogrultuya sahiptir.
Boylece herhangi bir t € R* igin 0P’ = tOP dir. dy(0,P).dy(0,P") =
[d) (0, Q)]? oldugundan

— [dM(OI Q)]Z
(max{l|x| + |yl})?

(5.11)

bulunur. t nin bu degeri (x',y") = (tx,ty) ifadesinde yerine yazilarak istenilen

sonugclar elde edilir. Soyle ki;
—k+x1—x,+2y, k—x1+x,+2y,

1. Durum: ——————— < m < ——————iken Q noktasi y = mx ile x =
k+x1+x, k+x1+x,

k+x1+x2

k+x1+xy y(k+x1+x3)
2 )

dogrularinin arakesiti olacagindan Q =( ) bigiminde olup

2x

dy(0,Q) = IIHXZ;Hz'max{l, Im|} elde edilir. Dolayisiyla ',y =
((k+x1+x2)2 (k+x1+x2)2y) dir
4x ’ 4x2 )
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k—x1+x,+2 k+yi+ - .
2. Durum; /222N oy « N2 jken  noktasi y = mx ilex +y =k +
k+x1+x2 k+2x2+y1—y2
- .. o k+x,+ k+x,+ C e
X, + y; dogrulariin arakesiti olacagindan Q = (( a4 l)x,( T2ty 1)y) bigiminde
x+y x+y
e+x,+ .
olup dy(0,Q) = ﬁmax{l, Im|} elde edilir. Dolayisiyla (x',y") =
((k+x2+y1)2x (k+x2+y1)2y) dir
(x+y)?2 7 (x+y)? ’
k+yq+ Te+yq+ . . k+y,+
3. Durum; —2222_ o « 072 jien () noktas1 y = mx ile y = 22722
k+2x2+y1—y2 —k+2x1+y1—y2 2

(k+y1+y2)x (k+y1+y3)
2y ! 2

dogrularinin arakesiti olacagindan Q =( ) bi¢iminde olup

dy(0,0) = |k+3’2;+3’2| max {ﬁ, Iml} elde  edilir.  Dolayisiyla (x',y") =

((k+y1+yz)2x (k+y1+yz)2) dir
4y2 ’ 4y ’

—k+x1—x2+2Yy1 k+y1+y>

4. Durum: m < veya
k+x1+x,

ey, <M iken Q noktas1 y = mx ile

—x+y=k—x;+y, dogrularinin arakesiti olacagindan Q=

(k—x1+y2)x (k—x1+y2)y < .. _ |k=x1+y2|
( oty 4V <y ) bigiminde olup dM(O'Q)_—|—1+m| max{1,|m|} elde

(k—x1+y2)%x (k—x1+yz)2y) dir.

edilir. Dolayisiyla (x',y") =( x? . (oxiy)?

Onerme 5.3.1 ifadesinde k nin secilen degerlerine oP 1siinin egimi olan m nin

alabilecegi degerlere gore elipslerin nasil degisiklik gosterdigini agiklayalim;
1. Durum: k < dy(F,,T) + dy(F,,T),x; #0,y; #0,i =1,2ve x; >y, > 0ise
EM ={X|dM(F1iX)+dM(F2:X) =k, X = (X'Y)} (512)

elipsi Sekil 5.4°de verilen elipstir ve P = (x, y) noktasinin inversi olan P’ = (x,y")

noktasinin koordinatlari
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( (k+x1 +x)% (k+x +x)%y )
4x ’ 4x2 ’
—k+x; —x, + 2y, k—x;+x,+2y; .
m< ise
k+x +x, k+x; +x,
(k+ x5 +y1)%x (k+x, +y1)%y
x+y?  (x+y)? '
k—x1+x2+2y1 k+y1+y2 i
k+x +x m k+2x,+y,—y e
Lyt) = 4 1 2 2 L 2 > (5.13
SRe (k+y, +y2)%x (k+y,+y2)? (13)
4y2 ’ 4y ’
k+y, +y, < k+y,+y, ise
k+2x2+y1_y2 —k+2x1+y1—y2
(k—x1 +y,)%x (k—x1+y,)%y
(—x+y)2 ° (—x+y)? ’
—k+x;—x, +2y; k+y,+y, )
m< veya < mise
L k+x1+x2 —k+2x1+y1—y2 J

bi¢iminde elde edilir (Bkz: Sekil 5.4).

Sekil 5. 4. k < dy (F,,T) + dy(F,, T) igin maksimum sekizgen elipsi.

Ayrica bu elipsin kose koordinatlari;

_ [ktx1+x; —k+x1—x2+2Yy, _ (ktx1tx; k—X1+x2+2Y, _
Vi= 2’ 2 ’ Vo= 2’ 2 ’ V3 =
(k+2x2+y1—y2 k+3’1+3’2) V, = (—k+2x1+Y1—Y2 k+3’1+3’2) V.

4 4 4 — ) ) 5 =
2 2 2 2
—k+x1+x; k—Xx1+x3+2Yy, _ —k+x1+x; —k+x1—Xx2+2Yy,
2 ’ 2 Ve = 2 ’ 2

—k+2x1-y1+y, —k+yi+ k+2x,-y1+y, —k+yi+ .
v, =( 12y1 Yz 3;1 yz) ve Vg =( 22y1 Yz Kty yz) dir.
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2.Durum: k = dpy(F, T) + dy(F, T),x; #0,y; #0,i = 1,2 ve x; > y; > Oise

Ev =X |dy(F,X) +dy(Fp, X) =k, X = (x,y)}

(5.14)

elipsi Sekil 5.5°de verilen elipstir ve P = (x,y) noktasinin inversi olan P’ = (x',y")

noktasinin koordinatlari

(xhyh) =4

( ((k+x;+x)% (k+x;+x,)%y
4x ’ 4x2
<(k +x, +y1)x (k4 x4+ y1)%y

(x +y)? (x +y)?
k—2x1+x,+ 2y, .
i

k+x+x,

0Oo<m< se

)

<(k +y +y2)ix (k4 vy, +y2)? )

4y?
k + x1 _XZ + 2y1

4y
k+y +y;

k+x +x,
<(k —x1 +y)%x (k—x1 +y,)%y
Cxty7? " Cxty)
k+yi+y;

<mise

\ k+2x2+y1_y2

bi¢iminde elde edilir (Bkz: Sekil 5.5).

Sekil 5. 5. k = dy (F,,T) + dy(F,, T) igin maksimum sekizgen elipsi.

k+2x2 +y1_y2

)

),mSOise

ise

N

(5.15)

Ayrica bu elipsin kose koordinatlari ilk haldeki elipsin kose koordinatlar ile aynidir.

3. Durum: k > dy (F,,T) + dy(F,,T),x; #0,y; # 0,i = 1,2 ve x; >y, > 0 ise
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En =X |dy(F,X) +dy(F, X) =k, X=(xy)} (5.16)

elipsi Sekil 5.6°da verilen elipstir ve P = (x, y) noktasinin inversi olan P’ = (x',y")

noktasinin koordinatlari

4x 4x2
k+y1+y2 —k+x1—x2+2y1.
<m< l
—k+2x+y; =y, k+x;+x,
(k +x; +y1)2x (k+x; +y1)2y
x+y)? 7 (x+y)? '
—k+x1—x2+2y1 k—x1+x2+2y1.
m< ise
k+x+x, k+x +x,

Y9 =) <(k +y1 +y2)%x (k+y +y2)? ) - G1

( ((k+x1 +x,)% (k+x; +x2)2y> )

se

4y2 4 4y
k—x1+x2+2y1 k+y1+y2
<m<
k+x;+x, k+2x,+y,—y,
(k—x1+y2)2x (k—x1+3’2)2y
(—x+y)? ' (—x+y)? ‘
k+y, +y, k+y +y,

<mveyam < [se
\k + 2x, +y1 — V> y —k+2x1+y1—y2l J

ise

ile bulunur (Bkz: Sekil 5.6).

Sekil 5. 6. k > dy, (F,,T) + dy(F,, T) igin maksimum sekizgen elipsi.

Ayrica bu elipsin kdse koordinatlart ilk haldeki elipsin kose koordinatlari ile aynidir.

4. Durum: x; #0,y; =0,i=12 x; >0>x, veyax; =0,y; #0,i =12 y; >
0>y, ise
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En =X |dy(F,X) +dy(F, X) =k, X=(xy)} (5.18)

elipsi Sekil 5.7°de sirastyla sekil (a) ve sekil (b) de sekli verilen elipslerdir ve P =
(x,y) noktasinin inversi olan P’ = (x’,y") noktasinin koordinatlart Denklem (5.8)

denklemindeki bigimde elde edilir.

Sekil (a) Sekil (b)

Sekil 5. 7. Odaklar birlestiren dogrunun egimleri sirasiyla 0 ve co olan maksimum
sekizgen elipsleri.

. : N .. . k+x1+x; k—x1+x,+2
Sekil(a)’da ki elipsin kose koordinatlann V; = ( ; 2 — 22 yl), vV, =
k+2x,+y1—y, k+yi1+y, e — —k+2x1+y1-Y, k+y1+y, V., =
2 ' 2 ! 3~ 2 r2 ’ 4+
—k+x1+xy k—Xx1+x3+2Yy, —k+x1+Xx; —k+x1—Xx2+2y;,
2 ’ 2 ’ Vs = 2 ’ 2 . Ve =
—k42x1-y14Y2 —k+yi+ k+2x,—V1+y, —k+yi+
1~YV11t)Y2 ) Y1itY2 ) V. = 2=Y1+Y2 ) Y1tY2 ve Vo =
2 2 7 2 2 8

k+x1+x2 —k+x1—x2+2y1
2’ 2

k+x1+x2 k+x1—x2+2y2 V _ k+2x1—y1+y2 k+y1+y2 V _ —k+2x1+y1—y2 k+y1+y2
2 ) 2 y V2 - 2 ] 2 )y V3 — 2 ] 2 ]

) dir. Benzer sekilde sekil(b) deki kdse koordinatlar1 V; =

—~~ N N N

_ —k+x1+x2 k—x1+x2+2y2 _ —k+x1+x2 —k—x1+x2+2y1 _

Va= 2 ’ 2 ’ Vs = 2 ’ 2 ’ Ve =
—k+2x2+y1-Y2 —k+y1+y2 k+2x3+y1—-y> —k+yi+y:

( > B > . V7 = > ) > ve Vg =

k+x1+x; —k+x1—x,+2 .
( ; 2’ 122 yl)dlr.

Dikkat edilirse odaklart F; = (x4,v,), F» = (x3,y,) ve sabiti k olan merkezsel

maksimum elipsi i¢in

x;=vy,i=12ve x; >0veya x; = —y;, i =1,2vey, >0ise
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En =X |dy(F,X) +dy(F, X) =k, X=(xy)} (5.19)

elipsi Sekil 5.8’de verilen elipstir ve koOse noktalarinin koordinatlar1 V; =

k+x1+x2 k+y1+y2 V _ —k+2x1+y1—y2 k+y1+y2 V _ —k+x1+x2 k—x1+x2+2y2
2 2 2 ) 72T 2 o2 ) 73T 2’ 2 ’

V, = —k+x1+x, —k+y1+y, Ve = K+2x;-y1+y2 —k+y1+y2
4 - 2 ’ 2 ! 5 - 2 ’ 2

ve Vg =

(k+x1+x2 —k+x1—x2+2y1

— > ) dir. Boéylece P = (x, y) noktasinin inversi olan P’ = (x',y")

noktasinin koordinatlari

( (k+y, +y.)*x (k+y,+y3)? )
4y? ' 4y '
k+y, +
l<m< Y1 TtY2

—k+2x1+y1—y2
<(k — X+ yz)zx (k—x, + J’Z)ZY>

_ 2 _ 2
(xh ¥ =4 (=x+y) (x+) L (5.20)
—k+X1—X2+2y1 k+y1+y2
m < veya <m
k+x;+x, —k+2x1+y;, -y,
(k+x, +x5)% (k+x, +x,)%y
4x ’ 4x2 y
—k+x —x,+2
1 2 V1 m< 1
\ k+x +x, )
bigimde elde edilir.

Sekil 5. 8. Maksimum altigen elipsi.

Sonug 5.3.2: I¢,, (0, k), Rf; de odaklari F; = (x1,y;) Ve F, = (x3,¥,), merkezi 0 =

(a, b) ve sabiti k olan £, maksimum elipsine gore eliptik inversiyon olsun. P = (x, y)
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ile P’ = (x',y"), I¢,, (0, k) ya gbre invers noktalar ise x; # 0, y; # 0, i = 1,2 x; >

vy, Ve m OP 1siniin egimi olmak tizere

(x' ¥
( (k+x1+x2—2a)2 b+(k+x1+x2_2a)2(y_b)
4(x —a) ’ 4(x — a)? ,
—k+x1—x2+2y1—2b k+x1—x2+2y1—2b
<m<
k+x+x,—2a k+x+x,—2a
a+(k+x2—a+y1—b)2(x—a) b+(k+x2—a+y1—b)2(y—b)
(x—a+y—>b)? ’ (x—a+y—>b)?
k—x;+x,+2y; —2b k+y,—y,+ 2y, —2b
m
_ ) k+x;+x,—2a k+2x,—2a+y,—y,
< +(k+J’1+3’2_2b)2(x—a)b+(k+Y1+y2_2b)2)
a ; ,
4(y — b)? 4(y —b)
k+y, +y,—2b k+y, +y,—2b
<m<
k+2x,—2a+y,—y, —k+2x;—2a+y;,—y,
a+(k+x1+a+y2—b)2(x—a) b+(k—x1+a+y2—b)2(y—b)
(—x+a+y—b)? ’ (—x+a+y—Db)?
m<—k+x1—xz+2y1—2bvea k+y1+y1_2b <m
\ k+x+x,—2a Y —k+2x;—-2a+y, -y,

dir.

~—

J

(5.21)

Ispat: Otelemelerin maximum diizleminin izometrileri olmalarindan dolayi elde edilen

bu sonug agiktir.

Siradaki teorem Oklidyen diizlemde cembere gére inversiyon altinda cember ve

dogrularin birbirlerine dontisme durumlarina benzer olarak maksimum diizlemde

eliptik inversiyon altinda elips ve dogrularin ne olduklarmi ifade etmektedir.

Teoremdeki her bir durum bir¢cok olast durum incelenerek ve Denklem (5.8)

kullanilarak uzun hesaplamalarla elde edildiginden ve Bolim 6’da bu durumlar

ayrintili olarak inceleneceginden teorem ispatsiz olarak ancak sekillerle agiklanarak

verilmektedir.

Teorem 5.3.3:

i.  Inversiyon merkezi O dan gegen bir dogru Ig,, (0, k) altinda invaryant kalir.
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Vi.

Inversiyon merkezi O dan gegmeyen bir dogru I¢,, (0, k) altinda merkezi
O olan bir maksimum elipsine eslenmez (Bkz: Sekil 5.9).

Inversiyon elipsi ile ayn1 tipten olan O merkezli maksimum elipslerinin
I¢,,(0,k) altindaki inversleri de aymi tipten, O merkezli maksimum
elipsleridir.

Inversiyon elipsi ile ayn1 tipten olmayan O merkezli maksimum elipslerinin
I¢,,(0,k) alltindaki inversleri O merkezli maksimum elipsleri degildir
(Bkz: Sekil 5.10).

O dan gecmeyen maksimum elipslerinin I¢, (0, k) altindaki inversleri
herhangi bir maksimum elipsi degildir.

O inversiyon merkezinden gecen maksimum elipslerinin I¢, (0, k)

altindaki inversleri O merkezinden gegmeyen herhangi bir dogru degildir.

Sekil 5. 9. 0 dan gegmeyen bir [ dogrusunu I¢,, (0, k) altindaki inversi.

Sekil 5. 10. &, inversiyon elipsi ile ayni tipten olmayan O merkezli £; maksimum

elipsinin inversi.
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6. R%L DE ELIPTIK INVERSIYONLAR ALTINDA DOGRULARIN
INVERSLERININ SINIFLANDIRMASI

Bu béliimde R% de dogrular egimlerine gore siiflandirilarak eliptik inversiyon
altindaki inversleri incelenmistir. RZ deki elipse gore inversiyonlarda bir dogrunun
inversi yine bir elipstir (Rubiano ve Ramirez, 2014) ancak bu béliimde RZ, de
dogrularin eliptik inversiyonlarinin maksimum elipsler degil de yanlizca konveks

kiimeler olduklar1 sonucuna ulasilmistir.

Tanim 6.1. O = (a, b) merkezli sabiti k olan F; = (xq,y1), F, = (x3,y,) odaklarina
sahip &,; maksimum elipsi ve bu elipsin V3, Vs, ..., Vg kdse noktalari ele alinsin, (Bkz:
Sekil 5.5) O ve V; noktalarindan gegen dogruya elipsin /.ayra¢ dogrusu, O ve V,
noktalarindan gecen dogruya elipsin 2.ayra¢ dogrusu, O ve V; noktalarindan gegen
dogruya elipsin 3.ayra¢ dogrusu, O ve V, noktalarindan gegen dogruya elipsin 4.ayrag
dogrusu denilmekte ve bu dogrular sirasiyla dg , dg, dg, ve dp, ile gosterilmektedir.
Ayrica dp.ile dp, dogrulari arasinda kalan bolgeler dp, > 0 ve dp, < 0 igin B,
dg, < 0vedp, > 0igin By, dp, ile dg, dogrulari arasinda kalan bolgelerdg, > 0 ve
dg, <0 igin B33, dp, <0 ve dg, > 0 igin By3dp, ile dp, dogrulari arasinda kalan
bolgelerdp, > 0vedp, < 0i¢in B3,, dp, < 0vedp, > 0igin B3,dp,ile dp, dogrulari
arasinda kalan bolgeler dp, > 0 ve dp, > 0 i¢in By, dp, < 0 ve dp, < 0 igin By;ile

gosterilir (Bkz: Cizelge 6.1 ve Sekil 6.1).

Cizelge 6. 1. Maksimum sekizgen elipsine gore bolgeler.

Sinir Ayrag Dogrular Komsu Bolgeler Dolayli-Komsu Bolgeler
B, dg, >0vedp, <0 B33, By B3,, B3,
BT, dp, <O0vedg, >0 B33, B B3, B3,
Bf, dp, >0vedg, <0 Bf,, B3, B}, Bn
B dg, <0vedp, >0 B1,, B3, Ba1, B
Bf, dp, >0vedp, <0 B3, Bf B, Bi,
B3, dp, <0vedg, >0 B33, B B, Bi,
B}, dp, >0vedp <0 B1,, B, B35,B33
By dp, <O0vedp >0 B, B3, B33, B3
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Sekil 6. 1. Maksimum sekizgen elipsine gore ayra¢ dogrulari ve bolgeler.

Sekil 5.8’de verilen O = (a, b) merkezli, sabiti k olan, F; = (xy,v,), F, = (x2,v,)
odaklarina sahip ve odaklarini birlestiren dogrunun egimi 1 olan €,; maksimum elipsi
ele alinsin. Bu durumda bu elips Sekil 5.8’de gosterildigi gibi koseleri Vy, V5, ..., Vg
olan bir altigen bigimindedir. Dikkat edilirse V; kosesi Sekil 5.6’da verilen sekizgen
elipsin V, ve V5 koselerinin ¢akismasi ile, V, kosesi de Sekil 5.6’da verilen sekizgen
elipsin Vg ve V, koselerinin gakismasi ile ortaya ¢ikmaktadir. Dolayisiyla bu halde
1.pozitif ve 1.negatif ayra¢ dogrular gakisarak y = y; denklemine sahip nétr ayrag
dogrusu olarak isimlendirilen dp,. dogrusuna doniismektedir ve B3, B;3 bolgeleri
ortadan kalkmaktadir. Geriye kalan ayra¢ dogrular1 ve bunlarin belirledigi bolgelerin
isimlendirmeleri sekizgen elips i¢in yapilan isimlendirmelerle aynidir (Bkz: Cizelge

6.2 ve Sekil 6.2).

Cizelge 6. 2. Maksimum altigen elipsine gore bolgeler.

Sinir Ayrag Dogrulari Komsu Bolgeler Dolayli Komsu Bolgeler
B, dg, >0vedp, <0 B3,.By B3,,Bf
By, dp, <0vedg,, >0 B3.,Bf B3.,Bf
B3, dp,, >0vedp, <0 B,.Bf B».Bn
B3, dp,, <0vedg, >0 BL,,By Bf,,Bs
B} dp, >0veds <0 B1,B3, Bf,,B3,
B dp, <Ovedg >0 Bf,,B3, B,,B3,
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Sekil 6. 2. Maksimum altigen elipsine gore ayrag dogrulari ve bolgeler.

Teorem 6.1: Inversiyon merkezinden gecen dogrular maksimum eliptik inversiyon

altinda degismez (invaryant) kalirlar.

Ispat: Otelemeler maksimum diizleminin izometrileri oldugundan inversiyon elipsinin
merkezinin O = (0,0) oldugunu kabul etmekte bir sakinca yoktur. Dolayisiyla &,
inversiyon elipsi merkezi O = (0,0), odaklar1 F; = (x1,y,) ve F, = (x5, y,) Ve sabiti
k olan bir maksimum elipsi olsun. Ayrica d dogrusu ax + by =0, a® + b* >0

bigiminde verilsin. Bu durumda I¢, (O, k) inversiyonu altinda d nin goriintiisu;

ax + by =0, x € B, UBy,

by =0, € Bf, UB;.
d’ _ ax + y X 13 2_3 (61)
ax + by =0, X € B3, UB3,

ax + by =0, X € Bj; UBy,;
olup d, I¢,, (0, k) altinda invaryanttir.

Teorem 6.2: inversiyon merkezinden gegmeyen dogrular maksimum eliptik inversiyon
altinda degismez (invaryant) kalmazlar. Ayrica bu dogrularin inversleri maksimum

inversiyon elipsinin merkezinden gecen kapali birer egridir.

Ispat: 0 = (0,0), Ig,, (0, k) inversiyonunun merkezi, F; = (xy,y1) ve F, = (x3,¥,), €
inversiyon elipsinin odaklari, k, € nin sabiti ve a® + b2 > 0, ¢ # 0 olmak {izere R%
de bir d dogrusu ax + by +c =0 olsun. d nin I, (0,k) maksimum eliptik

inversiyonu altindaki goriintiisii
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dl

[ ((k+ x4+ x;)? k+x; +
a<( a2 x2)>+ <( a xZ) y>+c= x € Bf, UBp,
4x
(k +x; + y1)*x (k +x, + y1)%y + _
_<a< G +9)? +b G+9)? +c=0 xEB23UB23(6.2)
- k+y,+y2)%x k+y +
a( y1t+y2) L b ( J’1 3’2) tc=0 xEB;'4UB3_4
4y?
(k—x1 + J’Z)ZX (k —x; + 3’2)2
b =0, € B}, UBy;
J"( ST AT A *E€ Bt o

dir. Ornegin BJ; U B35 ile By, U By, bolgelerindeki paraboller arasindaki aginin %

radyan ve B35 U By ile B); U B;; bolgelerindeki paraboller arasindaki a(;mmg radyan

olduklar1 goriiliir. Benzer islemler tiim komsu bdlgeler ve dolayli-komsu bolgeler i¢in

her durumda yapilirsa komsu bolgelerdeki invers konikler arasindaki aginin % radyan,
dolayli-komsu bolgelerdeki invers konikler arasindaki aginin g radyan olduklar

gbzlemlenir.

Ayrica d dogrusunun egimi +1, 0 ve o oldugu durumlarda bir bolgede elipsin
kenarlarindan birine paralel olacagi aciktir. Bu durumda dogrunun bu bdlgesindeki

parcasinin inversi yine bir dogru parcast olacaktir. Dolayisiyla bu dogru pargasi ile

komsu bolgelerde ortaya ¢ikan parabollerin dogrultmanlari arasinda % radyanlik ag1,
dolayli-komsu bolgelerde ortaya ¢ikan parabollerin dogrultmanlar1 arasinda g

radyanlik ag1 bulunmaktadir. Ornegin y = k dogrusunu ele alalim. Bu dogrunun B3, U

(k+y1+y2)?

=kyaniy = o

dogrusudur. Ayrica

- . . . . (k+y1+Y2)?
B3, bolgesindeki inversi (y;—yZ)

(k+x4 +x2) y
4x2

(k—2x1)%x

= k paraboliidiir. Bu parabol y = T

B, U B,bolgesindeki inversi

dogrusuna diktir. Benzer islemler komsu bolgeler ve dolayli-komsu bdolgeler i¢in her

durumda yapilirsa inversleri dogru ya da parabol olan komsu bolgelerdeki dogru ile

paraboliin dogrultmani ya da paraboller arasindaki ag¢inin %’ dolayli-komsu

bolgelerdeki dogru ile paraboliin dogrultmani, ya da paraboller arasindaki aginin g

radyan olduklar1 gézlemlenir.
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Asagidaki 6rneklerde dogrularin inversleri dogrularin diizlemdeki konumlarina gore
Teorem 6.2°de ifade edilen durumlar i¢in incelenmektedir; Bu 6rneklerde inversiyon

elipsi olarak odaklar1 F; = (2,1), F, = (—2,—1) ve inversiyon sabiti k = 6 olan
Ey ={X = (x,y) | dr(F, X) + d7(F;, X) = 6} (6.3)
taksi elipsi alinmistir.

Ormek 6.1: I¢,, (0, 6) inversiyonu altnda x + y —2 =0, x+y—-5=0ve x +y —

7 = 0 dogrularn inversleri Sekil 6.3’de gosterilmektedir.

x +y — 2 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 25x + 25y — 2(x + y)? = 0,
36x +36y—8y? =0, 9x+9y—2(—x+y)? =0 , 36x+36y—8x2=0
denklemlerine sahiptir. 2, 3 ve 4 olanlar parabol yaylari, 1 ise dogru pargasidir. Dikkat
edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal parabollerdir, 3 paraboliiniin dogrultmani ile 1
dogrusu birbirine ortagonaldir, 4 paraboliiniin dogrultmani ile 1 dogrusu arasindaki

ac1 ve 2 paraboliiniin dogrultmani ile 1 dogrusu arasindaki ag1 ise % radyandir.

x+y—5=0 dogrusu kirmizt dogru olup inversi de kirmiz1 ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 25x + 25y —
5(x+y)2=0, 36x+36y—20y>=0, 9x+9y —5(—x+y)> =0 ve 36x+
36y — 20x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 2,3 ve 4 olanlar parabol yaylari, 1 ise dogru
pargasidir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal parabollerdir, 3 paraboliiniin
dogrultmani ile 1 dogrusu birbirine ortagonaldir, 4 paraboliiniin dogrultmani ile 1
dogrusu arasindaki ag1 ve 2 paraboliiniin dogrultmani ile 1 dogrusu arasindaki ac1 ise

% radyandir.

x +y —7 =0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir
dogrunun inversi tamamen &, nin i¢ bolgesindedir. 1, 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis
konik pargalar1 sirastyla  25x + 25y — 5(x + y)2 = 0, 36x + 36y — 20y? =0,
9x + 9y — 5(—x + y)? = 0 ve 36x + 36y — 20x? = 0 denklemlerine sahiptir.2, 3
ve 4 olanlar parabol yaylari, 1 ise dogru parcasidir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri

ortagonal parabollerdir, 3 paraboliiniin dogrultmani ile 1 dogrusu birbirine
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ortagonaldir, 4 paraboliiniin dogrultmani ile 1 dogrusu arasindaki ag1 ve 2 paraboliiniin

dogrultmani ile 1 dogrusu arasindaki ag1 ise % radyandir.

Sekil 6. 3. m = —1 egimli dogrularm I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.2: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinda x = 2, x = 3 ve x = 4 dogrularin inversleri

Sekil 6.4’de gosterilmektedir.

x = 2 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 25x — 2(x + y)? = 0, 36x — 8y? =
0, 9x — 2(—x + ¥)? = 0, 36x — 8x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 3 olanlar
parabol yaylari, 4 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir, 1 ile 2 ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar % radyandr.

x = 3 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapal egridir. 1, 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari sirastyla 25x — 3(x + y)? = 0,36x — 12y? =
0,9x —3(—x + y)? = 0, 36x — 12x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 3 olanlar
parabol yaylari, 4 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir, 1 ile 2 ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

x = 4 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 25x — 4(x +y)? =0, 36x —
16y% = 0,9x — 4(—x + y)? = 0, 36x — 16x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 2 ve 3
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olanlar parabol yaylari, 4 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri

ortagonal parabollerdir, 1 ile 2 ve 2 ile 3 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

Sekil 6. 4. m — oo egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.3: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinda y = 2, y = 3 ve y = 4 dogrularin inversleri

Sekil 6.5’de gosterilmektedir.

y = 2 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapal1 egridir. 1, 2, 3 ve 4
ile isimlendirilmis konik pargalar sirasiyla 25y — 2(x + y)? = 0, 36y — 8y? = 0,
9y —2(=x+vy)2 =0, 36y —8x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,3 ve 4 olanlar
parabol yaylari, 2 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir, 1 ile 2 ve 3 ile 4 ve 1 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandr.

y = 3 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmiz1 ile ¢izilmis kapali egridir. 1, 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 25y —3(x +y)? =0, 36y —
12y2 =0,9y — 3(—x + y)? = 0, 36y — 12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1, 3 ve 4
olanlar parabol yaylari, 2 ise dogru pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri

ortagonal 1 ile 2 ve 3 ile 4 ve 1 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

y = 4 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapal egridir. 1,2, 3 ve 4
ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla 25y — 4(x + y)? = 0, 36y — 16y? = 0,
9y —4(—x +vy)2 =0, 36y — 16x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,3 ve 4 olanlar
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parabol yaylari, 2 ise dogru parcasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir, 1 ile 2 ve 3 ile 4 ve 1 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

Sekil 6. 5. m = 0 egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.4: I¢,,(0,6) inversiyonu altnda y —x —1=0,y—x—-3=0vey —x —

5 = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.6’da gosterilmektedir

y—x—1=0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla —25x + 25y —
(x+y)2=0, —36x+36y—4y?=0, —9x+9y—(—x+y)?=0 , —36x+
36y — 4x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 4 olanlar parabol yaylari, 3 ise dogru

parcasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal parabollerdir, 1ile2 ve

2 ile 3 parabolleri arasindaki agllar% radyandir.

y—x—3=0 dogrusu kirmizt dogru olup inversi de kirmiz1 ile ¢izilmis kapal
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla —25x + 25y —
3(x+y)2=0, —36x + 36y —12y2 =0, -9x + 9y — 3(—x +y)? =0, —36x +
36y — 12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 4 olanlar parabol yaylari, 3 ise dogru
parcasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal parabollerdir, 1ile2 ve

2 ile 3 parabolleri arasindaki agllar% radyandir.

y—x—5=0 dogrusu kirmizt dogru olup inversi de kirmiz1 ile ¢izilmis kapal

egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla —25x + 25y —

5(x+y)2=0, —36x +36y —20y2 =0, —9x +9y — 5(—x +y)?2 =0, —36x +
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36y — 20x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2 ve 4 olanlar parabol yaylari, 3 ise dogru

pargasidir. Dikkat edilirse 1 ve 3 parabolleri ortagonal parabollerdir, 1ile2 ve

2 ile 3 parabolleri arasindaki agllar% radyandir.

Sekil 6. 6. m = 1 egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ormek 6.5: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinda 3y —x+3 =0, 3y —x+9 =0ve 3y —

x + 12 = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.7°de gosterilmektedir

3y —x + 3 = 0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla —25x + 75y +
3(x +y)?2 =0, —36x + 108y + 12y2 = 0, —9x + 25y + 3(—x + y)? =
0,—36x + 108y + 12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis
konik pargalari parabol yaylaridir. 1 ile 2,2 ile3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani

komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4

parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

3y —x + 9 =0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirastyla —25x + 75y + 9(x + y)? =
0, —36x+ 108y +48y?2=0, —9x+ 25y + 12(—x + y)? = 0,—36x + 108y +
48x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari
parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2 ile 3, 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu bdlgelerdeki

paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri yani dolayl

komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.
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3y —x + 12 = 0 dogrusu yesil dogru olup inverside yesil ile ¢izilmis kapal1 egridir.
1,2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari sirasiyla —25x + 75y + 12(x + y)? =
0, —36x+ 108y +48y?2 =0, —9x+ 25y +12(—x + y)? = 0,—36x + 108y +
48x? = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari
parabol yaylaridir. 1 ile 2, 2ile 3 , 3 ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil 6. 7. m = % egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.6: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinda y —2x -3 =0, y—2x—-6=0ve y —

2x — 8 = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.8’de gosterilmektedir.

y —2x — 3 = 0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmiz ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla —50x + 25y —
3(x+y)2=0, -72x + 36y —12y? =0, —18x + 9y — 3(—x + y)? = 0,—72x +
36y — 12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik
pargalar1 parabol yaylaridir. 1ile 2,2 ile 3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bdélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

y—2x —6 =0 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapal
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla —50x + 25y —
3(x+y)2=0, =72x +36y —12y? =0, —=18x + 9y — 3(—x + y)? = 0,—72x +
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36y — 12x% = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik

pargalar1 parabol yaylaridir. 1ile 2,2 ile 3 ,3ile4 ve 4 ile 1 parabolleri yani komsu

bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4 parabolleri

yani dolayli komsu bdélgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

y — 2x — 8 = 0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali
egridir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla —25x + 75y +
3(x +y)?2 =0, —36x + 108y + 12y2 = 0, —9x + 25y + 3(—x + y)? =
0,—36x + 108y + 12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 1,2,3 ve 4 ile isimlendirilmis
konik parcalari parabol yaylaridir. 1ile 2, 2 ile 3 ,3ile 4 ve 4 ile 1 parabolleri yani

komsu bolgelerdeki paraboller arasindaki agilar % radyandir, 1 ile 3 ve 2 ile 4

parabolleri yani dolayli komsu bolgelerdeki paraboller birbirine ortagonaldir.

Sekil 6. 8. m = 2 egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Asagidaki 6rneklerde Teorem 4.2. de ifade edilen durumlar i¢in incelenmektedir; Bu
orneklerde inversiyon elipsi odaklar F; = (2,2), F, = (=2, —2) ve inversiyon sabiti

k = 6 olan
SM :{X: (x;Y) |dT(F1)X)+dT(F2ﬂX) :6} (64)
maksimum elipsi alinmistir.

Ornek 6.7: I¢,,(0,6) inversiyonu altinday —x —1=0,y—x—-2=0vey —x —

4 = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.9°da gosterilmektedir.
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y—x —1=0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmiz1 ile ¢izilmis kapali
egridir. 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 36y — 36x — 4y? = 0,
4y — 4x — (—x + y)?, 36y — 36x — 4x? = 0 denklemlerine sahiptir. 3 ile gdsterilen
parca bir dogru parcasi 2 ve 4 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2

ve 4 parabolleri ortagonal parabollerdir.

y —x — 2 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirasiyla 36y — 36x — 8y? = 0, 4y —
4x — 2(—x + y)?, 36y — 36x — 8x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 3 ile gosterilen
parca bir dogru pargasi 2 ve 4 ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2

ve 4 parabolleri ortagonal parabollerdir.

y — x — 4 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir. 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar sirasiyla 36y — 36x — 16y2 = 0, 4y — 4x —
4(—x + y)?, 36y — 36x — 16x2 = 0 denklemlerine sahiptir. Dikkat edilirse 2 ve 4
parabolleri ortagonal parabollerdir.

Sekil 6. 9. m = 1 egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.
Ornek 6.8: I¢,,(0,6) inversiyonu altinda y +x —4 =0, y+x—-6=0vey + x —

9 = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.10’da gosterilmektedir.

Yy +x—4 =0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapal
egridir. 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar sirasiyla 36y + 36x — 16y? = 0,
4y + 4x — 4(—x + y)?, 36y + 36x — 16x% = 0 denklemlerine sahiptir. 2,3 ve 4 ile
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isimlendirilmis konik parcalar1 parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ile 3 ve

3 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

y + x — 6 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir. 2,3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 36y + 36x — 24y2 = 0, 4y + 4x —
6(—x + y)?, 36y + 36x —24x%> =0 denklemlerine sahiptir. 2,3 ve 4 ile

isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ile 3 ve

3 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

y + x — 9 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapal egridir. 2,3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 36y + 36x — 36y2 = 0, 4y + 4x —
9(—x +y)?, 36y +36x —36x2 =0 denklemlerine sahiptir.2,3 ve 4 ile
isimlendirilmis konik parcalar1 parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ile 3 ve

3 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir.

-1
\_ =)
3

Sekil 6. 10. m = —1 egimli dogrularm I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.9: I¢,,(0,6) inversiyonu altinda y — %x +% =0y - %x + % =0 ve y—

zx + % = 0 dogrularin inversleri Sekil 6.11°de gosterilmektedir.

y— %x + % = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir.
2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 36y — 27x + gyz =0, 16y —

12x +§(—x +y)?, 36y —27x + sz = 0 denklemlerine sahiptir. 2,3 ve 4 ile
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isimlendirilmis konik pargalart parabol yaylaridir. 2ile 3 ve 3ile 4 parabolleri
arasindaki agilar %radyandlr. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

y— %x + Z = 0 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali

egridir. 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 36y — 27x + 3y? = 0,
16y — 12x + 3(—x + y)?, 36y — 27x + 3x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 2,3 ve 4
ile isimlendirilmis konik pargalari parabol yaylaridir. 2 ile 3 ve 3 ile 4 parabolleri

arasindaki agilar %radyandlr. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

y— zx + Z = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir.
2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar sirastyla 36y — 27x + 9y? = 0, 16y —
12x + 9(—x + y)?, 36y — 27x + 9x% = 0 denklemlerine sahiptir.2,3 ve 4 ile

isimlendirilmis konik pargalar1 parabol yaylaridir. 2ile3 ve 3ile 4 parabolleri
arasindaki agilar %radyandlr. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

Sekil 6. 11. m = % egimli dogrularin I¢, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.10: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinday = 1,y = 3ve y = 5 dogrularin inversleri

Sekil 6.12°de gosterilmektedir
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y = 1 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 2, 3 ve
4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 36y — 4y% =0, 4y — (—x + y)?,
36y — 4x? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parca bir dogru pargas: 3 ve 4
ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

y = 3 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir. 2,3 ve 4 ile
isimlendirilmis konik parcalar sirastyla 36y — 12y% = 0, 4y — 3(—x + y)?, 36y —
12x? = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gosterilen parca bir dogru parcgas: 3 ve 4 ile
gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

y = 5 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir. 2,3 ve 4 ile
isimlendirilmis konik parcalar sirastyla 36y — 20y? = 0, 4y — 5(—x + y)?, 36y —
20x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 2 ile gdsterilen parga bir dogru pargas: 3 ve 4 ile
gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

Sekil 6. 12. m = 0 egimli dogrularin I¢,, (O, 6) altindaki inversleri.
Ornek 6.11: I¢,,(0, 6) inversiyonu altinda x = 1, x = 3 ve x = 5 dogrularin inversleri
Sekil 6.13’de gosterilmektedir.
x = 1 dogrusu kirmizi dogru olup inversi de kirmizi ile ¢izilmis kapali egridir. 2, 3 ve
4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirasiyla 36x — 4y? =0, 4x — (—x + y)?,
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36x — 4x? = 0 denklemlerine sahiptir. 4 ile gdsterilen parca bir dogru pargas: 2 ve 3
ile gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

x = 3 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali egridir. 2, 3 ve 4 ile
isimlendirilmis konik pargalar sirasiyla 36x — 12y% = 0, 4x — 3(—x + y)?, 36x —
12x2 = 0 denklemlerine sahiptir. 4 ile gosterilen parca bir dogru parcast 2 ve 3 ile
gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

x = 5 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali egridir. 2,3 ve 4 ile
isimlendirilmis konik parcalar1 sirasiyla 36x — 20y2 = 0, 4x — 5(—x + y)?, 36x —
20x? = 0 denklemlerine sahiptir. 4 ile gosterilen parga bir dogru pargas: 2 ve 3 ile
gosterilenler ise parabol yaylaridir. Dikkat edilirse 2 ve 4 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

5/

Sekil 6. 13. m = co egimli dogrularin I¢,, (0, 6) altindaki inversleri.

Ornek 6.12: I¢,, (0, 6) inversiyonu altinda —4x + 3y + 3 =0,—4x + 3y +9 =0, ve

—4x + 3y + 15 = 0 dogrularm inversleri Sekil 6.14’de gdsterilmektedir.

—4x + 3y + 3 = 0 dogrusu kirmiz1 dogru olup inversi de kirmiz ile ¢izilmis kapali
egridir. 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari sirasiyla 108y — 144x + 12y? =
0, 12y — 16x + 3(—x + y)?, 108y — 144x + 12x? = 0 denklemlerine sahiptir. 2, 3

ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari parabol yaylaridir. 2 ile 3 ve 3 ile 4 parabolleri
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arasindaki agilar %radyandlr. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

—4x + 3y +9 = 0 dogrusu mavi dogru olup inversi de mavi ile ¢izilmis kapali
egridir. 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalar1 sirastyla 108y — 144x + 36y% =
0,12y — 16x + 9(—x + y)?, 108y — 144x + 36x* = 0 denklemlerine sahiptir. 2, 3
ve 4 ile isimlendirilmis konik pargalari parabol yaylaridir. 2 ile 3 ve 3 ile 4 parabolleri

arasindaki agilar %radyandlr. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri ortagonal

parabollerdir.

—4x + 3y + 15 = 0 dogrusu yesil dogru olup inversi de yesil ile ¢izilmis kapali
egridir. 2, 3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalar sirasiyla 108y — 144x + 60y? =
0, 12y —16x+15(—x+y)? 108y —144x +60x> =0  denklemlerine
sahiptir. 2,3 ve 4 ile isimlendirilmis konik parcalari parabol yaylaridir. 2 ile 3 ve

3 ile 4 parabolleri arasindaki agilar % radyandir. Dikkat edilirse 2 ve 3 parabolleri

ortagonal parabollerdir.

Sekil 6. 14. m = g egimli dogrularin I¢, (0, 6) altindaki inversleri.
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7. R% VE R% DE CAPRAZ ORAN, HARMONIK ESLENIK VE ELIPTIK
INVERSIYONLA ILiSKILERI

Maksimum diizleminde eliptik inversiyonlar altinda uzaklik degismez degildir. Bu
sebeple maksimum diizleminde inversiyon bir izometri degildir. Ancak inversiyon
altinda ¢apraz oranin belli durumlarda korunuyor olmasi ¢apraz oran kavramina
uzakligin degismesi durumunda da odaklanmanin gerekliligini ortaya koymaktadir.
Dolayisiyla bu boliimde ¢apraz ve harmonik eslenik kavramlari RZ ve RZ de
tanimlanmis ve eliptik inversiyon ile aralarindaki iliskiler incelenmistir. Bu boliim

boyunca d,, = {dAl =dy,dp, = dT}, i = 1,2 olarak alinacaktir.

Tanim 7.1: Yonlendirilmis bir [ dogrusu tizerindeki herhangi iki nokta P; ve P, olmak
lizere P; P, dogru parcasinin yonlendirilmis maksimum veya taksi uzunlugu d [P P
ile gosterilir. P; P, dogru parcasini [ ile ayn1 ydne sahipse dp [Py, Po] = dy,(Py, P)
aksi halde d, [Py, P,] = —dy, (P, P,) dir.

Tanim 7.2: Py, P,, P; ve P,, R% ve RZ deki yonlendirilmis bir dogru iizerinde dort

farkli nokta olsun. Maksimum ve taksi ¢apraz orant

dAi (Pll P3)dAi (PZI P4-)
dAi (Pll P4-)dAi (PZI P3)

(PP, P3P4)Ai = (7.1)

bigimindedir.

Sonug 7.1: Py, P,, P; ve Py, R%, ve R% deki yonlendirilmis bir dogru iizerinde dort
farkli nokta olsun. (P; P,, P3P,),, hem P; hem de P,, P ile P, arasidaysa veya P; ile

P, iin higbiri P; ve P, nin arasinda degilse pozitiftir.

Ispat: Hem P; hem de Py, P; ile P, noktalar1 arasinda olsun. Yénlendirilmis P; P, dogru
pargast igin
dAi (Pl' P3)dAi (PZl P4)

P,P,,P:P,)\. = 7.2
(PuP2, PsPada, da,(Py, P)da,(Py, Ps) (7:2)

olup

68



(PP, P3P4)Ai =

da,(Py, P3) (_dAi(Pz'Pz})) _ dy,(Py, P3)dy,(Py, Py) 2.3)

dAi(PIPP4-) _dAi(PZ'P3)) - dAi(Pllpél-)dAi(PZrPS)

elde edilir, dolayisiyla (P;P,, P3P,),, pozitiftir. P; ile P, iin higbiri P; ve P, nin
arasinda degilse bu durumda olusabilecek alt1 farkli siralama vardir. Tim olasi
siralamalarin ispat1 benzer sekilde yapilacagindan P; — P; — P, — P, yOneliminin

ispatin1 veriyoruz. Bu durumda

dAi(Pl’ P3)dAi (PZI P4) _dAi(Pll P3)dAi(PZI P4)
(P1P2;P3P4)Ai=d P. P)d~ (P, P =
8; (P, P3)dy (P2, Ps) dp, (P, Py) (—dAi(Pz'P3))

_ dAi(Pll P3)dAi(P21 P4-)
dp;(Py, Py)dy; (P2, Ps)

(7.4)

elde edilir, dolayistyla (Py Py, P3Py), pozitiftir.

Sonug 7.2: Py, P,, P; ve P, R% ve R% deki yonlendirilmis bir dogru iizerinde dort
farkli nokta olsun. {P; P, } ve {P;P,} nokta giftleri birbirini , (P, P,, P3P4)a, Negatiftir.

Ispat: {P,P,} ve {P;P,} nokta ¢iftlerinin birbirini ayirmasi durumunda P; ve P, igin
dort farkli siralama vardir. Tiim siralamalardaki ispatlar benzer oldugundan yalnizca

P; — P, — P, — P, oryantasyonu i¢in inceleme yapilacaktir. Bu durumda

dAi(P1’ P3)dAi(P2’ P4) <_dAi(P1F P3)) (_dAi(PZI P4-))
2, (P P)du (P Ps) ) (P, P,) (—dy (P, P3))

_ dAi(Pll Pg)dAi(Pz, P4)
dn,(Py, Py)dy,(Py, Ps)

(7.5)

olup sonug negatiftir.

Onerme 7.1: &y, merkezi O = (a, b) odaklar1 F; = (x1,y1) Ve F, = (x3,y,) ve sabiti
k olan bir maksimum inversiyon elipsi olsun. O, P; ve P, Rii, i = 1,2 de herhangi
dogrudas ii¢ nokta ve Py, P, ile P, P," I, (0, k) ya gore invers nokta giftleri olsunlar,

bu durumda
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[da, (O, Q)]ZdAi (P1, P)

dp,(P1, P;) =

dAi(O’ Pl)dAi(O' PZ)

(7.6)

dir, burada Q, OP; 1511 ile &y, elipsinin kesigsim noktasi, m, OP; 1gininin egimi ve

k+x,+x )
( Iz#max{l. Iml},
_k+x1_xZ+2y1 k_x1+x2+2y1.
ise
k+x +x, k+x +x,
|k +x; + 4]
Wmax{l, |m|},
k—x1+x2+2y1 k+y1+y2 i
k+x +x k+2x,+y,—y e
1 2 2 1 2
= < 7.7
dAl(O;Q) |k+y1+y2| 1 g ( )
———————max{—, |m|¢,
2 |m|
k+y,+y, k+y,+y, )
<m< ise
k+2x2+y1_y2 —k+2x1+y1—y2
|k —x1 + y,]
mmax{l, |m|},
—k+X1—X2+2y1 k+}’1+}’2 .
m < veya <mise
\ k+x +x, —k+2x;+y, -y, J
dir.
( k 3\
— (1
| 2(y, —b) |k—2(xl—a) ise
k—2(y,—b) 2(x, —a)
k—2(x;—a k—2(x;—a
k=200 —a) (1+ |ml), k- 2ty —a) < |m|ise
2m 2(x; —a)
d,(0,Q) = 1 K > (7.8)
|—2(m — 1)| (1 + ml),
_ ‘k —2(x; —a) ‘ 2(y1 —b) ise
2(x; —a) k—2(y; —b)
k —2(y; —b) 2(y, —b)
—| (1 + |m]), m< |—————| ise
\ 2 ( Iml) k—2(y; —b) y,
dir.
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Dikkat edilirse 0, P; ve P, dogrudas noktalar degillerse Onerme 7.1°deki esitlik Rii

deki her nokta icin gegerli degildir. Ancak siradaki iki énerme ile Onerme 7.1 deki

esitligin noktalar dogrudas olmasa bile gecerli oldugu bazi durumlar verilmektedir.

Ispat: d;(0,Q) yu hesaplamak igin 4 durum incelenmektedir. P € B, U B, ise Q

noktast y=mx ile x+y=k+x,+y; dogrularinin kesisimi olup Q =

(k+x2+y1)x (k+x3+y1) .. k+x,+
( Zyylx, 9;2+yy1 y) ve bdylece dM(O,Q)=%max{1,|m|} dir. P€

_ . : k 5 .
B}, UBj, ise Q noktas1 y =mx ile y = y dogrularinin arakesiti olup Q =

((k+y1+yz)x (k+y1+yz))

Y > ve boylece dM(O,Q)=wmax{i,|m|}dlr. P e

2 [m|

B4, U By, ise Q noktas1y = mx ile —x + y = k — x; + y, dogrularinin kesisimi olup

Q= ((k_f;;Z)x,(k_f;zZ)y) ve boylece dy(0,Q) = —lkl:’lci::lz'max{l, |m|} dir. P €

L : k 3 .
B, UB7, Q noktasi y =mx ile x = % dogrularinin kesisimi olup Q =

_ |k+x1+x2|

) bi¢iminde olup d, (0, Q) = Tmax{l, |m|} dir.

(k+x1 +x, y(k+x1+x3)
2 ! 2x

dr(0, Q) nun hesab1 da dy (0, Q) nun hesaplanmasina benzerdir. Simdi O, P; ve P,
dogrudas olduklarin1 ve P; ile P, niin sirastyla P; ve P, nin inversleri olduklarini
varsayalim. Tanim 5.3.1°den dy,(0,P).d,,(0,P)) = [dAl.(O, Q)]2 =
da,(0,P;).d,, (0, P;) dir bdylece Sonug 5.1.2°den

dp,(P1, Py) = |da,(0,P)) — da, (0, Py)|

[dn,0.Q1"  [da,0.Q)]°

dp(0,F)  da(0,P) (7.9)

 [da, (0. Q)] du (P, P)
dy,(0,P)dy (0, Py)

elde edilir.

Onerme 7.2: 0, P, ve P,, R} , i = 1,2, deki farkl, dogrudas olmayan ii¢ nokta, Py ile

P, I¢, (0,k) ya gore sirastyla P; ve P, nin inversi noktalari olsunlar ve MGB), ile
i i

mW)Aide ]R%iide sirastyla OP;, OP, 1gmlarinin e8imlerini  gostersin. My, =
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k+yi+ k+yi+ —k+x1—x3+2
{ . Y1it)2 <m< Y1itY2 }’ MlA — {m 1~ X21T24Y1 <m<
k+2x2+y1—y2 —k+2x1+y1—y2 2 k+x1+x2
k—x1+x2+2y1} k—2(x1—a) 2(y1—b)
—_— My, = { : |— m ve M m: T
k+x1+x; ! 24, 2(x1—a) < I I € 28, = m< k-2(y,—-b)
olmak iizere MG, " W)Ai € Myp, i = 1,2 ve Py ile P, egimi 0 olan bir dogru

lizerindeyse veya mz =~ € My, i = 1,2 ve P, ile P, egimi o olan bir

©OP)); ' THOP s,

dogru lizerindeyse

dy;(0,Q1)dy(0,Q2)dy, (Py, P2)
dy,(0,P1)dy, (0, P;)

dp,(P1, P;) = (7.10)

dir. Burada &,, elipslerinin odaklar1 F; = (x4,y,) Ve F, = (x2,y,), merkezi 0 =

(a, b) ve sabiti k dir.

Ispat: m——. ile m——. € My, ©=1,2 olsun. P; = (x3,¥0) Ve P, = (x4,Y0)

(OP1)y; (OP2);

(k—=2x1-2a)?(x3—a)
4(yo—b)? b+

noktalarin Riz deki inversleri swrasiyla P’ = (a +

(k—2x,-2a)? ' (k—2x1-2a)*(x4—a) (k—2x1—2a)* 2 . .
T 40o-b) )ve Py = (a + 2Ga—b)? ; 100 D) )ve R, deki inversleri
r_ (k+y1+y2—2b)*(x3-a) (k+y1+y2—2b)* r_
sirastyla P = (a + 2ab)? b+ prom )ve P, = (a +
(ety1+7,-2b)" (r4—a) Uety1+ya—2b)° )dlr Benzer sekilde m—, ile m—, €
4(yo-b)? ’ 4(yo-b) 3 Py ©Py)a,

MZA,-1 i = 1,2 olsun. Bu durumda noktalarinin ]Riz deki inversleri sirasiyla P1 =

(k—2y1+2b)?

(k—2y,+2b)? (k—2y1+2b)?(y3—b) o
( + 4(xg—a) '’ 4(xg—a)? ) and Py = (a+ 4(xg—a) b+
(k—=2y1—-2b)?(y4,—Db) 2 .. . ' (k+x1+x,—-2a)?

Pr ) ve R}, deki inversleri sirasiyla Py = (a+—4 — ,b +
(k+x1+x,—2a)?(y3—b) r_ (k+x1+x,—2a)? (k+x1+x3—2a)?(y4—b) .

prey: ) and P, —(a+ 1ed) b+ Tro—a)? ) dir.
Boylece gerekli hesaplamalar yapilirsa

da,(0,0Q41)da.(0,Q,)d.(Py, P
dy (P PY) = 2,(0,Q1)d,,(0,Q2)dp, (P, Py) (7.41)

dy;(0,P1)d,, (0, P,)
elde edilir.

Onerme 7.3: 0, P; ve P,, R3, de farkli, dogrudas olmayan iic nokta ve P; ile P,

I, (0, k) ya gore sirastyla P; ve P, nin inversleri olsunlar. Mgp: Ve mgp, sirastyla
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- -_ - . . . .
OoP,, op, 1sinlarinin egimlerini gostersin. mGgp, Ly € {m. m<

—k+x1—x,+2 k+y,+ . .. . . o . .
S e i T m} ve P, ile P, egimi 1 olan bir dogru iizerinde
k+x1+x2 —k+2x1+y1—y2
. k—x1+x,+2 k+y,+ . .. .
iseler ya da mg5-, mg € {m-#y1 <m< &} ve P, ile P, egimi
1 2 k+x1+x2 k+2x2+y1—y2

—1 olan bir dogru tizerinde iseler, bu durumda Q4 O—Pl) 15101 ile £, elipsinin kesisim
noktasi ve Q, 5?72) 1511 ile ile €, elipsinin kesisim noktasi olmak iizere
_dn(0,Q1)dy (0, Q2)dy (P, Py)

dy(Pi, P;) = 4.,(0.P)dy (0. P,) (7.12)

dir.

k—x1+x2+2y1 m k+y1+y2
k+x1+x2 k+2x2+y1—y2

ispat: Dikkat edilirse mgp , myp: € { }ise Py =

(k+x,—a+y;—b)%(xg—a)
(xo—a+yo—b)? b+

(x0,V0) Ve P, =(yo,%x,) swasiyla P’ = (a +

(k+xz—a+y1—b)2(yo—b))

(k+x2—a+y1—-b)*(yo—a)
b+
(xo—a+yo—b)? ’

, —
ve P, = (a + Oo—atro—b)?

(k+x,—a+y;—b)%(xg—b)
(yo—a+xo—b)?

) eslenirler. Benzer sekilde Mgp; Ve mgp € {m <

—k+x1—x2+2y1 k+Y1+3’2 } 1 — — (— —
k+x1+x; —k+2x1+y1-Y> < mylse Pl B (x3,y3) ve Pz B ( Y3 x3) SlraSIYIa
r (k—x1+a+y,—b)%(x3—a) (k—x1+a+YZ—b)2(3’3—b)) I _ (

P = (a + (-x3+a+yz—-b)? ' b+ (=x3+a+y3—b)? ve Fo=lat

(k—x1+a+y,—b)*(-y3—a) b+(k—xl+a+yz—b)2(—x3—b)
(y3+a—x3-b)? ’ (y3+a—x3—b)?

) eslenirler. Boylece gerekli

hesaplamalar yapilarak

o 4u(0, 0 (0, Q) (P, P)
P = T (0.P )4 (0,P) 719

elde edilir.
Teorem 7.1: Rﬁide maksimum ve taksi inversiyonu altinda degismezdir.

Ispat: I¢, (0, k), merkezi O ve yarigapr r olan maksimum veya taksi inversiyonu ve

P;, P,, P; ve P,, O dan gegen yonlendirilmis bir dogru [ iizerinde dort nokta olsun.

Pi, P;, P3ve P, sirasiyla I (O, k) altinda Py, P,, P; ve P, nin invers noktalari olsunlar.
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Dikkat edilirse maksimum ve taksi inversiyonu, {P;, P,} ve {P;, P,} nokta ciftlerinin
ayrilmasint veya ayrilmamasimi korumaktadir ve ayrica maksimum ve taksi
inversiyonlart P noktasindan Q noktasina bir [ dogrusu boyunca maksimum ve taksi
yonlii uzakligini inversiyonunu goézlemleyin. Q' noktasindan P’ noktasina yonlii
uzakligini [ dogrusu boyunca Q' noktasindan P’ noktasina maksimum veya taksi yonlii

uzakligina gevirir. Béylece Onerme 7.1 den

dp, [Py, P5'].dy,[P2, Py]
dp, [Py, Py'].dn [P, P5']

4

(P1’P2’»P3’P4’)Ai =

[ds, (0, Q)12dn, (P, P5) [da,(0,Q)1%du,(P5, Py)
41 (0,P)d3,(0,P5) * d,(0,P)dn,(0, Py)
~ [du,(0, )PPy, (P1, P2) [da,(0,Q)1%da, (P, P)
s (0, P)dy,(0,P}) * du (0, P,)dy, (0, P) (7.14)

_ dAi(Plﬂ P3)dAi(P2ﬂ P4-)
dAi (Plﬁ P4)dAi (PZF P3)

= (P1P2,P3P4)Ai
elde edilir.

]Rﬁi, i = 1,2, de l bir dogru olsun. Py, P,, P; ve P, nin [ lizerinde dort nokta oldugunu

varsayalim.

(PyPy, P3P)p, = —1 ise Py, P,,P;ve P, bir harmonik kiime olusturur denir ve

H(Py Py, P3P, )y, ile gosterilir. Yani [ Gizerindeki herhangi bir P; ve P, ¢ifti

: =-1 (7.15)
ise P; ve P, yi harmonik olarak boldiigli sdylenir. P; ve P, noktalari, P; ve P, a gore
maksimum veya taksi harmonik eslenikler olarak adlandirilir.

Teorem 7.2: &y, i = 1,2, merkezi O olan bir maksimum veya taksi elipsi olmak iizere
P, ve Py, €, 1 = 1,2, lizerindeki noktalar olacak sekilde O, P, ve P, Rii de dogrudas

noktalar1 verilsin. P; ve P,, [P;P, ] dogru par¢asi igerden ve disardan bolecek
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bicimde O—P£ 1s1n1 tizerindeki farkli noktalar olsunlar. Béylece P; ve P, {in P; ve P, nin
maksimum ve taksi harmonik eslenikleri olmasi icin gerek ve yeter kosul P; ve P,iin

I, (0, k) inversiyonuna gore invers noktalar olmalaridir.
L

Ispat: P; ve P,, P, ve P, ya gdre maksimum ve taksi harmonik eslenigi olsun. Bu

durumda

dy, [Py, P31y, [Py, Py]
dy, [Py, Py1da, [Py, P3]

L

(P1P2, P3P4-)Ai = —1 = = _1 (716)

dir. P;, PQ dogru pargasini icerden boldiigiinden ve Ps, w 1s1n1 lizerinde oldugundan

dy,(0,Q) = dy,(0,Py) = dy,(0, P;) oldugundan
dAi(P?ﬂ PZ) = dAi(Oi Q) - dAi(OF P3) ve dAi(Pli P3) = dAi(OF Q) + dAi(OI P3) dir.

P,, PQ dogru parcasini disardan boldiigiinden, P, 0—6 1511 lizerinde oldugundan ve
dAi(Ol Q) = dAi (01 Pl) = dAi(OJ PZ) Olup
dAi(Pll P4-) = dAi(Oi Q) + dAi(OF P4) ve dAi(PZI P4-) = dAi(OI Q) . dAi(O, P3) dir.

Boylece
(45:0.0) + ds(0.P)) (45,0, Q) ~ ds, 0.P0) 717
(da,(0,Q) + d,(0,P)) (dn,(0,0) — ds, (0, Py)) |
elde edilir ki

(da,(0,Q) + d,(0,P)) (d,(0,Q) — du, (0, P))
= (dAi(O; Q)

+dy, (0,P,)) (da, (0, P3) =y (0,Q) ) (PyPs, PsPy), = —1

- dAi[Pll P3]dAi[P21 P4-]
dAi[P11P4]dAi[P2’P3]

(7.18)

demektir. Son esitlik sadelestirilirse da, (0, P3). dy, (0, P) = (d,, (0, Q))? elde edilir.

Yani P; ve P, I, (0, k) maximum ve taksi inversiyonuna gore maksimum veya taksi
i
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eliptik inversi noktalardir. Diger kosul i¢in ( P, ve P; iin oP 15101 lizerinde olmasi) oP

de benzer hesaplamalarla ayn1 sonug elde edilir.

Tersine eger P3ve Py, Ig, (0,k) maximum ve taksi inversiyonuna gore inversi
L

noktalarsa, ispat benzerdir.
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8. SONUC VE ONERILER

Inversiyon zorlayici bircok problem ortaya koymasinin yaninda bircok karmasik
problemin ¢6ziimiinii kolaylastirmasiyla geometride oldukea ilgi ¢ekici ve giincelligini

koruyan bir dontigiimdyir.

Bu ¢alismada Oklid dis1 geometrilere 6rnek teskil eden, Minkowski tipi geometriler
olan, [, ve l,-normla déosenmis diizlemlerde yani taksi ve maksimum geometrilerde
cembere gore inversiyonun bir genellemesi olan elipse gore inversiyonlar
incelenmistir. Ilk ii¢ bliimde konunun daha iyi anlasilabilmesi icin problemin ortaya
cikisindan bahsedilmis, gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde
taksi eliptik inversiyonlar altinda dogrularin inversleri detayli olarak incelenmistir.
Besinci boliimde maksimum eliptik inversiyonlar ilk olarak tanimlanip temel
ozellikleri verilmistir. Altinci bolimde maksimum eliptik inversiyonlar altinda
dogrularin inversleri, dogrular smiflandirilarak incelenmistir. Son olarak yedinci
boliimde ¢apraz oran ve harmonik eslenikler taksi ve maksimum eliptik inversiyonlar

altinda ¢alisilmistir.

Sonu¢ olarak bu tez calismasi minkowski tipi geometrilerde g¢embere gore
inversiyonun bir genellemesini (eliptik inversiyonu) ve 6zelliklerini invers geometri
literatiiriine sunmaktadir ve bu tip geometriler {lizerinde ¢alisacak matematikgilere
caligmalarinda 151k tutacak olup, baska koniklere gore inversiyonlarin bulunmasi acik

bir problem olarak durmaktadir.
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