&ZCE G
®° My,

/831)5%?

N

2006

T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

¢, UZAYINDA RIESZ-EULER TOTIENT MATRISININ ETKi
ALANI VE KOMPAKT OPERATORLER

MEHMET AKIiF BAYRAKDAR

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
DOC. DR. MERVE ILKHAN KARA

DUZCE, 2021



T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

¢, UZAYINDA RIESZ-EULER TOTIENT MATRISININ ETKi
ALANI VE KOMPAKT OPERATORLER

Mehmet Akif BAYRAKDAR tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi agsagidaki jiiri tarafindan
Diizce Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK
LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani

Dog. Dr. Merve ILKHAN KARA
Diizce Universitesi

Jiiri Uyeleri

Doc. Dr. Merve ILKHAN KARA
Diizce Universitesi

Dog¢. Dr. Fuat USTA
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Giillii Canan HAZAR GULEC
Pamukkale Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 12/02/2021



BEYAN

Bu tez caligmasinin kendi ¢alismam oldugunu, tezin planlanmasindan yazimina kadar
biitiin agsamalarda etik dis1 davranisimin olmadigini, bu tezdeki biitiin bilgileri akademik
ve etik kurallar i¢cinde elde ettigimi, bu tez ¢alismasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve
yorumlara kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklar1 da kaynaklar listesine aldigimi, yine bu
tezin ¢alisilmasi ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin

olmadigini beyan ederim.

12 Subat 2021

Mehmet Akif BAYRAKDAR



TESEKKUR

Bu arastirmanin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi siirecinde karsilastigim zorluklar1 bilgi ve
tecriibesiyle iistesinden gelmem icin yardimci olan degerli danisman hocam Doc¢.Dr. Merve

ILKHAN KARAya tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarimda kargilagtigim zorluklar1 asmamda bilgi ve tecriibesiyle her zaman
desteklerini paylasan degerli hocam Prof. Dr. Emrah Evren KARA’ya tesekkiirii bir

borg bilirim.

Hayatimin her aninda maddi manevi yamimda olan sevgili anneme ve babama

tesekkiirlerimi sunarim.

12 Subat 2021 Mehmet Akif BAYRAKDAR



ICINDEKILER

Sayfa No
CIZELGE LISTESI ..ccoooooooeveereeeseesessssessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses vi
SIMGELER ...oooccoooooseveeeesssseeesssssssesssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssos vii
OZET .ooooeeeeeeeeesssseeessesssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssssss s sssssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssose viii
ABSTRACT ....oooooeeeeeesseeeeessssseesssssssessssssssessssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssosssssnes ix
1 GIRIS oo ssssss s ssssssssssssssssssssssssssssss s sssssssssssssssssssssss oo 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .....ooooooooeeomeeosscereeeeessssssseeeessssssssseeessssssssseen 3
2.1. TEMEL KAVRAMLAR .........ooosieeerrsssseeesssssssesssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssess 3
2.2.DiZI UZAYLARI, MATRIS DONUSUMLERI VE NONKOMPAKTLIK
HAUSDORFF OLCUSU .....oooomoieeeeeerssssssisssesessssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssnnes 8
3. Lp(Rp) DIZI UZAY Loorrrerieresrrsssnesssnessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssesesses 16
4.0,(Rp) UZAYININ 0t-, B-, -DUALLERI .......covovsrrrcrrreesmessesnssessmessssisssesseseeens 20
5.4,(Re) UZAYI UZERINDE BAZI MATRIS DONUSUMLERL........cccoccrrinn 24
6. ,(Rp) UZAYI UZERINDE KOMPAKT OPERATORLER.......ccccccosrrerrresinn 27
7. SONUCLAR VE ONERILER.........ceeeeeeessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 33
8. KAYNAKLAR....ooooooooveeeresessceseseeeesssssssssseesssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssesssssssssssssessis 34

OZGECMIS ..o sseessseeesssssessssssssssssesssssessssssessssssessssesssssesssssseesses 37




CIZELGE LISTESI

Sayfa No
Cizelge 2.1.  MObIus fONKSTYONU. ...t sssesssseesessssssnssees 14
Cizelge 2.2. Euler totient fONKSTYONU. ......coccecuneineeneeneieiseeseeseeeeiseeeecssesssesssesssesane 15

vi



bs
B(X,Y)

SIMGELER

Sinurl seri tegkil eden dizilerin uzay1

X uzayindan Y uzayina sinirlt ve lineer operatorlerin uzayi
Sifira yakinsak dizilerin uzay1

Yakinsak dizilerin uzay1

Karmagik sayilar kiimesi

Yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay1

M operatdriiniin sifir uzayi (¢ekirdegi)

Metrik fonksiyonu

R veya C cismi

X uzayindan Y uzayima kompakt opratorlerin uzay1
Mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi
Mutlak p-yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1
Sinirh dizilerin uzayi

X uzayindan Y uzayina lineer operatorlerin uzay1
Dogal sayilar kiimesi

Gercgel sayilar kiimesi

Pozitif gercel sayilar kiimesi

Sonsuz serinin kismi toplamlar dizisi

Reel veya karmagik terimli dizilerin uzayi

x vektoriiniin mutlak degeri

x vektOriiniin normu

X dizi uzayinin o- duali

X dizi uzayinin - duali

X dizi uzayinin y- duali

Metrik uzay

Normlu uzay

Tam sayilar kiimesi

Mobius fonksiyonu

Euler totient fonksiyonu

Sonsuz seri

vii



OZET

¢, UZAYINDA RIESZ-EULER TOTIENT MATRISININ ETKI ALANI VE
KOMPAKT OPERATORLER

Mehmet Akif BAYRAKDAR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Merve ILKHAN KARA
Subat 2021, 36 sayfa

Bu tez calismasinda, 6zel bir alt licgensel matris olan Riesz-Euler totient matrisinin
¢, (1 < p < o) dizi uzay: iizerindeki matris etki alani kullanilarak yeni bir Banach
dizi uzay1 tamimlanacaktir. Daha sonra bu uzayin a—, —,y—dualleri belirlenecek ve
bu uzay iizerinde tamiml1 cesitli matris operatorleri karakterize edilecektir. Son olarak
nonkompaktlik dl¢iisii yardimiyla bu uzay iizerindeki bazi matris doniisiimlerinin kompakt
olmasi icin tasimasi gereken sartlar belirlenecektir.

Anahtar sozciikler: Dizi uzayi, Kompakt operatorler, Nonkompaktlik Hausdorff 6l¢iisii,
o—,3—,y—dualleri.
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ABSTRACT

MATRIX DOMAIN OF RIESZ-EULER TOTIENT MATRIX IN THE SPACE /,
AND COMPACT OPERATORS

Mehmet Akif BAYRAKDAR
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Merve ILKHAN KARA
February 2021, 36 pages

In this thesis, a new Banach sequence space will be defined using the matrix domain of the
Riesz-Euler totient matrix, which is a special sub-triangular matrix on the sequence space
¢, (1 < p < o). Later, x—, B—, y— duals of this space will be determined and various
matrix operators defined on this space will be characterized. Finally, with the help of the
measure of non-compactness, the required conditions for some matrix transformations to
be compact on this space will be determined.

Keywords: Compact operators, Hausdorff measure of non-compactness, Sequence space,
o—,B—,y—duals.
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1. GIRIS

Tiim reel veya kompleks terimli dizilerin uzay1 @ dizilerin koordinatsal toplami ve skalerle
carpimu islemlerine gore bir vektor uzayidir. Bu uzayin herhangi bir alt vektor uzayi
dizi uzay1 olarak adlandirilir. Sinirhi tiim dizilerin uzay1 /., yakinsak tim dizilerin
uzayi ¢, mutlak p-toplanabilir tiim dizilerin uzay1 £, klasik dizi uzaylarina drnek olarak
verilir. Dizi uzaylar1 toplanabilme teorisinin temelini olusturur. Toplanabilme, 6zellikle
analiz ve fonksiyonel analizde yaklagim teorisi, operator teorisi gibi konularda ¢ok
fazla uygulamasi olan matematigin genis bir alanidir. Toplanabilme teorisi Abel, Borel,
Cesaro, Norlund, Riesz tarafindan kullanilan metotlar ile elde edilmis ve artik bu metotlar
kullanildik¢a daha farkli metotlara gerek duyulmus, bundan dolayr matris doniisiimii
teorisi kullanilmaya baslanmistir. Klasik toplanabilme teorisi serilerin ya da dizilerin
yakinsakliginin genellestirilmesi ile ilgilenir. Burada amac iraksak serilere ya da dizilere
bir doniisiim uygulayarak yakinsak serilere ya da dizilere doniistiirmektir. Bu amagcla dizi
uzaylari arasinda en genel lineer operator bir sonsuz matris yardimi ile verilebildiginden
genel bir lineer operatodr yerine sonsuz matrisler kullanilir. Bu nedenle dizi uzaylari

calisilirken matris doniistimleri onemli bir yere sahip olmustur.

Yeni dizi uzaylan ile ilgili cesitli caligmalar 1978 yilinda Ng ve Lee tarafindan 1.
mertebeden Cesaro ortalamasinin £, uzayinda etki alanini kullanilarak X, uzayini inga
etmesi ile baglamigtir. Daha sonra Norlund ortalamasi, Riesz ortalamasi kullanilarak
yeni uzaylar tanimlanmistir. Bu uzaylarin, iizerinde tanimladiklari normla Banach uzay1
olduklarin ve duallerini bularak, yeni dizi uzaylarindan standart dizi uzaylarina bazi matris

siniflarinin karakterize edilmesi lizerine calisilmustir.

Sonsuz bir matrisin klasik dizi uzaylar iizerinde matris etki alan1 yardimiyla klasik uzaya
lineer olarak izomorf olan yeni Banach dizi uzaylar1 tanimlanmaktadir. Bir¢ok yazar, 6zel
ticgensel matrisler yardimiyla yeni Banach uzaylari insa etmek i¢in bu teknigi uyguladi.
Ik olarak [1]’de fark matrisi kullanilarak fark dizi uzaylari tanimlanmistir. Daha sonra

0zel bir limitleme metodunun etki alan1 yardimiyla yeni bir dizi uzay1 olusturma fikri



[2,3,4,5,6,7, 8,9, 10] nolu calismalarda goriilecegi lizere bir¢ok yazar tarafindan
calistlmigtir. Bu ¢alismada kullanilacak olan Riesz matrisi yardimiyla [11] nolu calismada
yazarlar mutlak olmayan tipte Riesz dizi uzaylarim tammmlamiglardir. Daha fazla calisma

icin bakiniz [12, 13, 14, 15].

Kompakt operatorler ilk kez integral operatorler seklinde Volterra tarafindan ortaya
konulmustur. Banach uzaylarinda kompakt operatorlerin genel tanimi ilk kez Alman
matematikci Hilbert tarafindan verilmistir. Kompakt operatorler fonksiyonel analizin,
operatdr teorisi ve yaklasim teorisi gibi bircok dalinda 6nemli bir yer teskil etmektedir. iki
dizi uzay1 arasindaki en genel lineer doniisiim bir matris ile verilebildiginden, bir matris
operatoriiniin hangi sartlar altinda kompakt olacagi sorusu akla gelmektedir. Bu sartlar
nonkompaktlik 6lciisti kavrami yardimiyla belirlenmektedir. Nonkompaktlik Sl¢iisiiniin
operator teorisi, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler gibi bir cok alanda 6nemli
uygulamalar1 vardir. Dizi uzaylari iizerinde nonkompaktlik 6l¢iisii ve uygulamasi ile ilgili

bazi ¢alismalar i¢in bakimiz [16, 17, 18, 19].

Aritmetik fonksiyonlarin aralarinda olan iligkileri bulmak, 6zelliklerini incelemek sayilar
teorisinde onemli yere sahiptir. Aritmetik fonksiyonlardan bazilarina 6rnek olarak Mobius
fonksiyonu, Euler totient fonksiyonu verilebilir. Euler totient fonksiyonunun birgok 6zelligi

vardir ve literatiirde bu 6zellikler formiillerle ifade edilmistir.

Son zamanlarda [20] ve [21] nolu ¢alismalarda Euler totient matrisini kullanarak c¢esitli
dizi uzaylar tanimlanmistir. Daha sonrasinda [22]’de bu matris yardimiyla paranormlu dizi
uzaylar1 tanimlanip bu uzaylarin baz1 6zellikleri incelenmistir. Kisa bir siire once [23, 24,
25, 26, 27, 28]’de bu matris kullanilarak bir¢ok yeni dizi ve seri uzay1 tanimlanmistir. Bu
calismada Euler totient matrisinin daha genel bir hali olan agirlikli Euler totient iiggensel
matrisinin £, dizi uzay: iizerinde matris etki alan1 calisilacaktir. Bu tezin asil amaci bu
uzayin dualleri belirlendikten sonra yeni olusturulmus olan bu dizi uzay1 lizerinde bazi

matris doniisiimlerini ve kompakt operatorleri karakterize etmektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu alt boliimde verilen tiim temel kavramlar ile ilgili bakiniz [29, 30, 31].

Tanmm 2.1. (Lineer Uzay) X bos olmayan bir kiime, K reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.
+: XxX—>X
2.1)
(x,y) = x+y
KxX—X
(2.2)
(a,x) — ax

ikili islemleri asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X kiimesine K {izerinde bir lineer (vektor)

uzay adi verilir.

A) X, + islemine gore bir degismeli gruptur. Yani Vx,y,z € X i¢in,
Al)x+yeX,

A2)x+(y+2z)=(x+y)+z

A3) x+ 6 = 0 +x = x olacak sekilde 6 € X vardir,

A4) x+ (—x) = (—x) +x = 0 olacak sekilde (—x) € X vardur,
AS)x+y=y+ux

B) Vo, B € Kigin



Bl)axeX,
B2) a(x+y) = ax+ ay,
B3) (a+f)x = ox+ Bx,

B4) a (Bx)=(cx P)x,

BYlx=x,1€K.

Tamim 2.2. (Lineer Altuzay): X bir lineer uzay ve M de X in bir alt kiimesi olsun. x,y € M

ve o ve B skaler olmak iizere otx + By € M ise M kiimesine X in bir lineer alt uzayi denir.

Tamm 2.3. X bos olmayan bir kiime olsun. d : X x X — R™ U {0} fonksiyonu asagidaki
sartlar1 sagliyorsa X iizerinde metrik (uzaklik fonksiyonu) adini alir ve (X,d) ikilisine

metrik uzay denir.

Vx,y,z € X i¢in,

M1) d(x,y) =0 < x =y dir.

M2) d(x,y) = d(y,x) dir.

M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) dir.
Ornek 2.4. R iizerinde d doniisiimii

d: RxR—RTU{0} 03

(x,y) = d(x,y) = [x—y|

seklinde tanimlansin. (R, d) bir metrik uzaydir. Bu metrige alisilmis metrik veya mutlak

deger metrigi denir.

Ornek 2.5. X € {{..,co,c} olmak iizere d.. doniisiimii

d: XxX—RTU{0} 2.4

(%, ) = doo(x, ) = supy |xi — il
seklinde tanimlansin. (X, dw) bir metrik uzaydir.
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Tamm 2.6. (X,d) ikilisi herhangi bir metrik uzay olmak iizere xo € X ve r > 0 olsun. Bu
durumda

a) B(xo;r) = {x € X : d(x,x0) < r} kiimesine, xo merkezli ve r yarigapli agik yuvar denir.
b) B(xg,r) = {x € X : d(x,x0) < r} kiimesine, xy merkezli r yarigaph kapal1 yuvar denir.

¢) S(xo,r) = {x € X : d(x,x0) = r} kiimesine, xo merkezli ve r yarigaph kiire denir.

Tamim 2.7. (Normlu Lineer Uzay): X , K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
||.|| : X — R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir norm

ve (X, ||.||) ciftine de normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.
Vx,y € X icin,

ND) [lx[} =0

N2) x| =0<x=0

N3) [[Ax]| = [A[flx]], 4 € K

N4) [lx+ [l < [|x][ + [[y]| ( Uggen Esitsizligi )

Ornek 2.8. 1 < p < o olmak iizere x = (x,) € £, olsun.Eger ||x|| = (X5, [x,|?)/?

bigiminde tanimlanirsa (¢, ||.||) iklisi bir normlu uzay olur.

Tanmm 2.9. (X,d) bir metrik uzay olmak tizere X uzayinda bir (x,) dizisi verilsin ve x € X
olsun. Eger herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde her n > ng igin d(x,,x) < € olacak

sekilde bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir denir.

limx, =x (2.5)
n—soo
seklinde yazilir. Ayrica
limy ooy = X < limy_yeod (x,x) = 0 (2.6)

olur. x noktasina, (x,) dizisinin limiti denir.



Tanmm 2.10. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere (x,) X uzayinda bir dizi olsun. Her
€ > 0icin n,m > ngp oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde bir ng sayisi bulunuyorsa (x;,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.11. Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu (X, d) metrik

uzayina tam metrik uzayi denir.

Ornek 2.12. X = R olmak iizere x,y € R icin d(x,y) = |x — y| olsun. Bu durumda (R, d)

bir tam metrik uzaydir.

Ornek 2.13. Asagidaki uzaylar tam metrik uzaylara ornektir.
- 1 < p < oo olmak iizere /), dizi uzayi,
- R" ve C" uzaylari,

- Ayrik metrik uzay

Tamm 2.14. (X, ||.||) bir normlu uzay olmak iizere X uzayindaki her Cauchy dizisi
yakinsak oluyorsa X uzayr normun dogurdugu metrige gore tamdir denir ve Banach

uzay1 olarak adlandirilir.

Tanmm 2.15. X K cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun. (.,.) : X x X — K
fonksiyonu asagidaki sartlar sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim, (X, (.,.)) ikilisine de i¢
carpim uzay1 denir. 1)Vx,y,z € X igin (x+y,z) = (x,2) + (y,2) dir.

2)V e K, Vx,y € X igin (ax,y) = ot{x,y) dir.

3)Vx,y € X icin (x,y) = (y,x) dir.

4)Vx € X i¢in (x,x) > 0 dir.

5)Vx € X i¢in (x,x) =0 < x = 0 dir.

K =R ise X vektor uzayina, reel i¢ ¢carpim uzay denir.

K = C ise X vektor uzayina, kompleks i¢ ¢arpim uzayi denir.

Tanim 2.16. (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 ve x € X olsun.
[l =/ (x,x) (2.7)

seklinde tanmimli ||.|| fonksiyonu bir normdur ve i¢ ¢arpimin iirettigi norm olarak adlandirilir.
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Tanim 2.17. (Paralel Kenar Kural1) X bir i¢ ¢carpim uzay1 olmak iizere X iizerinde ki i¢
carpimin iirettigi norm ||.|| Vx,y € X igin

ey 112 4+ [l = 11> = 2(]|xl1> + [1y11%) (2.8)
esitligini saglar. Buna Paralel Kenar Kurali denir.

Teorem 2.18. (X, ||.||) normlu uzayinin bir i¢ carpim uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vx,y € X icin Paralel Kenar kuralinin saglanmasidir.
Tanm 2.19. (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 olmak iizere x € X i¢in ||x|| = 1/ (x,x) biciminde

tanimlanan, i¢ ¢carpimin dogurdugu normu goz oniine alalim. Bu durumda d : X x X — R,

d(x,y) = [lx =yl = v (x=yx =) (2.9)

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna, i¢ carpimin iirettigl metrik denir. Eger X i¢ ¢arpim

uzay1 d metrigine gore tam ise X uzayina, Hilbert uzay: veya tam i¢ ¢carpim uzay1 denir.

Tamim 2.20. N ve N’ aym K cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. M:N — N’ operatorii

her x,y € N ve her o € K icin
M(x+y)=M(x)+M(y) (2.10)

M(ox) = aM(x) (2.11)
aksiyomlarini sagliyorsa M operatoriine N uzayindan N’ uzayina bir lineer operator denir.

Tamim 2.21. M : N — N’ lineer operatdr olsun.
CekM = {x e X :Mx=0'} (2.12)

kiimesine M operatériiniin ¢ekirdegi veya sifir uzayi denir. Burada 6’, N’ uzayinn sifir

vektorudiir.

Teorem 2.22. M lineer operatoriiniin bire-bir olmast i¢in gerek ve yeter sart CekM = {6}

olmasidir.



Tanim 2.23. X ve Y normlu uzaylar olmak iizere M : X — Y lineer bir operator olsun. Her
x € X i¢in
1M (x) | < cf|x]] (2.13)

olacak sekilde ¢ > O reel sayis1 varsa M operatoriine sinirli lineer operator denir.

Tanim 2.24. X ve Y normlu uzaylar olmak tizere, M : X — Y lineer operator olsun.

1M (x) |

M| = sup{———
[l

xeX,x# 0} =sup{||Mx)|| :x e X,||x|| <1} (2.14)

olmak iizere ||M|| degerine M operatoriiniin normu denir.

Tanimm 2.25. X normlu uzayindan Y normlu uzayina lineer bir izometrik izomorfizm,

normu koruyan yani her x € X icin,
M)y = [lxllx (2.15)

olan bire-bir ve drten M : X — Y lineer operatoriidiir. Bu durumda X ve Y uzaylarina lineer

1izomorfiktirler denir ve X =Y ile gosterilir.

2.2. DiZI UZAYLARI, MATRIS DONUSUMLERI VE NONKOMPAKTLIK
HAUSDORFF OLCUSU

Tamim 2.26. [14] Reel ve kompleks terimli tiim dizilerinin kiimesi
0={x=(x,):x:N=>Kn—x(n)=x,} (2.16)
seklinde tanimlanir.

x=(x),y = (yx) € o ve a € K olsun.

()5 %)) = (o + k) (2.17)

(o, (i) — (axe) (2.18)
seklinde tanimli iglemlere gore @ bir lineer uzaydir.

Tamim 2.27. [14] o uzayinin herhangi bir alt vektor uzayina dizi uzayi denir.
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Ornek 2.28. [14] Baz1 dizi uzay1 6rnekleri

Dl ={x=()cw: Y |xP <eo},0<p<eo
(p. dereceden mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1 ve % + é =1.)
2) oo = {x = (xx) € @ : supg|oe| < oo}

(Sinurl dizilerin uzay1)

3)co={x=(x) € ®: limy_,ox; =0}

(Sifira yakinsak dizilerin uzayi)

4dyc={x= () € @: lim_oxy =1, €K}
(Yakinsak dizilerin uzay1)

S)ybs={x=(xx) € 0: (Lp_;xk) € Lo}

(Sinurlr seri tegkil eden dizilerin uzayi)
0)cs={x=(x) cw: (X} x) €c}

(Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)
Neso={x= () € w: (Xi;x) €co}

(Sifira yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi)

) w={x=(x) €®:3Ing e NoVk>ngx, =0}



Tanm 2.29. [14] A = (a,) kompleks veya reel terimli sonsuz bir matrisi olsun. k > n

oldugunda a,; = 0 ise bu matrise alt iicgensel matris denir. Yani

ar
any
A= (au) = asy

as

as

seklindeki matrise alt ticgensel matris denir.

ass

agy

(2.19)

Tamm 2.30. [14] A = (a,) kompleks veya reel terimli sonsuz bir matrisi olsun. n > k

oldugunda a,; = 0 ise bu matrise iist ticgensel matris denir. Yani

ary
0
A=(au)=1] 0
0

a2

az

0
0

seklindeki matrise iist ticgensel matris denir.

Tamm 2.31. [14]

Inxk =

o o O

seklindeki matrise birim matris denir.

a3
as

ass
0

o o O

a4

az4

as4

aqq

o o o O

ais
ans
ass

ays

(2.20)

(2.21)

Tamim 2.32. [14] X bir lineer topolojik dizi uzayi olmak iizere her n € N i¢in p,, : X — K,

X pu(x) =xp

biciminde taniml1 koordinat doniisiimleri siirekli ise X dizi uzayina K-uzay1 denir.

Tanmm 2.33. [14] X bir K—uzay1 olsun. X tam lineer metrik uzay ise X dizi uzayina

FK-uzay1 denir.
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Tamm 2.34. [14] X bir FK-uzay1 olsun. X uzayininn metrigi normlanabiliyorsa bu uzaya

BK-uzay1 denir.

Ornek 2.35. [14] £, ¢ ve co uzaylari ||x||e = supy|x;| normuna gore, 1 < p < e igin £,

uzayt ||x||, = (X7_, [x|?)"/? normuna gére birer BK-uzayidirlar.

Teorem 2.36. [14] BK-uzaylar arasinda tanimlanan lineer doniisiimler siireklidirler.
Teorem 2.37. [14] (Silverman Toeplitz) Bir A = (a,,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek
ve yeter sartlar:

1) Her nigin Y;° | |au| < G olacak sekilde bir G sabiti vardir.

2) Her k icin limy_,c.a,; = 0 dir.

3) limp oo Y5y Qpi = 1 dir.

Tanim 2.38. [14] A = (a,;) kompleks veya reel terimli sonsuz bir matris ve X,Y herhangi

iki dizi uzay1 olsun. X bir vektor uzayi oldugundan herhangi x = (x,,) € X dizisi

X0
X1
X
x=| 0 (2.22)

Xn

seklinde vektorel olarak ifade edilebilir. Burada matris ¢carpimi yaparak

app dor Ay -+ Aok --- X0 Y o QokXk
ajp app app - djg ... X1 Y 0 A1kXk
ax ax axp - A - X2 Y o A2kXk
Ax = = (2.23)
any) Qpl A2 -+ Qug - -- Xje Y 0 Ank Xk

elde edilir. Her bir n € N igin };° ;a,xx serisinin yakinsak oldugu kabul edilir. Her

n € Niginy, = Y7 anx olmak tizere y = (y,) dizisi ¥ dizi uzaymin bir eleman ise A

11



matrisine X dizi uzayindan Y dizi uzayina bir matris doniigiimii denir. Bu matris dontisiimii

lineer bir doniisimdiir. Ax = y dizisine x dizisinin .A-dontisiimii denir.

A, ile A matrisinin n. satirindaki dizi gosterilmektedir.

Tanm 2.39. [14] A = (a,) reel yada kompleks terimli sonsuz bir matris ve X de herhangi
bir dizi uzay1 olsun. A = (a,;) matrisinin X dizi uzay: iizerindeki etki alan1 X 4 ile gosterilir
ve

Xp={x=)ecw: AxeX} (2.24)

seklinde tanimlanir.

(X,Y) ile X uzayindan Y uzayina tanimli tiim matrislerin sinifi gosterilecektir. B(X,Y) ile X

uzayindan Y uzayina tanimli tim sinirh (stirekli) lineer operatorlerin sinifi gosterilecektir.

Tamm 2.40. [14]

X% = {t = (tk) Ew:Vx= (xk) eX Z lthkl < 00} ] (2.25)
k=1
XP = {t = () E@:Vx=(x) €X Z trxy yakinsaktir } , (2.26)
k=1

n
Z Xy

XV = {t = (ty) € @ : Vx = (x3) € Xsup
k=1

n

< 00} , (2.27)

uzaylar sirasiyla X dizi uzayinin -, -, y-dualleri olarak adlandirilir.

(X, ]|-|Ix) bir normlu uzay ve Bx = {x € @ : ||x||x = 1} olsun. Herhangi bir X O v BK-uzay1

vet = (ty) € W igin

Zthk

k

[¢]|% = sup (2.28)

XEBx

notasyonu kullamlacaktir. Bu durumda # € X8 dur.

Yardimci Teorem 2.41. [32, Theorem 1.29] Elf =l Ve Eg =l (1<p<oo) 1<p<oo

olmak iizere her r € Eg icin ||t||zp = ||t g olur.
P

12



Yardimc1 Teorem 2.42. [32, Theorem 1.23 (a)] X, Y herhangi BK-uzaylari ve A € (X,Y)
olsun. Bu durumda her x € X i¢in £ 4(x) = Ax olacak sekilde £ 4 € B(X,Y) lineer

operatorii vardir.

Yardimci Teorem 2.43. [32] X D y bir BK-uzay1 ve Y € {cg,c,»} olsun. A € (X,Y) ise
[£all= 1Al xv) =SugHAnH§<<°° (2.29)
ne

olur.

Tamm 2.44. [32] Q bir X metrik uzayinda sinirlt bir kiime olsun.
X(Q) = inf{8 >0:9C Uglle(xi, 5i),x,~ eX, 0, <€ene N} (2.30)
degerine Q kiimesinin nonkompaktlik Hausdorff 6l¢iisii denir.

£, (1 < p < o) uzayinda bir kiimenin nonkompaktlik Hausdorff dl¢iisiinii hesaplamak icin

asagidaki sonuca ihtiya¢ duyulur.

Teorem 2.45. [33] O kiimesi £, (1 < p < ) uzayinda smirh ve her bir r € N igin P, :

Ly, — Ly, P(x) = (x0,X1,X2,...,X,0,0,...) olsun. Bu durumda

2(@) = tim (sup =), ) @31

olur. Burada 7 birim operatordiir.

Tanim 2.46. [29] £ : X — Y lineer operator olmak iizere X uzayindaki smirlt her x = (x;,)
dizisi i¢in (L£(x,)) dizisi Y uzayinda yakinsak alt diziye sahip oluyorsa £ operatorii
kompakttir denir.

Tammm 2.47. [32] Bir £ € B(X,Y) operatoriiniin nonkompaktlik Hausdorff 6lgiisii | £||, =

X (L(Bx)) seklinde tanimlidir. || £||,, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart £ operatoriiniin

kompakt olmasidir.

Tamim 2.48. [34] n bir pozitif tam say1 olmak iizere,

1 , n=1ise,
p(n)=1q 0 . p*ln,pasalise , (2.32)
—1)" , n=PP..P,i# jicin P # P; ise

—~
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seklinde tanimli u fonksiyonuna Mobius fonksiyonu denir.

n # 1i¢in
Y uk)y=0 (2.33)

kln

esitligi saglanir.

Cizelge 2.1°de Mo6bius fonksiyonunun bazi degerleri verilmigtir.

Cizelge 2.1. Mobius fonksiyonu.

p(1) |1
u2 | -1
u@3) | -1
u4) | 0
u(s) | -1
p6) |1
u( | -1
u) | 0
noO) 10
p(10) | 1

Tanim 2.49. [34] n > 1 bir tamsay1 olsun. (k,n) =1 ve 1 <k < n kosulunu saglayan k

tam sayilarinin sayisini veren fonksiyona Euler totient fonksiyonu denir. ¢@(n) ile gosterilir.

Her n € N i¢in
n=Y ok (2.34)

esitligi saglanir.
Cizelge 2.2°de Euler totient fonksiyonunun bazi degerleri verilmistir.

Euler totient matrisi ® = (¢,

=14 " (2.35)

seklinde tanimlanmustir [20].
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Cizelge 2.2. Euler totient fonksiyonu.

S

—~
p—

~—

2[s|esleslsis s
\_/9/\_/
SN Neo N o I (S RSN ST N ) Iy

[S—
=)
~—

—~
\]
N—

—~~
(98]
N—

I~
S—

9}

~

o¢]
~—

—~~
\O
N—

Riesz matrisi E = (e,x) (gx) pozitif sayilarin bir dizisi ve her n € N i¢in 0, = Y} g«

olmak tizere

g , 0<k<nise
Cnk — " (236)

0 , k>nise

seklinde tanimlanmustir [11].
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3. {,(Re) DIZI UZAYI

Bu boliimde Riesz matrisi ve Euler totient matrisi yardimiyla iiretilmis Re matrisi
tanimlanacak ve bu matrisin 1 < p < o i¢in £, uzayindaki matris etki alam olarak yeni bir
Banach uzay1 tanimlanacaktir. Bu uzayin ¢,, ile lineer olarak izomorf oldugu gosterildikten
sonra Hilbert uzay1 olup olmadi81 arastirilacaktir. Ayrica bu uzay ile ilgili baz1 kapsama

bagintilar1 verilecektir.

On=q1+q+ ...+ g, olmak iizere Ry = (r,) matrisi

k .
—q"gn( ) , k|nise

nk = (3.1)
0 , kfnise

seklinde tanimlanmaktadir. Bu matris Riesz Euler totient matris operatorii olarak

adlandirilacaktir.

R matrisinin tersi R; = (r;kl) ile gosterilsin. Bu ters matris n,k € N olmak iizere

H(E) O i
rol = o 0 K | nise (32)
0 , kinise
seklinde hesaplanmugtir.
Bu durumda R matrisinin ¢, dizi uzayinda matris etki alan1 olarak ¢,(Re) uzay1
1 p
lp(Rp) = {x =) cm: Z Q—quqo(k)xk < oo} (1 <p<oo) (3.3)
n m kln

seklinde tanimlanir.

Aksi belirtilmedigi siirece y = (y,) dizisi bir x = (x,) dizisinin Rp-doniisiimii olarak

kullanilacaktir, yani her n € N i¢in y, = (Rpx), = i Ykln Gk @ (k) dar.
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Teorem 3.1. /,(Rg) uzay1 1 < p < e igin

Ly ok)x

pN\ U/p
(3.4)
5 Taown |

HxH@,(Rq,) = (Z

n

seklinde tanimli norm ile bir Banach uzayidir.

Ispat. Oncelikle (€,(Ra), ||-Il¢,(rs)) ikilisinin bir normlu uzay oldugu gosterilecektir.

1xll¢,(ry) = IR@x]|¢, = O olmast i¢in gerek ve yeter kosul Rpx = (0,0,...,0,...) olmasidir.

Rg matrisinin tersi mevcut oldugundan x = (0, ...,0,...) olur.

o €Rvexel,(Rgp) olsun.

loexllg, (k) = [IRe ()], = [lotRex]],

= |a|[|[Rox]e, = |e|llx]l¢, (rg) (3.5)
elde edilir.

Son olarak x,% € £,(Rg) i¢in

X +%l, (re) = IRo(x+X)[|e, = [[Rox+ RoX|,

< [[Rox|l¢, + [Roxle, = [Ix]l¢,(Re) + [IX]l e, (Ra) (3.6)
elde edilir.

Simdi ¢,(Re) uzaymn bir Banach uzay1 oldugu gosterilecektir. (x") dizisi £,(Rg)
uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (y") = (Rex") £, uzayinda bir dizidir.
Ayrica

X" = x"¢, (Rg) = IR (X" = x") ][,

= [IRox" — Ropx™[[¢, = [[y" =", (3.7)
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olacagindan (y") = (Rex") £ uzayinda bir Cauchy dizisi olur. (¢, ||.||s,) bir Banach uzay1

oldugundan bir y € ¢, i¢in lgn yt=yolur. X = R(;l v segilirse
n—oo

lim [l — £, (ry) = lim [[Reo(x" —£)]ls,

= lim ||Rq>xn —Rq;XAng = lim ||y” —ﬁ”gp =0 (3.8)
n—oo n—oo
bulunur. Boylece £ € £,(Rg) olmak lizeree lim x" = X elde edilir. [l
n—soo

Sonuc 3.2. /,(Re) (1 < p < ) uzay1 bir BK-uzayidir.

Teorem 3.3. 1 < p < e i¢in £, (Rg) uzay1 £, uzayina lineer olarak izomorftur.

Ispat. f, ,(Re) uzayindan ¢, uzayma her x € £,(Rg) i¢in f(x) = Rex ile tammli bir
doniisiim olsun. f doniisiimiiniin lineer oldugu aciktir. Ayrica f doniisiimiiniin cekirdegi
sadece (0,0, ...,0,...) dizisinden olustugu i¢in f bire-bir doniisiimdiir. f doniisiimiiniin

orten oldugunu gostermek igin y = (yx) € ¢, olmak iizere terimleri

I’l

_l k
Z o) (3.9)

k\n "

ile taniml1 x = (x,) dizisi ele almsm. (2.33) den

(Rapx)n qup X Zq kY, <I§)Q’y
*nT 0 ¢ L «e o(k) qx /

™ kln On kln Jjlk

1
ZZ# )Qjy) = (Zu )Q pye = —((1)Quyn =yn (3.10)
.] Qﬂ k\n Qn

On k|n j|k Jlk

elde edilir. Boylece x = (x) € £p(Ra) olur. |[x[|, (ry) = I/ (x)]|¢, esitligi saglandigindan
f doniisiimii normu korur. Dolayisiyla £, (Re) uzayinin £, uzayina lineer olarak izomorf
oldugu goriiliir. [
Not 3.4. /, uzay tizerinde ||.||;, normunu veren i¢ garpim (.,.)s, olsun. ¢»(Rg) uzay1
(X, %) 0, (Rg) = (RaoX, RpX)y, i¢ garpimu ile bir i¢ ¢arpim uzayidr.

Teorem 3.5. p # 2 i¢in ¢, (Rg) uzay1 bir i¢ carpim uzay1 degildir.

Ispat. Terimleri her n € N igin

un) 01 | K(3) 0 .
o) e T o neiftise 3.11)
n .
ggzg % , n tek i1se



veE

5 =] oW eg, » Meiftise (3.12)

Y , ntekise

seklinde tanimli x = (x,) ve ¥ = (&,) dizileri ele alinsin. Bu durumda Rex =

X
(1,1,0,...,0,...) € £, ve Rpx = (1,—1,0,...,0,...) € £, olur. Béylece p # 2 i¢in

12+ Elle, (re) + 1X = Elle, (Re) 7 2(1%lle, (Re) + €]l (R0)) (3.13)

oldugu goriiliir. Paralelkenar kurali saglanmadigi igin p # 2 igin £, (Re) uzay1 bir i¢ carpim

uzay1 olamaz. [

Teorem 3.6. 1 < p < g <ooicin £,(Re) C ¢4(Ra) kapsama bagintis1 kesin olarak saglanir.

Ispat. 1 < p < g < e igin ¢, C £, oldugundan ¢,(Rg) C {4(Re) saglanir. Ayrica £, C
kesin olarak saglandigindan ¢,\¢, uzaynda bir z = (z,) dizisi vardir. x = (x,) dizisi her

n € Nigin
n

—Z k (3.14)

k|n I’L 4n

seklinde tanimlanirsa x € £,(R)\¢,(R®) olur. Dolayisiyla istenen kapsama bagintisi kesin

olarak saglanir. O

R matrisinin /o dizi uzaymda matris etki alam
foo(Rq)) = {x €Ew:Repx e Em} (3.15)

uzayidir.

Teorem 3.7. 1 < p < e i¢in £,(Re) C (Re) kapsama bagintisi kesin olarak saglanir.

Ispat. 1 < p < e igin £, C e oldugundan ¢,(Re) C lw(Re) saglamr. Her n € N
igin x, = Yyn(—1 ) (( ))Q" olmak iizere x = (x,) dizisi verilsin. Buradan Rex =
Lka g (k) ¥ jk (= ) Q’) = ((—=1)") € £\, elde edilir. Dolayisiyla I < p < oo
i¢in x € loo(Ro)\lp(Rap) olur Dolayisiyla istenen kapsama bagintisi kesin olarak saglanur.

]
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4. (,(Rp) UZAYININ a-, -, »-DUALLERI

Bu boliimde ¢, (Re) (1 < p < o0) uzayinin o-, - ve y-dualleri belirlenecektir. Bunun igin
asagida verilen yardimci teoreme ihtiya¢ duyulmaktadir. Calisma boyunca X dogal sayilar

kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesini gostermektedir.

Yardimcl Teorem 4.1. [35]

o A= (an) € (£y,¢1) (1 < p < o) olmast i¢in gerek ve yeter sart

q
<o 4.1)

sup Z

FeK

Z Ank

ner

olmasidir.
e A= (au) € ({w,f1) olmast icin gerek ve yeter sart ¢ = 1 i¢in (4.1) ifadesinin
saglanmasidir.

o A= (ay) € (¢1,¢,) olmast i¢in gerek ve yeter sart

sup ) || < oo 4.2)
k n

olmasidir.

o A= (an) € (¢p,c) (1 < p < o) olmast igin gerek ve yeter sart

her bir k € N i¢in li_r)n a,r mevcut 4.3)
n—oo
ve
supz |y |? < oo (4.4)
nok
olmasidir.

* A= (an) € (lw,c) olmast i¢in gerek ve yeter sart (4.3) ve

Jim ¥ e = % [Jim aye (.5)
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olmasidir.

o A= (ay) € (¢1,c) olmast igin gerek ve yeter sart (4.3) ve

sup || < oo (4.6)
n.k

olmasidir.

o A= (aw) € (¢p,co) (1 < p < ) olmasi igin gerek ve yeter sart
her bir k € N i¢in li_r>n ay =0 4.7)
n—yo0

ve (4.4) ifadesinin saglanmasidir.

* A= (ay) € ({=,co) olmast i¢in gerek ve yeter sart (4.7) ve
,}5&; law| =0 (4.8)

olmasidir.

o A= (ay) € (1,c0) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.6) ve (4.7) ifadelerinin
saglanmasidir.

* A= (ay) € ({p,ls) (1 < p < ) olmast i¢in gerek ve yeter sart (4.4) ifadesinin
saglanmasidir.

* A= (any) € (fw,ls) olmast i¢in gerek ve yeter sart ¢ = 1 icin (4.4) ifadesinin
saglanmasidir.

e A= (ay) € ({1,4-) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.6) ifadesinin saglanmasidir.

[k olarak ¢,(Rg) (1 < p < ) ve {1(Re) uzaylarinin o-dualleri belirlenecektir.

Teorem 4.2. /,(Re) (1 < p < o) ve ¢1(Rg) uzaylarmin a-dualleri

’ n@ o |
£,(R =<t=(t,) €E®: | <o, 49
o= {i=weorpy] 3 GG <ol
ve
a_ ). ' y 1(%) Ok -
(g](Rcb)) = {l’—(l’n)ea).sgpneNkln (p(k) q—ntn < } (410)
uzaylaridir.
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Ispat. Herhangi t = (t,) € o igin bir C = (¢, ) matrisi

n(z)
o(k)

0 , kin

%tn , k|n

=~

4.11)

Cnk =
seklinde tanimlansin. Boylece verilen herhangi x = (x,) € £,(Re) (1 < p < o) igin
tnXn = (Cy), olur. Buradan x € £, (Rg) iken tx € £ olmasi igin gerek ve yeter sartiny € £,
iken Cy € ¢; olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Boylece ¢ € (¢,(Re))* olmast icin gerek

ve yeter sartin C € (¢,,/1) olmas1 gerektigi goriiliir. Yardimci Teorem 4.1 kullanilarak

istenen sonug elde edilir. [

Teorem 4.3.

n i
Ay =1t=(t) € ®: herbirk € Nigin lim Z u(k) %tj mevcuttur », (4.12)
nﬂwj:]@k” (P(]) qj

Ay=1t=(y)cw:supy | ) @%z-q@o (4.13)
n x j:k,k|j(p(j) CIjJ ’
ve .
Loou(g) O
Az = = : =t < oo 4.14
: {t e @) Lot a| T } 9

olsun. £,(Rg) (1 < p <o) ve {{(Re) uzaylarinin f3- ve y-dualleri
(gp(ch))ﬁ =A1NA; ve (&(Rq;))ﬁ =A|NA3,
(£p(Re))T = Az ve (£1(Re))" = As

seklindedir.

Ispat. t = (t;) € @ olsun. B = (b,;) matrisi

n B o
by Tikkliiot e, o LSKSN (4.15)
0 , k>n

seklinde tanimlansin. Herhangi bir x = (x,,) € £,(Rg) i¢in

-y pHo N\ wf & u
kgnlthk_ Ztk (Z o(k) ayl) - Z < Z .t]

k=1 \jlk

—k> i = (By)n (4.16)



elde edilir. Bu esitlikten x € £, (Rg) iken tx € cs olmas i¢in gerek ve yeter sartiny € £, iken
By € c olmas1 gerektigi sonucu gikar. Bylece ¢ € (£,(Re))P olmasi igin gerek ve yeter
sartin B € ({p,c) (1 < p < o) olmas1 gerektigi goriiliir. Yardime1 Teorem 4.1 kullanilarak
(£,(Re))P = A1 NA; ve (41(Re))P = A| N A3 elde edilir.

Ayrica esitlik (4.16) kullanilarak x € £, (Rg) iken tx € bs olmast i¢in gerek ve yeter sartin
y € £, iken By € /., olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Boylece ¢ € (¢,(Rg))? olmasi igin
gerek ve yeter sartin B € (¢),4) (1 < p < o) olmasi gerektigi goriiliir. Yardime1 Teorem

4.1 kullamilarak (¢,(Re))? = Az ve (£1(Re))" = A3 elde edilir.
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5. ¢,(Re) UZAYI UZERINDE BAZI MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde bir matrisin 1 < p < e olmak iizere (¢,(Re), %), ({p(Ra),c), ({,(Rs),c0),
(¢p(Ra),¢1) smiflarindan birine ait olmast i¢in saglamasi gereken sartlar karakterize
edilecektir. Bolim boyunca D = (dy) sonsuz bir matris olmak iizere d(n,k) = ¥} djk

ifadesi kullanilacaktir.

Teorem 5.1. 1 < p < oo ve Y bir dizi uzay1 olsun. Bu durumda A = (a,;) matrisinin

?,(Re),Y) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart
p g yeter §

ik snigty g o+ 0Sk<m
vedy =YY" a A 0, olmak tizere
nk = & j=k.k| j 1 (k) g,
her bir n € Nigin D" = (dﬁfg) € (€y,c), (5.2)
D = (duy) € (£,,Y) (5.3)
olmasidir.
Ispat. Teoremin ispat1 [36, Theorem 4.1] ile benzer yontemle yapulir. [
Yardimci1 Teorem 4.1 ile Teorem 5.1 kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilir.
Teorem 5.2.
() A= (an) € (¢/1(Rop), L) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her bir n,k € Nigin lim dr(:k) mevcut 5.4
Mm—soo
her bir n € N i¢in sup ’d,(,:lk)‘ < oo (5.5
m,k

ifadelerinin saglanmasi ve a,; yerine d,; alinarak (4.6) ifadesinin saglanmasidir.
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(b) A = (au) € (£1(Rg),c) olmast icin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.5) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.3) ve (4.6) ifadelerinin saglanmasidir.

(c) A= (au) € (¢1(Rop),co) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.5) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.6) ve (4.7) ifadelerinin saglanmasidir.

(d) A= (an) € (¢1(Rap),?1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.5) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.2) ifadesinin saglanmasidir.

Teorem 5.3. 1 < p < o olsun.

(@) A= (au) € ({,(Ra), ) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve

q
< oo (5.6)

m
her bir n € N i¢in sup Z ‘dlgfk)
m k=0
ifadelerinin saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.4) ifadesinin saglanmasidir.

(b) A= (an) € ({,(Ra),c) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.3) ve (4.4) ifadelerinin saglanmasidir.

(c) A= (an) € ({,(Ra),co) olmast icin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.4) ve (4.7) ifadelerinin saglanmasidir.

(d) A= (awn) € ({,(Rp),1) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d,; alinarak (4.1) ifadesinin saglanmasidir.

Asagidaki sonuglar Theorem 5.2 ve Teorem 5.3’den elde edilir.

Sonu¢ 54. (a) A = (au) € ({1(Re),bs) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.4), (5.5)

ifadelerinin saglanmasi ve ayrica a,; yerine d(n,k) almarak (4.6) ifadesinin saglanmasidir.

(b) A = (an) € (£1(Rp),cs) olmast igin gerek ve yeter sart (5.4), (5.5) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a, yerine d(n,k) alinarak (4.3), (4.6) ifadelerinin saglanmasidir.

(c) A= (an) € ({1(Ra),cs0) olmast icin gerek ve yeter sart (5.4), (5.5) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a,; yerine d(n,k) alinarak (4.6), (4.7) ifadelerinin saglanmasidir.
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Sonug¢ 5.5. 1 < p < o olsun.

(@) A = (aw) € ({,(Ro),bs) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.4), (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a, yerine d(n,k) alinarak (4.4) ifadesinin saglanmasidir.

(b) A = (aw) € ({r(Ro),cs) olmast igin gerek ve yeter sart (5.4), (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a, yerine d(n,k) alinarak (4.3), (4.4) ifadelerinin saglanmasidir.

(©) A= (an) € ({,(Rop),cs0) olmast i¢in gerek ve yeter sart (5.4), (5.6) ifadelerinin

saglanmasi ve ayrica a, yerine d(n,k) alinarak (4.4), (4.7) ifadelerinin saglanmasidir.
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6. {,(Rep) UZAYI UZERINDE KOMPAKT OPERATORLER

Sonsuz bir A = (a,;) matrisi ile yeni bir A = (d,;) matrisi her n,k € N igin

N - “(%)Qk
= 2Lk, 6.1
" j—;kj 0() 4" oy

seklinde tanimlansin.

o ) o,

Bir t = (#;) € o dizisi i¢in yeni bir 7 = () dizisi her k € N i¢in f; = Y Kj () a1

seklinde verilsin.

Yardimci Teorem 6.1. 1 < p < oo olmak iizere = (;) € (£,(Rg))P olsun. Bu durumda

I = () € £y ve her x = (x) € £,(Ro) icin

REED WA (6.2)
k x

olur.

Yardimci Teorem 6.2. Asagidaki ifadeler saglanir.
(a) Her t = (1) € (£1(Ro))P icin 17117, (Rg) = SUPk |fx| < eo olur.

(b) 1 < p<oovehert= () € (£,(Ra))P icin HtHZp(R(b) = (X |fk|‘1)1/‘1 < oo olur.

Yardimer Teorem 6.3. X herhangi bir dizi uzay1 ve A = (a,;) sonsuz bir matris olsun.

1 < p<ooigin A€ ({,(Rp),X) ise A € (£,,X) ve her x € £,(Rg) igin Ax = Ay olur.

Ispat. Ispat Yardimci Teorem 6.1 kullanilarak elde edilir. 0

Yardimei Teorem 6.4. 1 < p < oo olmak ilizere A € (¢1(Ra),¢,) ise

1/p
€1 = 1Al 1) ) =500 (Z\ankv’) <o 6.3)

olur.
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Yardimci Teorem 6.5. [37, Theorem 3.7] X D v bir BK-uzay1 olsun.
(@) A€ (X, lo)ise 0 < || L 4|l <limsup, ||.Ay|| olur.
(b) A€ (X,co) ise || L 4]l = limsup, [|.A, [ olur.

(c) X uzay1 AK ozelligine sahip veya X = /o, ve A € (X,c) ise a = (ax) ve her bir k € N

i¢cin a; = lim, a,; olmak tizere

1 . * . *
Ehmsup | Ay —allx < I1£ally, <limsup ||A, —allk (6.4)

n n

olur.

Caligmanin devaminda K, ile r den biiyiik elemanli N nin alt kiimelerinden olugan K nin

alt ailesi gosterilecektir.

Yardimei Teorem 6.6. [37, Theorem 3.11] X D y bir BK-uzay1 olsun. A € (X, /) ise

lim | sup (6.5)
r\Nek, X

olur. Ayrica L4 operatoriiniin - kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart

Y A,

neN

Y A,

neN

*
< 1€l < 4tim | sup
X r\Nek,

lim, (supycic, | Laen Anll%) = 0 olmasidir.

Teorem 6.7. 1 < p < oo olsun.

1. A€ ({y(Rp),le) ise

1/q
0 <||Lally <limsup (Z|dnk|‘1) (6.6)
n k

olur.

2. A€ (L,(Ra),c) ise d = (a) ve her bir k € N igin @ = lim, @, olmak tizere

n n

1/q 1/q
1. . . . - .
Ehmsup <Z|ank —ak|q> < ||L 4|y < limsup <Z|ank —ak\q> 6.7)
k k
olur.
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3.

Ispat.

Ae (fp(ch),Co) ise

l/q
| £4ll = limsup <Z|5nk|q> (6.8)

k

olur.

. A€ (£p(Ro), 1) ise HAHEZ(%)%) = SUPyek, (Zk|2neNdnk|q)l/q (r € N) olmak

lizere

tim LA o) < 1€l < 4lim L A] (6.9)

£y(Ro), 2p(Ro) 1)

olur.

. A€ ({,(Ro), ) olsun. Her bir n € Nigin Y7 | anxy serisi yakinsak oldugundan

Ay € (£,(Re))P olur. Yardimer Teorem 6.2 (b) kullanilarak her bir n € N igin
HA"HZ;(R@) = HAnH}fp = H/L,ng = (X |@we|9)"/? elde edilir. Yardimer Teorem 6.5
(a) dan

n

l/q
0.< |l <limsup (z\ankw) (6.10)
X

oldugu goriiliir.

. A€ (£,(Rp),c) olsun. Yardimct Teorem 6.3 den A € (¢,,c) elde edilir. Boylece

Yardimci Teorem 6.5 (c) den @ = (d) ve her bir k € N i¢gin d; = lim, d,; olmak
lizere

1 . e ~| % . T ~|| %
511msup||.,4n—a||£p < [[Lally < limsupl[A, —ally, (6.11)
n n

oldugu goriiliir. Ayrica Yardimci Teorem 2.41 her bir n € N i¢in |4, —a ”Z,, =

1A, —alls, = (Li|an — arl?) 1/4 olmastm gerektirir. Bu ise ispati tamamlar.

. A€ ({,(Rep),co) olsun. Her bir n € N i¢in HAHHZ,(R@) = HAnHZp = HAanq =

(Xx |ani|? )1/ ? oldugundan Yardimci Teorem 6.5 (b) den

l/q
| £4ll = limsup <Z|5nk|q> (6.12)
n X

sonucuna varilir.
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4. A€ (£,(Rp),t1) olsun. Yardimei Teorem 6.3 den A € (¢,,,/1) elde edilir. Yardimei

Teorem 6.6 kullanilarak

* *

y A4,

neN

lim | sup (6.13)

r NeK,

Y A,

< [Lally <4lim | sup
neN d

NeK,

£ by

oldugu goriiliir. Ayrica Yardimci Teorem 2.41 ||Y,cn AnHZ, = || Loen Anll 6 =

Xk X nen @nkl?) 1/4 olmasim gerektirir. Bu ise ispati tamamlar.

Sonug¢ 6.8. 1 < p < = olsun.

1/q
1im<21a‘nk\q> =0 (6.14)
"\ k

ise A € ({,(Ra),{~) igin L 4 operatdrii kompakttir.

2. A€ ({y(Ra),c) icin L 4 operatoriiniin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart

1/q
lim(Z\dnk—dk]q) =0 (6.15)
T\k

olmasidir.

3. Ae (¢)(Ra),co) igin L 4 operatoriiniin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart

1/q
lim<2|dnk|q> =0 (6.16)
T\ k

olmasidir.

4. Ae ({y(Rp),¢) igin L 4 operatdriiniin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart
Al

A (6p(Ro), 1) = SUPNEK, (Te | Sren @nel)/? olmak iizere
tim| 4|} =0 6.17)

£p(Ra).01)

olmasidir.
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Teorem 6.9.

1. A€ ({1(Rp),l) ise

0 <|[Lally <limsup (sup]dnk\) (6.18)
n k
olur.
2. Ae (fl (Rq;),c) ise
1. . ~ . ~ ~
Ehmsup (sup | —ak|) <||L 4lly < limsup (sup | —ak|) (6.19)
n k n k
olur.
3. Ae (fl (Rq;),Co) ise
| L4l = limsup (sup ]dnk|> (6.20)
n k
olur.
4. A€ ({1(Rp),l) ise
|£ally = lim (smklpZ |dnk|) (621)
olur.
Ispat. Teorem 6.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir. O
Sonug 6.10.
I.
lim (sup |dnk]) =0 (6.22)
n k

ise A € ({1(Ro), ) icin L 4 kompakttir,

2. A€ (41(Rp),c) igin L 4 operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim (sup e — ak|) =0 (6.23)
o\ k

olmasidir.

3. A€ (£1(Ryp),co) icin L 4 operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim (sup |dnk|> =0 (6.24)
n k
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olmasidir.

4. A€ (£1(Rp),) icin L 4 operatdriiniin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart

lim (sup Y \ank|) =0 (6.25)
r k n=r

olmasidir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda Riesz matrisi ve regiiler bir matris olan Euler totient matrisi
kullanilarak yeni bir matris elde edilmistir. Bu matrisin mutlak p-toplanabilir dizilerin
uzayinda matris etki alan1 tanimlanarak £, uzayina lineer olarak izomorf yeni bir Banach
dizi uzay1 olan /,,(Re) uzay1 tanimlanmustir. Eger 6zel olarak her k € N i¢in g = 1 segilirse
bu uzay Ilkhan ve Kara [20] tarafindan tanimlanan ¢ »(®) uzayma doniismektedir. Bu uzay
ile ilgili ¢esitli kapsama bagintilar1 verildikten sonra dual uzaylari belirlenmis ve bu uzay
tizerinde bazi matris doniistimlerinin saglamas1 gereken sartlar sunulmustur. Son olarak
nonkompaktlik Hausdorff dl¢iisii yardimiyla cesitli matris doniigsiimlerinin kompakt olmasi
icin gereken sartlar belirlenmistir. Her k € N icin g; = 1 alinma durumunda elde edilen
tiim sonuglar [20] nolu ¢calismada verilen sonuglara doniisiir. Dolayistyla bu sonuglar daha

geneldir.

Bu tez ¢alismasinin dizi uzaylar1 ve matris doniisiimleri konusunda yeni calismalara yon
verecegi diisiiniilmektedir. Ilk olarak elde edilen bu uzayda 1 < p < oo yerine p = (py)
dizisi alinarak paranormlu uzay elde edilebilir ve benzer sonuclar iizerine ¢aligilabilir. Daha
sonra bu yeni matris yardimiyla yeni hemen hemen yakinsak dizi uzaylar1 tanimlanabilir.
Matris etki alan1 kavrami yardimiyla tanimlanan Banach uzaylarinin ¢esitli geometrik ve

topolojik ozellikleri iizerine caligmalar yapilabilir.

33



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

8. KAYNAKLAR

H. Kizmaz, "On certain sequence spaces," Canadian Mathematical Bulletin, c. 24,
say12, ss. 169-176, 1981.

M. Et, "On some difference sequence spaces", Turkish Journal of Mathematics, c. 17,
ss. 18-24, 1993.

M. Mursaleen, "Generalized spaces of difference sequences", Journal of
Mathematical Analysis and Applications, c. 203, say1 3, ss. 738-745, 1996.

M. Mursaleen ve A. K. Noman, "On the spaces of A-convergent and bounded
sequences", Thai Journal of Mathematics, c. 8, say1 2, ss. 311-329, 2012.

B. Altay ve F. Basar, "Certain topological properties and duals of the matrix domain
of a triangle matrix in a sequence space", Journal of Mathematical Analysis and
Applications, c. 336, ss. 632-645, 2007.

C. Aydin ve F. Basar, "Some new sequence spaces which include the spaces ¢, and
0", Demonstratio Mathematica, c. 38, ss. 641-656, 2005.

M. Basarir ve E. E. Kara, "On some difference sequence spaces of weighted means
and compact operators", Annals of Functional Analysis, c. 2, say1 2, ss. 114-129,
2011.

E. E. Kara, "Some topological and geometrical properties of new Banach sequence
spaces", Journal of Inequalities and Applications, c. 2013, say1 38, ss. 1-15, 2013.

M. Candan, "Almost convergence and double sequential band matrix", Acta
Mathematica Scientia, c. 34, say1 2, ss. 354-366, 2014.

E. E. Kara ve M. Ilkhan, "Some properties of generalized Fibonacci sequence spaces",
Linear and Multilinear Algebra, c. 64, say1 11, ss. 2208-2223, 2016.

B. Altay ve F. Basar, "Some paranormed Riesz sequence spaces of non-absolute
type", Southeast Asian Bulletin of Mathematics, c. 30, say1 4, 2006.

B. Altay, F. Basar, ve M. Mursaleen, "On the Euler sequence spaces which include
the spaces ¢, and /.. 1", Information Sciences, c. 176, say1 10, ss. 1450-1462, 2006.

F. Basar ve B. Altay, "On the space of sequences of p-bounded variation and related
matrix mappings", Ukrainian Mathematical Journal, c. 55, say1 1, ss. 136-147, 2003.

[14] F. Basar, Summability Theory and Its Applications, Istanbul, Tiirkiye: Bentham

Science Publishers, 2012.

34



[15] M. Mursaleen ve A. K. Noman, "On some new difference sequence spaces of
non-absolute type", Mathematical and Computer Modelling, c. 52, say1 3-4, ss.
603-617, 2010.

[16] M. Basarir ve E. E. Kara, "On the B-difference sequence space derived by generalized
weighted mean and compact operators", Journal of Mathematical Analysis and
Applications, c. 391, say1 1, ss. 67-81, 2012.

[17] M. Bagarir ve E. E. Kara, "On compact operators on the Riesz B"-difference sequence
space", Iranian Journal of Science and Technology, c. 35, say1 4, ss. 279-285, 2011.

[18] E. E. Kara ve M. Bagarir, "On compact operators and some Euler B”-difference
sequence spaces" Journal of Mathematical Analysis and Applications, c. 379, say1 2,
ss. 499-511, 2011.

[19] M. Mursaleen ve A. K. Noman, "The Hausdorff measure of noncompactness of
matrix operatorson some BK spaces", Operators and Matrices, c. 5, ss. 473-486,
2011.

[20] M. Ilkhan ve E. E. Kara, "A new Banach space defined by Euler totient matrix
operator", Operators and Matrices, c. 13, say1 2, ss. 527-544, 2019.

[21] M. Ilkhan, "Matrix domain of a regular matrix derived by Euler totient function in
the spaces cg and c¢", Mediterranean Journal of Mathematics, c. 17, say1 1, ss. 1-21,
2020.

[22] M. ilkhan, S. Demiriz, ve E. E. Kara, "A new paranormed sequence space defined by
Euler totient matrix", Karaelmas Science and Engineering Journal, c. 9, say1 2, ss.
277-282,2019.

[23] S. Demiriz ve S. Erdem, "Domain of Euler-totient matrix operator in the space £,",
The Korean Journal of Mathematics, c. 28, say1 2, ss. 361-378, 2020.

[24] S. Demiriz, M. Ilkhan, ve E. E. Kara, "Almost convergence and Euler totient matrix",
Annals of Functional Analysis, c. 11, ss. 604-616, 2020.

[25] S. Erdem ve S. Demiriz, "4-dimensional Euler-totient matrix operator and some
double sequence spaces", Mathematical Sciences and Applications E-Notes, c. 8, say1

2,ss. 110-122, 2020.

[26] G. C. Hazar Giile¢ ve M. Ilkhan, "A new paranormed series space using Euler totient
means and some matrix transformations", The Korean Journal of Mathematics, c. 28,

say1 2, ss. 205-221, 2020.

[27] M. Ilkhan, "Certain geometric properties and matrix transformations on a newly
introduced Banach space", Fundamental Journal of Mathematics and Applications, c.

3, say1 1, ss. 45-51 2020.

[28] M. ilkhan ve G. C. Hazar Giilec, "A study on absolute Euler totient series space and
certain matrix transformations", Mugla Journal of Science and Technology, c. 6, say1
1,ss. 112-119, 2020.

[29] B. Musayev ve M. Alp, Fonksiyonel Analiz, Kiitahya, Tiirkiye: Balci Yayinlari, 2000.

35



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

M. Mursaleen, Elements of Metric Spaces, New Delhi, India: Anamaya Publishers,
2011.

L. J. Maddox, Elements of Functional Analysis, Cambridge: Cambridge University
Press, 1970.

E. Malkowsky ve V. Rakocevic, "An introduction into the theory of sequence spaces
and measures of noncompactness", Zbornik Radova, say1 17, ss. 143-234, 2000.

V. Rakocevic, "Measures of noncompactness and some applications”, Filomat, c. 12,
ss. 87-120, 1998.

E. Kovac, "On ¢ convergence and ¢ density", Mathematica Slovaca, c. 55, ss.
329-351, 2005.

M. Stieglitz ve H. Tietz, "Matrixtransformationen von folgenrdumen eine
ergebnisiibersicht", Mathematische Zeitschrift, c. 154, say1 1, ss. 1-16, 1977.

M. Kirisci ve F. Basar, "Some new sequence spaces derived by the domain of
generalized difference matrix", Computers & Mathematics with Applications, c.
60, say1 5, ss. 1299-1309, 2010.

M. Mursaleen ve A. K. Noman, "Compactness by the Hausdorff measure of
noncompactness", Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, c. 73,
say1 8, ss. 2541-2557, 2010.

36



OZGECMIS

KISISEL BILGILER

Ad1 Soyadi : Mehmet Akif BAYRAKDAR

Yabanci Dili : Ingilizce

OGRENIM DURUMU

Derece Alan Okul/Universite Mezuniyet Yili

Y. Lisans Matematik Diizce Universitesi 2021
Mehmet Akif Ersoy

Lisans Matematik . 2017
Universitesi

YAYINLAR

Merve Ilkhan Kara, Mehmet Akif Bayrakdar, "A study on matrix domain of Riesz-Euler
totient matrix in the space of p-absolutely summable sequences", Communications in

Advanced Mathematical Sciences, c. 4, say1 1, ss.1-12, 2021.



	ÇIZELGE LISTESI
	SIMGELER
	ÖZET
	ABSTRACT
	GIRIS
	TEMEL TANIM VE TEOREMLER
	TEMEL KAVRAMLAR
	DIZI UZAYLARI, MATRIS DÖNÜSÜMLERI VE NONKOMPAKTLIK HAUSDORFF ÖLÇÜSÜ

	p(R) DIZI UZAYI
	p(R) UZAYININ -, -, -DUALLERI
	p(R) UZAYI ÜZERINDE BAZI MATRIS DÖNÜSÜMLERI
	p(R) UZAYI ÜZERINDE KOMPAKT OPERATÖRLER
	SONUÇLAR VE ÖNERILER
	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMIS

