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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Lane-Emden Denkleminin Sonlu Fark
Yéontemi Ile Niimerik Coziimii” baghikli bu calismanim bilimsel ahlak ve geleneklere
aykiri  diigsecek bir yardima bagvurmaksizin = tarafimdan yazildigimi  ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde hem de kaynakcada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Gonca OZDEMIR
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Bu yiiksek lisans tezi dort boliim olarak diizenlendi.

Birinci bolum girig bolimi olarak tasarlandi. Bu bolimde, Lane-Emden
denklemi ve ¢oziim yontemleri ile ilgili literatiir taramasi verildi.

Ikinci boliim, bu tez kapsammda kullamlacak olan bazi temel bilgileri
igermektedir.

ﬁgiincii boliimde, adi diferansiyel denklemlerdeki sinir deger problemlerinin
sonlu farklar yontemi ile niimerik ¢oziimiiniin genel yapist verildi.

Dordiincti boliimde ise, farkl sinir sartlar: altinda alti farkli model problemin
sonlu farklar yontemi ile ntimerik ¢oztimleri yapildi. Elde edilen sonuglar analitik
¢oziimlerle karsilagtirilarak Lo ve Lo, hata normlariyla birlikte tablolar halinde
sunuldu.
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This master thesis was organized in four chapters.

The first chapter is designed as an introduction section. In this chapter, a
literature review related to the Lane-Emden equation and its solution methods
is given.

The second chapter contains some basic information to be used in this thesis.

In the third chapter a general structure was given about the numerical solution
of boundary value problems in ordinary differential equations by the finite
difference method.

In the fourth chapter numerical solutions of six different model problems
with different boundary conditions were made with finite difference method. The
obtained results are compared with analytical solutions and they are presented
with their error norms Ly ve L, in the tables.
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1. GIRIS

Gercek diinya problemlerinin ¢oziimii icin olusturulan matematiksel modeller
genellikle diferansiyel denklemlerden olugur. Son yillarda, ikinci mertebeden lineer
olmayan diferansiyel denklemler ile formiile edilen problemlerin ¢o6ziimii,
Matematik, Fizik ve diger uygulamali bilimlerde ¢aligan bir¢ok bilim insaninin
ilgi odag1 olmustur. Bu tiir denklemlerden biri de Lane-Emden tipi denklemlerdir.
Lane-Emden tipi denklemler gerek bircok fiziksel olayin matematiksel
modellemesinde ve gerekse yeni niimerik yontemlerin etkinliginin test edilmesinde
onemli bir yere sahiptir.

Lane-Emden denklemi ilk defa astrofizikgiler Jonathan Homer ve Robert
Emden’ in gazlarin kiiresel bulutlarimin termal davranigini, izotermal gaz
kiirelerini ve termiyonik akintilar teorisini incelemeleri sirasinda ortaya ¢ikmigtir
[1, 2]. Bunun yani sira Lane-Emden denklemi, matematiksel fizik ve yildiz yapist
teorisi gibi astrofizik alanindaki birtakim olaylar1 modellemek igin kullanilmigtir
[1]. Lane-Emden denklemi yildiz yapilarinin teorisinde temel bir denklemdir. Bu
denklem ayni1 zamanda fizik, kimya, biyoloji, biyokimya ve izotermal olmayan
difiizyon iglemleri gibi bir¢ok alanda sicaklik ve konsantrasyonun degisimini de
tanmimlar. Bunlar gézenekli silindir ve kiiresel katalisler icerisindeki iglemler [1] |
kiiresel ve silindirik nesnelerin katilasmasi [3] ve dikdortgensel bir levha iginde
151 patlamasi gibi iglemlerdir [4]. Lane-Emden denklemi ayni zamanda oksijen
difiizyonunda, Michaelis-Menten kaldirma kinetigine sahip kiiresel hiicrelerdeki
oksijen difiizyonunda [5] ve insan bagidaki 1s1 iletiminin modellenmesinde de
kullanilir [6-8].

x = 0 da meydana gelen tekil davranig Lane-Emden denklemini ¢ozmedeki ana
zorluktur. Lane-Emden denklemini ¢ozmek icin birtakim teknikler ve yontemler

kullanilmigtir. Bunlar; siralama yontemi [9, 10], tanjant kirig yontemi [8], sonlu



fark yontemleri [11-13], spline sonlu fark yontemleri [14], B-Spline y6ntemi [15],
spline yontemi [16], Chebyshev ekonomizasyon yéntemi [17], Kiibik spline yontemi
[18-21], Adomian ayrigma yontemi [21-24], Adomian ayrigma yonteminin Green
Teoremi ile kullanimi [25, 26|, varyasyonal iterasyon yontemi [27-29], optimal
varyasyonal iterasyon yontemi [30], homotopy analiz yontemi [31] ve diger
caligmalardir.

Ote yandan, denklemin hem lineer olmayisi hem de orijindeki tekil(singiiler)
davranigi onu matematikgiler i¢in de cazip kilmigtir. Lineer olmayan diferansiyel
denklemleri ¢ozmek igin gelistirilen yeni yontemleri test etmek icin adeta bir
prototip denklem olarak goriilmektedir.

Bender ve arkadaglar1 tarafindan, denklemin ¢oziimii i¢in 6 yontemi adi verilen
bir pertiirbasyon yoéntemi oOnerilmistir [32]. Mandelzwing ve Tabakin [33]
Lane-Emden  denkleminin  ¢oztimii  i¢in  quasilinearization  yOntemini
uygulamiglardir. Adomian ayrigma yontemini ise 1993’ te Shawagfeh [34] ve 2001’
de Wazwaz [35] kullanmistir. Ayrica Wazwaz [36], Lane-Emden denklemine benzer
sekilde non-lineer olan adi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine yonelik
modifiye edilmis dekompozisyon yontemini kullanmigtir. Liao [37], 2003 ’ te ve
Van Gorder ve Vajvelu [39] ise 2008’ de Lane-Emden tipi denklemlerin ¢6ztimiinde
yakinsaklik bolgelerini ayarlamanin kolay bir yolunu gosteren homotopi analiz
yontemini kullanmiglardir. 2003’ te He [38] problemin analitik ¢oziimii igin Ritz’ in
yonteminin kullanilabilecegini gostermistir. Ramos ise yaptigi bir dizi ¢calismada
Lane-Emden denkleminin ¢oziimii i¢in lineerlestirme yontemi, seri yaklagimi ve
parcali-uyarlamali ayrigtirma yontemleri gibi farkli teknikler énermigtir [40-43].
Yousefi, Lane-Emden denklemlerini integral denklemlerine dontistiiren ve
elde edilen integral denklemlerini Legendre dalgacik yaklagimlarini kullanarak
¢Oozen sayisal bir yontem sunmustur [44]. Rational Legendre pseudospectral

yaklagim [45], Hermite fonksiyonlar1 yontemi [46], Sinc-Collocation yontemi [47]



ve modifiye edilmig Legendre-spektral yontemi [48] baz: diger sayisal tekniklerdir.
Son zamanlarda ise Pandey ve Kumar [49], Pandey ve arkadaglar [50]
Lane-Emden denkleminin ¢oziimii i¢cin Bernstein ve Legendre operasyonel matris

diferansiyel yontemini kullanmiglardir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR,

TEOREMLER VE YONTEMLER

Bu boliimde ilerideki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teoremler

ve yontemler yer almaktadir.

Tanim 2.0.1. Bir diferansiyel denklemde bagimly degisken(birden fazla bagiml
degiskenin olmast durumunda bagimle degiskenler) denklemde géorilen ¢egitli
mertebeden  turevlere  gore  birinci  dereceden  wve  katsayilar  bagimsiz
degiskenin  fonksiyonu ise denkleme lineer diferansiyel denklem denir.
Bagimsiz degisken x ve bagimly degisken y olmak tzere n. mertebeden lineer

diferansiyel denklem
ao(@)y™ + a1 (2)y ™V 4 -+ ap_1(2)y + an(z)y = b(2)
seklindedir [51].

Tanim 2.0.2. Eger bagimli degiskenin kendisi herhangi bir trigonometrik veya
logaritmik  fonksiyonlarin argimenti seklinde ya da tustel fonksiyon olarak
denklemde bulunuyorsa bu durumlarda lineerligi bozar. Lineer olmayan bir

diferansiyel denkleme non-lineer diferansiyel denklem denir [51].

Tanim 2.0.3. Bagimil degiskenin kendisi veya tirevleri bagimsiz degiskenin bir
tek degeri icin verilmisse bu sart ya da sartlara baslangi¢ sarty ya da sartlar, denir.
Diferansiyel denklemin baslangic sartlarini saglayan bir ¢oziminin bulunmasi

problemine de baslangi¢ deger problemi denir [51].

Tanim 2.0.4. Bagiml degiskenin kendisi veya turevieri bagimsiz degiskenin birden
fazla degeri i¢in verilmisse bu sartlara sinwr sartlary denir. Diferansiyel denklemin
sinar sartlaring saglayan bir coziminin bulunmasy problemine de swnir deger

problemi denir [51].



Tanim 2.0.5. Q C R? olmak iizere Q bolgesinden alinan her (x,yo) ve (z,1)
1$cin

|f(z,90) — f@,y1)| < Llyo — yil
oluyorsa f fonksiyonuna () bolgesinde y degiskenine gore Lipschitz sartini sagliyor

denir. Buradaki L sabitine Lipschitz sabiti denir [52].

Teorem 2.0.1 (Varlik ve Teklik Teoremi).

y'=fz.y,9), a<z<b, yla) =a,yb) =45
sinar-deger problemi verilsin.

Q={(z,y,v):a<zr<b—00<y<oo,—00<y < oo}

bolgesinde f, g—f, % fonksiyonlary surekli olsunlar.
Yy oy
f(z,y.y)
Ay

of(z,y,9)
oy’

i) V(z,y,y') € Q igin > 0

<M

i) V(z,y,9) € Q icin

olacak sekilde M sayist varsa yukarida verilen sinir-deger probleminin bir tek

¢oziimi vardwr [52].

Tamim 2.0.6. Asaqidaki ozellikleri saglayan ||.|| : R" — R fonksiyonuna vektér

normu denir.

1V XeR"iin | X] >0,

2V X eR"igin | X||=0+<= X =0,
3VceceRve X eR"igin |[[cX]| = ||| X,

4V X, Y eR"igin | X +Y| <[ X[+ Y.



X € R" vektori X = (x1,xa, ..., ,) olmak tizere Ly, Ly ve Lo, vektor normlar

siraswyla,
X[ = Ja] 4 oo + ozl = Y
k=1
1
1 n ) 2
XN, = (Jaal” + [ + o+ f])” = [ZI%I] :
k=1
[Xle = maxicken |7
dir [52].



Crout Yontemi:
Crout Yontemi lineer denklem sistemlerinin ¢oztimiinde kullanilan bir
yontemdir. Ozellikle katsayilar matrisi ii¢ diagonal olan lineer denklem sistemlerin

¢oziimiinde oldukca etkilidir.

1171 + 1222 = Q1n+1,
(21%1 + A22%2 + 2373 = A2n+1,
Apn—1Tn—1 + appTn = Apn+1,

seklindeki denklem sistemini goz oniine alalim. Bu sistemi matris formunda
AX = B sgeklinde yazabiliriz. Bu yontemde amag oncelikle katsayilar matrisi

olan

a1 Q19 0 o ol 0

A21 Q22 Q23

A=| 0 asx as as 0
0 ... 0 app-1 aun
matrisini, biri
[ V11 0 0 |
V21 V22
L= 0
0
i 0 ... 0 wvppa Unn, |
ve digeri de
[ 1 U2 0 0 |
0 1
U= 0
Un—1,n
| 0 0 I




seklinde olan iki matrisin ¢arpimi seklinde yazmaktir. Boylece,

AX =B
denklem sistemi

LUX =B
seklinde ifade edilebilir. Burada UX = Z diyecek olursak LZ = B olur.
Boylece once ileri dogru yerine koyma yontemiyle LZ = B denklem sistemi
¢oziilerek Z vektori bulunur, daha sonra da geriye dogru yerine koyma yontemiyle
UX = Z denklem sistemi ¢oziilerek aranilan X ¢6ziim vektorii bulunmug olur [52].
Yontemin algoritmasi agagidaki gibidir:

Algoritma(Crout Yontemi):

A ve B matrisleri girilecek.

1. Adim: vy; = a;
U2 = G12/7111;
21 = CL1,n+1/1)11-
2. Adm: 1 =2,...,n—1icin; v,;1 = aii1;
Vi = Q4 — Vi i—1Ui—1,5
Ujit1 = ai,iJrl/Uii;
Zi = (a'i,n-I—l - Ui,i—lzi—1>/vii-
3. Adm: vpp1 = Gpno1;
Unn =  Qnpn — Unpn—-1Un—1n;
Zn = (an,n+1 — Un,n—1 anl)/vnn-

4. Adim: z,, = z,.
5. Adim: i =n—1,...,1icin x; = 2; — U j+1Ti41.

6. Adim: (z1,z,...,x,)" 1 yazdir; DUR.



Newton Yontemi:
Non-lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilan en etkin yontemlerden
biridir.

X = (x1, z9, ..., z,) olmak tizere,

f1<l'1,$2,...,l’n) =0 fl(X) = 0
jé(ml’xz’f”x") - ! veya jafjf) - ! (2.0.1)
falzy, 22, yxy) = 0 fa(X) = 0

seklinde n tane denklemden olusan non-lineer denklem sistemini goz ontine alalim.
(2.0.1) denklem sistemini

F(X)=0 (2.0.2)

seklinde de ifade edebiliriz.

(2.0.2) denklem sisteminin bir yaklagik ¢oziim vektoriini
X0 = (xgo),xgo), oy )
ve bu yaklagimdan dolay1 olugsan hata vektoriini de
A = (01,02, ..., 0p)
ile gosterecek olursak yaklagik ¢oziim vektoriintin diizeltilmis hali
XU = xO L A

olacaktir. XV diizeltilmis vektdriiniin (2.0.2) denklem sisteminin ¢oziimii oldugu

kabul edilirse,
F(XM) =0 veya FIXO 1 A)=0 (2.0.3)

olur. (2.0.3) ifadesinin sol tarafindaki her bir f; fonksiyonu icin gok degiskenli



fonksiyonlardaki Taylor serisi a¢ilimi kullanilirsa,

(0) (0) (0)
FiXO ) = i (x0) . 21X )51+af1§f = T
1 2 n
(0) (0) (0)
fz(X(O)JrA):fQ(X(O))+af2(X )5l+af2(X )52+...+%5n+...:0
81’1 8x2 83711
If, X (0) fn x(0) Of, X (0)
Fa(XOLA) = f,(XO) 4 ful )51+ Jul )52+...+L>5n+...:0
5’x1 81’2 a«rn

elde edilir. Burada birinci mertebeden tiirevli terimlerden sonraki kismi kesilirse,

L ORXO) L ORX) 01:(X)

X© BRI ECA LSy, g
S (X)) . o1 + 9es g + ... + Ao 6n =0
D fo(XO D fr(X O 0, (X0
fo(XO) 4 fal )(51+ ol >52+...+L5n:0 (2.0.4)
0xy 0xo ox,,

oy 4 UXO) L ORXD) L 9f(X)

(X Syt ... 8, =0
Il oy ! 0xa 2+ ox,
olur. (2.0.4) sistemini matris formunda
[ Ax©@) ] aflgx<°>) afléx@) afla(x@) 1161 [o]
1 9 Tn
) ©) ©)
f2<X(O)) 4 anéfl ) sza(ii; ) 8f25§ii ) 5y B 0
0 Ofn(X @) 0fn(X©) Afn(X®)
i f(X©) ] | T om Ora o | L On | | 0
veya
[ 200X 9n(XO) - an(X) T 5 ] [ (X0 ]
1 xr Tn
) ©) 0)
OLLCO)  DRXO) - 2pxXO) b | | R(x)
) ©) 0)
] afna(;(l ) afna(ii ) afngi ) RS I Fr(XO) |

veya kisaca

seklinde ifade edebiliriz. Bu denklem sisteminin ¢oztimiinden A = (61, da, ..., 0,,)

hata vektori bulunmus olur. Boylece,
XU =xO A
ifadesinden de X birinci diizeltilmis vektorii elde edilir [53].

10



Bu islem genellestirildiginde agagidaki algoritma elde edilir:
Algoritma(Newton Yo6ntemi):
MAXIT(Maksimum iterasyon) ve TOL(Tolerans) belirlenir.
X © baglangic vektorii elde secilir.
1. Adim: £ =0,1,...,MAXIT igin (2 — 5). Adimlar yap
2. Adim: J(X®*=D). Jakobiyen matrisinin olusturulmasi
3. Adim: J(X*"NA = —F(X*~1). Denklem sisteminin ¢oziimii
4. Adm: X®) = XE=D L A
5. Admm: |[F(X®)| <TOL ise “ Céziim vektdrii X*¥) 7 DUR.

6. Adim: “ Maksimum iterasyon gerceklestirildi 7 DUR.

11



3. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERDEKI
SINIR DEGER PROBLEMLERININ SONLU

FARK YONTEMI iLE COZUMU

3.1 Tiurevler igin Sonlu Fark Yaklasimlari

Tirevler icin sonlu fark yaklagimlari Taylor serisi acilimindan faydalanilarak
asagidaki gibi elde edilir.

y = f(z) fonksiyonunun z; noktas: civarindaki Taylor serisi agilimi

/

y(z) = y(a;) + 2 (z—z)* 4+ ... (3.1.1)

seklindedir. (3.1.1) ifadesinde h = = — x; alinirsa,

"o i,
y(@: +h) = y(a:) + o (@)h+ 2 (Q”Tl)h2 + 2 éxl)h?’ + .. (3.1.2)

elde edilir. (3.1.1) ifadesinde h = z; — « alinirsa,

i~ ) = () o/ g+ L2 Ly (3.13)

elde edilir.

(3.1.2) ifadesinden y'(z;) tiirevi gekilirse,

Y (z;) = ylai + h})L — y(=) + O(h) (leri fark yaklagimi)

elde edilir.

(3.1.3) ifadesinden y'(z;) tiirevi cekilirse,

y'(x;) = ylzs) = z(xl il + O(h) (Geri fark yaklagimi)

elde edilir.

(3.1.2) ile (3.1.3) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarilirsa ve y/(x;) tiirevi gekilirse,

Y (z;) = ylai + h);hy(% —h) + O(h?) (Merkezi fark yaklagimi)
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elde edilir.
(3.1.2) ifadesinde h yerine 2h alinirsa,

Yy (7;) y" ()

y(x; +2h) = y(x;) + ¢/ (x;)2h + 5 4h* + TSh?’ + ... (3.1.4)
ve (3.1.3) ifadesinde h yerine 2h alimirsa,
"o ...
y(xi — 2h) = y(a;) — y' (x1)2h + #W - %8# + o (3.1.5)

elde edilir.

(3.1.2) ifadesi 2 ile garpilip (3.1.4) ifadesinden taraf tarafa ¢ikarilirsa,
y(@i +2h) = 2y(zi + h) = —y(:) + y" (z)h* + " (@) b’ + ..

olur. Buradan da y”(x;) gekilirse,

4 OR) — (s . :
y'(x;) = y(@i + 2h) :gl(fz ) +y() + O(h) (Lleri fark yaklagimi)

elde edilir.

(3.1.3) ifadesi 2 ile garpilip (3.1.5) ifadesinden taraf tarafa ¢ikarilirsa,
y(wi — 2h) = 2y(w; — h) = —y(a;) +y" () — " (z:)h* + ..
olur. Buradan da y"(z;) ¢ekilirse,

y'(x;) = y(:) = 2y(; _h2h) + (i = 2h) + O(h) (Geri fark yaklagim)

elde edilir.

(3.1.2) ve (3.1.3) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
y(x; +h) +y(z; — h) = 2y(z;) + " (2:)h* + ...

olur. Buradan da y"(z;) ¢ekilirse,

y(r; — h) — 2y(z;) + y(v; + h)

2 + O(h?) (Merkezi fark yaklagimi)

y// <x1> —
elde edilir [52].
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3.2 Lineer Problemlerin Sonlu Fark Yontemi Ile Coziimii

Bu baglik altinda lineer, ikinci mertebeden sinir-deger problemlerinin sonlu fark

yontemleriyle ¢oztiimii ele alinacaktir.

y'(x;) =plx)y +qlx)y+r(x), a<x<b yla)=a ve yb)=p5 (3.2.1)

seklindeki sinir-deger problemini goéz oniine alalim. Bu problemi sonlu fark
yontemiyle ¢ozmek icin [a, b] arahgimi n + 1 egit pargaya bolelim. Boylece,
h=(®b-a)/in+1), z;=a+ih, i=0,1,..,n+1olur.y vey” tirevleri

yerine merkezi sonlu fark yaklagimlar: alinirsa,

) 22 VB 4 012) = pi) | LI 1 o
+ q(xi)y(z;) + r(z:)

elde edilir. Bu denklem hatalar ihmal edilerek yazilirsa,

—Ziy1 + 22 — 2 Zit1 — Zi— .
< ail 1) + p(x;) (¥) +q(x))zs = —r(x;), i=1,2,...,n

h? 2h

olur. Bu ifade diizenlenir ve sinir degerleri de goz oniine alinirsa,

— (1 +gp($z‘)> Zi—1+ (2+hQQ($z‘))Zz‘ - (1—gp($i)) zip=—hr(z), i=1,2,..,n

Zo = v, Zny1 =0

elde edilir. Burada z;, y(x;) nin yaklagik degeridir. Bu ise
AZ =B

seklinde bir lineer denklem sistemi olarak ifade edilebilir. Burada,

14



[ 2+h2q(z1) —1+Lp() 0 0o ]
—1=p(as) 24R2%q(we) 1+ DEp(as) 0 :
0 —1=2p(zn-1) 24h%q(2n-1) —L+2p(xn_1)
0 0 —1=3p(xa)  2+hq(z,) |
]
22
Z = : )
Zn—1
“n
L 4 nxl
ve
—h*r(z1) 4+ (1 + &p(z1)) e
—h2r(zs)
B = :
—h2r(z,_1)
R+ (1 )8 |

dir. Bu lineer denklem sistemi bir onceki bolimde verilen Crout Yontemi ile
¢oziildiigiinde (3.2.1) ile verilen smir-deger probleminin niimerik ¢oziimii elde

edilmis olur [52].
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3.3 Lineer Olmayan Problemlerin Sonlu Fark Yontemi Tle

Cozimi

Bu baglik altinda lineer olmayan, ikinci mertebeden siir-deger problemlerinin
sonlu fark yontemleriyle ¢oztimii ele alinacaktir.

Lineer olmayan sinir-deger problemi,

' = f(z,y,y), a<xz<b,  yla)=a, yb) =4 (3.3.1)

seklinde verilsin. Bu tiir problemlerin de sonlu fark yontemiyle ¢oziimii lineer
problemlerdekine benzer sekildedir. Bu problemi sonlu fark yontemiyle ¢ozmek
i¢in [a, b] arahigini n + 1 egit pargaya bolelim. Béylece,

h=0b-a)/in+1), x;=a+ih, i=0,1,...,n+1olur. y vey” tiirevleri

yerine merkezi sonlu fark yaklagimlar: alinirsa,

y(xip1) — 2yf§2xi) + y(zi 1) +OM) =f (xi, y(@s), Z/(m¢+1)2—h?/(xi_1) + O(h))

elde edilir.

Bu denklemde hatalar ihmal edilirse ve sinir degerleri de goz oniine alinirsa,

( z+1+h2z <~ 1)+f($i,zi,z+12—h21)zo’ 1=1,2,...,n

20 = Q, Znt1 = fB

olur. Burada z;, y(x;) nin yaklagik degeridir. Bu yontemden,

221 — 29 +h2f <$1,21, 2227101) —a=20

—21 + 222 — 23+ h2f <I2, 29, %) =0

Zn - Z?’L—
—Zn—2+22p-1 — Zn + h2f (xnl, Zn—1, —2> =0

16



seklinde n tane lineer olmayan denklemden olusan bir non-lineer denklem sistemine
ulagihr. Z = (21, 29, ..., 2,) olmak tizere yukaridaki denklem sistemi F'(Z) = 0
seklinde ifade edilebilir. Lineer olmayan denklem sistemini ¢ézmek i¢in bir onceki
boliimde verilen Newton yontemi kullanilir.

Boylece (3.3.1) ile verilen lineer olmayan sinir deger probleminin niimerik

¢Oziimii elde edilmig olur [52].
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4. LANE-EMDEN DENKLEMININ SONLU

FARK YONTEMI ILE NUMERIK COZUMU

Bu boliimde,

V@) @)+ f @) =0,z e 0,) (10.)

formundaki Lane-Emden denklemi ve

y(0) = a1, y(1) = by,

y'(0) = az, y'(1) = bs,

y'(0) =0, asy(1) + bsy'(1) = cs,
seklindeki farkl sinir sartlarini iceren alti model problem goz 6niine alindi. Ayrica
(4.0.1) denkleminin Teorem (2.0.1)" deki sartlar sagladigi kabul edildi. Burada
a;, b; ve ¢; ler birer reel sabittir.

Her bir model problem, yapisina gore 3. Boltimde agiklanan sonlu fark yontemi
ile ¢oziildii. Elde edilen niimerik ¢oztimler tam ¢oziimle karsilastirildi. Ayrica her
bir durum ig¢in Lo ve L., hata normlar1 hesaplandi. Hesaplanan hata normlari
literatiirde yer alan bazi1 ¢caligmalardaki hata normlar ile karsilagtirildi.

Coziimler sirasindaki iglemler Matlab’ te yazilan programlar ile gerceklestirildi.
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4.1 Model Problemler

4.1.1 Problem 1

Bu problemde
! 1 / 1 : /
y'+ -y +cosx+ —sinx =0, y'(0)=0, y(l) =cosl
x x
sinir  sartlariyla verilen lineer Lane-Emden denklemi goz oniine alinmigtir.
Problemin analitik ¢oziimii,
y(x) = cosz

dir [55].

Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢bzmek icin 3’ ve 3" tiirevleri yerine merkezi

sonlu fark yaklagimlar: alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz ontine

aliirsa,

h h 1
1— Zieg — 22+ [ 14+ =— ) ziy1 = —h*(cosz; + —sinz;), i=1,2,..,n
2%; 248 4

T

veya matris formunda

AZ =B

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir. Burada,

—2 2 0 0
h h
l—— -2 14—
21‘2 * 21’2
h h
1-— —2 1
2In—1 * an—l
0 0 1-— i —2
L 2xn d nxn
21
zZ2
Z = : ,
Zn—1
“n
L d nxl

19



ve

1

T

X2

cosry + — sinxy

COS X9 + — sin gy

1
—h? (COS Tp_1 + sin ,_1
Tp—1

1
—h? (cos x, + — sin xn> — (
:En

1+ QL) (cos1)

T

nx1

dir. Bu lineer denklem sistemi Crout Yontemi ile ¢oziildiigiinde Problem 17 in

niimerik ¢oztimi elde edilmig olur.

Problem 1’ in sonlu fark yontemi ile ¢oztimiinden elde edilen sonuclarin analitik

¢oziim ile karsilagtirilmasi Tablo 4.17 de verilmistir. Tabloda farkli n degerleri

icin bulunan L., hata normu incelendiginde n’ nin degeri biiyiidiik¢e L., hata

normunun da azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.1: Farkli n degerleri i¢in Problem 17 in niimerik ¢oztimlerinin tam ¢oziimle

karsilagtirilmasi
Niimerik Coziim Problem 1’ in
x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziimii
0.1 0.99658  0.99540 0.99510 0.99503 0.99500
0.2 0.98121 0.98035 0.98014  0.98008 0.98007
0.3  0.95622 0.95556 0.95539 0.95535 0.95534
0.4 0.92175 0.92123 0.92110 0.92107  0.92106
0.5 0.87812 0.87772 0.87762 0.87759 0.87758
0.6 0.82575 0.82544  0.82536 0.82534  0.82534
0.7 0.76514  0.76492 0.76486 0.76485 0.76484
0.8 0.69690  0.69675 0.69672 0.69671 0.69671
0.9 0.62170  0.62163 0.62162 0.62161 0.62161
Ly 4.93e-003 1.68e-003 5.75e-004 1.99e-004
Lo 3.25e-003  9.20e-004 2.57e-004  7.10e-005

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen L., hata normlar: [55] ve [54]" te

yer alan degerlerle Tablo 4.2" de karsilagtirilmigtir.
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Tablo 4.2: Problem 1’ de n’ nin baz1 degerleri icin elde edilen L., hata normlarinin
[55] ve [54] teki sonuglarla karsilagtirilmasi

n [55] [54]  Bu caligma

20  4.079613e-04 4.4e-05 3.25e-03

40 1.525665e-04 1.1e-05 9.20e-04

80  6.460536e-05 2.7e-06 2.57e-04

160 2.465809e-05 6.8e-07 7.10e-05
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4.1.2 Problem 2

Bu problemde
1
v+ —y = (9r+ 92"y, y(0) =0, y(1) =

simir  sartlariyla verilen lineer Lane-Emden denklemi goz oniine alinmigtir.

Problemin analitik ¢oziimii,
y(z) = exp(z?)
dir [55].
Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢ozmek i¢in 3 ve y” tiirevleri yerine merkezi

sonlu fark yaklagimlar1 alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz 6niine

aliirsa,

)

h ) 4 h
<1 ~3 ) zi-1 — (2+ h*(9z; + 9z;)) 2 + (1 + o2,

veya matris formunda

AZ =B

seklinde bir lineer denklem sistemi olarak ifade edilebilir.

—2—h?(9z1+ 927) 2 0 0
h h
11— —2—h¥9 925 14+ —
2:1:2 ( l’g—i— -1'2) +2x2
A= 0 0
h h
1— 1
2%p_1 ) +2£En—1
_ . -
<2
7 = ,
Zn—1
Zn
L 4 nx1
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ve

0

h
B I T
| ( +2xn>e

<4 nx1

dir. Bu lineer denklem sistemi Crout Yontemi ile ¢oziildiigiinde Problem 2’ nin

niimerik ¢oztimi elde edilmig olur

Problem 2’ nin sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuclarin

analitik ¢oziim ile kargilagtirilmasi Tablo 4.3’ te verilmistir. Tabloda farkli n

degerleri i¢in bulunan L., hata normu incelendiginde n’ nin degeri biiyiidiikce

Lo hata normunun da azaldig1 goriillmektedir.

Tablo 4.3: Farkli n degerleri i¢in Problem 2’ nin niimerik ¢oziimlerinin tam
¢oziimle kargilagtirilmasi

Niimerik Coziim Problem 2’ nin

x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziimii
0.1 1.00633 1.00234  1.00133 1.00108 1.00100

0.2 1.01314 1.00931 1.00835 1.00811 1.00803

0.3 1.03230 1.02860 1.02768 1.02745 1.02737

0.4 1.07089 1.06730 1.06639 1.06617  1.06609

0.5 1.13785 1.13433 1.13344  1.13322 1.13315

0.6 1.24570 1.24226 1.24139 1.24117  1.24110

0.7 1.41358 1.41028 1.40945 1.40924 1.40917

0.8 1.67258 1.66962 1.66887  1.66869 1.66863

0.9 207582  2.07371 2.07318  2.07305  2.07301

Ly 2.06e-002 7.23e-003 2.55e-003 8.98e-004

Lo 5.58e-003 1.40e-003 3.50e-004 8.74e-005

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen L., hata normlar: [55] ve [54]" te

yer alan degerlerle Tablo 4.4" te karsilagtirilmigtir.
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Tablo 4.4: Problem 2’ de n’ nin baz1 degerleri icin elde edilen L., hata normlarinin
[55] ve [54] teki sonuglarla karsilagtirilmasi

n [55] [54]  Bu caligma

16 8.727368e-03 4.6e-03 8.70e-03

32 2.333770e-03 1.1e-03 2.18e-03

64  6.041763e-04 2.8e-04 5.46e-04

128 1.506475e-04 7.1e-05 1.37e-04
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4.1.3 Problem 3

Bu problemde
1
y'+ -y e =0, y(0)=0, y(1) =0
sinir sartlariyla verilen non-lineer Lane-Emden denklemi goz oniine alinmigtir.

Problemin analitik ¢oziimii,

y(z) =21n (C =3+2V2)

Ca? +1
dir [55].

Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢cozmek icin 3 ve 3y tiirevleri yerine merkezi
sonlu fark yaklagimlari alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz ontine

aliirsa,

h h
(1— )zi_1—2zi+ <1+2—> Zigi+h%e =0, i=12...,n
:L‘,

QIZ' i

olur. Bu yontemden,

—221 + 225 + h%e® =0

h h
l—— )21 =22+ [ 14+ — ) 23+ h%2=0
229 2x9

h h
1— Zn—2 — 225”71 — {1+ Zp + thzn,l =0
2.’,Un_1 23777,—1

h
<1 — —) Zn_1 — 22 + R =0

22,

seklinde n tane lineer olmayan denklemden olusan bir non-lineer denklem sistemine
ulagihr. Z = (z1, 29, ..., 2,) olmak tizere bu denklem sistemi F'(Z) = 0 geklinde
ifade edilebilir. Lineer olmayan denklem sistemini ¢ozmek i¢in Newton yontemi
kullanilir. Boylece Problem 3’ iin niimerik ¢éziimi elde edilmis olur.

Problem 3’ iin sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuclarin
analitik ¢oziim ile karsilagtirilmasi Tablo 4.5 te verilmistir. Tabloda farkli n
degerleri i¢in bulunan L., hata normu incelendiginde n’ nin degeri biiytidiikge

L., hata normunun da azaldig1 goriillmektedir.
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Tablo 4.5: Farkli n degerleri i¢in Problem 3’ iin niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oziimle
kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Problem 3’ iin

x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziimii

0.1 0.31454 0.31358 0.31335 0.31329 0.31327

0.2 0.30398 0.30326 0.30308 0.30303 0.30302

0.3 0.28681 0.28624 0.28609 0.28606 0.28605

0.4 0.26314 0.26268 0.26257 0.26254 0.26253

0.5 0.23318 0.23282 0.23273 0.23270 0.23270

0.6 0.19720 0.19692 0.19685 0.19683 0.19683

0.7 0.15551 0.15531 0.15526 0.15525 0.15525

0.8 0.10849 0.10837 0.10833 0.10833 0.10832

0.9 0.05652 0.05646 0.05644 0.05644 0.05644

Lo 3.92e-003 1.33e-003  4.59e-004  1.59e-004

Lo, 2.43e-003 6.80e-004 1.88e-004 5.18e-005

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen L., hata normlar1 [55] ve [54]" te

yer alan degerlerle Tablo 4.6 da karsilagtirilmigtir.

Tablo 4.6: Problem 3’ te n’ nin baz1 degerleri icin elde edilen L., hata normlarinin
[55] ve [54]” teki sonuglarla karsilagtirilmasi

n [55] [54]  Bu caligma

8 3.118446e-03 2.0e-04 1.29¢-02

16 5.291068e-04 5.0e-05 3.65e-03

32 1.466800e-04 1.2e-05 1.03e-03

64  6.835504e-05 3.1e-06 2.85e-04

128 2.768110e-05 7.8e-07 7.85e-05
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4.1.4 Problem 4

Bu problemde
" 0.5 / 2y Yy _ .
y' '+ —y +e¥—05e =0, y(0)=In2, y(1)=0
x

sinir gartlariyla verilen non-lineer Lane-Emden denklemi goz ontine alinmistir.

Problemin analitik ¢oziimii,

y(w) = In 2?2 +1

dir [25].
Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢ozmek i¢in 3 ve ¢y’ tiirevleri yerine merkezi
sonlu fark yaklagimlar: alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz ontine

aliirsa,

7

5h 0.5h
(1 - > Zim1— 22+ (1 + 2 ) Zip +h7 (€7 —05e%) =0, i=12.n

2$i

olur. Bu yontemden,

0.5h 0.5h
—2z + (1+ 5 )zﬁ <1—2—> In2+ A (e** — 0.5¢™) =0
Zz

1 I
0.5h 0.5h
1——— )21 -2+ 1+ — 2’3+h2(6222—0.5632):0
229 219

0.5h 0.5h
<1 - ) Zn—2 = 221+ (1 + ) Zn + B (€71 = 0.5e* 1) =0
2Tn 2251

<1 — O'5h> Zno1 — 22, + h? (622" — ().56“) =0

seklinde n tane lineer olmayan denklemden olugan bir non-lineer denklem sistemine
ulagihr. Z = (z1, 29, ..., 2,) olmak tizere bu denklem sistemi F(Z) = 0 geklinde
ifade edilebilir. Lineer olmayan denklem sistemini ¢ozmek icin Newton yontemi
kullanilir. Boylece Problem 4’ iin niimerik ¢oziimii elde edilmis olur.

Problem 4’ iin sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglarin

analitik ¢oziim ile karsilagtirilmasi Tablo 4.7" de verilmistir. Tabloda farkli n
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degerleri i¢in bulunan L, ve L. hata normlari incelendiginde n’ nin degeri

biiytidiikce her iki hata normunun da azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.7: Farkli n degerleri i¢in Problem 4’ {in niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oztimle
kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Problem 4’ {in

x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziimii

0.1 0.68351 0.68328 0.68321 0.68320 0.68320

0.2 0.65435 0.65403 0.65395 0.65393 0.65393

0.3 0.60742 0.60708 0.60699 0.60697  0.60697

0.4 0.54515 0.54483 0.54475 0.54473 0.54473

0.5 0.47037  0.47010 0.47002 0.47001 0.47000

0.6 0.38596 0.38574 0.38568 0.38566 0.38566

0.7 0.29459 0.29443 0.29438 0.29437  0.29437

0.8 0.19859 0.19849 0.19846 0.19845 0.19845

0.9 0.09989 0.09984 0.09982 0.09982 0.09982

Ly 1.66e-003 5.96e-004 1.59e-004 2.70e-005

Lo 4.50e-004 1.14e-004 2.22e-005 2.91e-006

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen Ly ve Lo, hata normlari [56]" da

yer alan degerlerle Tablo 4.8" de karsilagtirilmigtir.

Tablo 4.8: Problem 4’ te n’ nin baz degerleri icin elde edilen L, ve L. hata
normlarmin [56]" daki sonuclarla kargilagtirilmasi
[56] Bu ¢aligma

n L2 Loo L2 Loo

8 1.63e-003  7.80e-004 5.69¢-003  2.45e-003
16 5.74e-004  1.94e-004 2.30e-003  6.87¢-004
32 2.03e-004 4.84e-005 8.28e-004 1.80e-004
64 7.18e-005 1.21e-005 2.61e-004 4.03e-005
128 2.54e-005 3.02e-006 1.36e-005  1.96e-006
256 8.97e-006 7.55e-007 4.15e-005  2.96e-006
512 3.17e-006 1.89e-007 1.18e-004  6.09e-006
1024 1.12¢-006 4.72e-008 1.99e-004  7.28e-006
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4.1.5 Problem 5

Bu problemde

2
Y+ =y +e¥(6 — 42”e¥) =0, y'(0)=0,y(1) = —z
x

sinir gartlariyla verilen non-lineer Lane-Emden denklemi goz ontine alinmistir.

Problemin analitik ¢oziimii,

dir [56].
Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢cozmek icin 3 ve 3" tiirevleri yerine merkezi
sonlu fark yaklagimlar: alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz ontine

aliirsa,

h h
(1 — —) Zie] — 22; + (1 + —> Zig1 + hPeF (6 — 4xie®) =0, i=1,2,..,n
. l’.

K3 K3

olur. Bu yontemden,

—221 + 22 + h?e* (6 — 4a%e™) = 0

h h
(1 - —) 21— 229 + (1 + —) 23+ h*e™(6 — 4r3e™) =0

)

h h
<1 - —) Zn—o — 22Zp_1 + (1 + ) 2y + W21 (6 — 4P e ) =0
Tp—1 Tn—1

4 h
22n_1 — 22 — gh (1 + —) + h*e*™ (6 — 4aZe™) = 0

Ty
seklinde n tane lineer olmayan denklemden olugan bir non-lineer denklem sistemine
ulagihr. Z = (z1, 29, ..., 2,) olmak tizere bu denklem sistemi F(Z) = 0 geklinde
ifade edilebilir. Lineer olmayan denklem sistemini ¢ozmek i¢cin Newton yontemi
kullanilir. Boylece Problem 5’ in niimerik ¢oztimii elde edilmig olur.

Problem 5’ in sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglarin analitik

¢oziim ile kargilagtirilmas: Tablo 4.9” da verilmistir. Tabloda farkli n degerleri icin
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bulunan L, ve L., hata normlari incelendiginde n’ nin degeri biiytidiikge her iki

hata normunun da azaldig1 goriillmektedir.

Tablo 4.9: Farkli n degerleri i¢in Problem 5’ in niimerik ¢oztimlerinin tam ¢oztimle
kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Problem 5’ in

x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziim

0.1 -1.35317 -1.37116 -1.38002 -1.38442  -1.38879

0.2 -1.36346  -1.38000 -1.38816  -1.39221 -1.39624

0.3 -1.37870 -1.39375 -1.40118 -1.40487 -1.40854

0.4 -1.39866 -1.41219 -1.41888 -1.42220 -1.42552

0.5 -1.42306 -1.43507 -1.44102 -1.44397 -1.44692

0.6 -1.45158 -1.46209 -1.46730 -1.46989  -1.47247

0.7 -1.48386  -1.49290 -1.49739 -1.49962 -1.50185

0.8 -1.51951 -1.52714 -1.53093 -1.53283 -1.53471

0.9 -1.55816 -1.56444  -1.56757 -1.56914  -1.57070

Ly 1.16e-001 8.05e-002 5.64e-002 3.97e-002

Lo 3.83e-002 1.89e-002 9.43e-003 4.70e-003

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen Ly ve Lo, hata normlari [56]" da

yer alan degerlerle Tablo 4.10” da karsilagtirilmigtir.

Tablo 4.10: Problem 5’ te n’ nin baz degerleri icin elde edilen Ly ve L., hata
normlarmin [56]" daki sonuglarla kargilagtirilmasi
[56] Bu ¢aligma
n L2 Loo L2 Loo
8 5.23e-003  1.95¢-003 1.94e-001  9.90e-002
16 1.85e-003  4.89e-004 1.31e-001  4.81e-002
32 6.54e-004 1.22¢-004 9.04e-002  2.38e-002
64 2.31e-004  3.06e-005 6.32e-002  1.18e-002
128 8.18e-005 7.65e-006 4.44e-002  5.88e-003
256 2.89e-005 1.91e-006 3.13e-002  2.93e-003
512 1.02e-005 4.78e-007 2.21e-002  1.47¢-003
1024 3.62¢-006 1.20e-007 1.56e-002  7.33e-004
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4.1.6 Problem 6

Bu problemde

2
'+ =Yy’ =0, y(0)=0, y(1) =4/

sinir sartlariyla verilen non-lineer Lane-Emden denklemi goz ontine alinmigtir.

y(x) = \/35)7

Bu problemi sonlu fark yontemi ile ¢ézmek i¢in 3 ve y” tiirevleri yerine merkezi

Problemin analitik ¢oziimii,

dir [57].

sonlu fark yaklagimlar: alinir, hatalar ihmal edilir ve sinir degerleri de goz ontine

aliirsa,

7 7

h h
(1——) zi,l—Zzi—l— (1-'--) Zi+1+h22i520, i:1,2,...,n
olur. Bu yontemden,

—221 ol 222 + h22f =0

h h
(1——)21—222—1—<1+—)23+h225’:0
i) X2

h h
(1 - ) Znn — 221+ (1 " ) WPz =0
Tn—1 Tn—1

h h
(1——) Zp—1— 22, + <1+—> \/§+h222:0
Tn Ty 4

seklinde n tane lineer olmayan denklemden olusan bir non-lineer denklem sistemine
ulagihr. Z = (z1, 29, ..., 2,) olmak tizere bu denklem sistemi F'(Z) = 0 geklinde
ifade edilebilir. Lineer olmayan denklem sistemini ¢ozmek i¢in Newton yontemi
kullanilir. Béylece Problem 6’ nin niimerik ¢oziimi elde edilmis olur.

Problem 6’ nin sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuclarin
analitik ¢oztim ile karsilagtirilmasi Tablo 4.117 de verilmigtir. Tabloda farkli n
degerleri i¢in bulunan L, ve L. hata normlari incelendiginde n’ nin degeri

biiytidiikge her iki hata normunun da azaldig1 goriilmektedir.
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Tablo 4.11: Farkli n degerleri i¢in Problem 6’ nin niimerik ¢oziimlerinin tam
¢oziimle kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Problem 6’ nin
x n =20 n =40 n =80 n =160 Tam Coziimii
0.1 0.99646  0.99745 0.99791 0.99813 0.99834
0.2 0.98992 0.99171 0.99257  0.99299 0.99340
0.3 0.98034  0.98289 0.98412 0.98473 0.98533
0.4 0.96800  0.97123 0.97280 0.97358 0.97435
0.5 0.95321 0.95703 0.95891 0.95984  0.96077
0.6 0.93633  0.94066 0.94279 0.94385 0.94491
0.7 0.91772 0.92247  0.92481 0.92598 0.92715
0.8 0.89776  0.90283 0.90534  0.90659 0.90784
0.9 0.87679  0.88209 0.88473 0.88605 0.88736
Lo 3.12e-002  2.28e-002 1.64e-002 1.17e-002
Lo, 1.06e-002 5.36e-003 2.69e-003 1.35e-003

Elde edilen niimerik ¢oziimlere karsilik gelen Ly ve Lo, hata normlari [56]" da

yer alan degerlerle Tablo 4.12’ de karsilagtirilmigtir.

Tablo 4.12: Problem 6’ da n’ nin baz1 degerleri icin elde edilen L, ve L., hata
normlarinin [56]" daki sonuglarla kargilagtirilmasi
[56] Bu ¢aligma
n LQ Loo LQ Loo
8 4.71e-004 1.97e-003 4.41e-002  2.49e-002
16 1.65e-004 4.91e-004 3.42e-002 1.31e-002
32 5.84e-005 1.23e-004 2.53e-002  6.67e-003
64 2.06e-005 3.12e-005 1.82e-002  3.36e-003
128 7.28e-006 8.92e-006 1.30e-002  1.69e-003
256  2.56e-006 2.96e-006 9.26e-003  8.44e-004
512 8.81e-007 1.29e-007 6.56e-003 4.23e-004
1024 2.79e-007 8.47e-008 4.65e-003 2.11e-004

Sonug:

Bu boliimde farkli siir gartlar ile birlikte goz ontine alinan Lane-Emden
denkleminin sonlu fark yontemi ile ¢oztimi gerceklestirildi. G6z ontine alinan alti
farkli model problemin elde edilen niimerik sonuclari tam ¢oéziimlerle karsilastirildi.
Sonuglar tablolar halinde sunuldu. Tablolarda Ly ve L., hata normlar: da yer aldi.

Sonug olarak sonlu fark yonteminin, diger bircok denklemin ¢oziimiinde oldugu
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gibi Lane-Emden denkleminin ¢oztimiinde de etkin bir yontem oldugu gozlendi.
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