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OZET

LANE-EMDEN, PANTOGRAPH VE RiCCATI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERINI COZMEK ICIN CHARLIER POLINOMLARI VE
INTEGRALE DAYALI YENI BIR KOLLOKASYON YONTEMI

Simge YILMAZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Suayip YOZBASI

Temmuz 2025, 63 sayfa

Bu tezdeki amag¢ multi-pantograph, Lane-Emden, Riccati ve genellestirilmis pantog-
raph diferansiyel denklemlerini niimerik olarak ¢cozmemize yardimci olacak Charlier po-
linomlar iizerine kurulmus integrale dayali yeni bir kollokasyon metodu olusturmaktir.
Diferansiyel denklemde bilinmeyenin en yiiksek mertebeden tiirevli terime Charlier po-
linomlarinin sonlu serisi seklinde bir yaklagim yaparak yonteme baglanir. Bu yaklagim
matris formunda ifade edilir ve denklemdeki diger tiirevli terimler ile bilinmeyen fonk-
siyonun matris formunu bulmak icin gerekli sayida integral alinir. Integraller alindiginda
diferansiyel denklem ile verilen kogullar ilgili yerlerde kullanilir. Bu adimlardan sonra ise
kollokasyon noktalar1 kullanilarak diferansiyel denklem problemi cebirsel denklemlerin
lineer/lineer olmayan sistemine doniistiiriiliir. Bu cebirsel sistemin ¢oziilmesi ile yakla-
simdaki bilinmeyen katsayilar elde edilir ve bilinmeyen fonksiyonun matris formunda
yerine yazilarak problemin ¢oziimii elde edilir. Sonrasinda rezidiiel fonksiyonu baz alan
bir hata tahmini yontemi sunulur. Bu hata tahmini teknigi ile bir hata problemi olusturulur
ve ayni ¢oziim yontemi ile hata problemi de ¢oziilerek hata tahmini edilir. Niimerik 6rnek-
ler ¢coziilerek yontem ve hata tahmini teknigi agiklanir. Literatiirdeki bilinen yontemler ile
karsilagtirmalar yapilarak yontemin etkinligi gosterilir. Sunulan yontemin sonuclarinin di-
ger yontemlere gore daha iyi geldigi gézlemlenir. Biitiin hesaplamalar Matlab’da yazilan

kod ile yapilmustir.
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ABSTRACT

A NEW COLLOCATION METHOD BASED ON CHARLIER POLYNOMIALS
AND INTEGRAL TO SOLVE LANE-EMDEN, PANTOGRAPH AND RICCATI
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Simge YILMAZ

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Suayip Yiizbasi
July 2025, 63 pages

The aim of this thesis is to create a new collocation method based on Charlier poly-
nomials that will help us solve multi-pantograph, Lane-Emden, Riccati and generalized
pantograph type differential equations numerically. The method starts by approximating
the highest order derivative of unknown term in the differential equation as a finite series
of Charlier polynomials. This approximation is expressed in matrix form and the neces-
sary number of integrals are taken to find the matrix form of the unknown function and the
other derivative terms in the equation. When the integrals are taken, the conditions given
by the differential equation are used in the relevant places. After these steps, the diffe-
rential equation problem is converted to a linear/nonlinear system of algebraic equations
using collocation points. By solving this algebraic system, the unknown coefficients in the
approximation are obtained. The solution of the problem is obtained by replacing the unk-
nown function into matrix form. Then, an error estimation method based on the residual
function is presented. With this error estimation technique, an error problem is created
and the error problem is solved with the same solution method and the error is estimated.
The method and error estimation technique are explained by solving numerical examples.
The effectiveness of the method is shown by making comparisons with known methods
from the literature. It is observed that the results of the presented method are better than

other methods. All calculations are made with the code written in Matlab.

KEYWORDS: Charlier polynomials, Differential equations, Collocation method, Lane-
Emden differential equations, Pantograph differential equations, Riccati differential equ-

ations.
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GIRIS S. YILMAZ

1. GIRIS

Bazi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak bazen ¢ok zor bazen de imkansiz
olabilmektedir. Tam ¢6ziimiin bulunamadig1 bu durumlarda, ¢6ziime olabildigince yak-
lagsmak i¢in yaklasim metotlart kullanilir. Bu calismada anlatilan yaklasim metodu bir
kollokasyon yaklasim metodudur. Kollokasyon yontemi diferansiyel denklemlerin sayisal
cOziimlerini bulmak icin olusturulmaktadir. Yontemin temel fikri, aday ¢oziimlerin tanim
araligindaki bir dizi kollokasyon noktasinin verilen denklemi sagladig1 ¢oziimii olustur-
maktir. Kollokasyon yontemi ilk olarak 1960’larda diferansiyel ve integral denklemlerin
sayisal ¢coziimleri i¢in bir projeksiyon yontemi olarak tanitilmistir. Bu dénemde, ¢6ziimiin
belirli noktalarda denklemi saglamasi prensibi benimsenmistir. Sinir deger problemleri ve
baslangi¢c deger problemlerinin ¢oziimiinde yaygin olarak kullanilmaya 1970’lerde bag-
lanmistir ve bu donemde polinom tabanli yaklasimlar ile ilgili ¢aligmalar 6n plana ¢ik-
mugtir. 1980’ler ve 1990’larda kollokasyon yontemleri, miihendislik ve fizik problemleri-
nin ¢oziimiinde daha genis bir uygulama alan1 bulmustur. Ozellikle, elastisite, 1s1 iletimi,
elektromanyetik alan analizi ve akigkanlar dinamigi gibi alanlarda kullanimi artmuagtir.
Yakin gecmiste de spektral yontemlerle birlestirilerek yiiksek dogrulukta ¢oziimler elde
etmek icin kullanilmigtir. Ayrica, meshless (agsiz) yontemlerle entegrasyonu sayesinde
karmasik geometrilere sahip problemlerin ¢6ziimiinde de etkin hale gelmistir. (Jiang ve
Gao 2024)

Bu calismada Lane-Emden, pantograph ve Riccati diferansiyel denklemleri ¢6zmek
i¢in Charlier polinomlart ile integrale dayali bir kollokasyon yontemi sunulmaktadir. Bu
kollokasyon metodunda kullanilmak iizere Charlier polinomu se¢ilmistir. Charlier poli-
nomlari ilk olarak Isvecli astronom ve matematikci Carl Vilhelm Ludwig Charlier tara-
findan ortaya atilmis (1905) bir ortagonal polinom ailesidir. Bu polinomlar1 "Uber die
Darstellung willkiirlicher Funktionen" adli calismasinda tanitmistir. Bu ¢alisma "Rast-
gele Fonksiyonlarin Gosterimi Uzerine" olarak cevirilebilir. Charlier polinomu istatistik
alaninda uyum testleri ve dogrulayici analizlerde kullanilabilir. (Johnson vd. 2005, Le-
dwina ve Wytupek 2017) Makine 6grenmesi ve veri biliminde modellemeler i¢in teorik
olarak kullanilabilir. Dunster (2001b), Rui ve Wong (1994) C,,[x, a] i¢in ¢esitli asimptotik

acilimlar ortaya koymustur. Sonrasinda bu polinom kullanilarak bir¢ok modellemeler ve
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denklem coziimleri iizerine caligmalar yapilmistir. Charlier polinomunun iirete¢ fonksi-

yonu su sekildedir (Szeg6 1939)

E - e

ZCn(x,oz)Zn _d+2)” (1.1)
n=0

ve Charlier polinomunun ele alinan yontemde ¢okg¢a kullanicak olan ag¢ik formiilasyonu

su sekildedir
Culz,0) = > K <Z) (2) (—a)" ", (1.2)
k=0

Charlier polinomuna bagli kollokasyon yontemiyle yapilan yaklagim, diferansiyel denk-
lemin i¢indeki fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevine yapilmistir. Yapilan bu yakla-
simdan gerekli sayida integral alarak diferansiyel denklemdeki diger tiirevler ve bilinme-
yen fonksiyonun kendisi i¢in de yaklasim formu bulunur. Bir bagka deyisle olusturulan
kollokasyon yontemi integrali baz almaktadir. Integrali baz alan kollokasyon yontemleri
baslangi¢ deger problemleri, zayif formiilasyonlara sahip denklemler, 1s1 iletimi ve elekt-
rik devreleri gibi fiziksel sistemlerin modellenmesi, spektral ve pseudospektral yontemler
gibi kullanim alanlarina sahiptir (Brunner 2004, Schiesser 2012).

Yapilan yaklagimin tiirevinin alinmasi, kiigiik hata ya da dalgalanmalar1 ¢ok daha bii-
yiik sapmalara ¢evirebilir. Yaklagimin integralini almak piiriizsiizlestrici bir etkiye sahip
olup sistemin genel egilimini korur. Ayrica tiireve dayali kollokasyon, ¢6ziimiin siirekli
tiirevlenebilir olmasini gerektirir. Ancak bazi problemlerde ¢6ziim tiirevlenebilir olmaya-
bilir. Integral bazli yontemler, bu gibi durumlarda zayif ¢oziimleri kabul eder ve sayisal
coziim elde etmeye olanak tanir. Yani daha genis bir problem sinifina uygulanabilirlik
saglar. Bu nedenlerle integrali baz alan kollokasyon yontemlerinin daha iyi sonuglar ge-
tirecegi ongoriilmektedir. Dolayisiyla Charlier polinomuna bagli integrali baz alan kollo-

kasyon metodu bu tezde gelistirilmigtir (Schiesser 2012).
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2. KAYNAK TARAMASI

Sekil 2.1. Carl Vilhelm Ludwig Charlier (Anonymous 2)

Charlier polinomlar: ilk olarak Isve¢ gok bilimci Carl Vilhelm Ludwig Charlier (1
Nisan 1862 — 4 Kasim 1934) tarafindan 1905’te ortaya atilmistir. Charlier, Ostersund
sehrinde dogmustur. 1887 yilinda Uppsala Universitesi'nden doktora derecesi almis ve
Stockholm Rasathanesi’de calismistir. Ardindan 1897 yilinda Lund Universitesi’nde ast-
ronomi profesorii ve gozlemevi miidiirii olarak gorev yapmustir. Istatistiksel astronomi
alaniyla ilgilenmistir. Samanyolu Galaksisi’nin ve yildizlarin pozisyon ve hareketleri iize-
rine bir galaksi modeli olusturmustur. Yildizlar arasi uzaklik icin siriometre kavramini
onermistir. Charlier ayrica klasik istatistik ile de ilgilenmistir. Istatistik dalmin Isvec’te
gelismesinde biiyiik rol sahibidir. Ogrencilerinden bircogunu bu alanda yetistirmistir. Ga-
laksi yapisin1 modelledikten sonra bunun hakkinda John Heinrich Lambert’iin ¢alisma-
larina dayali bir kozmolojik teori gelistirmistir. Bruce madalyas1 (1933) ve James Craig

Watson madalyasi’na (1924) layik goriilmiistiir (Anonymous 2).
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Charlier polinomlarinin bazi terimleri su sekildedir:

Co(z,a) =1
Ci(z,a) =2 —«
Co(z,a) =22 — (2a + 1)z + a?
Cs(x,a) = 23 — (3a+ 3)z* + (3a® + 3a + 2)z — a®.

Charlier polinomlarinin, Poisson agirlik fonksiyonlarr altinda

OO x |
(CoisCr) = Y Cul,a)Crn(,0) - = "\, (2.3)
=0

z! an

seklinde ortagonalligi belirtilir. Burada w(z, ) = %, 2 = 0,1,2, ... agirlik fonksiyo-
nunu ve \,, ,, Kronecker deltay1 (n = m ise 1, degil ise 0) temsil etmektedir (Anonymous
1).

Charlier polinomlari, Cy(z, o) = 1 baglangi¢ bagintisiyla,

Cpii(z,0) = a 20 (x — 1,a) — Oy (z, a) (2.4)

0z yineleme formiiliinii saglar (Anonymous 1).
Charlier polinomlarinin genellestirilmis Laguerre polinomlariyla iligkisi

Co(z,a) = (=1)"n! L1 (—l) (2.5)

«

seklinde olup burada L, (z) genellestirilmis Laguerre polinomlarini temsil etmektedir
(Anonymous 1).

Charlier polinomlarinin Meixner polinomlariyla iligkisi

«
lim = M,(z, 3,
B—ro0 (z, 8 b+«

) = Ch(z, @) (2.6)

seklinde olup burada M, (z, 3, ¢) Meixner polinomlarini temsil etmektedir.

Bu tezde Charlier polinomunu ve integral operatoriinii kullanarak bir kollokasyon me-
todu olusturulmaktadir.

Literatiirde integral operatoriiyle beraber farkli polinomlar kullanilarak metotlar ge-
listirilmistir. Ornegin Taylor polinumuyla (Yiizbag1 2018) bir metot gelistirilmis ve ge-

nellestirilmis pantograph tipi gecikmeli diferansiyel denklemler ¢oziilmiistiir.
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Bu tezde de Charlier polinomlari ve integrale dayali metot gelistirildikten sonra Lane-
Emden diferansiyel denklemi, Riccati diferansiyel denklemi, multi-pantograph tipi ge-
cikmeli diferansiyel denklemi ve yiiksek mertebeden pantograph denklemi temsili matris
iligkilerine doniistiiriiliip bu metotla ¢oziimleri aragtirilir.

Oncelikle multi-pantograph tipi gecikmeli diferansiyel denklemi ele alinir. Bu denk-
lemler ekonomi, biyoloji, astrofizik ve elektrodinamik gibi bir¢cok alanda 6nemli rol oy-
namaktadir. Daha 6nce Galerkin-benzeri yaklasim metodu (Yiizbagi ve Karagayir 2018),
Taylor kollokasyon metodu (Sezer vd. 2011), Spline metodu (El-Safty ve Hasha 1990) ve
Vieta-Lucas kollokasyon metodu (Izadi vd. 2021) gibi bircok metotla ¢oziilmiistiir.

Sonrasinda ise Lane-Emden diferansiyel denklemi ele alinmistir. Lane-Emden denk-
lemleri ilk Jonathan Homer Lane ve Robert Emden (Lane 1870) adlarinda iki astrofizike¢i
tarafindan ortaya atilmig ve adin1 onlardan almistir. Bu diferansiyel denklemler termal
patlamalar, yildiz yapisi, kiiresel bir gaz bulutunun termal davranisi, izotermal gaz kiire-
leri ve termal akimlar gibi matematiksel fizik ve astrofizikteki cesitli olaylart modellemek
icin kullanilmigtir. Bu denklemler daha dnce Bessel kollokasyon metodu (Yiizbasi, Sezer
2011), B-spline metodu (Caglar, Caglar 2006) ve Pell-Lucas kollokasyon metodu (Yiiz-
basi, Yildirim 2022) gibi bir¢cok yontemle ¢oziilmiistiir.

Uciincii olarak Riccati diferansiyel denklemi ele alinmustir. Riccati diferansiyel denk-
lemi uygulamali bilimlerin ve miithendisligin farkli dallarinda siklikla bulunan birinci mer-
tebeden lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir. Literatiirde Bessel kollokasyon yon-
temi (Yiizbas1, 2012), Taylor kollokasyon yontemi (Oztiirk 2013), Legendre kollokasyon
yontemi (Yiizbasi, Yildirim 2020), Miintz—Legendre dalgacik kollokasyon yontemi (So-
leyman ve Area 2025), en kii¢iik kareler yontemi (Yiizbasi, 2020), parametreler varyas-
yonu yontemi (Tumbarell, Oliveira 2020) gibi bircok yontemle ¢oziilmiistiir. Bu metotlara
kiyasla Charlier polinomunun ne kadar etkin oldugunu goérecek olmamiz da daha sonra
yapilacak calismalara yol gosterici olacaktir.

Dordiincii olarak, elde edecegimiz yaklasik ¢o6ziim yontemiyle yiiksek mertebeden
pantograph denklemi ele alinmistir. Pantograph adi, Ockendon ve Tayler’in (1971) elekt-
rikli bir lokomotifin pantograph baslig: tarafindan akimin toplanmasiyla ilgili ¢aligmala-
rindan kaynaklanmaktadir. Pantograph denklemleri, néron sinyali gecikmeleri modelle-

melerinde (Bellen ve Zennaro 2003), robotik kollar veya otomatik kontrol sistemleri gibi
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geri beslemeye sahip sistemlerin modellemelerinde (Gopalsamy 2013), biyolojide bir tii-
riin biiylime oraninin ge¢misteki popiilasyon seviyelerine bagl oldugu modellemelerde
(Wu 2012), stok fiyatlarinin gecikmeli tepkisi gibi ge¢gmis verilere bagli ama zamanla de-
gisen gecikme oranlari igeren ekonomik modellerde (Niculescu 2003) énemli rol oynar.
Bu denklem literatiirde Taylor matris metodu (Sezer, Sahin 2008), Legendre-Gauss kol-
lokasyon metodu (Yang, Tohidi 2019) ve varyasyonel iterasyon metodu (Yu, 2008) gibi

bircok metotla ¢oziilmiistiir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde 6nce metodu olusturmak i¢in kullanilan materyaller, yani temel matris
bagintilar1 verilmistir. Bu temel matris bagintilar1 kullanilarak Charlier polinomlarina ve
integrale dayali kollokasyon yontemi olusturulmustur. Lane-Emden diferansiyel denk-
lemleri, Riccati tipi diferansiyel denklemleri, multi-pantograph tipi diferansiyel denklem-

leri ve yliksek mertebeden pantograph denklemlerine uygulanmisgtir.

3.1. Temel Matris Bagintilar

Literatiirde Charlier polinomlarini ve tiirev bagintilarini iceren yontemde kullanilan

Charlier polinomlari su sekilde matris formunda yazilabilir:

C(z,a) = X(z)L(a). 3.7)
Buradaki matrisler (Kiirkcii, Sezer 2022); X (z) = [1 x ... =N,
C(z,a) = |Cy(r,a) Ci(r,a) ... Cy(z,a)| ve
-lgo(a) l()l (Oé) ZOQ(Q) .o d lON(Oé) ]
0 l11<Oé) llg(Oé) Ce l1N<Ck)
L(a) — 0 0 ZQQ(OZ) .o l2N<Oé)
i 0 0 0 . ZNN<04)_

seklindedir. Buradaki L(«) matrisinin elemanlarina ,,,,,(«), m,n = 0, 1,2, ..., N diyecek
olursak l,,,,, («) fonksiyonu Charlier polinomundaki katsayilardir. Su sekilde tanimlanirlar

(Kiirkeii, Sezer 2022)
Lnn (@) = ' -, mn=0,1,..,N (3.8)

ve L(«) matrisi su sekilde elde edilir:
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1 —a o* —-a3 ... (=1)Nalv
0 1 —2a 3a* ... (—1)N-INaN-E
0 0 2 —6a (“1)N2N(N — 1)aN~2
L(a) =
000 0 6 ... (~DN3N(N—1)(N—3)alN-3
0 0 0 0o ... N!
3.2. Yontem

Bu calismada yapilan Charlier polinomlar:1 ve integrale dayali olusturulan yontemde,
bilinmeyen fonksiyonun denklem igerisindeki en yiiksek mertebeden tiirevine yaklasim
yapilir. Eger denklemin en yiiksek mertebesine ‘p’ denirse fonksiyonun p’ninci mertebe-

den tiirevine yaklasim su sekilde olur:

N
y(p) () = Z a4, Cp(x, ). (3.9)
n=0

Burada N ve «a belirli pozitif tam sayilar ve C),(z),n = 0, 1,2, ..., N olmak iizere Charlier

polinomlaridir. Charlier polinomunun bu gosterimini kullanarak (3.9) yaklagimi1

N
y P (z) = Z a,Cp(z, ) = C(z,) A (3.10)
n=0
seklinde matris formunda yazilabilir. Burada A matrisi
T

A= |:CLO a ... (IN] (311)

olarak tanimlanir. Sonrasinda (3.7) denklemi kullanilarak (3.10) yaklagimi
yP(z) = X(z)L(a)A (3.12)

seklinde yazilabilir. Boylece y’nin p’ninci mertebeden tiirevinin matris formu bulunmusg
olur. Bu esitligin iki tarafinin p defa integrali alinarak, y fonksiyonun daha kii¢iik merte-
beden tiirevleri ve y fonksiyonunun kendisi elde edilir. Bu dogrultuda eger iki tarafin da,

a’dan x’e, x lizerinden integrali alinirsa

/a ’ y P (z)dx = / ' X(z)L(a)Adz

y(P—l)(x) _ y(p—l)(a) — / [1 r xN] drL(a)A (3.13)
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elde edilir. Burada

X@)=[ 2 2 .. 2] (3.14)

seklindedir. Eger X matrisi daha diizgiin bir formda goriilmek istenirse, bir H; matrisi

0 0 .. 0
0 45 O 0
H;=10 0 QLH .0
00 0
olarak tanimlandiginda su formda da yazilabilir:
X = zX(z)H;. (3.15)

(3.13) ve (3.15) denklemlerinden, kosul y(p_l)(a) = 1 olarak ele alinirsa
yP Y (z) =y, + [2X(z) — 2X(a)] H;L(a)A (3.16)

seklinde yazilabilir.

Boylece p — 1’inct tiirevin yaklagim tiiriinden ifadesi bulunmusg olur. Bu sekilde p — 1 kez
daha integral alinirsa y fonksiyonu ve p’den kiiciik her mertebeden tiirevlerin yaklagim tii-
riinden ifadeleri bulunmus olur. Daha sonra tiirevlerin ve bagimli degiskenin elde edilen
yaklagimlarinda kosullarin yerine konulduktan sonra bu yaklasimlar diferansiyel denk-
lemde yerine yazilir. Ardindan elde edilen denklemde kollokasyon noktalar1 kullanilarak
diferansiyel denklem problemi cebirsel denklem sistemine indirgenir.

Charlier polinomlarina ve integrale dayali olusturulan bu yontem kullanilarak diferan-
siyel denklem problemi cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiis olur. Cebirsel sistem;
lineer diferansiyel denklem problemleri icin lineer olurken, lineer olmayan diferansiyel
denklemler i¢in lineer olmayan cebirsel sistem olur. Yontemde yapilan bu doniisiim, uy-
gulanan denklemin kaginc1 mertebeden olduguna gore yani denklem tipine gore degise-
cegi icin biitiin denklem tipleri, bulgular ve tartisma boliimiinde, tek tek kendi alt baglik-

larinin altinda ele alinarak yaklagik ¢oziimler elde edilecektir.
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3.3. Ele Alinacak Denklemler

Yontemin uygulanacagi denklem cesitleri, multi-pantograph, Lane-Emden, Riccati ve
genellestirilmis pantograph diferansiyel denklem tipleridir.
Multi-pantograph diferansiyel denklemi su sekilde tanimlanmaktadir: (Ockendon ve

Taylor 1971)

y'(z) =py(z) + qy(rz) + g(z), c<z<d (3.17)

Denklem y(a) = y; kosulu altinda ele alinmistir. y*)(z) = y(z), ¢ < = < d araliginda ta-
niml bilinmeyen bir fonksiyondur. (3.17) ile verilen multi-pantograph diferansiyel denk-
lemi birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem olup (3.9) yaklagimi bilinmeyen
fonksiyonun birinci mertebeden tiirevine yapilir.

Lane-Emden diferansiyel denklemi su sekilde tanimlanmaktadir: (Emden 1907)

(@) + 2y (@) +p@y(a) = 9(a), e<w<d G.18)

Denklem 3/(a) = y; ve y(b) = s kosullar1 altinda incelenmektedir. Burada y(©)(z) =
y(x) bilinmeyen bir fonksiyon, p(z) ve g(x) bilinen fonksiyonlari ¢ < z < d araliginda
tanimli, ve o gercek ya da karmagik sabittir. (3.18) ile verilen Lane-Emden diferansiyel
denklemi ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem olup (3.9) yaklagimi bilinme-
yen fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevine yapilir.

Riccati diferansiyel denklemi su sekilde tanimlanmaktadir: (Riccati 1724)

y'(x) = g(z) +q(@)y(z) + r(@)y*(z), c<z<d (3.19)

Denklem y(a) = y; kosulu altinda incelenmektedir. Burada y*)(x) = y(z) bilinmeyen
bir fonksiyon, g(z), g(x) ve r(x) bilinen fonksiyonlar1 ¢ < x < d araliginda tanimlidir.
(3.19) ile verilen Riccati diferansiyel denklemi birinci mertebeden lineer olmayan bir
diferansiyel denklem olup (3.9) yaklasimi bilinmeyen fonksiyonun birinci mertebeden
tiirevine yapilir.

Genellestirilmis pantograph denklemi su sekilde tanimlanmaktadir: (Derfel 1995)

J
y(m) ) + Z wj(z (5jk:1: + 1K), 0<x<d. (3.20)
j=0 k=0

.

10
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baslangi¢ kosullar1 altinda incelenmektedir. Burada u () ve y(z) siirekli fonksiyonlar
0 < o < d araliginda tamimli, ve a;, Ai, 0 ve i , gergek ya da karmagik sabitlerdir.
(3.20) ile verilen genellestirilmis pantograph denklemi i¢in (3.9) yaklasimi bilinmeyen
fonksiyonun en yiiksek mertebesi m kabul edilerek fonksiyonun 7’ ninci mertebeden tii-

revine yapilir.

3.4. Rezidiiel Fonksiyona Dayalh Hata Analizi

Bu boliimde rezidiiel tahmini hata (Mahmoud vd. 2005, Shahmorad 2005) ve rezidiiel
tyilestirilmis ¢oziimleri (Celik 2006, Oliveira 1980) hesaplama yontemi agiklanir.

Ele alinan diferansiyel denklem tipinin tam ¢oziimii y(z) olmak iizere problemin 6n-
ceki bolimde agiklanan yontem kullanilarak vy (z) yaklasik ¢oziimii hesaplanir. Boylece
gercek hata fonksiyonu

en(r) = y(z) — yn(x) (3.21)
ile temsil edilebilir. yy () yaklasik ¢6ziimii diferansiyel denklemde bagimli degisken ye-
rine konularak rezidii fonksiyonu olusturulur. Daha sona diferansiyel denklem ile bu re-
zidii fonksiyonu taraf tarafa ¢ikarilarak hata fonksiyonunun bagiml degisken oldugu yeni
bir diferansiyel denklem elde edilir. Diger taraftan, hem y(z) tam ¢6ziimii hem de yy ()
yaklagik ¢oziimii kosullart sagladigindan bu kosullar taraf tarafa ¢ikarildiginda hata fonk-
siyonuna bagli homojen kosul elde edilir. Boylece bir hata diferansiyel denklem problemi
elde edilmig olur. ey (z) hata fonksiyonunu belirlemek i¢in, diferansiyel denklemin mer-

tebesi m iken, nceki boliimde anlatilan yontem ile M kesme sinir1 i¢in

M
er(@) =Y @y Calz, a). (3.22)
n=0

seklinde yaklagim yapilarak yontem onceki boliimde oldugu gibi hata problemine uygula-
nir. Yontemin sonucunda ey (x)’in yaklagimi olan ey /() tahmini hata fonksiyonu elde

edilir. Bunun da devaminda iyilestirilmis ¢6ziim
ynu = yn(z) +enm () (3.23)
seklinde elde edilebilir ve o zaman iyilestirilmis ¢oziimiin gercek hata fonksiyonu
En(z) = en(z) — enar(z) = y(2) — ynm(2) (3.24)
ile hesaplanir.

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Onceki boliimde agiklanan yontem ele aldigimiz her bir denklem igin tek tek alt bag-
liklar altinda ele alinarak yaklagik ¢coziimler elde edilecek, her bir denklem i¢in hata tah-

mini yontemi agiklanacak ve sayisal drnekler ele alinacaktir.

4.1. Coziim Metodunun Uygulanmasi

Ele aldigimiz her bir denklem i¢in (3.9) yaklagik ¢oziimii bu boliimde alt bagliklar

altinda ele alinmustur.

4.1.1. Multi-pantograph denklemler icin ¢éziim metodu

(3.17) denklemi ile verilen multi-pantograph denklemi birinci mertebeden oransal ge-

cikmeli bir denklem tipidir. Dolayisiyla y fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevine,

N
Y(x) =) a,Cu(z,0) (4.25)

n=0
seklinde yaklagim yapilarak yonteme baglanir. Burada C matrisiyle ilgili verilen (3.7)
bagintisindan yola ¢ikarak

y'(z) = X(z)L(a)A (4.26)

esitligi elde edilir. Bu esitligin a’dan x’e integrali alinarak y fonksiyonun tiirevinin matris

formu su adimlarla elde edilir:

/a "y () = / " X(2)L(a) Adz

vo) -y = [t w o] diL@a

(4.27)
y(x) = y(a) =[X() — X(a)|L(a)A
y(x) =y(a) + [»X(x)H; — aX(a)Hy]L(a)A.
y(a) = y; kosulu burada yerine yazilirsa,
y(x) =y + [2X(2)H1 — aX(a)H;|L(a)A (4.28)

elde edilir. Bu esitlikteki X (a) ve Hy matrisleri

12
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o] 10 o0 .. 0 |

Xm) 0 1/2 0 ... 0
X(a) = fw, Hi=1[0 0 1/3 ... 0

| X(o)) 0 0 0 . )

seklinde yazilir. (3.17) ile verilen multi-pantograph denklem tipindeki y(rz), (r # 0)

ifadesinin matris formunu elde etmek icin (4.28) denkleminde x yerine rx yazarsak ve

X(rx) = X(z)H(r) (4.29)
bagintisini kullanirsak
y(rx) = y(a) + [reX(x)H(r)H; — aX(a)Hi]L(a)A (4.30)
denklemini elde ederiz. Burada
r 0 . 0
0 r . 0
H(r) =
0 0 . r

(4.26) ve (4.28) denklemleri (3.17) ile verilen multi-pantograph denkleminde yerine ya-

zildi8inda

X(z)L(a)A = p(z)[[zX(x) — aX(a)[HiL(a)A — 1] @31)
—q(z)[[reXH(r) — aX(a)[HiL(a)A — 3] =g()

denklemi elde edilir.
z=c+ %, i=0,1,..N.
ile tamiml1 kollokasyon noktalarini (4.31) denkleminde yazdigimizda
(X(z;)L(a) — p(x;) [z X (z;)—aX(a) [ H1L(a) — g(x;) [re; XH(r) — aX(a)|H;L(a)|A

= g(x;) + mi(p(z;) + q(x;)), i=0,1,..N
(4.32)

sistemini elde ederiz. Bu sistemin matris formunu su sekilde ifade edebiliriz:
XL(a) — P[KX — AX,JH L(a) — QKXH(r) — AXa]HlL(oz)} A=G. (433
(4.32) denkleminde bir g(x) fonksiyonu

13
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g(xi) = g(z:) + y1(p(xi) + q(xi))

olarak belirlenmis ve (4.33) matris formunda §(x;)’lerden olugan siitun vektorii G matrisiyle tem-

sil edilmistir. Bu matris formundaki bazi matrisler su sekildedir:

r B 1 Zo .1‘02 J}ON Zo 0 0o ... 0
X (o) 2 N
1 I T A | 0 I 0 0
X(z1) N
X(z;) = ' =11 xo 222 ... V|, K=]l0 0 zo ... 0|,
X(zn)
- - _1 TN .’L’N2 .%'NN_ _0 0 0 TN |
[p(@) 0 0 0 | (g(z0) 0 0 0 |
0  plz) 0 0 0 g(x) O 0
P = 0 0  p(x2) 0o |, Q= 0 0  q(zo) 0 |
| 0 0 0 ... plzn)] | 0 0 0 ... q(zn)]
@ 0 0 0] b N
g{Zo
0 a 0 0 o
g\
A=10 0 a o, G= .
|9(zn) ]
00 0 al

(4.33) matris formunda bir W matrisi
W = XL(a) — P[KX — AX,JH,L(a) — QKXH(r) — AX,JH;L(a) (4.34)
olarak kabul edildiginde, (4.33) matris formu
WA =G

seklinde yazilip, bu sistem ¢oziiliir ve A katsayilari hesaplanir. Belirlenen A katsay1 matrisi y(x)

¢oziim formu olan (4.27) denkleminde yerine yazilarak ¢oziim elde edilir.

4.1.2. Lane-Emden tipi diferansiyel denklemleri icin ¢6ziim metodu

(3.18) ile verilen Lane-Emden denklemi ikinci mertebeden lineer denklem tipidir. Dolayistyla

gy fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevine
N
y'(x) =) anChn(x,q) (4.35)
n=0

14
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seklinde yaklagim yapilarak yonteme baglanir. Burada C matrisiyle ilgili verilen (3.7) bagintisin-
dan yola c¢ikarak
(4.36)

esitligi elde edilir. Bu esitligin integrali alinarak y fonksiyonun tiirevinin matris formu su adimlarla

elde edilir:

/a Ry / " X (2)L(a) Ada

y,(iﬁ)_y/(a):/a [1 x 2NV | dzL(a)A

(4.37)

Y () = y1 + [2X(2)Hy — aX(a)Hy]L(a)A.

Burada denklemin kosulu olan y’(a) = y; olarak yerine konulmustur. Bu fonksiyonun da b’den

x’e integrali alinarak y fonksiyonunun matris formu

/z Y (x)dx = /z[?/l + [2X(x) — 2X(a)|H; L(a)A],
b b

y(@) = yo + y1(x — b) + [+°X(2)Hz — b*X(0)Hz — aX(a)(z — b)|HiL(a) A

(4.38)

seklinde elde edilir. Burada denklem kosulu y(b) = yo olarak ele alinmigtir ve Hy su sekildedir:

[1/2 0 0 0o |

0 1/3 0 0
Ho=|0 0 1/4 0

0 0 0 1/(N +2),

(4.36), (4.37) ve (4.38) denklemleri, (3.18) ile verilen Lane-Emden denkleminde yerine konuldu-

gunda

X(2)L(a)A + Sy + [#X (2)H; — aX (a)H;|L(a)A]
x (4.39)
+p()[y2 + y1(z — b) + [2*X(z)Hy — 8*X(b)Hy — aX(a)(z — b)|H1 L(a)A] = g(z)
denklemi elde edilir.
zi=c+ %%, i=0,1,..N,
ile tanimli kollokasyon noktalarini (4.39) denklemine yazdigimizda
X (2:)L(a)A + S [KX (2;)H; — aX(a)H;]L(a)A
T

+p(2:)[K?X (2;)Hy — b*X(b)Hy — aX(a)(z; — b)|H L(a) A (4.40)
= g(z;) — %yl — p(x)[y2 + (x; — b)y1], i=0,1,...N.

15
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sistemini elde ederiz. Bu sistemi matris formunda su sekilde ifade edebiliriz:

[X +S[[KX —aX(a)|H; |+ PK*XH,H; —PVY’X, HoH; —PaX K H |L(a)A = G. (4.41)

(4.40) denkleminde bir g(x) fonksiyonu
§(x) = g(x) = Zy1 — p(x)[y2 + (z — b)y]

olarak belirlenmis ve (4.41) matris formunda g(x)’da kollokasyon noktalar1 konulmasi ile elde

edilen siitun vektorii G matrisiyle temsil edilmistir. (4.41) matris formunda yer alan bazi1 matrisler

su sekildedir:

- - -1 Ty  xo2 g | - - _ _
X (a0) 2 v X(a) X(0)
1 I I . X1
X(z1) . r X(a) X(b)
X(z;) = = |1 @ x2 x|, X(a) = , Xp= ;
X () 2 N X(a) X ()
- o _1 IN IN TN | - - - -
% 0 O 0 p(zo) 0 0 0
0 :]% 0 0 0 p(x1) 0 0
S=10 0 2 0., P=1] 0 0 p(x2) 0 |,
00 0 el | 0 0 0 ... plzn))
g 0 O 0
0 =1 O 0
K=|0 0 = 0|,
100 0 TN |
[20—b 0 0 0 ] -
9(@o)
0 x1—b 0 0 (1)
glr
Kb = 0 0 To — b 0 s G = .
(N |
| 0 0 0 .. N — b

(4.41) matris formunda bir W matrisi

W = [X + S[[KX — aX(a)|H;] + PK*X(z;)HoH; — P0*X,HoH; — PaX,K,H;|L(a)
(4.42)

olarak kabul edildiginde, (4.41) matris formu
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WA =G

seklinde yazilip, bu sistem ¢oziiliir ve A katsayilari hesaplanir. Belirlenen A katsay1 matrisi y(x)

¢Oziim formu olan (4.38) denkleminde yerine yazilarak ¢coziim elde edilir.

4.1.3. Riccati diferansiyel denklemleri icin ¢6ziim metodu

(3.19) ile verilen Riccati denklemi birinci mertebeden olup lineer olmayan bir diferansiyel

denklemdir. Dolayisiyla y fonksiyonun birinci mertebeden tiirevine

N
y'(z) = ZanCn(m,a) (4.43)
n=0

seklinde yaklagim yapilarak yonteme baglanir. Burada C matrisiyle ilgili verilen (3.7) bagintisin-
dan yola cikarak
y'(x) = X(z)L(a)A (4.44)

esitligi elde edilir. Bu esitligin a’dan z’e integrali alinarak y fonksiyonun tiirevinin matris formu

su adimlarla elde edilir:
x x
/ y'(z)dx :/ X(z)L(a)Adx
a a

v =) = [ [ e V] i) wss)
(@)~ yla) =K (x) - K(@L()A

y(x) = y(a) + [#X(2)H1 — aX(a)H1]L(a)A.

Bu esitlikteki matrisler yukarida verilen ¢6ziim metotlarinda oldugu gibidir. y(a) = y; kosulu
(4.45) denkleminde yerine yazildiginda ve (4.44) ve (4.45) denklemleri (3.19) ile verilen Riccati

denkleminde yerine konuldugunda
X(z)L(@)A =g(x) + q(z)[y1 + [+X(z)H) — aX(a)H1]L(e)A] @46
+r(2) [y + [#X(2)H; — aX(a)Hi]L(a)AJ?
denklemi elde edilir.
i =c+ %%, i=0,1,..N,
ile tanimli kollokasyon noktalarini (4.46) denkleminde yazdigimizda
X (zi)L(a)A — q(z)[2X (z;)H; — aX(a)Hi|L(a)A — 7(z;)[[2X (2)H; — aX(a)H;|L(a)AJ?

= g(x;) + q(xi)y1 + r(zi)y1, i=0,1,...N,
4.47)
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sistemini elde ederiz. Bu sistemi matris formunda su sekilde ifade edebiliriz:
X — QKX —aX,|H; —2Ry; [KX — aX,]| H;
(4.48)

“R[KX — aX,]H,L(a)A[KX — X, |H;|L(0)A = G.

(4.47) denkleminde bir g(x) fonksiyonu

g

() = p(x) +q(@)y1 + r(z)y

olarak belirlenerek kollokasyon noktalar1 kullanilmis stitun vektorii (4.48) matris formunda G

matrisiyle temsil edilmistir. (4.48) matris formunda yer alan bazi matrisler su sekildedir:

(o) 0 0 0 | (o) 0 0 0 ]
0 q(z1) O 0 0 r(z1) O 0

Q=] 0 0 q(xo) 0 R=1| 0 0 7(xo) 0 |,
| 0 0 0 q(xN) | 0 0 0 r(zy) |

(5 0 0 0] -

(o)

0 21 0 0 )

g\xr1

K=|0 0 0, G=|""

|d(7N) |

0 0 0 ... an)

(4.48) lineer olmayan cebirsel sistemin matris formu uygun MATLAB kodu yazilarak ¢oziiliir ve
A katsay1 matrisi hesaplanir. Belirlenen A katsay1 matrisi y(z) ¢6ziim formu olan (4.45) denkle-

minde yerine yazilarak ¢6ziim elde edilir.

4.1.4. Genellestirilmis pantograph denklemleri icin ¢6ziim metodu

(3.20) ile verilen genellestirilmis pantograph denklemlerinde en yliksek mertebe m oldugu

icin y fonksiyonunun *m’ninci mertebeden tiirevine,

N
Y™ (2) =) anCh(z, ) (4.49)
n=0

seklinde yaklasim yapilarak yonteme baglanir. Burada C matrisiyle ilgili verilen (3.7) bagintisin-
dan yola cikarak
(4.50)

esitlifi elde edilir. Bu esitligin, 0’dan x’e m defa integrali alinir. Baslangi¢ kosullari, y fonk-

siyonunda ve m’inci mertebesine kadar her mertebeden tiirevinde 0’1n degeridir. Bu adimlarda
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fonksiyonun daha diisiik mertebeden tiirevlerinin matris halleri elde edilir ve y fonksiyonunun

genellestirilmis hali elde edilir. Bu siirecte elde edilen 3 adim asagida belirtilmistir:

y (@) = Aoy + 2X(2)HiL(a) A

y "2 (2) = Az + Am—12 + 2° X (2)H HoL(o) A

3 2 (4.51)
y(mi )(33) = Am—3+ >‘m—2x+)\m—1? + 2°X(z)HiHoHsL(a) A
2 2m—1
y(x) = Ao+ Mz + )\25 +...+ )\mflm +2"X(z)HiHoHs ... H,,,L(a)A.

(4.51) denklemi daha kisa ve kapali olarak su sekilde yazilabilir:

m—1 1 m
€z m
y(@) =Y () + 2" X(@)([ [ Ha)L(o)A. (4.52)
=0 n=1
Burada H,, matrisi
ERRC 0 ]
0 & 0 . 0
Hn =10 0 2—|1-n
0 0 0 ez
seklinde tanimhidir. Ayrica (4.52) fonksiyonundaki
m—1 .’L‘l
> () =X(@)Z() (4.53)
1=0 ’
seklinde yazilabilir. Burada Z(\),
T
0!
AL
1
Z(\) = %
>\m71
L (m—1)!
seklinde tanimlidir. Boylece
y(x) = X(2)Z(\) + 2™X(z)(] [ Hn)L(a)A (4.54)
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seklinde ifade edilebilir. (4.51) denklemlerinden

m—k—1 1 m—k

k
3 (Al%) + 2™ X (2)(TT H))L(a)A (4.55)
=k J

I
—

elde edilir. Bir Z matrisi

olarak tanimlanirsa (4.55) fonksiyonu
y ¥ () = X(2)Z(\) + 2™ X (2 H (4.56)

seklinde ifade edilebilir. (3.20) ile verilen Genellestirilmis pantograph denklem tipindeki y(J;,x +
tx) fonksiyonunu elde etmek igin tiirevli kollokasyon yontemlerinde de kulllanilan, d;, # O ve

ik 7 0 olmak iizere, (Yiizbagt vd. 2012)
X0k + pjn) = X(2)H(0jk, pjr) (4.57)

bagintisindan yararlanilabilir. (4.56) denkleminde bu bagint1 yerine yazilinca

Y (G + pjn) = X(2)H(jpx + i) Z(N) + 2™ FX (@) H(Sj5 + 151 H

7j=1
(4.58)
fonksiyonu elde edilir. Burada H (0, 15 ) matrisi su sekildedir:
(@) O (gn)® () GOm) () - () (Gm) ()™
0 (DO gn)® o () @Ea) ()N
H(0jk, 1jn) = . . , : :
I 0 0 e () OV ()]
Bu fonksiyonlar ve matrisler (3.20) ile verilen Genellestirilmis pantograph denkleminde yerine
konuldugunda
X(z)L(a)A — f(x)
J m—1 B m—
=3 > uin(a) | X(2)H(Gjx + pin)Z(N) + 2™ FX (2)H(Gjpz + 1) H
j=0 k=0 j=1

(4.59)

denklemi elde edilir.
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i, i=0,1,..N

2zl

Ty =
ile tanimli kollokasyon noktalarini (4.59) denkleminde yazdigimizda

X(zi)L(a)A — f(x;)

3

J
= > @) [ X(@)HGmas + pie) ZON) + X () H (S + e (
0

e
Il

Jj=0

i=0,1,..N

sistemini elde ederiz. Bu sistemi matris formunda

XL(o)A -G =

m—1 m—

J
SO Uk | XHGjx + i) Z(N) + Kok XH (G5 + 1) ( H
j=0 k=0 j=1

seklinde ifade edebiliriz. Bu matris formundaki bazi matrisler su sekildedir:

r ( )— 1 o x02 ... X
X(xg
1 1 33‘12 e l‘lN
X(.’L‘l)
X(fz) = . =1 x9 :E22 o QZQN >
X(zn)
_1 TN :EN2 xNN_
[win(zo) 0 0 0 |
0 ujr(21) 0 0
U]k = 0 0 Ujk(xg) 0 s
L 0 0 0 ujk(:cN)
2k 0 0 0 10 0
—k 1
Knk=1] 0 0 ap* 0 |. Hi=|0o o0 &
L0 0 0 an ] 0 0 0
f(xo)
flz
a_ (' 1)
| f(zn) ]

nies

J=1

(4.60)

(4.61)
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(4.61) matris sistemi ¢oziiliir ve A katsayilart hesaplanir. Belirlenen A katsay1 matrisi y(z) ¢oziim

formu olan (4.54) denkleminde yerine yazilarak ¢oziim elde edilir.

4.2. Hata Tahmini Yontemi

Ele aldigimiz her bir denklem i¢in hata tahmini yontemleri bu boliimde alt bagliklar altinda
ele alinmustir.
4.2.1. Multi-pantograph diferansiyel denklemleri icin hata analizi

Bu boliimde bulunan yaklagik ¢oziimler i¢in rezidiiel tahmini hata (Mahmoud vd. 2005, Shah-
morad 2005) ve rezidiiel iyilestirilmis ¢oziimlerini (Celik 2006, Oliveira 1980) hesaplama yontemi
agiklanir. Onceki boliimde bulunan yy () yaklagik ¢oziimleri de verilen multi-pantograph dife-

ransiyel denklemlerini saglar. Dolayisiyla rezidiiel fonksiyon
Ry(z) = yn (@) — pyn () — qyn(rz) — g(x) =0, c<z<d (4.62)
olarak hesaplanir. Ya da diger bir deyisle (4.62) L lineer operatorii kullanilarak
Llyn(z)] = Rn(x) + g(x) (4.63)
seklinde de yazilabilir. Gercek hata fonksiyonu da
en(z) = y(z) —yn(z) (4.64)

seklinde hesaplanmaktadir. Bu esitlikte, yn (x) (4.27) yaklagik ¢oziimiinii, y(z) tam ¢oziimii tem-

sil etmektedir. (3.17) multi-pantograph denkleminin L operatorii ile yazilan formu olan
Lly(2)] = g(x) (4.65)
denklemi ile (4.63) denklemi taraf tarafa ¢ikarilirsa
Llen (@)l = Ly(2)] = Lyn(z)] = —Rn () (4.66)

seklinde bagimli degiskeni hata fonksiyonu olan diferansiyel denklem elde edilir. Multi-pantograph
denkleminin y(a) = y; kosulu, yn(z) yaklasik ¢oziimiinii saglayacagindan yy(a) = y; dir. Do-

layisiyla, kosullar da ¢ikarilacagindan, (4.66) diferansiyel denkleminin kosulu

en(a) =0 (4.67)
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homojen kosulu seklindedir. Boylece hata problemi

/

en(z) —pen(xz) —gen(rz) = —Ry(x), en(a)=0, c<z<d. (4.68)

olarak da yazilabilir. ey (x) hata fonksiyonunu belirlemek i¢in, 6nceki boliimde anlatilan yontem

ile M kesme sinirt i¢in
M
ey ar(2) =Y @nCalx,q) (4.69)
n=0

seklinde yaklagim yapilarak yontem onceki boliimde oldugu gibi uygulanir. Yontemin sonucunda
en(z)’in yaklagimi olan ey p/(x) tahmini hata fonksiyonu elde edilir. Bunun da devaminda iyi-
lestirilmis ¢6ziim

ynm = yn(x) + enm (@) (4.70)
seklinde elde edilebilir ve o zaman iyilestirilmis ¢6ziimiin gercek hata fonksiyonu
Eny(z) = en(z) — en () = y(z) — yn v () 4.71)

ile hesaplanir.

4.2.2. Lane-Emden diferansiyel denklemleri icin hata analizi

Bu boliimde bulunan yaklagik ¢oziimler i¢in rezidiiel tahmini hata (Mahmoud vd. 2005, Shah-
morad 2005) ve rezidiiel iyilestirilmis ¢oziimlerini (Celik 2006, Oliveira 1980) hesaplama yontemi
aciklanir. Onceki boliimde bulunan yy () yaklagik ¢oziimleri de verilen Lane-Emden diferansiyel

denklemlerini saglar. Dolayisiyla rezidiiel fonksiyon
R(2) = yk(a) + Toly(@) +pl@)un(e) —g(e) =0, e<w<d  @472)
olarak hesaplanir. Ya da diger bir deyisle (4.72) L lineer operatorii kullanilarak
Lyn(2)] = Ry(2) + g() (4.73)
seklinde de yazilabilir. Ger¢cek hata fonksiyonu da
en(z) = y(x) —yn(z) 4.74)

seklinde hesaplanmaktadir. Bu esitlikte, (4.38) yn (x) yaklagik ¢oziimiinii, y(z) tam ¢oziimii tem-

sil etmektedir. (3.18) denkleminin L operatorii ile yazilan formu olan

Ly(z)] = g(=) (4.75)
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denklemi ile (4.73) denklemi taraf tarafa ¢ikarilirsa
Llen(x)] = L[y(z)] — L [yn(z)] = —Rn(x) (4.76)

seklinde bagiml degiskeni hata fonksiyonu olan diferansiyel denklem elde edilir. Lane-Emden
denkleminin y(a) = y; ve y(b) = y2 kosullari, yn(x) yaklagik ¢oziimiinii saglayacagindan
yn(a) = y1 ve yn(b) = yo dir. Dolayisiyla, kosullar da ¢ikarilacagindan, (4.76) diferansiyel
denkleminin kosullar1

en(a)=0 ve en(b)=0 (4.77)
homojen kogsullar1 seklindedir. Bu hata problemi
k(@) + Ze(@) + p(e)en (@) - g(@) = —R(@), enla) =0, en(b) =0, c<z<d
(4.78)

olarak da yazilabilir. ey (x) hata fonksiyonunu belirlemek i¢in, 6nceki boliimde anlatilan yontem

ile M kesme sinir1 i¢in
M
6I]<I,M (z) = Z anCn(z, a) 4.79)
n=0

seklinde yaklagim yapilarak yontem onceki boliimde oldugu gibi uygulanir. Yontemin sonucunda
en(z)’in yaklagimi olan ey p/(x) tahmini hata fonksiyonu elde edilir. Bunun da devaminda iyi-
lestirilmis ¢6ziim

yn,m = yn(x) +en () (4.80)
seklinde elde edilebilir ve iyilestirilmis ¢6ziimiin gercek hata fonksiyonu
Eny(z) = en(z) —enm(2) = y(z) — ynm () (4.81)

ile hesaplanir.

4.2.3. Riccati diferansiyel denklemleri icin hata analizi

Bu boliimde bulunan yaklagik ¢oziimler i¢in rezidiiel tahmini hata (Mahmoud vd. 2005, Shah-
morad 2005) ve rezidiiel iyilestirilmis ¢oziimlerini (Celik 2006, Oliveira 1980) hesaplama yontemi
aciklanir.

yn(x), N kesme sinir1 igin yaklasik ¢oziimii temsil eder. yy (x) yaklagik ¢oziimleri, y(x) tam

coziimil gibi (3.19) ile verilen Riccati diferansiyel denklemlerini saglar.Dolayisiyla

yn(z) — q@)yn(z) — r(2)yx(z) = g(z) + Rn(z), yla)=y1, c<az<d  (4.82)
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olarak yazilir. Sonrasinda rezidiiel fonksiyon
Ry(z) = yy(2) — q(2)yn(2) = r(2)yi () — g(2) (4.83)
olarak belirlenir. Hata fonksiyonu da
en(z) =y(x) —yn(z) (4.84)

oldugunu kabul edersek
@) =en(@) +yn(@) = y’(@) = (en(x) +yn())’ (4.85)

seklinde tamimlanir. (3.19) ricatti diferansiyel denklemi ve (4.82) denklemleri taraf tarafa ¢ikaril-

diginda

Y () —q(@)y(@)—r(x)y* (@) —yy (@) —q@)yn (@) —r(z)ya(z) = —Rn(z), yla) =0 (4.86)

seklinde bagimli degiskeni hata fonksiyonu olan diferansiyel denklem elde edilir. Ya da (4.84)

kullanmilarak

/

en(@) = a(@)en(z) = r(@)ly*(2) - yx(2)] = —Ry(2), y(a) =0 (4.87)
seklinde daha acik yazilir ve (4.85) denklemi de yerine konuldugunda hata diferansiyel denklemini

ey (@) — q(z)en(x) —r(z) [(en(z) + yn(2))* — yi ()] = ~Rn(2), yla) =0 (4.88)

halini alir. [(en(x) + yn(2))? — y/(¢)] terimi daha agik yazilirsa

en(z) —a(z)en(z) = r(z) [y (2) + 2yn(z)en(@)] = —Rn(z), yla)=0  (4.89)

hata diferansiyel denklemi elde edilir. ey (z) hata fonksiyonunu belirlemek i¢in, 6nceki boliimde

anlatilan yontem ile M kesme sinir1 igin

M
en () = Z&ncn(x, a). (4.90)
n=0

seklinde yaklasim yapilarak yontem onceki boliimde oldugu gibi uygulanir. Yontemin sonucunda
en(z) in yaklagimi olan ey p/(x) tahmini hata fonksiyonu elde edilir. Bunun da devaminda iyi-
lestirilmis ¢6ziim
yn.m = yn(T) +en () (4.91)
seklinde elde edilebilir ve o zaman iyilestirilmis ¢6ziimiin gercek hata fonksiyonu
En(r) = en(x) —enm(x) = y(z) — ynm(z) (4.92)

ile hesaplanir.
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4.24. Genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemleri icin hata analizi

Bu boliimde bulunan yaklasik ¢coziimler i¢in rezidiiel tahmini hata (Pour-Mahmoud vd. 2005,
Shahmorad 2005) ve rezidiiel iyilestirilmis ¢coziimlerini (Celik 2006, Oliveira 1980) hesaplama
yontemi agiklanir. Onceki boliimde bulunan yy () yaklagik ¢oziimleri de verilen genellestirilmis

pantograph diferansiyel denklemlerini saglar. Dolayisiyla rezidiiel fonksiyon

—_

Ry(z) =y (@) = f(@) = D 3" wjn@)yly) Ona + je) 20, 0<a<d  (4.93)

J m—
7=0 k=0

olarak hesaplanir. Ya da diger bir deyisle (4.93) L lineer operatorii kullanilarak

Llyn(z)] = Bn(z) + g() (4.94)

seklinde de yazilir. Gercek hata fonksiyonu da

en(z) = y(z) —yn(z) (4.95)

seklinde hesaplanir. Bu esitlikte, yn (z) (4.51) yaklagik ¢6ziimii, y(x) tam ¢oziimii temsil etmek-

tedir. (3.20) genellestirilmis pantograph denkleminin L operatérii ile yazilan formu olan

Lly(z)] = g(x) (4.96)

denklemi ile (4.94) denklemi taraf tarafa ¢ikarilirsa
Llen(z)] = Ly(#)] — L [yn(z)] = —Rn (=) (4.97)

seklinde bagimli degiskeni hata fonksiyonu olan diferansiyel denklem elde edilir. Genellestirilmis
pantograph denkleminin 3" (0) = \;, (i =0,1,...,m — 1) kosullar1, yx () yaklasik coziimle-
rini saglayacagindan y](\i,) (0) = \; dir. Dolayisiyla, kosullar da ¢ikarilacagindan, (4.97) diferansiyel
denkleminin kosulu

)y =0, i=01,..m-1 (4.98)

homojen kosulu seklindedir. Bu hata problemi

—_

J m—
N (@) = @) = D0 D win(@)el Gpnr + pjp) = —Bu(x), 0<w<d  (4.99)
j=0 k=0

olarak da yazilabilir. ey () hata fonksiyonunu belirlemek i¢in, 6nceki boliimde anlatilan yontem

ile M kesme sinir1 i¢in

M
V(@) =Y @,Cul(z, ) (4.100)
n=0
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seklinde yaklagim yapilarak yontem onceki boliimde oldugu gibi uygulanir. Yontemin sonucunda
en(z)’in yaklagimi olan ey p/(x) tahmini hata fonksiyonu elde edilir. Bunun da devaminda iyi-
lestirilmis ¢6ziim

yn.m = yn(T) +en () (4.101)
seklinde elde edilebilir ve 0 zaman iyilestirilmis ¢6ziimiin gergcek hata fonksiyonu
Enm(z) = en(z) —enm(z) = y(2) — ynm(z) (4.102)

ile hesaplanir.

4.3. Niimerik Ornekler

Bu boliimde biitiin 6rnekler i¢in tek tek temel matris bagintilar1 olugturularak ¢oziilmiistiir.
Biitiin hesaplamalar MATLAB iizerinde hazirlanan kodlarla hesaplanmistir. Ayrica yaklasim ve-
rilerinin hata paylarmin ne kadar oldugunu gostermek, verilerin dogrulugunu, giivenilirligini ve
kullanilabilirligini gostermek i¢cin yine MATLAB kodlariyla tablolar ve grafikler gozler oniine

serilmistir.

4.3.1. Multi-pantograph denklemleri icin 6rnekler

Ornek 4.1. Multi-pantograph tipi diferansiyel denklem icin ilk ele aldigimiz denklem, parametre-

lerini kendimiz belirledigimiz

Y (z) =2y(z) + oy(2z) —42® —42® +1, 0<z<1 (4.103)
olmak iizere denklemin baslangi¢ kosulu y(0) = 0’dir. Bu drnek icin olusturulan temel matris
denklemi su sekildedir:

[X - QKX - 0XoH; - QX [KXH - 0Xo|H; | L(ov)A = G (4.104)
ya da diizenlenmis
[X — QKXH; - QXKXHH,;|L(a)A = G (4.105)

olarak yazilabilir. Bu diferansiyel denklemin baslangi¢c kosulu y(0) = 0 olmak iizere yontemi-
mizde N = 1 alarak ¢oziimii inceleyelim. Temel matris denklemindeki matrisler N = 1 icin su

sekildedir:
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10 0 10 11 1 0
X = , Q= K= ,H= L Hy = ,
11 0 0 0 1 0 2 0 31
1 —1996 1
L(1996) = ve G = .
0 1 =7
(4.105) denkleminde
[X — QKXH; - QXKXHH,|L =W (4.106)

olarak adlandirildiginda

1 0 ; 1
-3 -2 ; =7

(WG| =

genisletilmis matrisi elde edilir. A (Charlier katsayi) matrisini elde etmek icin
A=W"lG

esitligi kullanilnus ve A su sekilde belirlenmistir:
A =

Bu matris vy fonksiyonunu veren
y1(z) = KXH;LA
(X=11 gz ... zN|)esitliginde yerine yazdigimizda
() =22+
coziimiine, yani direkt tam ¢oziime ulasilmistir.

Ornek 4.2. Jkinci multi-pantograph tipi diferansiyel denklem érnegi olarak (Shadia 1992)

1 1.
(@) = Sy(@) + §e5y(g), 0<z<1 (4.107)

denklemi ele alinmugs olup, denklemin baslangi¢ kosulu y(0) = 1 olmak iizere incelenmigtir. Denk-

lemin tam ¢oziimii y(x) = e ’tir. Bu ornek icin (4.105) ile verilen temel matris denkleminden
[X — QKX — 0Xo]H; — QR [KXH — 0Xo] H;| L(0)A = Q + RQ (4.108)
va da daha kisa versiyonuyla
[X - QKXH; - QRKXHH;]L(a)A = Q + RQ (4.109)
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olarak yazilabilir. Olusturulan yaklasik ¢oziim denkleminin gegerliligini ve giivenilirligini gozlem-
lemek adina literatiirdeki diger ¢oziimlerle karsilastirma yapabilmek icin N = 7,9 alinmuig olup,
hata fonksiyonunun N arttikca nasil degistigini gozlemlemek icin N = 5,7,9 almnustir. (4.108)

denklemindeki matrisler N = 5 icin su sekilde olusturulmugstur:

1 0 0 0 0 0
1 2.0000e — 01 4.0000e —02 8.0000e —03 1.6000e —03 3.2000e — 04
1 4.0000e — 01 1.6000e —01 6.4000e —02 2.5600e — 02 1.0240e — 02

*- 1 6.0000e —01 3.6000e — 01 2.1600e — 01 1.2960e — 01 7.7760e — 02|
1 8.0000e — 01 6.4000e — 01 5.1200e — 01 4.0960e — 01 3.2768¢ — 01
1 1 1 1 1 1 |
[1 00 0 0 0] (1000 0 0] (1 000 0 0]
100000 01000 O 050000
XO:IOOOOO’L(O):OOQOO O’Q:ooéoooy
100000 0006 0 0 000200
100000 000024 0 0000210
1000 0 0 0 0 00 0 120 0000 0 %
0 0 0 0 0 0 (100 0 0 0] 1]
002 0 0 0 0 030000 3
K:000.40oo’leooéooo’Q:%’
00 0 06 0 0 0003100 3
00 0 0 080 000010 3
0o 0 0 0 0 1 00 0 0 0 %] 5]
111 1 1 1] 10 0 0 0 0 |
024 6 8 10 0 11052 0 0 0 0
g |00 412 24 40) o 0 0 1224 0 0 0
000 8 32 80 0 0 0  1.3499 0 0
000 0 16 80 0 0 0 0 14918 0
000 0 0 32 0 0 0 0 0  1.6487]
R matrisi denklemdeki 2 carpanini temsil etmektedir. (4.109) denkleminde
[X - QKXH; - QRKXHH;]L =W (4.110)
ve
G=Q+RQ 4.111)

29



BULGULAR VE TARTISMA S. YILMAZ

olarak adlandirildiginda

1 0 0 0 0 0 ; 1
0.84474 0.18724 0.076965 0.046717 0.037605 0.037749 ; 1.0526
0.67786 0.34779 0.29541 0.36333 0.58889  1.1871 ; 1.1107
0.49752 0.47963 0.63585  1.1906 2.9159 8.8548 ; 1.1749
0.30164 0.58033 0.10775  2.7362 9.0073 36.639 ; 1.2459

10.087820 0.64695  1.5980 5.1727 21.476 109.74 5 1.3244

(WG| =

genigletilmis matrisi elde edilir. A (Charlier katsayt) matrisini elde etmek icin
A=W'G
esitligi kullanilnus ve A su sekilde belirlenmistir:

[1.0000e + 00
1.0001e + 00
2.4953¢ — 01
2.8408¢ — 02
1.4510¢ — 03

| 1.1560e — 04

Bu matrisi y fonksiyonunu veren
ys(z) = KXH;LA
(X(z) = [1 T ... ng]) esitliginde yerine yazilinca

ys(r) = (2.3120e — 03)25 + (6.9648¢ — 03)x® + (4.2612¢ — 02)z* + (1.6635¢ — 01)z3 +
(5.0005¢ — 01)x2 + 2 + 1

coziimiine ulasilmistir. N = T ve 9 icin de hesaplamalar ayni sekilde yapilarak

y7(x) = (4.1167e — 05)2® + (1.6497e — 04)2” + (1.4243¢ — 03)x5 + (8.3117¢ — 03)2® +
(4.1674e — 02)x* + (1.6667¢ — 01)2> + (5.0000e — 01)z% + 2 + 1

ve

yo(z) = (4.5668e—07)2'0+(2.2858¢—06)2°+(2.5466—05) x5 +(1.9784e—04) 27+ (1.3892¢ —
03)25 + (8.3333¢ — 03)x® + (4.1667¢ — 02)2* + (1.6667¢ — 01)2> 4 (5.0000e — 01)2% + z + 1
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yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. L(«) matrisinde o = 0 ve o« = 1000 alindiginda olusacak

durumu gozlemlemek icin asagidaki tablo olusturulmustur.

Cizelge 4.1. N=5 iken, a=1 ve a=1000 i¢in Ger¢ek Hata Fonksiyonlar1

T a=1 i¢in Ger¢ek Hata ~ a=1000 icin Gercek Hata
0.2 3.218068684862629¢-07 3.218068684861032e-07
0.4 2.901064084515070e-07 2.901064084514998e-07
0.6 4.339546211262757e-07 4.339546211265994e-07
0.8 4.210297239737315e-07 4.210297239731631e-07

1 8.450724728881198e-07 8.450724728881241e-07

Burada hatalarin kiigiik bir farka sahip oldugu gozlemlenip bundan sonraki érneklerde L(«)

matrisi tek bir o degeri icin olusturulup ornekler ¢oziilmiistiir.

1078 . . . . : T T T ——
#_H_/—*_’_’*—*—*_;_*W
5 o —#k—N=5igin Gergek Hata Fonksiyonu
107 F N=7 i¢cin Gergek Hata Fonksiyonu
MN=9 icin Gergek Hata Fonksiyonu
108 |
10—9 L
10710 |
10-‘1‘1 L
1012 |
10712 '

0.1 0.2 0.3 0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.2. Ornek 4.2°nin N = 5, 7,9 icin Gercek Hata Fonksiyonlarmin Karsilastiriimasi
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9 T T T T T T T T T

——— Gergek Hata Fonksiyonu es(x) /&
8r —£ Tahmini Hata Fonksiyonu es_?(x) 1

Sekil 4.3. Ornek 4.2’nin e5 Gergek Hata ve e5 ; Tahmini Hata Fonksiyonlariin

Kargilagtirilmast
-6
10 T T T T T T T — ——
f—F * * —— Gergek Hata Fonksiyonu es(x)
— = lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Es_?(x)
108 E —&— lyilestiriimis Hata Fonksiyonu Egq(x) |
iyilestirimis Hata Fonksiyonu Es_ﬂ(x]
1012 i 3
A2 ; g \ \
10 ] B iicin —o—b—————0
104 J
10_15 1 1 1 I 1 1 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.4. Ornek 4.2’nin e; Gercek Hata ve Es7, Esg, E511 Tyilestirilmis Hata

Fonksiyonlarinin Kargilastirilmasi

32



BULGULAR VE TARTISMA S. YILMAZ

Cizelge 4.2. Ornek 4.2’nin Gergek Hatalarinin Spline, Varyasyonel ve Ustel Yaklasim

Metotlarmnin Sonuglari Ile Kargilastiriimasi

Ustel Yaklagim Ustel Yaklasgim  Ustel Yaklagim Charlier
x; Metodu e3(z;) Metodu e5(x;) Metodu ejo(z;) Metodu e (z;)
(Yiizbas1 ve Sezer 2013)
0.2 1.8434e-002 3.2778e-003 4.0212e-005 3.85036e-10
0.4 2.7110e-002 3.2081e-003 4.9801e-005 4.57988e-10
0.6 2.1008e-002 4.4444e-003 6.0845e-005 5.33135e-10
0.8 3.5321e-002 4.6898e-003 7.4252e-005 6.41517e-10
1 1.1580e-001 1.2864e-002 7.5403e-005 1.15575e-9
Spline Varyasyonel Spline Metodu Charlier
Metodu Metodu h=0.001 m=3 Metodu
x;  (El-Safty ve Abo-Hasha 1990)  (Yu2008)  (Shadia 1992) eo(;)
0.2 1.980e-8 2.44e-5 1.37e-11 3.42533e-13
0.4 4.730e-8 2.28e-4 3.27e-11 4.92779-13
0.6 8.470e-8 9.00e-4 5.86e-11 1.47711e-13
0.8 1.130e-8 2.507e-3 9.54e-11 6.09664e-13
1 2.010e-7 5.71e-3 1.43e-10 2.01019e-13

4.3.2. Lane-Emden denklemleri icin 6rnekler

Bu boliimde iki Lane-Emden tipi diferansiyel denklem 6rnegi incelenmigtir. Lane-Emden
denklemleri i¢cin x = 0 noktas: tekil nokta oldugu icin, kollokasyon noktalar1 0’dan degil de

0’a cok yakin bir noktadan baglayarak belirlenmistir.
Ornek 4.3. Oncelikle ele alinmis Lane-Emden denklemi sudur: (Yiizbasi ve Sezer 2011)

2
y'(z) + =y (2) +y(z) =6+ 120+ 2* +2°, 0<z<1. (4.112)
X

Denklemin bagslangi¢ kosullari

y(0)=0 ve 3(0)=0 (4.113)

olarak verilmektedir. Denklemden de gozlemlenildigi iizere « = 2,a = b = y; = y2 = 0,p(x) =

1ve g(x) = 6 + 12z + 2% + 23tiir Denklemin tam ¢oziimii y(x) = x> + x3 olmak iizere
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N = 1 almmugtir. Kollokasyon noktalari xo = 0.00001 ve x1 = 1 olarak belirlenmistir. (4.41)

denkleminden, bu ornegin temel matris denklemi

[X + S[[KX — 0X(0)]H,] + PK2XH,H; — P0*X,H,H; — POK(XH;|L(a)A

=G - S0 - P0 - 0PK,

va da daha basit bir sekilde

[X + SKXH; + PK*XH,H;|L(a)A = G

olarak yazilabilir. Burada kullanilan matrisler su sekildedir:

1 0.00001 10 20000 0
= ’XOZ y p—y ’P:
1 1 10 0 2
4999 1
4999 10 10
G=|%%| H = JH, = |2 , L(2025) =
20 01 0 3

Burada bir W matrisi

W = [X + SKXH, + PK2XH,H,|L

seklinde tanmimlandiginda, (4.115) ile verilen temel matris formu

WA =G
hdlini alir ve A (Charlier katsayr matrisi)

A=W"G

esitligi kullanilarak su sekilde belirlenmistir:

A =
Bu matrisi y fonksiyonunu veren

y1(r) = K2XHH; LA
(X(x) = [1 T ... ;UN]) esitliginde yerine yazildiginda
y1(x) = 22 + a3

coziimiine, yani direkt tam ¢oziime ulasilmistir.
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Ornek 4.4. Jkinci olarak ele alinmis Lane-Emden denklemi sudur: (Caglar ve Caglar 2006)

8

8—332)2, 0<z<1. (4.116)

1
y'(@) + —y (2) = (
x
Denklemin kogullari

y(1)=0 ve y'(0)=0

seklinde verilmektedir. Denklemden de gizlemlenildigi iizere « = 1, p(x) = 0, a = y1 = y2 =
7

0,b=1veg(x) = (87812)2. Denklemin tam ¢oziimii y(r) = 2log(g——) olmak iizere N =

7,10,12 icin ¢oziilmiistiir. Kollokasyon noktalari ¢ = 0.1 ve d = 1 i¢in hesaplanmustir: (4.41)

denkleminden, bu érnegin temel matris denklemi
[X + S[0+ [KX — 0X(0)]H;]L(a)A = G — SO 4.117)
ya da daha basit bir sekilde
[X + S[[KX — 0Xy|H;]L(e)A = G (4.118)

olarak yazilabilir. Denklemdeki matrisler N = 7 icin

_1.0000 0.1000 0.0100 0.0010 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000_
1.0000 0.2286 0.0522 0.0119 0.0027 0.0006 0.0001 0.0000
1.0000 0.3571 0.1276 0.0456 0.0163 0.0058 0.0021 0.0007
1.0000 0.4857 0.2359 0.1146 0.0557 0.0270 0.0131 0.0064
1.0000 0.6143 0.3773 0.2318 0.1424 0.0875 0.0537 0.0330
1.0000 0.7429 0.5518 0.4099 0.3045 0.2262 0.1680 0.1248
1.0000 0.8714 0.7594 0.6618 0.5767 0.5025 0.4379 0.3816
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

1
1

0

1

—_
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o

0
0
0
0
0
0
0
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10 0 0 0 0 0 0 0
0 43750 0 0 0 0 0 0
0 0 28000 0 0 0 0 0
s_|0 O 0 20588 0 0 0 o
0 0 0 0 16279 0 0 0
0 0 0 0 0 13462 0 0
0 0 0 0 0 0 11475 0
0 0 0 0 0 0 0  1.0000
01 o 0 0 0 0 0 o
0 0.22857 0 0 0 0 0 0
0 0 035714 0 0 0 0 0
k|0 0 0 048571 0 0 0 o
0 0 0 0 061429 0 0 0
0 0 0 0 0 074286 0 0
0 0 0 0 0 0  0.87143 0
0 0 0 0 0 0 0o 1
[ 1.0025 | 100000 0 0 _%0000000_
1.0132 02 000000 03 000000
1.0327 00 3% 00000 00100000
G:1.0617’H1:000ioooo’HQ_oooéoooo’
1.1015 00004+ 000 0000000
1.1537 00000 GE 00 00000+ 00
1.22080 0000O0GO0T1LoO 0000O0GO0 4 0
1.3061 00 00O0GO0O0 3 0000000 §
10000 0 0 o]
01000 0 0 0
00200 0 0 0
L(O):oooesooo 0
00002 0 0 0
0000 0 120 0 0
0000 0 0 72 0
0000 0 0 0 5040

seklindedir. Burada bir W matrisi

36



BULGULAR VE TARTISMA S. YILMAZ

W = [X + S[[KX — 0X|H;|L
seklinde tanimlandiginda, (4.118) ile verilen temel matris formu
WA =G
hdlini alir ve A (Charlier katsay: matrisi)
A=W''G

esitligi kullanilarak

5.0000e — 01
1.1581e — 04
9.3156e — 02
9.8790e — 04
9.4391e — 04
2.1825e — 04
—2.2901e — 05

1.9817e — 06

olarak belirlenmistir. Bu matris y fonksiyonunu veren
yN(a:) = XK2H2H1LA

(X(z) =11 x ... zV|) esitliginde yerine yazilinca N = T i¢in y7(x) fonksiyonu elde edil-

mistir.

y7(x) = 0.00013872z° — 0.0002944428 + 0.0006235827 + 0.000755132° + 0.000296372° +
0.0155262% + (1.9302¢ — 05)23 + 0.2522 — 0.26706.

N = 10,12 icin de ayni adimlar uygulanarak iiretilen y fonksiyonlari asagidaki gibidir:

y10(z) = (9.3566e — 06)z'? — (3.8485¢ — 05)z! + (9.9971e — 05)z'° — (1.2216e — 04)2® +
(2.3548¢ — 04)x® — 27 4 (1.3351e — 03)2% — (1.0414e — 05)2® + (1.5627¢ — 02)z* —
(3.0257e — 07)x3 + (2.5000e — 01)z2 — (2.6706e — 01)
ve
y12(z) = (1.5609¢ — 06)x'4 — (8.1545¢ — 06)x'3 + (2.3894¢ — 05)x'2 — (3.9054e — 05)x'! +
(5.8357e — 05)x'Y — (3.91e — 05)x” + 0.000146372% — (1.1173e — 05)27 + 0.00130592° —
(9.3139¢ — 07)25 + 0.0156252* — (1.819¢ — 08)2> + 0.2522 — 0.26706.
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‘10‘5 T T T T T T T T T
—#—— N=7 i¢gin Mutlak Hata Fonksiyonu
—&— N=10igin Mutlak Hata Fonksiyonu
10-89 —FH— N=12 igin Mutlak Hata Fonksiyonu | |
4
10710 ]
10—12 i
10714 ]
10718 +
10_18 1 1 1 I 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.5. Ornek 4.4’iin N = 7, 10, 12 i¢in Gercek Hata Fonksiyonlarmin

Kargilagtirilmast

1.6 T T T T T T T T T
—— Gergek Hata Fonksiyonu e?(x)
14 —& Tahmini Hata Fonksiyonu e?_m(x) B

121

081

04 r

Sekil 4.6. Ornek 4.4’iin e; Gercek Hata ve e7.10 Tahmini Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi
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——— Gergek Hata Fonksiyonu e?(x)

+— lyilestirilmis Hata Fonksiyonu E?_g(x)
o —&— lyilestiriimis Hata Fonksiyonu E?:H(x)
10° ¢ iyilestiriimis Hata Fonksiyonu E?:]B(x) 3

— .(},.
107 !

Sekil 4.7. Ornek 4.4’iin e Gergek Hata ve Er 9, E7 11, Erg 1yile§tirilmi§ Hata

Fonksiyonlarinin Kargsilagtirilmasi
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Cizelge 4.3. Ornek 4.4’iin Gercek Hatalarinin B-spline, Tiireve Dayali Bessel

Kollokasyon ve Tiireve Dayali Charlier Kollokasyon Metotlarmin Sonuglari ile

Kargilagtirilmasi

B-spline Metodu
h =1/20 (Caglar

Bessel Metodu

(Yiizbas1 ve Sezer

Tiireve Dayali

Charlier Metodu

Integrale Dayali

Charlier

x;  ve Caglar 2006) 2011) er(x;) (Yiizbasi ve Yilmaz ~ Metodu e;(z;)
2023) e7(x;)
0.0 2.6000e-05 1.6012e-06 3.03786e-06 1.5253e-08
0.2 2.6000e-05 1.5665e-06 3.04714e-06 5.56786e-09
0.4 2.4000e-05 1.5577e-06 3.04875e-06 2.90777e-09
0.6 1.9000e-05 1.5524¢-06 3.04889¢-06 1.30939¢-09
0.8 1.1000e-05 1.5519¢-06 3.04656e-06 2.14983e-10
0.9 6.0000e-06 1.3845e-06 2.62967e-06 5.16319e-10
Bessel Metodu Tiireve Dayali Integrale Dayali
(Yiizbasi ve Sezer 2011) Charlier Metodu, Charlier
T e1o(x;) (Yiizbag1 ve Yilmaz 2023) ejo(z;) Metodu, eo(x;)
0.0 3.5790e-09 1.02343e-08 1.71467e-10
0.2 3.8808e-09 1.02189e-08 7.78732e-11
0.4 3.9875e-09 1.02142e-08 4.48768e-11
0.6 4.0500e-09 1.02118e-08 2.55458e-11
0.8 4.0957e-09 1.02234e-08 1.18248e-11
0.9 4.0323e-09 9.87415e-09 6.28049¢-12
Bessel Metodu Tiireve Dayali Integrale Dayali
(Yiizbagt ve Sezer 2011) Charlier Metodu, Charlier
T e12(x;) (Yiizbasi ve Yilmaz 2023) e15(z;) Metodu, e15(x;)
0.0 6.1045e-11 2.57733e-10 7.57761e-12
0.2 7.4741e-11 2.57444e-10 3.41368e-12
0.4 7.9562e-11 2.57313e-10 1.95119e-12
0.6 8.2334e-11 2.50808e-10 1.09574e-12
0.8 8.4234e-11 2.63807e-11 4.89008e-13
0.9 8.4689%¢-11 407.3597e-10 2.40265e-13
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4.3.3. Riccati denklemleri icin 6rnekler

Ornek 4.5. Riccati tipi denklem drnegi olarak éncelikle, parametrelerini kendimiz belirledigimiz

, 1 1, bt x?
V(@) = Gy) + )~ - ber 0<a<] @.119)

denklemi ele alinmigtir. Denklemin bagslangi¢ kosulu y(0) = 0 seklindedir. Denklemin tam ¢éziimii
y(x) = x? olmak iizere N = 1 alinmustir. Kollokasyon noktalart xq = 0 ve x1 = 1 olarak

belirlenmigtir. (4.48) denkleminden bu ornegin temel matris denklemi

[X — QKX — 0Xo] H;—2R0 [KX — 0X,] H;

~R[KX — 0Xo] H;L(a)A[KX — 0Xo]H{|L(a)A (4.120)
=G + Q0+ R0?
ya da
[X - QKXH; - RKXH;L(0)AKXH;|L(0)A = G (4.121)

seklinde yazilabilir. Burada kullanilan matrisler su sekildedir:

10 10 30 10 0 0 10
X: )XOZ yQ: )R: )K: )H1: ’
11 10 0 3 0 1 0 1 0 3
1 0 0
L(1) = .G =
-1 1 5

(4.121) lineer olmayan cebirsel sistemi uygun Matlab koduyla ¢oziilmiis ve A matrisi elde edil-
mistir. Bu A matrisi, y fonksiyonunu veren (4.45) denkleminde yerine yazilarak denklemin tam

coziimii olan y(z) = x? elde edilmistir.
Ornek 4.6. Ikinci Riccati tipi denklem érnegi olarak (Giilsu ve Sezer 2006)
y(z) = —y*(x)+1, 0<z<l1 (4.122)

ele alinnugstir. Denklemin baslangi¢ kosulu y(0) = 0 olmak iizere denklem tipinde ele alinan bazi
parametreler bu drnekte p(x) = 1, g(x) = 0 ve r(z) = —1 olmaktadir. Denklemin tam ¢oziimii
y(z) = gzi% olup, olusan hatalarin N arttikca nasil degistigini incelemek icin grafikte gosteril-
mek tizere N = 3,5, 8 alinmus ve literatiirdeki diger makalelerle karsilastirmak adina tablolarda
N = 5,8 almmmugtir. Kollokasyon noktalari ¢ = 0 ve d = 1 i¢in hesaplannugtir. (4.48) numaral

Riccati diferansiyel denklemleri icin genel temel matris denklemine buradaki parametreler entegre

edilince, bu drnegin temel matris denklemi su sekilde elde edilmistir:
XL(a)A + [KXH;L(a)A]? =P = 0. (4.123)

Bu denklemde (N = 3 icin) kullanilan matrisler su sekildedir:
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00 0 0 0 0 o] (1 0 0 0 (10 0 0
1 1 1 1

111 0Ll oo 0100 0100
X = 22287,K: 32 P = ,L(0) = :
1 2 4 8 00 20 0010 0020
111 1] 00 0 1] 000 1 000 6

3 000

0 L o0 o0

H, = 31

00 Lo

0 0 0 3

Bu lineer olmayan sistem MATLAB koduyla ¢ozdiiriildiigiinde A matrisi su sekilde elde edilmistir:

[ 1.0000e + 00 |
—1.9018¢ — 01
—1.0435¢ — 01

| —6.8097¢ — 02|

A matrisi y fonksiyonunu veren

yn(zr) = XKH;LA (4.124)

esitliginde yerine yazilinca N = 3 i¢in bulunan ys(x) ¢dziimii asagidaki gibidir.
y3(x) = (=1.0215¢ — 01)x* — (6.9567e — 02)z% — (9.5090e — 02)x2 + .
N=5 ve N=8 icin bulunan ¢oziimler ise;

ys(x) = (—2.2008¢ — 01)z5 + (5.3851e — 01)2® — (3.3230e — 01)2* — (2.0973¢ — 01)z3 —
(1.7479¢ — 02)2? + z

ve

yg(x) = (1.0026e — 01)2? — (3.7874e — 01)2® + (6.1009¢ — 01)z” — (6.0588¢ — 01)2% +
(4.5132e — 01)2% — (9.6999¢ — 02)x* — (3.1720e — 01)z® — (1.1650e — 03)z2 + x

seklinde bulunur.
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‘10_1 T T T T T T T
— & N=3igin Mutlak Hata Fonksiyonu ]
—#— N=5igin Mutlak Hata Fonksiyonu [
102 + —2&— N=8 igin Mutlak Hata Fonksiyonu
1072 ]
1074
100 E
/
_Sr—___é_
. /,1/
6 | ; ;
10 i /
"xﬂ____&//"
10_? 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.8. Ornek 4.6'nin N = 3, 5, 8 icin Gergek Hata Fonksiyonlarmin Karsilastiriimasi

0.035 T T T

0.03 r

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

—— Gergek Hata Fonksiyonu e3(x)
—4 Tahmini Hata Fonksiyonu e3_5(x)

Sekil 4.9. Ornek 4.6'nin e3 Gergek Hata ve e3 5 Tahmini Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi
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T T T

—#%— Gergek Hata Fonksiyonu eg(x)
lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Egg(x)

—&— lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Eg o(x)
lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Eg+1(x)

107 & I | 1 I | 1 i | i

Sekil 4.10. Ornek 4.6’nin ey Gergek Hata ve Fg g, Ex 10, Es 11 lyilestirilmis Hata

Fonksiyonlarinin Kargilagtirilmasi

Grafik, N degistikce gercek hata fonksiyonunun nasil degisecegini daha iyi gozlemlemek
adina MATLAB da logaritmik olcekle cizdirilmis olup, x = O iken gercek hata 0 oldugu icin gra-
fikte goriinmemektedir N = 3,5, 8 icin elde edilen yaklasik ¢oziimlerde ve tam ¢oziimde x = 0

icin fonksiyon degerlerinin 0 oldugu goriilmekte olup ve tabloda da kullanilmistir.
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Cizelge 4.4. Ornek 4.6’ nin Gergek Hatalarinin Adomian ve Taylor Metotlarinin

Sonuglari Ile Karsilastiriimasi

Adomian Metodu Taylor Metodu Charlier Charlier
(El-Tawil ve Bahnasawi 2004) (Giilsu ve Sezer 2006) Metodu Metodu
T; es(x;) es(x;) es(x;) es(x;)
0 0 0 0 0

0.2 0.12940e-4 0.679776e-6 0.12578e-3  0.21812e-5
0.4 0.94690e-4 0.83037745e-4 0.623724e-4  0.190514e-5
0.6 0.27565e-3 0.1318433002e-2  0.103198e-3 0.127422e-5
0.8 0.52715e-3 0.8987229732e-2  0.521317e-4 0.433196e-6
1 0.73570e-3 0.38405844044e-1  0.266949¢-3  0.892512e-4

4.3.4. Genellestirilmis-pantograph denklemleri icin 6rnekler

Ornek 4.7. ilk olarak ikinci mertebeden pantograph denklemi olan, parametrelerini kendimiz
belirledigimiz
" 3 x 3 25 g
y'(z) = —y(z)+y(z) +202° — —2°, 0<zx<1, (4.125)
4 2 32
denklemi N = 3 i¢in ele alinmistir. Bu denklemin baglangi¢ kosullari y(0) = 0 ve y/(0) = 0 dir.
Bu ornek icin olusturulan temel matris denklemi su sekildedir.
X — [PK*XH,H, + P0*XoHyH,; + POK(X(H;]|
(4.126)
— [K*XHH,H; + 0°XoHoH; + 0KoXoH;| LA(a) = G
ya da
[X - PK’XH,H; - K’XHH,H;|LA(a) = G (4.127)

seklinde daha kisa yazilabilir N = 3 icin bu denklemdeki matrisler su sekildedir.

1 0 0 o | [1 0 0 0]

1 3.3333¢—01 1.1111e—01 3.7037e — 02 1000
X = X, =

1 6.6667c — 01 4.444de —01 2.9630¢ — Ol 1000

1 1 1 1 10 0 0
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(11 1 1] (10 0 0 0 0 0 0]
1 313 0100 0 3.3333¢ — 01 0 0
H= L L(0) = K= ,
10 1 3 0020 0 0 6.6667¢ —01 0
1 0 0 g 0 0 0 6] 0 0 0 1]
10 0 0] (10 0 0 0]
05 00 0 £ 00 7.3753¢ — 01
le ,HQZ ve G = .
00 3 0 00 1 0 5.8230e + 00
0 0 0 g 0 0 0 ] 1.9219¢ + 01
Burada bir W matrisi
W = [X - PK*XH,H,; — K*XHH,H; | L
olarak tammlandiginda
o 0 0 0 .0
WG] 9.4444e — 01 3.2793e — 01 2.2055e — 01 2.2126e —01 ; 0.73753
’ 7.7778¢ — 01 6.2346e — 01 8.6214e — 01 1.7469¢ +00 ; 5.8230
5.0000e — 01 8.5417¢ — 01 1.8646¢ +00 5.7656e +00 ; 19.219

genisletilmis matrisi elde edilir. A (Charlier katsayi) matrisini elde etmek icin

esitligi kullanilarak

A=W1G
0
0
A =
0
3.3333 |

elde edilmistir. Bu A matrisi ys(x) fonksiyonunu veren

ys(z) = K2XH,H, LA

esitliginde yerine yazilinca

y3(x) = b

coziimiine, yani direkt tam ¢oziime ulasilmistir.
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Ornek 4.8. Genellestirilmis-pantograph denklemlerimizden ikincisi, iiciincii mertebeden pantog-

raph denklemi olan (Sezer, Akyiiz-Dagcioglu 2007)
Y3 (z) = 2y’ (22) — o/ () — y(g) + zcos(2x) + cos(g), 0<z<I1, (4.128)

denklemi ele alinmigtir. Denklemin baslangi¢ kosullart y(0) = 1, y/(0) = 0 ve 3”’(0) = —1

seklindedir. Tam ¢oziim y(x) = cos(x) tir. Bu ornek denklemin temel matris denklemi

[X — K2XHH, + K?XH,H, — K’XHH3;H,H, | L(a)A = G (4.129)

seklinde yazilabilir. Burada G matrisi g(x) = xcos(2x) + cos(§) + % — 1 fonksiyonunun matris

halini temsil etmektedir.

N = 3,5, 8 icin yaklasik ¢coziim denklemleri hesaplannustir. N = 3 icin bu denklemdeki matrisler

su sekildedir.
1 0 0 0 ] (10 0 0
1 3.3333¢— 01 1.111le —01 3.7037e — 02 1000
X = , Xo = ,
1 6.6667c —01 4.4444e — 01 2.9630e — 01 1000
1 1 1 1 | 10 0 0
111 1] 111 1] (10 0 0
024 6| . 141 3 0100
H= JH= ,L(0) = :
00 4 12 10§ 3 0020
00 0 8 10 0 3] 0 0 0 6]
0 0 0 0] (1 0 0 0] (L 0 0 0
0 3.3333¢ — 01 0 0 04 00 03200
K: ;le yH2: b
0 0 6.6667¢ —01 0 00 1 0 0010
0 0 0 1] 0 0 0 4] 00 0 ¢
S - - :
1000 0
0 1 00 2.6199¢ — 01
H; = ve G =
0010 1.5734e — 01
00 0 3 | —4.1356e — 01
(4.129) matris denkleminde
W = X—K2XHH1+K2XH2H1—K3XILIH3H2H1}L (4.130)

olarak adlandirildiginda
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1 0 0 0 ; 1
8.3410e — 01 2.6546e — 01 1.5844e — 01 1.2469e — 01 ; 1.0526

[W; G]
3.395le — 01  1.2397¢ —01 —1.3155¢ — 01 —1.3431e+00 ; 1.1107

| —4.7917e — 01 —8.3073e — 01 —3.1656e+00 —1.7699e+ 01 ; 1.1749]

genisletilmis matrisi elde edilir. A (Charlier katsayi) matrisini elde etmek icin
A=W"'G

esitligi kullanilnus ve A su sekilde belirlenmistir:

0
8.9461e — 01
1.9707¢ — 01

| —5.3871e — 02]

Bu A matrisi ys(x) ¢oziimiinii veren
ys3(z) = K3XH3;HoH LA — &
(X(z) = [1 T ... xN]) esitliginde yerine yazilinca
y3(x) = (—2.6936e — 03)x5 + (6.5690e — 03)2® + (3.7275¢ — 02)2* — (5.0000e — 01)z2 4 1
coziimii elde edilir N = 5, 8 icin de hesaplamalar ayn sekilde yapilarak

ys(z) = (4.0014e — 06)x% + (1.1198¢ — 04)x” — (1.6100e — 03)2°® + (1.5125¢ — 04)z° +
(4.1627¢ — 02)z* — (5.0000e — 01)x? + 1

ve

ys(x) = (4.4706e — 09)z! — (2.0786e — 07)x10 — (4.2407e — 07)2” + (2.5861e — 05)x® —
(1.3103e—06)27 — (1.3881e—03) 25— (2.2322¢—07) x5+ (4.1667e —02)2* — (5.0000e — 01 ) -2 41

yaklagsik coziimleri elde edilmistir.
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‘10_2 T T T T T T T T
—#— N=3 i¢gin Gercek Hata Fonksiyonu
N=5 icin Gergek Hata Fonksiyonu |-¥
— N=8 icin Gercek Hata Fonksiyonu
107 ¢ i
10-5 L i
E
(gt AT 3
10710 | A J
10_‘]2 1 1 1 I 1 1 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.11. Ornek 4.8’in N = 3,5, 8 icin Gergek Hata Fonksiyonlarinin Karsilastirilmasi

-5
1.8 X10 T T T T T T T T T

——— Gergek Hata Fonksiyonu es(x) /gk
1.6 —4 Tahmini Hata Fonksiyonu es_s(x)

1.4 F

1271

0.8

0.6 |

04 r

021

Sekil 4.12. Ornek 4.8’in e; Gergek Hata ve e5 ¢ Tahmini Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi
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100 L

10—10 L

—— Gergek Hata Fonksiyonu eS(x)
iyilestiriimis Hata Fonksiyonu E3 5(x)
—&—lyilestirilmis Hata Fonksiyonu E3_?(x)

...,.-.ﬁ_'.}v._....___
s ;},..,.,...

_o—o—F

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Iyilegtirilmis Hata Fonksiyonu E, ,(x)

Sekil 4.13. Ornek 4.8’in e; Gercek Hata ve Ess, B3 7, E3g Tyilestirilmis Hata

Fonksiyonlarinin Kargilagtirilmasi
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Cizelge 4.5. Ornek 4.8’in Gergek Hatalarinin Ustel, Taylor ve Bessel Metotlarinin

Sonuglari Ile Karsilastiriimasi

Ustel Kollokasyon Metodu Charlier
(Yiizbas1 ve Sezer 2013) Metodu

x; es(x) es(z;)

0 0 0
0.2 5.2603e-004 5.00748e-06
0.4 6.6783e-003 5.05096e-05
0.6 2.6954e-002 1.19586e-04
0.8 6.8182e-002 7.73327e-06

1 1.3362e-001 8.48561e-04

Ustel Kollokasyon — Taylor Metodu (Sezer Bessel Metodu Charlier

Metodu (Yiizbasi ve  ve Akyiiz-Dascioglu  (Yiizbas: vd. 2012) Metodu

x;  Sezer 2013) eg(z) 2007) es(x;) es(x;) es(z;)
0 4.2788e-013 0 0 0
0.2 7.5859e-006 8.00e-8 4.9377e-11 3.84121e-11
0.4 3.7294e-005 5.12e-6 1.0456e-10 8.15662e-10
0.6 6.7100e-005 5.832e-5 1.1634e-08 5.62117e-09
0.8 4.7974e-005 3.277e-4 1.0821e-07 2.58922e-08
1 7.1575e-004 1.25e-3 4.9681e-07 8.91049¢-08

Ornek 4.9. Genellestirilmis-pantograph denklemi olarak iiciincii ornek, iiciincii mertebeden pan-

tograph denklemi olan (Yalcinbas vd. 2011)
y () = —y(z) —yl@ —0.3) + 203, o<z <1, (4.131)

denklemi ele alimmisnr. Denklemin baglangi¢ kosullart y(0) = 1, y/(0) = —1 ve 3"(0) = 1

seklindedir. Tam ¢oziim y(x) = e~ * tir. Bu drnek denklemin temel matris denklemi
(X + K’XH3H,H; + K*XHH;H,H; | L(0)A = G (4.132)

seklinde yazilabilir. Burada G matrisi g(x) = =103 — 22 4-2.32—2.345 fonksiyonun matris ver-

siyonunu temsil etmektedir. N = 3,6, 8, 10 icin yaklasik ¢oziimler hesaplanmis olup, N = 6, 8,10
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icin hesaplanan ¢oziimler grafiklerde ve tablolarda literatiirdeki diger coziimlerle karsilastirmak

icin kullanmilnugtir N = 3 icin (4.132) matris denklemindeki matrisler su sekildedir.

1 0 0 0o | 1 —03 0.09 0.027]
x_ |1 33833¢—0L Llllle—01 3.7037e—02, g |0 1 06 027
1 6.6667e —01 4.4444e — 01 2.9630e — 01 0 0 1 09
1 1 1 1 | o 0 0 1
10 0 0 0 0 0 0] 10 0 0
L(0) = 0100 |0 3333301 0 O,le 04 00
0020 0 0 6.6667¢ — 01 0 00 %0
0 0 0 6 0 0 0 1] 00 0
L0 0 0 (L 0 0 0] [—9.9514¢ — 01]
i, 3 0 3 00 PLi, 0 1 00 oG |TT2228e—01)
00 3 0 00 3 0 —5.6307¢ — 01
0 0 0 3] 0 0 0 ] | —5.4841e — 01
(4.132) matris denkleminde
W = [X + K*XH3H,H; + K°XHH3;H,H; | L
olarak adlandirildiginda
(W; G| =
9.9550e — 01 3.3750 — 04 —8.1000¢ — 05 3.6450e — 05 ; —9.9514e — 01]
1.0062¢ + 00 3.3385¢ — 01  2.2236e — 01  2.2229¢ — 01 ; —7.2223¢ — 01
1.0576¢ + 00 6.7565¢ — 01  8.9350e —01  1.7823¢ +00 ; —5.6307e — 01
1.2238¢ +00 1.0517e +00 2.0389¢+00 6.0559¢ +00 ; —5.4841e —01]

genisletilmis matrisi elde ediliv. A (Charlier katsayi) matrisini elde etmek icin

A=W-lG

esitligi kullanilnis ve A su sekilde belirlenmistir:

Bu matrisi y fonksiyonunu veren
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ys(z) = K3XH;HoH LA + 2 — 2+ 1
(X(x) = [1 T ... xN]) esitliginde yerine yazilinca

y3(r) = (8.5414e — 04)x5 — (7.7339¢ — 03)x® + (4.1404e — 02)z* — (1.6667e — 01)z3 —
(5.0000e — 01)x? —z + 1

coziimii elde edilir N = 6,8 ve 10 icin de hesaplamalar ayni sekilde yapildiginda

ye(r) = —(1.6826e — 06)x” + (2.2754e — 05)2® — (1.9621e — 04)z" + (1.3875¢ — 03)x —
(8.3328¢ — 03)x® + (4.1667¢ — 02)2* — (1.6667¢ — 01)z> + (5.0000e — 01)22 — z + 1,

ys(x) = —(1.5270e — 08)x'! + (1.5270e — 08)x'% — (2.7225¢ — 06)x” + (2.4771e — 05)2® —
(1.9839¢ — 04)x" + (1.3889¢ — 03)x% — (8.3333¢ — 03)a® + (4.1667¢ — 02)x* — (1.6667¢ —
01)x3 + (5.0000e — 01)z? — 2 + 1

ve

y10(r) = —(9.7641e — 11)2' + (1.9077e — 09)x'% — (2.4736e — 08)x'! + (2.7520e —
07)z'0 — (2.7554e — 06)z? + (2.4801e — 05)z8 — (1.9841e — 04)x" + (1.3889¢ — 03)2° —
(8.3333e — 03)2® + (4.1667e — 02)z* — (1.6667¢ — 01)2 + (5.0000e — 01)2? — x + 1

yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.

108 ¢ . . . .
10710 L —*—— N=6 igin Gergek Hata Fonksiyonu

N=8 icin Gergek Hata Fonksiyonu

F —<—— N=10 i¢in Gergek Hata Fonksiyonu
10-‘12 ;_ _;
104 L o ]
10716 | ]
1018 i I 1 1 | | 1 ! |

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.F 0.8 0.9 1

Sekil 4.14. Ornek 4.9’un N = 6, 8, 10 i¢in Gergek Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi
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%1 0-12
1 5 T T T T T T T
—— Gergek Hata Fonksiyonu eg(x) 3
—&4—— Tahmini Hata Fonksiyonu eg 14(x)
1 - -
05 -
O & L 1 1 1 1 L 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.15. Ornek 4.9’un eg Gercek Hata ve eg,10 Tahmini Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi
10_5 F T T T -
E —#— Gergek Hata Fonksiyonu eg(x)
iyilestirilmis Hata Fonksiyonu Eg7(x)
F —&— lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Egg(x)
10°® 1 iyilestiriimis Hata Fonksiyonu Eg o(x)
1019 —
10—127;
10-‘14 F
1018 r 1
F L 1 1 | 1 1 | 1 E
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.16. Ornek 4.9’un e Gercek Hata ve Es7, Es s, Eeg Iyilestirilmis Hata

Fonksiyonlarinin Karsilagtirilmasi
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Cizelge 4.6. Ornek 4.9’un Gercek Hatalarinin Hermite, Taylor ve Jacobi

Rasyonel-Gauss Metotlarinin Sonugclari ile Kargilastirilmasi

Hermite Metodu Taylor Metodu Charlier
(Yal¢inbas vd. 2011) (Yiizbast ve Ismailov 2018) Metodu

x; es(z) es(x;) es(;)
0.2 6.2e-9 6.777e-11 4.33671e-14
0.4 5.76e-8 3.312e-10 2.17984e-13
0.6 1.796e-7 8.428e-10 5.20298e-13
0.8 3.735e-7 1.543e-9 9.36059%-13
1 6.368e-7 2.491e-9 1.41294e-12
Jacobi Rasyonel-Gauss Metodu Taylor Metodu Charlier

(Yousefi ve Behroozifar 2010)  (Yiizbasi ve Ismailov 2018) Metodu

Ly e26(7) e1o(;) e1o0(;)

0.2 3.605e-8 2.313e-13 1.84975e-17
0.4 9.299¢-9 1.168e-12 2.49921e-16
0.6 3.503e-10 2.775e-12 5.12028e-15
0.8 8.345e-9 5.125e-12 3.662355e-14
1 1.161e-8 8.123e-12 2.36992e-13

Ornek 4.10. Genellestirilmis-pantograph denklemi olarak dordiincii Grnek denklemi, iiciincii mer-

tebeden pantograph denklemi olan (Yiizbast ve Sezer 2013)

1 1
y(g)(m)—xy”(ga;—1)+xy/(1x+1)+y(:c) =—x <e*%“1 + e*iz%) , 0<z<1, 4.134)

denklemi ele alimmisnir. Denklemin baglangi¢ kosullart y(0) = 1, y/(0) = —1 ve 3"(0) = 1

seklindedir. Tam ¢oziim y(x) = e~ tir. Bu ornek denklemin temel matris denklemi
[X — K2XHH, + K>XHH,H, + K3XH3H2H1} L(a)A = G (4.135)

seklinde yazilabilir. Burada G matrisi g(x) = —x (e_%%Jrl + e_%x_l) - %1‘2 + 2z — 1 fonksi-
yonun matris versiyonunu temsil etmektedir. N = 3,5, 7 icin hesaplanan ¢oziimler grafikte kulla-

nimisti. N = 3 icin (4.135) matris denklemindeki matrisler su sekildedir.
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1 0 0 0 1 -1 1 -1
g |1 33333e—01 Llllle—01 37037e—02| |0 1/3 -2/3 1
1 6.6667¢ — 01 4.4444c — 01 2.9630¢ — 01| 0 0 1/9 —1/3|
1 1 1 1 | 0 0 0 1/27]
11 1 1] (10 0 0]
0 1/4 1/2 3/4 0100
- /4 1/ / L(0) = ’
0 0 1/16 3/16 0020
0 0 0 1/64] 0 0 0 6
0 0 0 0] (1 0 0 0] (L 0 0 0
0 3.3333e — 01 0 0 03 00 0 5 00
K: ,H]_: yH2: »
0 0 6.6667¢ —01 0 00 3 0 0010
0 0 0 1] 0 0 0 %] 0 0 0 £]
- - i :
1000 ~1
0 1 00 —1.3403
H; = ve G =
00 %0 —1.6587
0 0 0 ] | —1.9842]
(4.135) matris denkleminde
W = X—K2XHH1+K3XHH2H1+K3XH3H2H1}L (4.136)
olarak adlandirildiginda
o 0 0 0 S
WG] 1.4981e + 00 2.7279%¢ — 01 4.5495¢ —01 5.9358¢ — 02 ; —1.3403
’ 2.0216e + 00 6.4969¢ — 01 1.3082¢ +00 1.8485¢+00 ; —1.6587
2.6146¢ + 00 1.1450e +00 2.6378¢ +00 6.6692¢ 400 ; —1.9842]

genisletilmis matrisi elde edilir. A (Charlier katsayi) matrisini elde etmek icin
A=WIG

esitligi kullanilmis ve A su sekilde belirlenmistir:

-1
8.1047¢ — 01
~1.4061e — 01
| 1.0987¢ — 02 |
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Bu matrisi y fonksiyonunu veren
yg(.%') = K3XH3H2H1LA
(X(x) = [1 x ... xN]) esitliginde yerine yazilinca

y3(x) = (5.4935e — 04)2% — (4.6869¢ — 03)x® + (3.3770e — 02)x* — (1.6667e — 01)z3 +
(5.0000e — 01)2? — 2 + 1

coziimiine ulasilmigtir. N = 5, 7 icin de hesaplamalar aym sekilde yapilarak

ys(r) = (1.3855¢ — 05)x% — (1.7111e — 04)x" + (1.3098¢ — 03)2°® — (7.9592¢ — 03)z° +
(4.0829¢ — 02)x* — (1.6667¢ — 01)23 + (5.0000e — 01)z% — x + 1

ve

y7(7) = (1.6684e—07)x'0—(2.5083e—06) 2"+ (2.4379e—05) 28— (1.9748¢—04) 27 +(1.3855¢ —
03)z% — (8.3165¢ — 03)2® + (4.1629¢ — 02)x* — (1.6667e — 01)x3 + (5.0000e — 01)z? — 2 + 1

yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.

—#— N=3 igin Gergek Hata Fonksiyonu
N=5 igin Gergek Hata Fonksiyonu
N=7 igin Gergek Hata Fonksiyonu

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.17. Ornek 4.10’un N = 3,5, 7 i¢in Gergek Hata Fonksiyonlarinin

Karsilagtirilmasi
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-4
6 %10

T T T T T
—+— Gergek Hata Fonksiyonu es(x)
—~A— Tahmini Hata Fonksiyonu es 7(x)

Sekil 4.18. Ornek 4.10’un e5 Gergek Hata ve e5 ; Tahmini Hata Fonksiyonlarinin

Kargilagtirilmasi

! —#— Gergek Hata Fonksiyonu es(x)

— & lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Es g(x)
100 L —_ [yilesnri\mws Hata Fonksiyonu Es 7(x)
lyilestirilmis Hata Fonksiyonu Es (x)

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.19. Ornek 4.10’un e; Gercek Hata ve Es¢, Es 7, Es g Iyilestirilmis Hata

Fonksiyonlarinin Kargsilastirilmasi
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5. SONUCLAR

Yapilan bu calisgmada Charlier polinomlarinin integral denklemlerini baz alan kollokasyon
yontemi gelistirilmis ve multi-pantograph tipi diferansiyel denklemleri, Lane-Emden diferansiyel
denklemleri, Riccati diferansiyel denklemleri ve genellestirilmis pantograph diferansiyel denklem-
lerinin yaklagik ¢oziim fonksiyonlarini bulmak i¢in kullanilmagtir. Farkli 6rneklere uygulanarak
yontemin hassasiyeti, dogrulugu ve uygulanabilirligini incelemek adina tablolar ve grafiklerden
yararlanilmistir.

Grafikleri inceleyerek kesme sinir1 olan N degerinin arttirilmasiyla gercek hatalarin azaldigi goz-
lemlenmistir. Olugturulan MATLAB kodlariyla kesme siirt kolayca istenilen biiyiikliikte secile-
bilmektedir. Bir bagka deyisle, hatalar kolayca kiiciiltiilebilmektedir. Ayrica tahmini hata degerleri
de grafiklerde gosterilmistir ve gercek hata degerleri gibi ¢ok kii¢iik olduklart gbzlemlenebilmek-
tedir. Tyilestirilmis hatalarda ayr bir grafikte incelenmistir.

Tablolarda ise hesaplanan gercek hatalarin literatiirdeki diger yaklasim metotlariyla karsilatiril-
mas1 sunulmustur. Bu karsilagtirmadan ¢6ziimlerin dogrulugu ve giivenilirligi gozlemlenebilmek-
tedir.

Ortaya konulan Charlier kollokasyon yonteminin, multi-pantograph tipi diferansiyel denklemleri,
Lane-Emden diferansiyel denklemleri, Riccati diferansiyel denklemleri ve genellestirilmis pan-
tograph diferansiyel denklemlerinin yani sira, lineer ya da degil, diger diferansiyel denklemler

icin de gelistirilip uygulanabilecegi ongoriilmektedir.
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