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Bu calismada Oncelikle latis sirali gruplarin ve bu gruplardaki norm
fonksiyonunun bir takim 6zellikleri incelenip bu gruplarda kabul edilebilir elemanlar
olarak adlandirilan bir takim 6zel elemanlar tanitildi.

Norm fonksiyonu ve kabul edilebilir elemanlarin C ile gosterecegimiz bir
kimesi yardimiyla bir latis siral1 grup Uzerine dogal yollarla bir topoloji konulabilir.
Ote yandan bu topoloji C kiimesinin segimine bagli oldugundan C topolojisi olarak
adlandirilir.

Bu calismada Arsimed aksiyomunu saglayan 2-boltnebilir latis siral1 gruplar
caligilip bu gruplarin C topolojisi ile birer topolojik grup oldugu belirtilmistir.
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In this work, we investigate some properties of a lattice ordered groups and
norm function on this group and we recognize some special elements which is called
admissible elements of alattice ordered groups.

Furthermore one can define a topology in a natural way on a lattice ordered
group by norm function and a set C of admissible elements. Since this topology
depends on the choice of the set C, we call this topology as C topology.

If alattice ordered group is 2-divisible and satisfies Archimedes' axiom then

this group is atopological group with C topology.
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1.GIRIS Sebnem UY SAL

1.GIRIS

Siralama kavrami matematikte ve mantik ve bilgisayar bilimleri  gibi
matematige yakin branslarda 6nemli bir rol oynar. Matematigin bir ¢ok alamndaki
kavramlar sirali kimeler teorisi ile modellenebilir. Ornek olarak srali kiimeler
teorisinde kalanli donusimler olarak bilinen dontstimleri analizin temel araglarindan
biri olan siirekli donistimlere karsilik getirebiliriz.

Calismamizin ikinci boluminde sirali kimeler , kimeler arasindaki sira
koruyan dontsim ve kalanli dontdsumler ile ilgili bazi1 temel tamim ve teoremleri
verdik.

Uclincii bolimde ise latis ve latis morfizmleri hakkinda baz temel tamm ve
teoremleri verip sirali cebirsel yapilardan 6zellikle de sirali gruplardan bahsettik.
Daha sonra latis sirali gruplardan ve bu gruplardaki mutlak deger normu ve
ortogonallik kavramlarim agiklamaya calistik. Ayrica konveks gruplar ve konveks
[-gruplar hakkinda baz: bilgiler verdik.

Dordiinct bolumde ise reel sayilarin karakterizasyonu ile ilgilendik. Bunun
icin siralt Arsimed yapilar ve Ozelliklede sirali Arsimed cisimler ve latis sirali
Arsimed gruplar hakkinda bazi temel tanim ve teoremleri verildi. Tam siral
Arsimed gruplarin ( j , +) nin bir alt grubunaizomorfik oldugu sdylendi.

Besinci bolumde oncelikle latis siral1 toplamsal gruplarin ve bu gruplardaki
norm fonksiyonunun bir takim 6zellikleri incelenip bu gruplarda kabul edilebilir
elemanlar olarak adlandirilan bir takim 6zel elemanlar tanitilmistir. Daha sonra bu
0zel elemanlar yardimiyla latis sirali gruplar Uzerinde tammlanan bir topoloji
incelenmistir ve Arsimed aksiyomunu saglayan 2-bolunebilir latis siral1 gruplarin bu
topoloji ile bir ayrik olmayan topolojik grup oldugu gosterilmistir. Calismamizin
5.bolimindeki sonuglar lvica Gusic tarafindan “A Topology on Lattice Ordered
Groups’ (Proc. A.M.S.1998) isimli makalede gosterilmistir. Biz ise ¢calismamizda bu
makaledeki sonuclardan bazilarini farkli yontemlerle gosterdik.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Sirah Kavram

E bostan farkli bir kiime ve R de EXE={(x,y)| X,y | E}kartezyen carpim
kimesinin bir alt kimesi olsun. R kimesine E Uzerinde bir baginti denir.
X,yl Eolmak Uzere (x,y)l R ifades genellikle xRy formunda vyazilir.
Asagidaki kosullar saglamyorsa R ye E Uzerinde bir denklik bagintisi denir.

()" xI Eicin(x,x)l R ise R yeyanamal,

2" x,yl Eicin(x,y)l R iken(y,x)] R oluyorsa R yesmetrik,

3 " x,y,zl Eicin (x,y)I Rve(y,z)l Riken(x,z)l Roluyorsa R

ye gecismelidir denir.

(20" x,yl E icin(x,y)l Rve(y,X)| Rikenx=yoluyorsa Ryeters

smetrik denir.

Tamm 2.1.1: E bos olmayan bir kiime olsun. E Uzerinde yansimali, ters simetrik ve
gecismeli bir £ bagintisim E Uzerinde bir siralamis olarak adlandiracagiz.
(xy)I £ ifadesi xEy formunda yazilabilir. Bir baska ifade ile £ bagintisimn E

Uzerinde bir siralanig olmasi igin

1." xI Eicin x£x

2." x, ¥yl Eigineger xEyvey£Exisex=y
3" x Vv, 2zl Eicineger xEyvey£zisexEz
gerekir ve yeterdir.

Ornek 2.1.2: Dogal sayilar kiimesi {izerinde m\n seklinde tammlanan balunebilirlik
bagintisi bir siralamsdir.
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Ornek 2.1.3: Eger (Ey, £,)),...... (En, £,) srali kiimeler ise 0 zaman éE kartezyen

carpim kumesi Uzerinde (X,......X,) £ (Y;,----» Y,) U X £; y. seklinde tammlanan

bagint1 bir siralanistir.

(E, £) srali kiimesinin x, y elemanlar: karsilastirilabilir ise x£y veya y£x
kosulundan biri saglamyordur. Eger E nin tam ikilileri karsilastirilabiliyorsa E bir
zincirdir veya £ tam siralamsdir denir.

Ornek 2.1.4: j,¢,a,¥ timikilileri karsilastirilabilir oldugundan zincirdirler.

Tanmim 2.1.5: (E, £) sirali bir kiime olsun. Eger x<y ise ve x<a<y olacak sekilde
al Eyoksay, xi orter denir ve x py seklinde gosterilir. y, x i Ortlyor ise

y

X

seklinde bir diyagram ile gosterilir. Bu diyagrama Hasse diyagram: denir.
Ornek 2.1.6: E={1, 2, 3, 4, 6, 12}, 12 nin pozitif bolenlerinin kiimesi olsun. E

Uzerindeki bolunebilirlik bagintistyla bir sirali kimedir ve bu siralamaya uyan Hasse
diyagrami asagidaki sekildedir

12

6
3©> 4
2

1
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2.2. Sira Koruyan Donusumler

Tanim 2.2.1: (A;£,) ve (B;£,) srali kimeler olsun. Eger x, yl A ve xX£,y iken
f(X) £, f(y) oluyorsaf:A® B donustimune izoton donisum denir.
Eger x, yl A ve x£,y iken f(x)3, f(y) oluyorsa f:A® B donusiimine antiton

doénistm denir.

Ornek 2.2.2: E bos olmayan bir kiime ve Al E olsun. O zaman f,(X)=AC X ile

verilen f,: P (E)® P(E) donusumu izotondur. Eger X ¢, X in E deki timleyeni ise

ozamanP(E) ® P(E), X® X¢ donlsumu antitondur.

Tamim 2.2.3: (E, £)siral1 bir kime ve D, E nin alt kiimesi olsun. Eger xI D, yl Eve
y< x kosulu saglandigindayl D oluyorsa D ye E nin bir inig kiimesi denir. Bos kiime
E nin bir inis kiimesidir.

x =(yl E|ly=d
formunda olan kimelere esas inis kiimesi denir.

Eger xI U, yl E ve y>x kosulu saglandiginda yl U oluyorsa U ya E nin bir

¢ikis kimesi denir. Benzer sekilde

X =yl E[y>x}
formunda olan kiimelere esas ¢ikis kiimesi denir.

Ornek 2.2.4: Pozitif rasyonel sayilar zincirinde

{al ="|q* £2}
kimesi bir inis kimesidir. Fakat esas inis kiimesi degildir.

Ornek 2.2.5: Eger A ve B, E siral1 kiimesinin birer inis kiimeleri ise 0 zaman AC B
ve AE B de birer inis kiimeleridir. Bu esas inis kiimeleri icin genellikle dogru
degildir.
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Ornegin

a b
Hasse diyagramu ile verilen siral1 kiimesi igin
c Cd ={ab=a Eb

dir.
Teorem 2.2.6: Eger E,F sirali kimeler ve eger :E® F herhangi bir dontisim ise o
zaman asagidakiler birbirine denktir.

1. f izotondur.

2. Finher esasinig kiimesinin ters gorunttisii E nin bir inis kimesidir.

3. Finher esas ¢gikig kimesinin ters gorunttisi E nin bir ¢ikis kimesidir.

ispat:(1) b (2): fizoton, yl FveA=f" (y )={xT E: f(x)1 y } olsun. Eger A= £
ise A bir inis kiimesidir. A A ve
xI A=17 (y )={xl Ef(X)! y }={xI Ef(X) £y} olsun. " (zI E,z£X)igin
zI A oldugunu gostermeliyiz. z£ x ve f izoton oldugundan f(2) £f(x) £y dir.
Dolayisiylazl A olup A bir inis kiimesidir.

(2)P (1): Fin her esasinis kiimesinin ters gorinttsti E nin bir inis kimesi
olsun. O zaman " x| Eiginxl f~ &f (x)_gve £ &f (x)_B bir inis kiimesi
oldugundan " (yl E, y<x)icinyl f~ g’f (x)_Hqur. Bu yiizden f(y) £f(X)

olup dolayisiylaf izotondur.

(1)U (3):Benzer sekilde yapilir.
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2.3. Kalanl Dénusumler

Teorem 2.3.1: Eger E ve F sirali kimeler ise 0 zaman f:E® F bir donisim olsun.
Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.
(1) Fin her esasinis kiimesinin f altindaki ters gorintisii E nin bir esas inis
kumesidir.
(2) fizotonve gof=>id.ve fog £id. olacak sekilde g:F® E bir izoton

doéndstim vardir.

ispat: (1)P (2): (1) i kabul edelim. Bu durumda her yl Ficinf™ (y )=x olacak
sekilde bir xI E vardir. Teorem 2.2.6 dan dolay: f izoton dur. Agikga
gorulmekte ki her yl F icin bu sekilde ki x eleman tek olup g: F® E, g (y)=x

donUstmiini tanimlayabiliriz. f~ izoton oldugundan g de izoton dur. Bu g
donustimiicing(y)l g(y) =x =17 (y )dir. Dolayisiylaher yl Figin
f(g(y)) £y dir. Benzer seklidexl £~ (f(x) )=g(f(x)) olup x£ g(f(x)) dir.
Dolayisiyla fog £id. ve go f >id. dir.

(2) P (1): (2) yi kabul edelim. O zaman f(X) £ y ise x< g(f(x)) <g(y) ve diger
yandan x < g(y) ise f(x) £f(g(y)) dir. Buradan f(x) £yU X£ g(y) ve dolayisiyla
f7(y)="f"(f(x)=x olur.

Tamim 2.3.2: Bir onceki teoremin kosullarindan biri saglaniyorsa f: E® F
doéntsimiine kalanli donistm denir.

Eger f.E® F bir kalanli donisum ise o zaman fog<id. ve gof >id;
olacak sekilde bir tek g: F® E izoton dontsim vardir. Tekligi gostermek istersek g
ve g gibi her biri izoton olan doniisiimler segelim.

O zaman
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g=idcog=<(gof)og
=g o(fog)£f g oid.
:g*
olup g £ g olur. Ayni benzerlikle g" £ g olup dolayisiyla g= g’ dir. Dolayisiyla

g tekdir. Bu donisime f nin kalam denir ve f*ile gosterilir.
Acikca gorilebilir ki f:E® F dontsumunin kalanli olmasi icin gerek ve yeter
kosul her yl Ficin
fr(y)=max £ (y )=max {xI E: f(X)£y}
olmasidir. Ayrica
ffof 3 ideve fof™ £id.

oldugu da agiktur.

Ornek 2.3.3: Eger E herhangi bir kime ve A | E ise o zaman | ,:P(E)® P(E)

I ,(X)=AC X donisimi | ; (Y)=YE Adkaan ile kalanlidur.

Ornek 2.3.4: ml ¥\{0 icin f @ ¥ ® ¥donusumd f_(n)=mn iletammlansin. O

—

-

U ile kalanlichr. gdg.al = nuntamsay: kismim belirtir.

mf

D
©

l

zaman f_, f (p)=

@D

Teorem 2.3.5: Eger f.E® F kalanl1 ise 0 zaman
fof'of =f ve f'ofof " =f"

drr.

Ispat: f izoton oldugunagore fo f*of >foid.= f ve
fof'of £id.of =f oldugundan fo f*of = f dir. Aym sekilde

f'ofof"£ ffoid. =f"ve flofof"3id.of"=f"olup f'ofof™=f"du.
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Teorem 2.3.6: Eger .E® F ve g:F® G kalanli donusimler ise 0 zaman gof:E® G

de kalanli dontistimdir ve (go f)" = f ‘og™ drr.

Ispat: fogvego f izotondur. Ayrica f*og*o(gof)? f*oid.of=f*of 3id. ve

(gof)o(f'og™) £ goid.og™= gog™ £id,, dir.
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3. LATISVE LATiISMORFizZMi
3.1. Yari LatisveLatider

Teorem 3.1.1: Eger E siral1 kUme ise asagidakiler birbirine denktir.

1." xI Eigin x den E ye donistimii kalanlidhr.

2. Herhangi iki esas inis kiimesinin arakesiti bir esas inis kimesidir.

Tamm 3.1.2: Eger E bir 6nceki teoremde ki kosullarin birini sagliyorsa

X Cy =a olacak sekilde a elemanini xUy ile gbsteririz. Bu durumda E ye bir
kesisen (meet) yari latis veya U-yar1 latis denir. Benzer sekilde eger iki esas cikis
kimesinin kesisimi bir esas cikis kimesi ise X Cy =b olacak seklideki b
elemamint xUyile gosteririz. Bu durumda E ye bir birlesen (join) yar: latis veya

U-yar1 latis denir.

Ornek 3.1.3: Her zincir xUy=min{x,y} ile bir kesisen yar1 latisdir.

Ornek 3.1.4: (¥ ;) dogal sayilardaki bolme islemi, mUn = obeb{m,n} olup (¥;])
bir kesisen yar1 latisdir.
E bir kesisen yar1 latis olsun E tzerinde (x, y)® x Uy ikili iglemini tammlayalim.
1. x C(y Cz)=(x Cy )Cz olup U, E lizerinde birlesmelidir.
2.x Cy =y Cx olup U, E iizerinde degismelidir.
3. x Cx =x olup (E, U) bir degismeli idempotent yarigruptur.
Tanim 3.1.5: E bir yarigrup olsun. " xI Eicin x* = xoluyorsa E ye idempotenttir

denir.

Teorem 3.1.6: Her degismeli idempotent yarigrubu bir kesisen yar1 latis yapan bir

siralama vardrr.
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Ispat: E degismeli idempotent yarigrup olsun. E (izerindeki R bagintisim
XRy U xy = xolarak tammmlayalim. Bu durumda R bir siralamsdir. Bunu gérelim.
i) " xI Eicin x* = xolup dolayisiylaxRx dir. Bu yiizden R yansimalichr.
i) " x yl Eigin xRy ve yRxise x=xy = yx = yolup R ters simetriktir.
i) " %y, zl Eigin xRy ve yRz isexy=x ve yz=yolur. Dolayisiyla
X =Xy = xyz = xz dir. Bir bagka ifade ile xRz olup R gegismelidir.
R bagintisim kisaca £ ile gosterecegiz. Dolayisiyla (E, £) bir siralamsdir.
" X, yl Eicin xy=xxy=xyx olup dolayisiylaxy £x olur. Benzer sekilde xy = xyy
olup xy £ y dir. Dolayisiyla xy| x Cy dir. Varsayalimki zE x Cy olsun.

Ozamanzl x vezl y olupz£xvez£y dir. Bundan dolay: z= zx ve z= zy dir.
z=2zy=2zxy olup z£ xyolur. Dolayisiyla xy en blyUk alt stnir olup xUy=xy dir.
DolayisiylaE, bir U-yari latisdir.

Tamim 3.1.7: E bir sirali bir kime ve F, E nin at kimesi olsun. " yl F igin x£y

oluyorsax| E elemamnaF in alt siniry; y<x oluyorsax e F in Ust snir1 denir. E de F

in alt simirlarinin kiimesini F, F in Ust sinirlarinin kiimesini F ile gosterecegiz.

Not: A tarafindan dogurulan inis kiimesi A ile gosterilir ve
A ={xl E|" al A icin x£a}dr. A tarafindan dogurulan cikis kimesi A ile
gogerilir ve A" ={xI E|" al Aigin a £x}dur.

Tamm 3.1.8: Eger E sirali kime ve F, E nin alt kiimesi ise F in alt sinirlarinin en
blyugtine (meveut ise) F in en blyuk alt simirt veya infimumu denir. inf. F veya
inf F ile gosterilir.

U-yar1 latisin her sonlu { X, %, ,....... , X, } alt kuimesi igin inf { X, %,,....... X}

vardir ve bu x, Ux, U.......Ux ile gosterilir.

10



3.LATISVE LATIS MORFiZMI Sebnem UY SAL

F nin Ust sinirlarinin en kigligine (mevceut ise) F in en kiiglk Ust siniri veya

supremumu denir. sup. F veya supF ile gosterilir. U-yar: latisin her sonlu alt

kimesi icin sup{ X, %,,......., X, }= x Ux, U......Ux_dr.

Tamim 3.1.9: Eger (E;<) sirali kiimesi hem kesisen hem de birlesen yar1 latis ise
(E;) ye latis denir ve (E; U, U,<) seklinde gosterilir. Bu durumda bir latis her a,b

ikilisi (dolayisiyla her sonlu alt kime) igin en blyuk alt simra ve en kiiguk Ust sinira
sahip siral1 bir kiimedir.

Ornek 3.1.10: Her zincir bir latisdir.
inf {x, y}=min{x, y} vesup{x, y}=max {x, y}

cr.
Ornek 3.1.11: Her E kiimesi icin (P(E); C, E, | ) sinirl1 latisdir.
AUB=AC B=inf {AB} ve AUB=AE B=sup{AB}

dr.

Ornek 3.1.12: (¥, |) bir sinirh latisdir.Minimum eleman 1 ve maksimum eleman 0

dir.inf {m, n}=obeb{m, n} ve sup{m, n} =okek {m, n}dur.

3.2. Alt Latider

Tanmim 3.2.1: L ,U-yar1 latis ve E de L nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
" X, yl Eicin xUyl E oluyorsa (E; U) yapisina L nin bir U-alt yar1 latisi denir.

Benzer tamm U-alt yar1 latis igin de yapilabilir. Eger E hem U-alt yar1 latis hem de
U-alt yar1 latis ise E ye bir alt latis denir.

11
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Ornek 3.2.2: Eger V vektor uzayr olsun. V nin alt uzaylarimin kiimesini subV ile

gosterelim. O zaman (subV;i ) bir sirali kiimedir ve A, BT subV ise

inf{ A,B} = AC Bl subV olur. Dolayisiyla (subV;i ), (P(V); | ) latisinin

C -alt yar1 latisidir.

Tamm 3.2.3: f=1f?>id. olacak sekildeki izoton f: E® E donlsimiine E Uzerinde
bir kapams denir. Benzer sekilde f= f?<id. olacak sekildeki izoton f: E® E

doénisumine de bir dual kaparis denir.

f: E® E donusimi E Gzerinde bir kapanis olsun xI Im f alalim. f(y)=x olacak
sekilde bir yl E vardir. f(X)=f(f(y))= f2(y) =f(y)=x olup Im f ={xI E [x=f(xX)} elde
edilir.

Teorem 3.2.4: L bir latisolsun ve f:L® L bir kapans olsun. O zaman Im f
inf { a,b}=a Ub, sup{ a,b}=f(a Ub)

islemleri ile bir latisdir.

Ispat: a,bl Imf isefizotonolup f=f?3 id_ dir.

f(a)Uf(b)= a Ub£f f(aUb) £ f(a)Uf(b) olup a Ub=f(a Ub) dir. Sonu¢ olarak
a ubl Imf dir. Dolayistyla Im f , L in alt yar: latisidir.

a, bl Imf olsun. a Ub£f(a Ub) ve bu yizden f(aUb)I Imf, {a, b} ninls
simirichr. Simdi en kiiglik Ust simirt oldugunu gosterelim. c=f(c)l Im f olacak sekilde
{a, b}nin bir Gst simirt olsun. O zaman a Ub£c olup f(a Ub) £ f(c)=c olur.Bu
sebeple sup{ a, b}=f(a Ub) olup Im f , L nin U-alt yar latisidir. Dolayisiyla Im f
bir latisdir.

Ornek 3.2.5: E asagidaki Hasse diyagram ile verilen latis olsun.

12
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1 t=z
=1,

diger durumda

—_ ——

seklinde tammli f :E® E igin Imf ={0,x,y,3, sup{x y} = f(xUy) = f(2) =1

ve inf{x,y} =xUy=0dr.
3.3. LatisMorfizmas

Tamim 3.3.1: L ve M, U-yarilatis olsun. Eger " x, yl L icin f(xUy)=f(x) U f(y)
oluyor ise 0 zaman f: L® M bir U-morfizmadir. U-morfizm de benzer sekilde
tanumlanir. L ve M latisolsun. Eger f: L® M hem U-morfizm hem de U-morfizm ise
o zamanf: L® M bir latis morfizmadir.

L ve M, U-yar latisolsun. Eger L de LT'JI X, varken (X, ),;, icin M de LT'JI f(x, ) varsa

ve f( LT'JI X, )= LT'JI f(x,) iseo zaman, f: L® M, U-tam morfizmadir.

Teorem 3.3.2: Eger L ve M, U-yarilatis ise 0 zaman her f: L® M kalanli dontstim

bir tam U- morfizmadhr.

Ispat: L ve M yar1 latisve f: L® M kalanli doniisiim ise f izoton ve go f 3 id, ve

fog £id,, olacak sekilde g: M® L izoton donlsim vardir. Simdi " (X, )., iGN

al |

13
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alLT'JI X, mn var oldugunu kabul edelim. Biz M de aLT'Jl f(x,) var oldugunu ve
f(aLT'JI X, )= alLT'JI f(x,) oldugunu gosterecegiz.

X= alLT'JI x, diyelim. O zaman x> x, veizotonluktan f(x)>f(x, ) dir. Eger her a1 Iigin
y3 f(x) ise f*(y) ® f"(f(x))> x dir ve bu yizden f*(y)3 aLT'Jl x, =x olur.
Dolayisiyla y3 f( f* (y))3 f(x) olup alLT'JI f(x,) vardir ve f(x) dir.

Ote yandan f(x)= f( LT'JI X,) Ve LT'JI f(x,) = f(x) oldugundan f( LT'JI Xo) = LT'JI f(x,) dhr.

3.4. Tam Latider

Tamm 3.4.1: Eger L nin her E={ X, |a | A} alt kiimesi bir infimumasahip iselL ,

U-yarilatisine U-tamdir denir. Eger bir supremuma sahip iseL , U-yarilatisine
U-tamdir denir. Eger hem U-tam hem de U-tam ise o zaman bu latise tamdir
diyecegiz.

Teorem 3.4.2: Her tam latis bir maksimum ve minimum elemana sahiptir.

Ispat: Zorn lemmasi

Ornek 3.4.3: Her bos olmayan E kiimesinin tim alt kiimelerinin P(E) kiimesi tamchr.

Maksimum eleman: E, minimum elemant A dir.

Ornek 3.4.4: L=oE{m¥} latisini disiinelim. Bu durumda L simrhdir fakat tam

degildir. Ornegin L ={xI @ |x* £2}olarak alirsak sup, L yoktur.

Teorem 3.4.5: Bir U-tam U-yarilatis bir tam latisdir. U bir maksimum elemana
sahiptir.

14
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Ispat: b : Zornlemmasi
U : L bir U-tam yarilatis ve bir maksimum elemana sahip olsun.
X={ x,|a | A},L ninbos olmayan alt kiimesi olsun. Bu kiimenin supremuma
sahip oldugunu gostermeliyiz. X in tst simirlarimn kiimesi X™ ={ m | b | B}
olsun. L nin bir maksimum elemana sahip oldugundan bu kiime bos degildir.

L, U-tamoldugundan U,; , m, vardir. Oteyandan U,;, m, 1 X  ve

U,;x M, =sup, X oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4.6: Eger L bir tam latis ve eger f: L ® L izoton donisim ise o zaman f
bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: A={xl L |xEf(x)} kiimesini diisiinelim.

Al /& dir. Cinkd L tam latis oldugundan minimum eleman O a sahiptir ve 0l A
oldugu kolayca goOrilmektedir. L tam latis oldugundan a =sup, A vardir.
Dolayisiylaher xI A icin x£a olup f izoton oldugundan x£ f(x) £f(a ) dir. a en

kiguk Ust sinir oldugundan a = sup, A £f(a ) dir. Dolayisiylaf(a ) £ f(f(a )) olur.

Ohaldef(a )l A olupf(a) £a = sup, A olur. Dolayisiyla a =f(a ) dr.

Teorem 3.4.7: L bir tam latis olsun. Eger f, L Uzerinde bir kapams ise 0 zaman
Im f bir tam latisdir. Bununla beraber Im f in her bostan farkli A at kiimesi igin

inf,., A=inf_ A vesup,, A= f(sup, A)

Im f

dr.

Ispat: Oncelikle Im f in U-tam yarilatis oldugunu gostermeliyiz. f bir kapars
oldugundan Im f , f in sabit noktalarinin kimesidir. CI Im f ve a=inf_C olsun.
Ozaman " xI Cicin a £x veizotonluktan f(a)£ f(x)=xolupf(a)£inf, C=a ve f

bir kapanis oldugundan a £f(f(a))£f(a) olup dolayisiyla f(a)=a dir. Bundan

dolayr al Imf ve Imf , U-tam latisdir.

15
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L tam latis olup maksimum eleman 1 e sahiptir ve f= f* >id, oldugundan
f(1)=11 Imf sonucu bulunur. Dolayisiyla Teorem 3.4.5 dan dolayr Im f bir tam

latisdir. Simdi inf, . A=inf_ Aoldugunu gosterelim.

Im f
Al Imf ve a=inf_ Aalalim. O zaman a=f(a) | Imf dir. Egeryl Imf ve

" xlI AiginyExise a= inf_ Aoldugundany£ a olur. Dolayisiyla a=inf_ . A dir.

Im f
Simdi  sup,.. A= f(sup, A) oldugunu gosterelim. sup, A=b ve sup, . A=b’
diyelim. f(b)= b" oldugunu gostermeliyiz. Im f tam latis oldugundan b’ I Im f ve
" xI Aicin b 3 x dir. Dolayisiyla b 2 sup, A=b dir. Bu yiizden izotonluktan

b'=f(b")3 f(b) dir.
sup, A=bdemistik. " xI A igin b3 x dir. Bu ylzden f(b)3 f(x)=x olur.

b =f(b")2 f(b) * f(x)=xvef(b) * sup,., A=b" olup b’ =f(b) olur.

Teorem 3.4.8: E siral1 bir kiime olsun. Eger (A,) E nin alt kiimelerinin bir ailesi

al |

ise 0 zaman

(UA)Y=TA ve(UA)=TA"

al | al | al | al |

drr.

ispat: A 1 UA, oldugundan ve A® A" bir antiton doniisiimdiir. Dolayisiyla

AaTE(UAd)T olup | A E(UAd)Tdu. Simdi xI | A~ aalim. O zaman x, her

al 1icin A nin bir Gst simirndir. Bundan dolay: x, | A, nin da bir Gst siniridir. Bu

al |

yuzden xI (|J A, ) olur. Diger 6nermede benzer sekilde gosterilir.

all
Tamm 3.4.9: E bir sirali kiime ve L bir latisolsun. " x, yl Eigin

xEyU f(x) £f(y) olacak sekildeki f: E® L donusiimine E siral1 kimesinin L igine

bir ggmulmes denir.

16
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Teorem 3.4.10: Her srali E kimesi bir L tam latisine E deki supremum ve

infimumlar L de korunacak sekilde gomulehbilir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin E siral1 kiimesini sinirli varsayabiliriz.

f: P(E) ® P(E) f(A)=A"* kapars doniisiimii olsun. O zaman teorem 3.4.7 den
L=Im f bir tam latis olur. Ote yandan her xI E icin f({x})={x} "=x* ve dolaysiyla

xEyU (X)) f{y}) olu. O hade f: P(E)® P(E) donisimi f :E® L

f ()=f{x})={x}" =x olacak sekilde bir ggmme belirler. Simdi A={ x |a | 1}1 E
olsun. Eger a= U x, varsao zaman a_:aTll x dir. Bu nedenle
fi(a)= 1 17(x)olup (U x)= U f(x)olur.
Eger b=aLT'J| X, varsa y>bU (" all)
yl x={x}"U i aTll{Xa}'_' =(alTJ|{Xa}'_)' olup b =(alTJ|{Xa}'_)' dir. Bu ytizden
f* (b)= {b}'_=(alTJI {x} )
=f(supp{{x} lal 1})
=sup,., {{x}" lal I}
=sup,,, { () lal 1}.

Tanmm:3.4.11. L =Imf={ A |JAl P(E)} tam latisi E nin Dedekind-MacNeille

tamamlayandir.
Bu ayni zamanda kesitlerin tamamlayan olarak da bilinir ve rasyonel sayilar

kimesinden reel sayilar kimesini olusturma yonteminin bir genellemesidir.

3.5. Siral Gruplar

17
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Tamm 3.5.1: S Uzerinde carpimsal yazilimla verilen bir ikili islem olsun. Eger S
Uzerinde ki £ siralamasi ile y® xy ve y® yx donisumleri her xT S icin izoton

donisumler ise £ siralamasina S tizerinde uyumludur (compatible order) denir.

Tamm 3.5.2: Bir grup Uzerinde uyumlu bir siralama varsa bu gruba bir sirali grup

denir.

Ornek 3.5.3: Toplama islemi ve dogal siralama altinda ¢, <, j nin her biri bir siral1

abelyen gruptur.

Ornek 3.5.4: C[0,1] tum stirekli reel degerli fonksiyonlar kiimesi olsun. (C[0,1]; +)

bir siral1 abelyen gruptur.
f(X) £g(X) P h(X)+f(X) £h(x)+g(x) vef(x)+h(x) £g(x)+h(x)
dir.

Tamm 3.5.5: G bir siral1 grup olsun. Eger x3 1; ise o zaman xI G bir pozitif
elemandir. Eger X£ 1, ise 0 zaman Xl G bir negatif elemandur.

G nin pozitif elemanlarimn kiimesi B, ile gésterilir ve G nin pozitif konisi
olarak adlandirilir. Benzer sekilde G nin negatif elemanlarimin kiimesi N ile

gogerilir ve G nin negatif konisi olarak adlandirilir. Kolayca gorulebilir ki asagidaki
Onermeler birbirine esittir.

XEY; xy'l Ng; y'xlI Ng; x'yl Py yx'l Py y EX!

Teorem 3.5.6: G bir grup Pl G olsun. G tizerinde P, G nin bir pozitif konisi olacak
sekilde uyumlu bir siralama olmasi igin gerek ve yeter kosul

1) PCP'={1.}

2) P’=P

3) (" xI G) xPx*=P olmasidr.

Bununla birlikte eger PE P =G ise bu siralama bir tam siralamadhr.

18
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Ispat: b : £, G tizerinde uyumlu bir srave P, de G nin pozitif konisi olsun.
1) xl P,CPR' aam. xI P,CR' ise xI P, ve xI P' dir. xI P,
oldugundan x3 1, dir. Benzer sekilde xI P;'oldugundan bir ylI P, icin
x=y *olur. O zamany? 1, vex= y* £ 1, olup dolayisiylax=1; olur.
2) x yl P, daim xlI B isex31; veyl B, isey? 1; dir. Bu ylzden
xy3 1, olup xyl P, dir. Bundan dolay1 P? | P, olur. Aym zamanda
P, | PZolup dolayisiyla PZ =P, dir.
3) " xlI GiginxP,x =P, oldugunu gosterelim.
yl P, aam. xyx'>xi;x*=1, olur. Bu yuzden xyx'l P, olup
XP,x*1 P, olur.
" xI Giginxyerine x* yazalim. x ‘P,x | P, elde ederiz. Dolayisiyla
P, I xP,x*olur.
U : P, Gnin bir alt kimesi olsun ve P, bu (¢ 6zelligi saglasin. G Uizerinde
x£y U yx'l P bagintisim tammlayalim. Once £ bagintisinin G iizerinde
uyumlu bir siralanis olup olmadigina bakalim. xEx b xx*=1, | Polup £,
G Uzerinde yansimalidr.
x£y vey£xiken x=y olduguna bakalim.
XEyb yx*l Pvey£Exb xy*l Pdir.( yx)'= xy*l Pdir.
(1) den P CP*={ 1.} oldugundan yx *=1_ olup y=x olur. Bu yiizden £, G
Uzerinde ters simetriktir.
x£y vey£ ziken x£ z olduguna bakalim.
XEyp yx'l Pveyf£zb zy'l P dir. zx*=zy'yx'l P(P?*=P) olur.
Dolayisiylax£ zolup £, G Uzerinde gecismelidir.

Bundan dolay1 £, G Uzerinde bir siralamgdir. Simdi uyumlu siralanis olup
olmadigina bakalim.
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x£y olsun. O zaman yx'l P dir." a, bl G icin axb£ ayboldugunu
gostermek yeterlidir.
ayb(axb) '=aybb 'x 'at =ayx'a*

olup (3) den dolayr ayx'a*l P dir. Dolayisiyla £, uyumludur. Ayrica
kolayca goriluyor ki y2 1, U y | P dir. Dolayisiyla P, G nin pozitif
konisidir. Varsayalim ki PE P*=Golsun. Dolayisiyla her x, y | G igin
xy'l Pveya xy''l P bir bagka ifade ilexy* 3 1, veya xy ' £1, dir.
Dolayisiyla x2 y veya xEy olmalidir. O halde G, tam siralidir. Eger G tam
sraliiseo zaman " x| Giginx3 1, veyax£ 1; olup bu sebeplex | P, veya
xI P;'olup PE P''=Gdir.

Y ukaridan bir G siral1 grubunun P, pozitif konisi bir alt yarigruptur.

3.6. Konveks Altgruplar

Tamm 3.6.1: E bir sirali kime ve A, E nin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun.

Eger a,bl Ave afbiken[a,b] | Aoluyor ise A kimesine konvekstir denir. Eger
E bir sirali kimeve x,yl EiginXx£y ise 0 zaman

[xyl= X Cy ={zl L |x<z<y}
olarak tamimlanr.

Tamm 3.6.2: G bir siral1 grup olsun. Bir alt grup G nin siralanis1 altinda konveks alt
kime ise bu alt gruba G nin konveks alt grubu denir.

Teorem 3.6.3: Eger H, G sirali grubunun bir alt grubu ise 0 zaman B, =H C B, dir.

Bununla birlikte asagidaki 6nermeler denktir.
1. H, konveksdir.

2. B, , B, ninbir inis kiimesidir.
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Ispat: 1, =1, oldugundan P, =H C P, oldugu agiktir.
()P (2): Hkonveksolsun. B, =H C R, oldugundan B, | F; dir.x1 P,
veyl P;icinyE£xolsun.y| B, oldugunu gostermeliyiz.
1, x1 B, 1 Hisex3 1, dr. 1, £y£xveH konveks oldugundan
yl HCR,= PR, olup P, ,P; ninbir inis kimesidir.
(2)p (1): B,, P, nin bir inis kimesi olsun. X, zI H icin xEy£z olsun. O

zaman 1, £ xX'y£ x'z (1,, X'zl B,) x'yl P, 1 H olupyl H dr.

3.7. Latis Sirah Gruplar

Teorem 3.7.1: Eger (G, £) sirali grubu bir yarilatis ise 0 zaman
1. (G, £) bir latisdir.

2. G deki her 6teleme bir tam latis morfizmidir.

Ispat: (G,£) bir U-yarilatis olsun. G deki her sag Gteleme | :y & yx kalanli olup
Teorem 3.3.2 den |  bir tam U-morfizmidir. Buytzden " a, b, x1 Gigin
(a Ub)x=axUbx *)
dir. Bununla birlikte benzer sekilde her sol Gteleme aymi zamanda bir tam
U- morfizmidir ve " a, b, x| Gigin
x(aUb) = xaUxb (**)
dir. Simdi G Gzerinde
aUb=a(aUb)'b=b@alUb)'a  (***)
olarak U islemi tammlayalim. Bu islemle G nin bir latis oldugunu gosterelim.
afaUb ise (aUb)y*£a’ ve a(aUb) 'b£bdir. Ayni benzerlikle b£aUb olup
(aUb)*£b* ve a(aUb) 'b £ aolur. Dolayisiyla aUb = a(aUb) 'b.,{ a,b} nin bir
alt sinirt olur. Simdi varsayalimxl G, { a, b} in herhangi bir alt simir1 olsun.
x<a vex<b olur. Bundandolay1 a'£x* ve b'* £ x *olup a* Ub *<x'olur.

Dolayisiyla (*) ve (**) dan
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b'(aUb)ja'=(b'aUbb)a'=b'aa*Ubba’=b*Ua’£x*

x£ (b*(aUb)a ) '=a (aUb)'b

olup inf{a,b} var ve inf{a,b} =aUb= a(aUb) *b dir. Bu yiizden G bir latisdir.
(Ux)'=U0x", (Ux)'=Uxh ()

Esitliklerini gosterelim. Eger y:agl X, iseozaman her a | | igciny£ x dir ve

X' £ ytolup alLT'JI X'E y'lz(agI x, ) *dir. Fakat eger z:aLT'JI x'iseozaman" al |

icin  zx' ve z'£ x, olup zZ'E a%‘Jl x, olur.

(a%‘JI X )*'E z:aLT'JI X'E y'lz(apI x,)"* olup dolayisiyla (a%‘JI Xa)-lzalT:JI x:* dir. Tkinci

esitlik de benzer sekilde gosterilir. (****) den dolay:

y(Ux)=y( 0™ =[(U Xy 'T*=(U x'y") "= U yx, olur. Dolayisiyla her sol

oteleme bir tam U-morfizmidir. Aym benzerlikle her sag 6telemenin bir tam
U- morfizmi oldugu gosterilebilir.

Tamim 3.7.2: (G, £) bir latisve (G; x, £) sirali1 grup ise G ye latis siral grup denir.

Teorem 3.7.3: G bir latis siral1 grup ve x,yl G elemanlari igin xy = yx olsun. Bu
durumda
X"Ey'"P XEy

olur.

Ispat: x,yl G elemanlar1 degismeli oldugundan x,y'l G elemanlarn da
degismelidir. Dolayisiyla (xy )" =x"(y )" £ y"(y")" =1, olur. Simdi z=xy* ise
z ve 1, degismeli olup (zUL,)"=2z"Uz"*U..UzUL, olur. z"£1; oldugundan
(zU1,)"=2""U...UzU1, =(zU1,)"" olur.

Dolayisiyla zU1, =1, olup z=xy " £1, ve bdylece x£ y sonucu bulunur.
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3.8. Mutlak Deger ve Ortogonallik

Tamm 3.8.1: Eger G latis sirali grup ise 0 zaman her xI G igin x, =xU1.1 P,
elemamina x in pozitif parcas denir. Benzer sekilde x =xU1,T N, elemaminaxin

negatif pargas denir.

Teorem 3.8.2: Eger G latissirali grupise her x, y I Gigin
L (%) =(x"). ve (x ) =(x"),
2. xUy=(yx1),x ve xUy=x(x"y).
3. X=XX =X X,

4. xEyU x, £ y,ve X £y

Ispat: (1) (x,)'=(xUL;) " =x"Ul; =(x").

(x ) '=(xUl) "=x"UL=(x"),

(2) xUy=(yx " UL)x=(yx "), x ve xUy=x(xtyUly) = x(x'y).

(3) xyUyx£ (xUy)(xUy) £ xyUyx dir.
Teorem 3.7.1. den (xUy)(xUy) =x(xUy) Uy(xUy) £ xy Uyx olur.
Ayni benzerlikten (xUy)(xUy) = (xUy)xU(xUy)y3 yxUxy
y=1, airsak x=(xUL,)(xUL)=x,x olur. Ay sekilde
(xUy)(xUy) =x(xUy)Uy(xUy) £ xyUyx ve
(xUy)(xUy) =(xUy)xU(xUy)y3? yxUxy olupy=1, aimrsax= x x,
olur.

(4)b : Eger x<yiseo zaman xU1,<yU1; olup x: <y: olur. Ayn: sekilde
xUl;<yU1; olup x £y olur.

U:x £y, vex £y ise x,.x £Y,.y olup3.6zellikten x<y olur.
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Tanim 3.8.3: G bir latis sirali grup olsun. " xI G icin |x|=xU x *degerine x in

mutlak degeri denir.

Ornek 3.8.4: (¢, + <) latis sral1 grubu dogal sralama altinda bir zincirdir.
Dolayisiyla
xUy=max {x, y}, xUy=min{x,y}, x *=-xdir. Bu yiizden

ix,x30

X=X U (-X)= |
K 3 }-X,XEO

dir.

Teorem 3.8.5: Eger G latissirali grupiseo zaman " X, y, zI Gigin
(D) K=Ix7
@ K1 R
() K=1; U x=1q
(4 X<yl U y™<x<ivl
(5) Dy [F(xUy)(xUy) =] yx |
(6) | xy[<Ix| Iyl Ix]
(7) K= (x )7
(8 [(xU2)(yU2) ' [|(xUz)(yUz) " |=|xy*|
(9) XUyl Ulyl<ix] yl.

Ispat: (1) | x']=x" Ux=xU x *=[x| dir.
(2) 1= (xUxY)(xUxH) =(xUxY) (x* UX)< (xUxH(xUxH=( xUx)?=|x]?
olup Teorem 3.7.3 den 1, <[x| ve bu yuzden [x|| P, dir.
(3) b : Eger 1, =|x|=xU x 'ise 0 zaman x<1,ve x '<1, b 1,<xolup
x=1;dir.

U : x=1, olsunx*=1; dir. DolayisiylaxU x *=|x|=1; olur.
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(4) b : [X|£]y|olsun. | x[*=xUx*£x£ xU x*=[x| ve aym zamanda
VE X! olup W[*E|X[* £XEIX Ey| dir. Dolayisiyla |y £x£ |y| dir.
U :Eger |y[*E£x£ly] iseozaman|y[*£|x[*£]y| dir. [x=xU x* £]y| olup
dolayisiyla [x|<ly| dir.
B) Iy =Xy U Oy )=yt Uyx = xy ' Uyx* Ul
(2.6zellikten)
Iy EOy U L) (yx " ULs)=(xUy) y 'y(x " U y H)=(xUy) (xUy) " dir.
Dolayisiyla |xy™* |=|((xy™) "=l yx*| olur.
(6) X>1solup |x[* £ 1, vex£ [x| dir. Dolayisiyla
IXIHT Y[ IXTPEIX[H Y[ £ xy £ XYl £ XlylIX| ve 4.6zellikten
Ixy £ X Iyl [X| dir.
(7) () (x ) "=(xU 1) (xULg) "=(xU 1, )(X ™ Uls)= 15 UxU x*=1; U=
olur.
8 " x, v,z Gigin
(xUy) U (yU2 U (zUx)=(xUy) U [(xUy) UZ
=(xUy)(xUyU2)'[xUy)UZ7] (teorem3.7.1
(***) esitliginden)
=(xUy)[(xUy)*U 2 ']*[(xUy) U7
=[1; U (xUy) z'][(xVUy) U7
=[(xUy) UZ z* [(xUy) UZ
[(xUy) UZ Z'[(xUy) UZ =[(xUy) U7 z*[(xUy) UZ] olup
(5.6z€llikten)
I(xU2)(yU2) [(xU2(y U2 =( xUyU2)[(xUy) UZ™[(xUy) UZ(xUyU2z)*
=(xUy)[(xUy) UZ"Z(xUy) UZ™[(xUy) UZAZ'{(xUy) UZ(xUy)™
=(xUy) 15 (xUy) =|xy*| dir.
(9) XUyl=(xUy) U (xUy)™*=(xUy) U (x*Uy™*) <xUyUx*=[x{Uy<|x|Uly]
dir. Bununla birlikte |x|<[x|ly| ve lyl<|xlly] olup |x] Uly[<IX]ly| olur.

25



3.LATISVE LATIS MORFiZMI Sebnem UY SAL

Tamm 3.8.6: G bir latis siral1 grup olsun. Eger [x|Uly|=1; ise x, yl G elemanlarina

ortogonal veya ayrik elemanlar denir.

Teorem 3.8.7: G bir sirali grup olsun. Eger X, y, zI P, i¢in X, y ortogonal ve X, z

ortogonal ise 0 zaman X, yzde ortogonaldir.

ispat: y, zI P, isey>1, vezz1, olup yzI P, dir. xI P, oldugundan xU yzl P,
dir. Diger yandan

1, =(xUy)(xU2z)= x* U xz U yx U yz>xU yz dir.

1,>xU yz vexU yz>1; oldugundan xU yz=1; dir.

Sonu¢ 3.88: Eger x, yl B, ortogonal ise o zaman her mn31 igin

x™, y" ortogonaldir.

Ispat: z=y alalim. Tiumevarim kullanirsak x, y" elemanlarinin ortogonalligi elde

edilir. Benzer distinceyle x™, y" ortogonaldir.

Teorem 3.8.9: Eger G hir latissirali grup isso zaman " xI Gvenl ¢ igin (x,)"ve

(x ) " ortogonaldir.

Ispat: x, U (x )*'= x, U(x),
=(xU1,) U (x*U1,)
=(xUx*)UL,

=|x[* Ul =1,

olup sonug 3.8.8 den dolay: (x,)"ve (x ) "ortogonaldir.
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Teorem 3.8.10: Eger G bir latis siralt grup ve X, yl B, ortogonal ise o zaman

(xy' h)+=xve(xy ) =y *dir.

ispat: (xy),=(xy'") Ul =x(y'Ux*")=x(yUx)'=x1,=x dir. Benzer sekilde

(xy'h) =xy''Ul, =(xUy) y'*=1, y'= yldir.

Teorem 3.8.11: G bir latis sral1 grup vex,,....,x. 1 P ikiser ikiser ayrik elemanlar

ise x, Ux, U..Ux =xX,...X, olur. Bunun bir sonucu olarak bu elemanlar degismeli

olur.

ispat: x,x,1 P, ortogonal elemanlar ise x Ux, =x(x Ux,) "%, =xXx, olur.
Teorem 3.8.7 den ve timevarimdan x, ve x...X. , ortogonaldir.

Ote vyandan  (x..x_,)Ux =x..x _,1.x  olur. Timevarim hipotezinden
x Ux, U..UX , =%X,..X _, idi dolayisiyla x, Ux,U...Ux =xX,..x sonucu elde
edilir.

Tamm 3.8.12: G bir latis sirali grup olsun. Eger x,yl P, ve p£xy b p£x veya

p £y 6nermesini gergekleyen 1. pl P, elemamina P, nin bir atomu denir.

Teorem 3.8.13: G bir latis siral1 grup ve S, B, nin atomlarinin bir alt kimesi olsun.

Bu durumda Starafindan dogurulan altgrup serbest abelyen gruptur.

Ispat: Oncelikle ayrik atomlar ortogonal ve bu yiizden teorem 3.8.11 den degismeli
oldugundan S tarafindan doguralan alt grup abelyendir. Simdi p,,...,p, ,P; nin

atomlar1 ve x= p...pf" 2 1, olsun. Dolayisiyla a= pf...p% 3 b= p *»...p; olur.
Ote yandan p, ve b ortoganal olup teorem 3.8.7 den a ve b ortogonal ve dolayisiyla

b=1, ve sonug olarak x=a bulunur. Bu gézlemden eger x= p..pf =1, ise
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k, =k, =...=k, =0 sonucu bulunur. Dolayisiyla S tarafindan dogurulan alt grup

serbest gruptur.

Teorem 3.8.14: G bir latis siral1 grup olsun asagidakiler birbirine denktir.
1. G degismelidir.
2. P, degismelidir.

3. Herx,yl G icin |xy|£|X||y|

ispat: ()P (3): (xy)*= y'lx'1£|y'1||x'1|=|y||x|.Aynca(l) den dolay
|Y][X =[x||y| ve sonug olarak |xy| = xy U(xy) * £]|x||y| bulunur.
()b (2): x,yI P, olsun. Dolayistyla xyl P, olur. Hipotezden dolay:
Xy =[xy :|(xy)'1| :|y'1x'1| £|y'1||x'1| =|y||¥ = yx ve benzer sekilde
yx £ xy oldugu gosterilir.
(2)b (1): x,yl G aamm. y,, (x1), iledegismeli oldugundan
(x1),)*=x_ilede degismelidir. Benzer sekilde (x'%), =(x )*,
(y'h, =(y.) " iledegismeli oldugundan x , vy ile degismelidir.
Dolayisiyla xy = X, X V. Y. = V,VY. X, x = yx elde edilir.

3.9. Konveks I -altgruplar

Bir latis sirali grubun altgrubu bir altlatis olmayabilir. Ornegin G= ¢ x ¢
toplamsal abelyen latis siral1 grubun H ={(n,-n) |n1 ¢} alt kiimesi bir altgrup fakat
(0,0) U (1, -1)=(2,0) I H olup bir altlatis degildir.

Tamm 3.9.1: G nin H altgrubu ayn: zamanda G nin bir altlatisi ise 0 zaman H alt

grubuna G latis siral1 grubunun bir I -altgrubu denir.
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Teorem 3.9.2: Bir G latis siral1 grubunun bir H altgrubunun G nin bir I -altgrubu

olmast igin gerek ve yeter kosul her xI H icinxUl, | H olmasidhr.

Ispat: P : H, Gnin I -adltgrubuisex, 1,1 HiginxU1, | H dur.
U : x Yyl HiginxUy=(xy* U1,)yl HoldugundanH , U-dtlatisidir. Ayrica

xUy=x(xUy)y | H oldugundan H, U-dltlatisidir. DolayisiylaH, altlatis
olup | -altgrubudur.

Teorem 3.9.3: G bir latis siral1 grup ve A, 1, yi iceren P, nin konveks altyarigrubu
olsun. O zaman A tarafindan dogurulan <A> altgrubu

<A>={xy'x yl A}
dir ve <A>, G nin bir konveks| -altgrubudur. Bununla birlikte G nin her konveksl -
altgrubu bu sekildedir.

Ispat: A ={ xy'|x, yl A} kimesini ele alalim.Acikca goriliyor ki Al A1 <A>
dir. Eger xI A'iseozamanx*l A drr.

A =<A> oldugunu gostermek icin A" 1n altyarigrup oldugunu gostermek yeterlidir.
Bununicin xy'*, gh'*l A ve xy ' gh'*carpimin distinelim.

a=(yUg)'yve b =(yUg) *golsun. O zaman

a Ub=(y'Ug")yU(y'Ug'g=@,Ug'y)U(y'gUl)=1, dir ve Teorem
3.8.11 den a veb dolayisiyla a™* ve b degismelidir. Ote yandan y3 yUg?3 1,
olup y3a=(yUg)'y3 1, olur. A konveks oldugundan a | A dir. Ote yandan
xy 'ghit=xa* (yUg)'(yUg)bh'=xa'bh'=xba*h'l Aolur. <A> mn
konveks oldugunu gostermek icin <A> min pozitif konisinin B, nin bir inis kimesi
oldugunu gostermek yeterlidir. Varsayalim 1,<g<xy 'l <A> olsun. O zaman
y'<l, oldugundan 1,<g<xl A olur. A, 1, Vi igeren konveks alt yarigrup

oldugundan gl Al <A> dir. Bu ylzden P

<A>?

P; nin bir inis kumesidir.
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Ayrica her x, yl Aigin 1,< xy* U1, < xU1,=xI Aolup xy* Ul | Al <A> ve
Teorem 3.9.2. den <A>, G nin bir I -altgrubudur.
G nin her H konveks I-atgrubunun bu formda oldugu x=x[(x").,]*

esitliginden hemen gorulir.
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4, ARSiM ED SIRALI YAPILARI
4.1. Tam Sirah Halkalar ve Cisimler

Bir D bolim halkast D0} carpimsal alt yarigrubu bir grup olan bir tamlik
bolgesidir. Bir degismeli bolim halkasi bir cisimdir. Eger F bir cissim ve xI F ise o

zaman nl ¢ igin nx tammlariz.

Eger n>0 ise 0 zaman NX= X+ 4>.4 X

n- tene

Eger n=0 ise 0 zaman nx=0 dur.

Eger n<0 ise 0 zaman nx=-|n|x dir.

X, F in at kimesi olsun. X i iceren F in tim alt cisimlerinin arakesiti X i
iceren F in en kiglk alt cismidir ve bu cisme X tarafindan dogurulan alt cisim denir.
Ornegin{ 1.} tarafindan dogurulan alt cisim
}%m,nT ¢, nl 1 Oi’j
i nle kﬁ
dir. Eger D degismeli tamlik bolgesi ise 0 zaman D nin kesir cismi f: D ® F olacak
sekilde bir halka monomorfizmi ile bir F cismi olarak adlandirilir dyle ki her X
boltim halkast icin ve her g: D ® X halka monomorfizmi igin

diagram degismeli olacak sekilde bir tek h: F ® X halka monomorfizmi vardir.
Teorem 4.1.1: Eger D degismeli tamlik bolgesi ise 0 zaman izomorfizme bagl

olarak D nin bir tek (F, f) kesir cismi vardir. Bununla birlikte F, Im f tarafindan

dogurulur.
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Tamim 4.1.2: (R,+,.) bir halkave (R£) kismi sirali bir kiime olsun. (R,+,£) bir
siral1 (degismeli) grup ve R, pozitif konisi (R,.) grubunun bir alt yar1 grubu ise R ye
bir siral1 halka denir.

Teorem 4.1.3: Bir R sirali halkasinin bos olmayan P alt kimesinin R Uzerinde bir

uyumlu siralamaiicin pozitif koni olmasi icin gerek ve yeter kosul

1 PC(-P)={0}
2. P+PI P
3. PPl P

kosullarinin saglanmasidir. Bununla birlikte bu siralamanin bir tam siralama olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu 3 kosula ek olarak PE (- P) = R olmasidrr.

Ispat: Teorem 3.5.6. nin toplamsal gruplara uygulanmastyla hemen goruliir.

Teorem 4.1.4: (R; <) bir siralt halkaolsun. O zaman " X, yl Rigin
D x<y b (" 20) xz<yz ve zx<zy
2 x<y b (" z=0) xz >yz ve zx>2zy

Bununla birlikte eger Rtam siral1 ise
(3) " xI Rigin x*>0

(4) xI Rtersinirvex>0 U x'>0

Ispat: (1): Eger x<yiseozamany-xI R dir." zI R, igin
zy- x=zy-X) | R R | R ve zx£ zydir. Benzer sekilde xz<yz
esitligi gosterilebilir.
(2): Eger x<yiseo zamany-xI R, dir. z<0ise-zI R, dr.
zx- zy=-z(y-X) | R R | R, olup zx>zydir.

(3): Egerx3 Oiseozaman x*I R R | R vex<0Oise
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x*=(-X).(-¥) I R.R. | Rolup" xI Rigin x*>0 dhr.
(4): x=x°x"* yazalim. Eger x'I R isexl R, olur. Benzer sekildexl R, ise

x2>0 oldugundan x*1 R, olur.

4.2. Arsimed Siral Cisimler

Tamim 4.2.1: G bir sirali grup ve x, yl G olsun. Eger her nl ¢ icinx"<yisex, y den
sonsuz oranda kuiguktlr denir ve x =y seklinde gosterilir.

1,<x=Yy iken x=1; oluyor ise G ye arsimedyan denir. (R; +, . , <) bir siral1 halka
(cisim) olsun. Eger (R, +, <) srali grubu arsimedyan ise R ye arsimedyan denir.
Acikga gorultyor ki bir tam siral1 G grubunun arsimedyan olmas igin gerek ve yeter

n+l

kosul x, yI G, ,1;<x<yiken x"<y<x"" olacak sekilde bir nl ¢ olmasidir.

Ornek 4.2.2: & rasyonel sayilar cismi arsimedyandir. Eger 0<m<B , N, >0ise
n q
(n°p+1) — >n p——npm>np> WP
ng g n

dir.

Eger F bir tam sirali cism ve xl F ise 0 zaman |x|=max { x,-x} dir.

Teorem 4.2.3: Eger F bir tam sirali cisimiseo zaman " x,y| Figin
(1) X=O0U x=0dur.
(2) x<I¥|
() X=l-x]
(4) [xy [=IXliyl
(5) Petyl<xi+ly]
(6) [IX-Iyli<px-yl
(7) K<yU -y<x<y
(8) Eger xt Oise | x |9 x[*
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Tanim 4.2.4: F, bir tam sirali cisim olsun. a: ¥® F olan donisime F in
elemanlarinin bir dizis denir.

1. " nl ¥ icin |a(n) |<b olacak sekilde bl F varsa a dizisine snirlh dizi
denir.

2. "e>0icin |a(p)- a(g)|<e " (p, =a,) olacak sekilde bir a, pozitif
tamsayisi varsa a dizisine Cauchy dizis denir.

3. "e>0icin |a(p)[<e, " p>a, olacek sekilde bir a, pozitif tamsayisi
varsa a dizisine sifir dizis denir.

B(F),C(F) veN(F) ile sirasiyla sinirli, Cauchy ve sifir dizilerinin kiimesini

gosterecegiz.
Teorem 4.2.5: N(F) | C(F) | B(F) dir.

ispat: Eger al N(F)isee>0ve" p,g=a, icin

2
la(p)- a(@) <la(p) +1- a(a) IFla(p) Haa) < <+ =e

olup al C(F) olur. DolayistylaN(F) 1 C(F) dir.

Eger al C(F) iseo zaman e=1>0 i¢in|a(p)- a(q)|<1 " p, g>4a,.

Simdi b=1+ max { |a(1)|,....,[a(&,)[} olsun. O zaman [a(p)|<b p<a, vep>a icin

la(P)l=| a(p)- a(a)+a(a)<lalp)- a(a)l+a(a)l<l+ |a(a)l<b olup al B(F)
dir. DolayisiylaC(F) | B(F) dir.

Ornek 4.26: " n icin a(n)=1 diziss C(F) e ait fakat N(F) e ait degildir.
|a(n) - a(m) |=|1-1|=0<e. e=1 alalim. [a(p)|<e =1 (p> a,) olacak sekilde bir a,
pozitif tamsayisi olmadigindan bu dizi N(F) e ait degildir.

Ornek 4.2.7: " nicin a(n)= (- 1)"dizisi B(F) e ait olup C(F) e ait degildir.
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[CD"- -D"KICD"H(-D"|<1+1 olup e=1 aimirsa bu dizinin C(F) e ait

olmadig: kolayca gorulUr.

Tamim 4.2.8: S, F tam siral1 cisminin bostan farkli alt kimesi olsun. a, bl F ve

a<b olmak Uzere a<x<b olacak sekilde xI SvarsaSye yogundur denir.

Teorem 4.2.9: F tam siral1 cismi arsimedyandir. U F in asal alt cismi yogundur.

Ispat: U : Finasal alt cismi @ yaizomorfiktir. DolayisiylaF in asal alt cismini &

ile 6zdeslestirebiliriz. 0<a<b olsun. Y ogunluktan o<%<% olacak sekilde

m, n>0 tamsayilar: vardir. na=bn %> bn %: bm>b olup F arsimedyandir.

P : F arsimedyan olsun ve a,bl F i¢cin a<b olsun. 3 durumda inceleme
yapacagiz.
() a<0<b ,0 =

(2) O<a<bolsun. Budurumdab-a>0ve b—1a>0. O halde n1>b—1a ve

dolaylayla%< b-a olacak sekilde n>0 vardir. F arsimedyan ve ¥iyi sirali

oldugundan bsm%: % olacak sekilde en kiicik mi ¥ secebiliriz. O zaman

m- 1:m-l> b- (b-a)=a ve m—'lT o oldugundan istenilen sonug
n n n n

elde edilir.
(3) a<b<0 olsun. Bu durumda 0<-b<-a ve (2) den -b<x<-a ve dolayisiyla

b>

a<-x<b olacak sekilde xI = vardur.

Tamm 4.2.10: Eger bir sirali cismin bostan farkli her tstten sinirli alt kiimesi bir

supremuma sahip ise o zaman bu siral1 cisme Dedekind tam denir.

Ornek 4.2.11: & tam sirali cismi Dedekind tam degildir.
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t=sup{xl @: x°<2} ve tl =@ oldugunu varsayalim. 2 hicbir rasyonel sayinin

karesi olmadigindan (t +1)>>2 ve dolayisiyla 2t+1>2-t* dir.r = zt "

2

olsun. O<r<1

ve bu yizden r?<r dir. Sonug olarak 2tr +r?<2tr +r =2-t>. Dolayisiyla

(t+r)?<2olur. Buiset nin supremum olmasiyla gelisir.

4.3. Arsimedyan Tam Sirah Gruplar

Teorem 4.3.1: G,bir tam siral1 grup olsun. O zaman asagidakiler birbirine esittir.

Ispat:

1. G arsimedyandur.
2. G, (R;+) nin bir altgrubuna izomorfik
3. G, konveks 6z atgrubuna sahip degil

(HP (2): 1ki durumdainceleyecegiz. Varsayalimki P, bir a atomuna sahip
olsun. G bir tam siral1 grup oldugundan P, de baska atom yoktur. Dolayisiyla
teorem 3.8.13 den G={a":nl ¢} ; (¢,+) olur. Simdi varsayalim ki P, bir
atoma sahip olmasin. O zaman " ( g, g>1;) icin 1;<h<g olacak sekilde
hi P, vardr. Ote yandan h<gh'veya gh'<h dr. Dolayisyla
1, <h® < gveya 1, <(gh*)*<g dir. Sonug olarak 1, < f? £ g olacak sekilde
bir fI P; vardir. Bu gozlemi kullanarak

G nin degismeli oldugunu gosterelim. a,bl P, icin [a,b] komitatorinu
disinelim.  Genelligi  kaybetmeksizin  [a,b]l P varsayabiliriz.
[a,b]#1, olsun. Burada fl P, vardir 6yle ki f?<[a,b]. Ayrica Arsimedyan
ozelliginden f™"£a<f™ ve f"E£b< ™ olacak sekilde m,nl ¥vardir.
Dolayisiyla

[a,b]=a b lab< f " "f™ ™ =f? ede edilir. Bu ise f?<[a,b]
olmasiyla celisir. Dolayisiyla hera,bl P icin[a,b]=1, dir. Bu yuzden P,
degismeli olup teorem 3.8.14 den dolay1 G de degismelidir.
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¢: G— i bir I-morfizmi (grup ve latis morfizmi) insa edelim. b > 1, sabit
bir eleman alalim. Varsayalim gl G, b ya rasyonel bagl: olsun. Bir baska
ifade ile bir m, nl ¢\{0} icin g™ =b" olsun. Dikkat edilirsex™ =b"bir tek
coziime sahiptir.

Cunkil eger yl Gigin y"=b" ise 0 zaman x™ = y™dir. Dolayisiyla teorem
3.7.3den dolay1 x=y dir. X" =b" intek ¢dzUmlnu b% ile gosterelim.

0(0)= % olarak tammlayalim. Varsayalim g, b ya rasyonel bagli olmasin. O
zaman © rasyonel sayilar kimesini L ve R gibi iki stnifa ayiralim. Soyleki

ML ugn<b”, M RU gm>b"
n n

Eger g<b ise 0 zaman %I L ve arsimedyan Ozelliginden g* <b < g**
olacak sekilde bir k vardir. Dolayisiyla R#J dir. Benzer argiman b < g

icinde yapilir. Dolayisiyla L ve R bos kimeler degildir. Eger —pl o ve
q

Pl e 9|™ <|g|" <b™ olur. G degismeli oldugundan teorem
n

q

3.8.14(3) ve teorem 4.2.3(7) den dolay1 g <b“ ve dolayisiyla EI L olur.

Bir baska ifade ile L, & nun bir inis kiimesidir. Benzer sekilde R nin de ©
nun bir ¢ikis kimesi oldugu gosterilir.

Bu yizden (L, R) & nun bir Dedekind kesitidir ve bir irrasyonel say: ile
iligkilidir. Bu durumda ¢ (@) yi sozl edilen irrasyonel olarak tammlariz. Eger
g, hl Gveb yarasyonel bagimliise g™ =b" ve h? =b®dur. O zaman g ve
h degismeli oldugundan ( gh)™ =g™h™ =b™b™ =b™™ dir. Dolayisiyla

np+ n
q)(gh): m:_+ﬂ:
mp m p

¢ (9) + ¢ (h) olur. Genel olarak varsayalimki ¢

(9)=r ve ¢ (h)=s olsun. r ve sden kuigik (benzer sekilde buyUk) iki rasyonel
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sayinin toplami ¢( gh) reel sayisimin Dedekind kesitinin alt sinifina (benzer
sekilde Gst sinifina) ait oldugundan ¢ (gh)= ¢ (g) + ¢ (h) olur. Dolayisiyla ¢
bir grup morfizmidir. ¢ izoton ayn: zamanda bir latis morfizmidir.

Eger ¢(g)=0 ise 0 zaman b mn sadece negatif kuvvetleri, g nin pozitif
kuvvetlerinden kicUktir. Sonu¢ olarak her nl ¥icin g"£b olup
Arsimedyanliktan g =1 dir. Dolayisiyla ¢ bire-birdir.

(2) b (3): G, jin at grubu ve H, G nin konveks 6zalt grubu olsun. O
zaman eger O<hl H ve 0<gl G ise nh>g olacak sekilde nl ¥ vardr. H 1n
konveksliginden gl H ve dolayisiyla P, | P, olup GI H sonucu elde edilir.
Dolayisiyla G=H olur.

(3) P (1): g, hl Gigin 1;<g=h olsun. O zaman G(g)| G(h) olur. (3) den

dolay: G(g)={ 1;} vedolayisiylag=1; olup G arsimedyandir.

Sonug 4.3.2: Her arsimedyan tam siral1 grup degismelidir. Aslinda her arsimedyan
latis siral1 grup degismelidir.
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5. LATISSIRALI GRUPLAR UZERINDE BiR TOPOLOJi

5.1. Latis Sirah Toplamsal Gruplar

A toplamsal bir sirali grup olsun. Eger " x, yl Alicin sup(Xx, y) ve inf(x, y) varsa

Avyalatisarral toplamsal grup denir.
inf(x, y) =- sup(- X,- y) dr.

Tamm 5.1.1: A latis siral1 toplamsal grup olsun. N: A® A olmak Uzere
N()= | X|=sup(x, - x) =xU(- X)

bicimindeki fonksiyona mutlak deger fonksiyonu veya N normu denir.

Teorem 5.1.2: N bir A latis siral1 toplamsal grubu tizerinde N norm olsun. O zaman
(i)  N(x)=sup(x,0)- inf(x,0)
(i) N(=x U x>0 ve 6zel olarak N(N(x))=N(x)
(iii) N(x)>0
(iv) Nx)=0 U x=0
(V) N(mX)=[m|N(x) ,xI Aveml ¢ icin
(Vi) NOcHy)< N()+N(y)

Tamm 5.1.1.den asagidaki elde edilir.
NX)<e U -e£x£e," e>0icin. Ozel olarak —N(X) < x< N(X)
5.2. C-Topoloji

Tanim 5.2.1: G bir toplamsal grup olsun. Eger her xI G igin WiAS AR = X

n- defa

olacak sekilde bir yI G varsa G grubuna n-béliinebilir grup denir. Boyle bir yI G
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varsa bu elemanin tek oldugu kolayca gorilir. Dolayisiylabu yi G elemamm Xile
n

gosterecesiz. Hernl ¥ icin n-boliinebilir gruplara kisaca bélunebilir gruplar denir.

Tamm 5.2.2: A, 2-bolunebilir latis siral1 toplamsal grup olsun.
/L Cl A ={xI Ax>0}ve
i) O C
i) (xl Cvey>x) b yl C
i) x,yl Cpb inf (x,y)I C
iv) X C b gl C
ise CI  A"{0} kimesine kabul edilebilir elemanlarin bir kiimesi, C nin

elemanlarina da kabul edilebilir elemanlar denir.

Teorem 5.2.3: Varsayalim a, A nin bir pozitif elemam olsun. A ={xI A:x>a}
aalim. O zaman A, tamm 5.2.2. deki i, ii ve iii saglar. Simdi " nl ¥ icin
A= 2711 A, olarak tammlayalim. O zaman A, ., E A, oldugu kolayca gorldr.

C=U; A, ,olarak alimirsa C kabul edilebilir elemanlarin bir kimesidir. Bu kiime a

y1 igeren minimal kabul edilebilir elemanlarin kiimesidir.

Ispat: i) a>0,01 A,=A={xx=a}

A=3 AS(SX A}

Ol A ,ise0=0+0o0lup Ol A, olur. Buiseceliski yaratir. Bu sekilde devam
edilerek O C=U; A, ,bulunur.

i) yl C ve y>x olsun. O halde her nl ¥ icin yl A dir. xI C oldugunu
timevarimla gosterecegiz. n=1 icin xI A, oldugunu gosterelim.

XI A=A =x>a isey>x>a oldugundanyl A,  olur. Buisebir celiskidir.
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xI A, ,oldugunu goserelim.

XI A,ise ng, zl A,,. Dolayisiyla x+x:§+§:zl A,, olur. Ote yandan

y+y>x+x>aolup dolayistyla 2yl A, ve sonug olarak y— | A, olur. Bu
ise bir celiskidir.
n<k igin hipotez dogru olsun. Yani xI A olsun. xI A, oldugunu

gogterecegiz. Varsayalim ki xI A, ,,, olsun. Dolayisiyla ng oz Ay

Xtx=zl A, X+Xx<y+yve

y+y,
2

tlmevarim hipotezinden y= A, ., olur. Buise bir geliskidir.

i) x, yl Ciseinf{x,y} | Coldugunu gosterecegiz.
X, yl Colsun.xl A ., yl A,

Xl A.==—5 A, x— - zolacak sekildezl A, vardr.

yl A= 2“ A, sekildetl A, vardr.

O halde inf{x,y} = \MHL2

m=max{n,k}t, zZI A olup inf {t, ZI A

oldugu agiktir. Dolayistylaxl A, veyl A, ., m=max{n, k} ise
inf {x,y}| A, olur.

iv)xl Cp xI A, b gl AP gl C dir.

Tamim 5.2.4: A, 2 bolunebilir latis siral1 toplamsal grup ve C, A nin kabul edilebilir

elemanlarinin kiimesi olsun. x,1 Ave ri C olmak tizere
U,  ={XI Air-N(x-%,) I C}

kiimesine x, merkezli r yaricapl: agik C —disk denir.
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Teorem 5.2.5: A, 2 bolunebilir latis siral1 toplamsal grup olsun. O zaman agik C-
diskleri A Gizerinde bir topolojinin bir bazidir. Bu topolojiye C topolojisi denir.

ispat: i) x,1 U, oldugundanA= U U_, olur.
%o, Xl A %o,

i) zT U, CU, ,olsun.
Dolayisiyla ¢, =r- N(z- %), C,=R- N(z-y,)I C olur.e=inf(c,c,)
olsun.U, .1 U _ CU, . oldugunu gosterelim.
xl U, . olsun. Dolayisiyla ¢, =e - N(z,- X)T C olur. O halde
NG %) = F-N( 2o+ 207 %) = -N(% - ) +€ -N(2,-%)-
=C,+¢-e > cy+e-e=c;| Colup

dolayisiylatamm 5.2.2 (ii) den
r-N(x- x,)I C bir baskaifadeile x U, . sonucu elde edilir. Benzer sekilde
Re N(x- Yo ) =RN( 2+ - Y) = RIN(Yy - 20 )+e -N(2,-%)-

=ctc,-e>cte-e=¢gl C
olupxl U, . eldeedilir.

NOT: A, 2 boltinebilir olmasa bile teorem 5.2.5 gegerlidir. Bu durumda 5.2.2.nin iv.
maddesine ihtiyag yoktur. Ayrica N normunun C topolojisi ile stirekli oldugu kolayca
gordlebilir.

Kolayca goruluyor ki eger V,  ={xI A:N(x-X,)<r } ve
For={XI AN(x-%) £ r} issozaman U, 1 V, | F_ dir.
Ornek 5.2.6: A= j*ve(a,b)<(cd) U (a<cUb<d) bigiminde tammlanan siralama
olsun. O zaman A bdlunebilir latis siral1 toplamsal gruptur.
sup((a, b), (c, d))=(sup(a, c), sup(b, d)), A"={(a, b): a0 U b>0}dir ve
C={(a,b):a>0 U b>0} kimesi kabul edilebilir elemanlarin bir kiimesidir.
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U(Xo,yo),r :{(X!y) I iz -r< X=X <r ve-r<y- Yo < r} X

F

(Xo0:Yo).r

Vooworr = Fooworr TOGTT Yo 1), (6 +, Vo), (%1, Yo+1), (X1, Yo}

={(xY) | i2r X% < ve-r <y-y, <r};

Bu yiizden A (izerindeki C topoloji j > lizerindeki standart topolojiye denktir.
Oteyandan C={(x,y) | i’ :(x>0) U (y>0)}kiimesi de kabul edilebilir elemanlarin

2

bir kiimesidir. Fakat bu kimeye uygun C topolojisi j° Uzerinde standart topoloji

desildir.

Teorem 5.2.7: A, 2 bolunebilir latis siral1 toplamsal grup ve C kabul edilebilir
elemanlarin bir kiimesi olsun. O zaman

(i) C, Ctopolojisinde bir agik kiimedir.

(i) A=C-C

Ispat: (i) cl CveN(x-0)< % ise sup(x-c,-x+c)< %olup X-C< %ve —X+c< %dir.

Dolayisiyla %Sx < % olur. Busebeple U _ | Cdir.
“2

(i) HerxI Avehercl Cicinteorem5.1.2 (i) den
x=sup(X, 0)-sup(-x, 0)=(sup(x, 0)+c)-(sup(-x, 0)+c)I C-C olur.

5.3. C-Gruplari

A, latis sirali toplamsal grup ve C kabul edilebilir elemanlarin bir kiimesi
olsun. Eger her x,yl C icin ny>x olacak sekilde bir nl ¥ varsa A ya C

arsimedyan grup denir.

Tamm 5.3.1: Eger A bir latis siral1, 2 boltunebilir, C arsimedyan grup ise A ya bir C
grubu diyecegiz.
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Ornek 5.3.2: A drnek 5.2.6. deki gibi tamumlansin. Eger biz C={(x, y):x>0, y>0}
olarak alirsak o zaman A bir C grubudur. Eger C={ (X, y):x>0, y>0} olarak alirsak o
zaman A bir C grubu degildir.

Ornek 5.3.3: Tim dyadic sayilarin Q, grubu bir C grubudur.

Teorem 5.3.4: A bir C grubu olsun. Bu durumda her xI Aveher cl Cigin

z—f +cl C olacak sekilde bir nl ¥ vardr.

Ispat: cl C, xI Aolsun. O zaman teorem 5.2.7.(ii) den ¢, c,| C vardir dyleki

X_6&_6

X= ¢, - C, dir. Bundan dolay: her nl ¥ igin o T on T or A, C arsimedyan grup
oldugundan c- %>o olacak sekilde bir nl ¥ vardir. Dolayisiyla

X

=2 +(c—& )| Cdir.
2" 2" 2"

Tamm 5.3.5: Eger herel C icin n>n, iken e-N(x-x,) | C olacak sekilde bir

n,| ¥ varsa xI A elemaninaisx, dizisinin limiti denir ve limx, = x ile gosterilir.

Teorem 5.3.6: (i) FI Aolsun. O zaman F nin kapanis1 clF ={ limx, :x | F}dir.

(i) A'=dlC

Ispat: (i) X={x:F debir x_ dizisi igin limx_ =x }olsun. xI X varsayalim. O zaman x

in her komsulugu F i keser. Bu yuzden X1 clF olur. Varsayalim ki
xI clF vee | CveU,, yarigapi zi olan x etrafindaki acik C diski olsun.

Xl clF oldugundanhernl ¥ icinU CF * Jolur.

x 1 U, CF secelim.
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O zaman x=limx_ dir. Bu ylzden cIlF | X olur.

(ii) Varsayalimxl A" olsun. Bir keyfi cI C segelim. O zaman lim (x+%):x

veher nl ¥ iginx+ %I C dir. Dolayistylaxl clC olupA™1 cIC dir.

Xl clCalaim. O zaman x=limx, , X, | Cicin. N normunun
sirekliliginden ve teorem 5.1.2 (ii) den
Nx=N(limx_ )=lim(Nx )=limx =x. Buyizdenx>0olupxl A" olur.

Dolayisiyla A" =cIC dir.
Teorem 5.3.7: x>0veher cl Cigin x<c ise 0 zaman x=0 dur.

Ispat: Varsayalim ki x>0 olsun. x=limx_ (her nl ¥ icin x | C) olur. Dolayisiyla
yeteri kadar biytk bir nl ¥ vekeyfiel Cicin N(x-x )<e olur. Dolayisiyla
-e<x-x, olup x,<x+e olur. Bu yuzden vyeterince buyik bir nl ¥

icinx, <x+e<e+e=2e vyazlabilir. Dolayisiyla yeteri kadar buyik bir KI ¥igin
_ X7 X o X . - _
e= 5 | C amrsax, < 5 + 5 =x.olur. Bu bir celiskidir. Dolayisiyla x=0

olmalidir.
Teorem 5.3.8: A bir Hausdorff uzaydir.

Ispat: Varsayalim x, yl A ve xt y olsun. Eger N(x-y)=e | Cise 0 zaman x vey nin

% komsuluklart U _ve U _icinU _ C U =@ oldugunu gosterelim. Varsayalim
X,— X,Z yx4

4 Y

kizZl U, C U, olsun.zl U eise%-N(x—z)I Cdir.zl U, ise%-N(y—z)I C
X,— Y= xS

4 4 4 Y

dir. N(x-y)=N(x-z+z-y) =e alalim.
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e - N(x-z+z-y)> %-N(x—z)+ %-N(y—z)> %-N(x-z) | Colup e-e=01 Colur ki bu da

celiski yaratir.

Simdi varsayalim ki N(xy) | A"\C olsun. Bir &telemeden sonra y=0
varsayabiliriz. Dikkat edilirse 0 ile N(x) | A" elemanlarimin agik kimelerle
ayrilabilir oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayistyla x>0 varsayilabilir.

fddia: $(U**, 01 Uvexl U)

Varsayalim ki iddia yanlis olsun. Dolayisiyla her cl C igin x<c olup teorem
5.3.7.den x=0 olup bir geliski verir.

Simdi  xI Ug,.olsun. V=U aaim. xI'V oldugu aciktir.

X+—.e

N | @

SimdiU,, CV =A& oldugunu gosterelim. zl U,, CV olsun.

zl U, oldugundane- N(2)T C ve dolayisiylae > N(2) olur. Benzer sekilde zI V
) e. . e .
isee- N(z- x- E)I Chb e>N(z- x- E) . Ote yandan

x+%:N(x+%)£N(x+%-z)+ N (2<2e. Dolayisiyla x<%olur. Bu ise

XI U, ,, olmast ile gelisir.

Teorem 5.3.9: Her C grubu topolojik gruptur.

Ispat: f:A® A f(a)=-a ve g¢g:A A® A g(a,b)=a+bolsun.

"(Vv® .al V) $(U ack al U ) vardr dyle ki f(U) 1 V oldugunu
gogtermeliyiz. V =U__  ={xI A: e-N(x+a) I C} olsun. U=U, aaim. xI U ise
e-N(x-a) I Cdir.e-N(-x+a)= e-N(x-a) I C oldugundan f(x)=-xI V olup

f(U) | V dir. Dolayisiylaf streklidir.

Simdi  g:A” A® A g(a,b)j=a+b fonksiyonunun sirekli oldugunu
gosterelim.
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e
w=U, ., o daim U= UXO ={x: E-N(x—xo)l C}.

N | ®

vV =U :{y:%-N(y- Y,) | C} aalim. g(UxV) 1 W g(xy) | g(UxV ) olsun.

€
0

(X, y)=z1 UxV olur.
e N+ Yo- ()2 = -NOC X+ = -NOY- ¥p) >2-NGe ) | Colup

a(x, y)=x+y | Wdur.
Dolayisiyla g(UxV) | W oldugundan g sireklidir. Bununla birlikte A
Hausdorff uzay oldugundan bir topolojik gruptur.

47



KAYNAKLAR

BLYTH T. S. “Lattices and Ordered Algebraic Structures’ Springer 1 edition (2005)
BOURBAK 1, NICHOLAS “ Elements of mathematics algebra’ Hermann Paris
(1974)
BOURBAK 1, NICHOLAS“ Elements of mathematics general topology”
Addison-Wesley Reading,Mass (1966)
GUSIC. | “A Topology On Lattice Ordered Groups”
Proc.Amer.Math.Soc.126 (1998), N0.9,2593-2597
SIK ORA, A. “ Topology on the spaces of orderings of groups’
Bull.London Math.Soc.36 (2004)519-526

48



OZGECMIS

1979 yilinda Mersin’ de dogdum. Ogrenimimi sirasiyla Tarsus Misak-i Milli
ilkokulu, Kasim Ekenler Ortaokulu ve Tarsus Cengiz Topel Lisesi’ nde tamamladim.
1996 yilinda Cukurova Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik bolimiine
kayit oldum. 2000 yilinda mezun oldum. Ilk olarak Hasanbeyli ilkogretim okuluna
atandim. Daha sonra Adana Karsiya Meslek Lisesi, Tunceli Atatirk Lisesi ve
Ceyhan Lisesinde gorev yaptim. 2005 yilinda yiksek lisansa basladim. Su anda
Tarsus Cumhuriyet Lisesinde matematik dgretmenligi yapmaktayim.

49



