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ABSTRACT

LIE ALGEBRAS AND EXTREMAL ELEMENTS

KIRMIZI, Tolga
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Ozge OZTEKIN
November 2017

38 pages

An L Lie algebra is defined as a vector space with a transformation that provides
bilinear, skew-symmetric and Jacobi identity on field F. For each y € L, the
elements x € L that provide the condition [x,[x,y]] € Fx are called extremal
elements. In this study, the center, central and inner automorphisms of Lie algebras
generated by two and three extremal elements and the normalization of some
subspaces were investigated.

Key words: Lie algebras, Extremal elements, Central automorphisms, Inner
automorphisms



OZET

LIE CEBIiRLERI VE EKSTREMAL ELEMANLAR

KIRMIZI, Tolga
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Doc. Dr. Ozge OZTEKIN
Kasim 2017

38 sayfa

Bir L Lie cebiri, [Fcismi iizerinde bilineer, ters simetrik ve Jacobi 6zdesligini
saglayan bir donilisiime sahip bir vektor uzay1 olarak tanimlanir. Her bir y € L icin

[x, [x,¥]] € Fx kosulunu saglayan x € L elemanlarina ekstremal elemanlar denir

Bu ¢alismada iki ve ti¢ ekstremal eleman tarafindan iiretilen Lie cebirlerinin merkezi,

merkezi ve i¢ otomorfizmleri ile bazi1 altuzaylarinin normalleyeni incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie cebirleri, Ekstremal Elemanlar, Merkezi Otomorfizmler, I¢

Otomorfizmler



TESEKKUR

Bu caligmanin  gelistirilmesinde  bilgilerini  benimle paylagmaktan
kacinmayan, her tiirlii konuda destegini benden esirgemeyen ve tezimde biiyiik
emegi olan Gaziantep Universitesi 6gretim iiyelerinden danigman hocam Yrd. Dog.

Dr. Ozge OZTEKIN’e sonsuz minnet ve tesekkiirlerimi sunarmm.

Lisans ve Lisansiistli egitimim boyunca yardim bilgi ve tecriibeleri ile bizlere
siirekli destek olan Gaziantep Universitesi matematik bdliimiindeki tiim hocalarima

cok tesekkiir ederim.

Bu calisma siiresince beni hep destekleyen ve giivenen ¢ok sevdigim aileme

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

vii



ICINDEKILER

Sayfa
A B S T R A C T et e e e e et e e e e e e e e e teee e e e e aae e e e e e e e e eaaaaeaans \%
O ZE T ettt ettt e e e et e e et e e et et e et et e et e et eneaen vi
TESEKKIUR ..o vii
ICINDEKILER ...t viii
CIIARTR AR AN AR A A 1
1270 5161.Y, 10 KSRV OVSURRRRRO 3
1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .......ooviuiieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eee e seeee e 3
1.2  GRUPLAR ..o e e e e e s e s s e e e e s esen s e s eseseesesesesesesesesssesesenens 3
1.3 HALKALAR . ..ot e e es s e e e e e e e e s eseneaeeseeessesseseeseseeseseaens 6
1.4 VEKTOR UZAYLART ..ot e e eae et eeeeeeeeseeeee e ee e eeneeeenenes 8
1.5. LINEER DONUSUMLER.........oooooiioiieieeeeeieeeeeeee et 10
1.6, CEBIR ..ottt ettt e e et e e ee e e eeeeeese e eae e ereeeeees 10
BOLUM 2 oo ettt e e e e e e e et e s et eesees e e e e e e s eneee e s e s eesesssensensenen 12
2.1 LIE CEBIRLERI ..ottt e e e e e s e eeeaeeenenes 12
2.2 YAPT SABITLERT ..ottt ettt e e e e eeenes 14
2.3. MERKEZ VE NORMALLEYEN ..ot e oo e s e seses e enns 15
2.4. NILPOTENTLIK VE COZULEBILIRLIK .....ovoviviuieeieeeeee e 19
BOLUM 3 oot ee ettt e e e et e es e e s e ea e e e et es e s essees e e e eseeseseseesessesseessenen 21
3.1 EKSTREMAL ELEMANLAR .....ooooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo es e e eees e seses e eenes 21
1270 5161, 007 SRRSO 24
4.1. iIKi EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LiE CEBIRLERININ
MERKEZI VE OTOMORFIZMLERT ..o ee e 24
4.2.UC EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LiE CEBIRLERININ
MERKEZI VE OTOMORFIZMLERT ...t 29
4.3. UC EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LIE CEBIRLERININ
Y APISL: oottt ettt ettt e et et e et e e e ettt e e eeeereaenees 29
KAYNAKLAR .ot e e et e e e et e e e e et e e e seaeeeseeeaeeeeeseaeeseneens 39



GIRIS
F cismi tizerindeki bir L cebirinin [—,—]:L X L — L c¢arpimi asagidaki iki

0zelligi sagliyorsa L cebirine Lie cebiri denir.

i. [—,—] carpimu ters-simetriktir. Her x € L igin [x,x] = 0
ii. [—, —] carpimu1 Jacobi 6zdesligini saglar. Her x,y, z € L igin
[x [y.z] ]+ [z x]]+[z[x,y]]=0
veya

[[x,ylz]+[[yz.x]+[[zx],y]=0

Lie cebirlerinin fizik ve matematigin bir¢ok alanindaki calismalarda ozellikle
diferansiyel denklemlerde uygulamalari bulunmaktadir. Bir Lie cebiri genellikle
carpim tablosu veya iiretecleri ve bagmtilarindan olusan kiimesinin bir takdimi ile
bilinebilir. Urete¢ sayis1 cogaldik¢a Lie cebirinin carpim tablosunu yazmak oldukca
zordur. Bundan dolay1, bu calismada sadece iki ve ii¢ ekstremal eleman tarafindan
tiretilen Lie cebirlerinin baz1 6zel otomorfizmleri incelenmistir.

Her bir y € L i¢in [x, [x,y]] € Fx kosulunu saglayan x € L elemanlarinin yani
ekstremal elemanlarin Ozelliklerini ve bu elemanlar tarafindan iiretilen Lie
cebirlerinin yapisini Don Roozemond, Cohen, Steinbach, Ushirobira ve Wales [1],
[2], [3] ve [19] ¢alismalarinda incelemistir.

Bu ¢alisma, dort kisimdan olusmaktadir.

Birinci kisimda cebirin temel tanim ve teoremleri verilerek Lie cebiri kavramina
hazirlik yapilmistir.

Ikinci kisimda ise Lie cebirleri tanitilarak bazi Lie cebiri ornekleri ile Lie
cebirlerinin temel tanim ve teoremleri verilmistir.

Ucgiincii kistmda [1], [2], [3] ve [19] ¢alismalarindan faydalanilarak ekstremal
elemanlar tarafindan {iretilen Lie cebirleri tanitilmis ve bazi onemli 6zellikleri
verilmistir.

L, T cismi ilizerinde sonlu iiretilmis bir Lie cebiri olsun. 8, L nin bir otomorfizmi

olmak tizere her x € L i¢in 8(x) — x € C(L) ise 8 ya " merkezi otomorfizm " denir.

Burada C(L) ={x€L|[x,y] =0, hery €L} L Lie cebirinin merkezidir.



Bu tanimdan yola ¢ikarak dordiincii kisimda iki ve ii¢ ekstremal eleman
tarafindan {iretilen Lie cebirlerinin merkezi, merkezi ve i¢ otomorfizmleri ile bazi

altuzaylarinin normalleyeni incelenmistir.



BOLUM 1

Bu boliimde Lie cebirleri kavramina temel olusturacak sekilde temel tanim ve

teoremler verilmistir.

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 1.1.1: A ve B bostan farkli kiimeler olmak {izere A X B nin bos olmayan her

alt kiimesine A dan B ye bir bagint1 denir
R, A da bir baginti olsun. (a, b) € R ise a, b ye baghdir denir.

Tamim 1.1.2: f, A dan B ye bir bagint1 olsun. Va € A i¢in a ya f ile bagh B de bir ve
yalniz bir eleman bulunabiliyorsa, f ye A dan B ye bir fonksiyon denir ve f: 4 - B

ile gosterilir.

Tanim 1.1.3: f: A —» B fonksiyonu verilsin. Eger her a4, a, € 4 i¢in f(a;) = f(a,)
iken a; = a, oluyor ise f ye birebir fonksiyon denir. Eger her b € B i¢in f(a) = b
olacak sekilde bir a € A varsa f ye orten fonksiyon denir. Eger f hem Orten hem de

birebir ise f ye birebir esleme denir.

Tanimm 1.1.4: A X A dan A ya bir fonksiyona A da bir ikili islem denir.

1.2. GRUPLAR

Tamim 1.2.1: G bos olmayan bir kiime ve *,G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebir

yapist asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.

i.  *isleminin G de birlesme 6zelligi vardir yani her a, b, ¢ € G igin

ax(bxc)=(axb)*c



iil.  * igleminin G de birim eleman1 vardir yani her a € G igin axe = e*a =a

olacak sekilde bir e € G vardir.

ili. Her a €G i¢in axa' =a’ *a =e olacak sekilde bir a’ bulunabilir.( a’

elemanina a nin * iglemine gore tersi denir)

Tamim 1.2.2: (G,*) bir grup ve her a,b € G icin ax b = b * a degisme Ozelligi de

saglantyorsa gruba degismeli grup veya Abel grubu denir.

Ornek 1.2.3: m. mertebeden regiiler matrisleri ¢arpma islemine gére bir gruptur. Bu

gruba genel lineer grup denir ve GL,, (R) ile gosterilir.

Tanim 1.2.4: G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G
deki isleme gore bir grup oluyor ise H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile

gosterilir.

Onerme 1.2.5: G grubunun bos olmayan bir altkiimesinin altgrup olmasi igin gerek

ve yeter kosul her a,b € H i¢in ab™! € H olmasidur.
Onerme 1.2.6: Bir grubun bir takim altgruplarinin arakesiti de bir altgruptur.

Ornek 1.2.7: G grubunun tiim elemanlari ile degismeli olan elemanlar1 bir altgrup

olusturur. Bu alt gruba G nin merkezi denir.

Tamim 1.2.8: M bir G grubunun bir alt kiimesi olsun. M yi kapsayan, G nin biitiin
altgruplarinin arakesitine M nin {irettigi altgrup denir ve (M) ile gosterilir. M nin

elemanlarina da (M) grubunun iiretegleri denir.
Tanmm 1.2.9: G bir grup, a € G ve H < G olsun.

aH ={ah|h€H} ve Hao ={ha|h € H} kiimelerine sirasiyla H nin G deki sol

koseti ve sag koseti denir.

Tamim 1.2.10: G bir grup olsun. G nin bir altgrubu H ve bir eleman1 a olsun. Her

g € G i¢in aga™?! elemanina g nin a ya gore eslenigi denir.

aHa ! = {aha™! : h € H}



kiimesine H nin a ya gore eslenigi denir.

Tanmm 1.2. 11: G bir grup ve N, G nin bir alt grubu olsun. Eger her g € G i¢in
gNg™ =N

ise N ye G nin bir normal altgrubu denir.

Ornek 1.2.12: G nin merkezi bir normal alt gruptur.

Tamm 1.2.13: G bir grup ve H, G nin bir normal alt grubu olsun. G /H iizerinde bir

carpma islemi sdyle tanimlansin. Her aH, bH € G /H igin
(aH)(bH) = (ab)H
olsun. Bu isleme gore G /H bir gruptur ve bu gruba G nin H ile boliim grubu denir.

Tamm 1.2.14: (G, -) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Her
a,b € G i¢in f(a.b) = f(a) * f(b) ise f ye G den H ye bir homomorfizma denir.
Eger ek olarak f birebir ise f ye monomorfizma, f Orten ise epimorfizma ve f hem
orten hem de birebir ise f ye izomorfizma denir. Ayrica f,G den G ye bir

izomorfizma ise f ye otomorfizma denir.

Onerme 1.2.15: G nin biitiin otomorfizmalarin kiimesi 0(G) bileske islemi altinda

bir gruptur.
Tamim 1.2.16: f: G — H bir grup homomorfizmasi olsun.

ker(f) ={g € G: f(9) = en}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.
Tamm 1.2.17: G bir grup ve a € G olsun. Her x € G i¢in

0.(x) = axa™?!

ile tanimh @,: G — G , G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi

denir.

Onerme 1.2.18: Bir G grubunun biitiin i¢ otomorfizmalarm kiimesi Inn(G), 0(G)

otomorfizmalar grubunun bir alt grubudur.



Onerme 2.2.19: Her a € G icin Y(a) = @gile tanimhi : G - Inn(G) fonksiyonu
bir homomorfizma ve keryp = M (G nin merkezi) olup G/M = Inn(G) dir.

Tanim 1.2.20: G bir grup x4, x, € G olsun.
[x1, 2] = x7 25 T2y x,
elemanina x; ile x, nin komiitatorii denir.
H, ve H,, G grubunun bostan farkl altkiimeleri olsun.
[Hy, Hy] = ( [hy,h2] 2 hy € Hy, hy € Hy)

olarak tanimlanir. Burada H; = H, =G ise [G,G] komiitatér grubuna G nin

komiitator altgrubu denir.

Tamm 1.2.21: A bostan farkli bir kiime olsun. A iizeriinde tanimli birebir ve Orten bir
fonksiyona A iizerinde bir permutasyon denir. Bir A kiimesi iizerinde taniml1 biitiin
permutasyonlarin kiimesi SymA ile gosterilir ve SymA kiimesi fonksiyonlarin

bileske islemine gore bir gruptur. SymA grubuna A kiimesi tizerinde bir grup denir.

Tammm 1.2.22: G bir grup ve A bir kiime olsun. Eger ¢:G — SymA

homomorfizmasi varsa ¢ ye G nin bir permutasyon temsili denir.

1.3. HALKALAR

Tamm 1.3.1: R bos olmayan bir kiime olsun ve bu kiime {izerinde taniml1 + ve -
ikili islemleri verilsin. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan (R, +, -) cebirsel yapisina

bir halka denir.
i. (R, +) degismeli bir gruptur.
ii. - igleminin R de birlesme 6zelligi vardir. Yani her a, b, ¢ € R igin
a.(b.c) = (a.b).c

iii. - isleminin + iglemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir:
Her a, b, c € R igin
a.(b+c)=ab+acve(a+b).c=ac+ bc



Eger her a,b € R i¢in a.b = b.a ise halkaya degismeli halka denir. R nin toplama
islemine gore etkisiz eleman1 Oy ile gosterilir ve buna halkanin sifir eleman1 denir.
Halkanin - islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger ikinci isleme gore de
etkisiz eleman varsa halkaya birimli halka denir ve etkisiz elemana da halkanin

birim elemant1 denir ve Iy ile gosterilir.

Tanmm 1.3.2: R bir halka ve a,b € R olsun. a,b # 0 iken ab = O ise a ya sol sifir
bolen ve b ye sag sifir bolen denir. R nin degismeli olmasi durumunda sifir bélen

ifadesi kullanilir.

Tanim 1.3.3: R birim elemanli ve degismeli bir halka olsun. R sifir bolensiz ise R ye

tamlik bolgesi denir.

Tanim 1.3.4: R birimli ve degismeli bir halka ve R — {0z} = R" , ikinci isleme gore

bir grup ise R ye bir cisim denir.

Tanim 1.3.5: R bir tamlik bolgesi olsun. m. 1z = 0y olacak sekilde m > 0 tamsayisi
varsa bu m sayilariin en kii¢iigline R nin karakteristigi denir. Eger bdyle bir pozitif

tamsay1 yoksa R nin karakteristigi sifir denir.

Tanim 1.3.6: R bir halka ve a € R olsun. Eger bazi pozitif n tamsayilari i¢in a” = 0

oluyorsa a elemanina nilpotent eleman denir.

Tamim 1.3.7: R bir halka ve @ # S < R olsun. R deki islemlere gore S altkiimesi bir

halka oluyorsa S ye R halkasinin bir alt halkas1 denir.
Tanim 1.3.8: R bir halka ve @ # I < R olsun.

i. Hera,b €1 icina—b €l
ii. Hera € I veherr € Riginra € I (veyaar € I)
ise I ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir.

Hem sol hem de sag ideale iki tarafli ideal veya kisaca ideal denir.
Onerme 1.3.9: Bir halkanin bir takim ideallerinin arakesiti de bir idealdir.

Tamm 1.3.10: A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan biitiin

ideallerinin arakesitine A nin iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir.

Tamm 1.3.11: R halkasinin bir I idealine gore tanimlanan denklik siniflar1 arasinda



(a+ DB+ =(a+b)+1
(a+DOMB+ID) =(ab)+1

ile tanimlanan @ ve © islemlerine gore R /I bir halkadir. Bu halkaya R nin I idealine

gore bolim halkasi denir.
Tamim 1.3.12 : R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € R
icin

i, fla+b)=f(a)+f(b)
ii.  f(ab)=f(a)-f(b)

ise f ye R den Sye bir halka homomorfizmasi denir. Eger bir f halka
homomorfizmasi ayni zamanda birebir ise f ye bir halka monomorfizmasi, orten ise
bir halka epimorfizmas1 ve birebir esleme ise bir halka izomorfizmasi denir. R den R

ye tanimli bir izomorfizmaya otomorfizma denir.
Tamim 1.3.13: R ve S iki halka ve f: R — S homomorfizmasi olsun.
Ker f ={r e R| f(r) = 04}

kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.

1.4 VEKTOR UZAYLARI
Tamm 1.4.1: Bir V vektor uzay1 asagidakilerden olusur.

1. Bos olmayan bir V kiimesinin elemanlarina vektor denir.

2. F cismi elemanlarina skaler denir.

3. Her a,p € Velemanlarina (a+ f) €V elemanin1 karsilik getiren ve
asagidakileri saglayan “ + ” toplama iglemi
a. Herg,peEVicna+pf=F+a
b. Hera,B,y €EVigha+ (B +y)=(a+B)+y

e

Her @ € Vicin ¢ + 0 = 0 + @ = «a olacak sekilde 0 € V vardir.

&

Her a € Vicin a + (—a) = (—a) + a = 0 olacak sekilde —a € V vardur.



4. Her a €V ve c € F eclemanlarina ca € V elemanin1 karsilik getiren ve

« n

asagidakileri saglayan carpma iglemi

a. Hera,f€Vvec€eFigincla+p)=ca+cp

b. Herc;,c, EF, a € Vigin (¢; + cp)a = cia + ¢,
c. Hercy,c, €EF, a €V igin (cic)a = ¢1(cya)

d. Her @ € V i¢in 1. = a olacak sekilde 1 € F vardir.

(V, 4+, F) bir vektor uzayidir.

Tanmm 1.4.2 : V,F cismi lizerinde bir vektor uzayr ve W c V olsun. W,V deki

islemlerle bir vektor uzayi oluyorsa W ya V nin bir altuzayidir denir.

Onerme 1.4.3 : V nin bos olmayan bir W altkiimesinin bir altuzay olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul her , f € W ve her ¢ € F i¢in ca + § € W olmasidir.
Tanmm 1.4.4: V, F cismi lizerinde bir vektér uzayi olsun. a4, @y, ...,a, €V ve
C1,Cy, ..., Cp € F olmak lizere

n

B=coa+ +cpa, = Z Cia;
i=1

vektoriine, aq, ay, ..., a, vektorlerinin bir lineer toplami veya lineer kombinasyonu

denir.
Teorem 1.4.5: Bir V vektor uzaymin altuzaylarinin arakesiti de V nin bir alt uzayidir.

Tanim 1.4.6 : V bir vektor uzay1r ve S de V deki vektorlerin bir kiimesi olsun. S yi
iceren biitlin alt uzaylarin arakesitine S tarafindan gerilen altuzay denir ve Sp(S) ile

gosterilir. Sp(S) uzay1 S yi igeren en kiiciik altuzaydir.

Tamim 1.4.7 : V,F cismi lizerinde bir vektdr uzayr ve S de Vnin bos olmayan bir

altktimesi olsun. Eger S deki farkl a4, a5, ..., @, vektorleri igin
c10q + -+ cpa, =0

olacak sekilde hepsi aym anda sifir olmayan c4,c,,...,c, skalerleri varsa

a1, Ay, ..., &y vektorleri lineer bagimlhidir denir. Aksi taktirde lineer bagimsizdir.

Tamm 1.4.8 : V, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. V yi geren lineer bagimsiz

bir kiimeye V nin bir bazi denir.



Tamm 1.4.9 : V nin herhangi bir bazindaki vektorlerin sayisina V nin boyutu denir

ve dimV ile gosterilir.

1.5. LINEER DONUSUMLER

Tamm 1.5.1 : V ile W aynm1 F cismi lizerinde iki vektor uzayr ve T:V — W bir

dontigiim olsun. Eger her a, f € V ve ¢ € F igin
T(ca+ ) =cT(a) +T(p)
oluyorsa T ye bir lineer doniisiim denir.

Tamm 1.5.2 : V,F cismi iizerinde bir vektér uzayr olmak iizere T2 = T olacak

bi¢imdeki bir T: V — V lineer doniisiimiine izdiisiim denir.

Tanmm 1.5.3 : U,V,W bir F cismi iizerinde vektor uzaylar1 olsun. f:U XV - W

fonksiyonu asagidaki iki kosulu sagliyorsa f ye bilineer doniisiim denir.

i. Herc € F, heruy,u, € U, herv € V i¢in

fQug + cup,v) = f(ug,v) + cf (U, v)

ii. Her c € F,her u € U, her vy, v, € V i¢in
fuvy + cvy) = f(w,v1) + cf (W, v2)
dir.
Tanim 1.5.4 : U, W bir F cismi {izerinde vektor uzaylart olmak tizere f: U X U - W
bilineer doniistimii her u,, u, € U i¢in f(uy,uy) = f(uy,uy) esitligini saglarsa f

bilineer doniisiimiine simetriktir denir.

Tanmm 1.5.5: Simetrik bir bilineer fonksiyona U vektor uzay lizerinde bilineer form

denir.

1.6. CEBIR

Tamim 1.6.1 : 4,m: A X A — A bilineer doniisiime sahip [ cismi lizerinde bir vektor

uzay1 ise A ya bir cebir denir.
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Buradaki m, bilineer doniisiimiine ¢arpim denir.
A cebir olmak iizere ve her x,y € A i¢in m(x, y) yazmak yerine kisaca xy yazariz.

Tamm 1.6.2: A bir cebir olmak iizere A nin bir B alt uzaymna her x,y € B i¢gin

xy € B oluyorsa alt cebir denir.

Tamim 1.6.3: Eger her x € A ve y € B icin xy € B ve yx € B oluyor ise B ye bir

ideal denir.
Tanim 1.6.4: A bir cebir ve B, A nin bir ideali ise A/B uzayina boliim cebiri denir.

Tanmm 1.6.5: A ve B, bir F cismi lizerinde iki cebir ve 8: A — B bir lineer doniisiim

olsun.

Eger her x,y € A i¢in 8(xy) = 8(x)8(y) oluyorsa 6 ya bir cebir morfizmi denir. 6
birebir esleme ise 6 ya cebir izomorfizmi denir. 8: A - A cebir izomorfizmi ise

otomorfizm denir.

Tanmim 1.6.6 : A bir cebir olsun. Her x,y,z € A igin

(xy)z = x(yz)

saglaniyorsa A ya birlesmeli cebir denir.
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BOLUM 2

2.1. LIE CEBIiRLERI

Tanmm 2.1.1: F cismi lzerindeki bir L cebirinin [—,—]:L X L - L ¢arpimi

asagidaki iki Ozelligi sagliyorsa L cebirine Lie cebiri denir. Bu carpima braket

diyecegiz.
i. [—,—] carpimu ters-simetriktir. Her x € L igin [x,x] = 0
ii. [—, —] carpimu1 Jacobi 6zdesligini saglar. Her x,y, z € L igin
[x, [y, z] 1+ [y, [z, x] ]+ [z [x,y]] =0
veya

[[x,yl.z]+[[y.zx]+[[zx],y] =0
Not 2.1.2: i. kosuluna dzdes olarak [x, y] = —[y, x] alabiliriz.

Ornek 2.1.3: V herhangi bir vektor uzay1 olmak iizere
[x,y]=0 x,y eV

trivial braket ile bir Lie cebiridir.

Ornek 2.1.4: L, T cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. Sifirdan farkli x € L alalim. x
tarafindan {iretilen uzay1 Fx ile gosterelim. Fx bir boyutlu abelyen Lie cebiridir.

a,c € Fx alalim.
[ax,cx] = ac[x,x] =0 a,c €F
olup tiim 1 boyutlu Lie cebirleri trivial brakete sahiptir.

) X1 Y1 X2Y3 — X3Y2
Ornek 2.1.5: R3, [x,y] = x Xy = <X2> X <}’2> = <x3Y1 - x1y3>

X3 V3 X1Y2 — X2Y1

vektor ¢arpimi ile bir Lie cebiridir.
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Coziim: ik 6nce bu ¢arpim ile R? vektdr uzaymn bir cebir oldugunu gosterelim.

Yani bu ¢arpimin bilineer oldugunu gosterelim. a € F, x,y,x € R3 alalim.

axy + Y, Z (ax, + y2)z3 — (ax3 + y3)z,
l[ax +y,z] = ax; +y, | X | 22 (ax3 +y3)z; — (ax; + y1)2z3
axs +ys Z3 (axy +y1)z; — (ax; + y2)z,

XpZ3 — X323 Y2Z3 = Y32
=a| X321 — %123 | + | Y321 — V173 | = a[x,z] + [y, 2]
X1Zy — X324 Vi1Zy — Y27,

benzer sekilde [x,ay+ z] = a[x,y] + [x,z] oldugu gosterilir. Bu durumda R3
tanimlanan islem ile bir cebirdir. Simdi bu ¢arpimin Tanim 2.1.1 deki iki 6zelligi

sagladigini gosterelim.

X1 X1 X2X3 — X3X 0
i. [x} x] = Xy | X <x2> = <X3X1 — XIX3> = (0) =0
X3 X3 X1Xp — X2Xq 0

olup bu ¢arpim ters-simetriktir.

2]+ [y zlxl+ [z xly] =

}’223 V32, ZyX3 — Z3X;y X2Y3 — X3Y2
V3Zi —V1Z3 | |+ |y X | Z3X1 — Z1X3 | |+ | z X | X3V1 — X1)3

3’122 Y224 Z1Xy — ZXq X1Y2 — X2)1

/\

3Y223 — X3Y3Zp — X1Y1Z2 + X1Y271

<x2y122 X2Y2Z1 — X3Y3Z1 + x3)’123>
X1Y3Z1 — X1Y1Z3 — X2)2Z3 T X2Y3Z;

YV3Z3X3 — Y3Z3Xy — V1Z1X + Y1Z2Xq

YV2Z1Xp — Y2Z2X1 — Y3Z3X1 + Y3Z1X3
+
V1Z3X1 — Y1Z1X3 — Y2Z2X3 + V22Z3X;

Z3X2Y3 — Z3X3Y2 — Z1X1Y2 t+ Z1X2)1

Z2X1Y2 — Z2X2Y1 — Z3X3Y1 T Z3X1Y3
+
Z1X3Y1 — Z1X1Y3 — Z2X2Y3 t Z2X3Y>
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Ornek 2.1.6: Herhangi V asosyatif cebiri, braket olarak komiitatdr aldigimizda Lie

cebirine doniisiir.

[x,y] =xy —yx, X,yEV

Ornek 2.1.7: V, F cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi olsun. V den V ye

olan tiim lineer doniisiimlerin kiimesi End V vektor uzayini diistinelim.
EndV ={f| f:V - V lineer doniisim}

End V fonksiyonlarin bileskesi ile asosyatif bir cebirdir. End V iizerinde carpimi
[f,g]l = fg — gf olarak tanimlayalim. End V bu garpim ile bir Lie cebirdir. Bu Lie
cebirine “genel lineer cebir” diyecegiz ve gl(V) ile gosterecegiz. gl(V) nin asosyatif
bir cebir oldugu aciktir.

Ornek 2.1.8: gl,,(F) = {A = [a; j]nxn| a;j € IF} kiimesini diisiinelim.  gl,,(F)
vektor uzay1 [A, B] = AB — BA ¢arpimu ile bir Lie cebiridir. gl,, (IF)nin asosyatif bir

cebir oldugu aciktir.

Ornek 2.1.9: a€ gl,(F) i¢in Tr(a) ile a mn izini gosterelim. si,(F) =
{a € gl,(F)| Tr(a) = 0} olsun. sl,,(F), gl,(F) nin bir alt cebiridir. Bu cebire 6zel

Lie cebiri denir.
Not 2.1.10: gl(V) = gl,,(F)

Not 2.1.11: A bir cebir ve B € A alt cebir olsun. A da olan 6zelliklerin tamam1 B
icin de gecerlidir. Yani A bir Lie cebir ise B de Lie cebirdir. A asosyatif ise B de

asosyatiftir

2.2. YAPI SABITLERI

Tamim 2.2.1: A, F cismi iizerinde bazi {x;, x5, ..., X, } olan bir cebir olsun.

n
— k s x
XiXj = Zcijxk , L,j=12,..n
k=1

carpimi A cebirinin ¢arpim tablosunu belirler. Gergekten de
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x=le-ai , y=ZBjxj

1se

_ _ K
xy = z a;Bixix; = Z a;Bjcijxy
i

i,j,k

olup A daki ¢arpim n3 tane cikj sabitinin bilinmesiyle tam olarak bellidir. Bu sabitlere

yap1 sabitleri denir.

2.3. MERKEZ VE NORMALLEYEN

Tamm 2.3.1: L, {x;, x5, ... x,} bazina sahip bir Lie cebiri olsun. S, L nin alt kiimesi

olmak tizere
C.(S)={x€eL|[x,s] =0 hers €S icin}
kiimesine S nin L deki merkezleyeni (centralizer) denir.

Tanmm 2.3.2: C(L)={x€L|[x,y] =0hery €L} kimesine L Lie cebirinin

merkezi denir.
Teorem 2.3.3: C(L), L nin bir idealidir.
ispat:

i. C(L), L nin altuzayidir: y € L; a, € F; x4, x, € C(L) alalim.
lax; + Bxz, y] = [axy, y] + [Bxz,¥] = alxy, y] + Blxz, ¥] = 0
olup ax; + fx, € C(L) dir.

ii. C(L), L nin altcebiridir: x;, x, € C(L); y € L olmak lizere

[[x1, %21 y] = =[xz ¥) 0 1 = [y, x:], 2,1 =0

olup [x4, x,] € C(L) dir.
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iii. C(L), L nin bir idealidir. x € C(L); I,y € L olmak iizere

[[xy]U=101=0
olup [x,y] € C(L) dir.
Burada merkezi hesaplayan bir algoritma verelim.

L, {xy, X3, ... Xy} bazina sahip bir Lie cebiri olsun.

x=>ax, eC(L) iin |x,x,|=0, 1< j < ndir. Buradan,

{Zj:a.xi,x]}=0

Zai[xi-xj]zzaiZci];xk =0

elde edilir. Burada, ci'; yapt1 sabitidir. x, # 0oldugundan Zaici’; = 0dir. Buradan, n
ij

tane bilinmeyene (¢, ,...,,) bagl n’ tane denklem elde ederiz. Gauss eliminasyon

yontemi ile bu denklem sistemini ¢ozerek merkezi elde ederiz.
Not 2.3.4: C(L) = L ise L ye abelyan veya komutatif denir.

Lemma 2.3.5: [ ve /,L nin iki idealiise I+ ] ={x+y|x €I, y €]} ve [,]] =
{X[x;,yil | x; €1, y; € ] } kiimeleri de L nin idealleridir.

Tanim 2.3.6: L; ve L, iki Lie cebiri olsun. 9:L; — L, lineer doniisiimii her x,y €
L, i¢in I9[x,y] = [9(x),9(y)] oluyor ise ¥ ye Lie cebir homomorfizmasi

diyecegiz.

a. Eger ¥ Lie cebir homomorfizmi birebir ve Orten ise Lie cebir izomofizmi
diyecegiz.

b. Eger ¥:L — L Lie cebir homomorfizmi ise ¥ ye endomorfizm diyecegiz

c. Eger U:L—> L Lie cebir izomorfizmi ise ¥ ye Lie cebir otomorfizmi

diyecegiz. L nin tiim otomorfizmlerinin kiimesini Aut(L) ile gosterecegiz
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Eger L bir Lie cebir ise 9: L — gl(L) herhangi bir 9 doniisiimii igin [9(x),9(y)] =
9(x) 9(y) — I9(y) 9(x) tanimlayabiliriz.

Tanim 2.3.7: L, F cismi iizerinde bir Lie cebir olsun. Her x € L igin
ad,:L - L , ad,(y)=[x,y] , yEL

lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiime x tarafindan belirlenen adjoint

doniisiim denir.
Tamim 2.3.8: L sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun.
ad : L - gl(L), ad(x) =ad,,x €L
lineer doniigiimii bir Lie cebir homomorfizmidir.
Ispat: L bir Lie cebiri ve x,y € L olsun. Her z € L i¢in Jacobi 6zdesliginden
adxy)(2) = [ [x, ] Z]

=—[z[xyll

=[xzl +[ylzx]]

=[xzl -1y [xz]]

= ad,ad,(z) — ad,ad,(z)

= [ady, ady](2)
elde ederiz. Bu durumda ady,(z) = [ad,, ad,](z) olup ad bir homomorfizmdir.
Not 2.3.9: Kolaylik olmasi agisindan [ x, [ x, [ x,y ]]] yerine (ad,)3(y) yazacagiz.
Teorem 2.3.10: Merkez, ad doniisiimiiniin ¢ekirdegidir.
Ispat: x € ¢cekad alalim. Her y € L igin

ad,(y) =[x, y] =0

olup x € C(L) dir. x € C(L) alalim. Her y € L igin

[x,y] = ad,(y) =0
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olup x € ¢ekad dir.

Tanmm 2.3.11: Bir d, Lie cebir homomorfizmi d[x,y] = [d(x),y] + [x,d(y)]

kosulunu sagliyorsa d ye bir derivasyondur denir.

Teorem 2.3.12: L bir Lie cebiri olsun. x € L igin ad,:L = L homomorfizmi L nin

bir derivasyonudur.

Ispat: y,z € L olmak iizere

ady([y,zD) = [x [y, 2]]
==z xyll = [z x]]
=[xyl zl + [y [x 2]
= [adyy, z] + [y, ad,z]
Tanim 2.3.13: V, L Lie cebirinin bir alt uzay1 olsun.

N, (V)= {xeL[x,v]eV,‘v’veV}

kiimesine V nin L deki normalleyeni denir.
Teorem 2.3.14: N, (V), L Lie cebirinin bir alt cebiridir.
ispat:
i. N, (V), Lninaltuzayidir: a,f € F; x4, x, € N, (V) alalim.
[ax; + Bxy,v] = [axy, v] + [Bxy, v] = alxy, v] + Blxy,v] = e’ + p" eV
olup ax; + fx, € N,(V),dir.

ii. N, (V), L nin alt cebiridir: x;, x, € N, (V) alalim.

[[xltxZ ],U] = _[ [xZ'v]ﬂxl ] - [ [U, x1]'x2 ]GV
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olup [x4, x,] € N, (V) dir.
Teorem 2.3.15: V, L Lie cebirinin bir alt cebiri ise V, N, (V) Lie cebirinin bir

idealidir.
Burada normalleyeni hesaplayan bir algoritma verelim.
L, {xi, x5, .. x,} bazina sahip bir Lie cebiri olsun.V,L nin {yy,V5, .., Vi}

tarafindan tiretilen alt uzay1 olsun. Bu durumda her y,,1<i<kigin y, = Z/Il/ x; dir.
j=1

Normalleyen tanimindan bir x = Zaix,. elemaninin N, (V) nin iginde olmast icin

l

gerek ve yeter kosulun her v € Vigin [x, v]eVolmaS1 gerektigini biliyouz. Ozel

olarak V nin baz elemanlari i¢in de dogrudur. O halde, x = Zal.xi e N, (V) olmak

lizere , [x, yi] eV dir. Bu ¢arpimdan «; lere bagli bir denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sistemi ¢oziilerek N, (V) elde edilir.

2.4.NILPOTENTLIK VE COZULEBILIiRLIK
Verilen bir Lie cebiri nilpotent veya ¢oziilebilir olabilir.
Tamim 2.4.1: L bir Lie cebiri olsun. L nin ideallerinin bir zinciri
LW =1[L,L], L® = [LD,1W] = [[L,L],[L, L]],
L® =L@ @], .. LD =[O O]

tanimlansin. Eger d > 1 tamsayisi i¢in LY = 0 oluyorsa L ye ¢oziilebilir Lie cebir,

en kiiglik d sayisina da ¢oziilebilirlik derecesi denir.
Not 2.4.2:

1. L, 1. dereceden ¢oziilebilir ise yani
LD = [L®, O] = [L,L] =0
ise L degismeli Lie cebiridir.

2. L, 2. dereceden ¢oziilebilir Lie cebiri ise yani

19



L@ = [LW, [W] =[[L,L],[L,L]] =0
ise L metabelyan Lie cebirdir.

Tanim 2.4.3: L bir Lie cebiri olsun L nin ideallerinin bir serisi
=1L, 1?=[LL], I* =[L1?],.., L'** =L, LY] ..
tanimlansin.
L=L'>21?>13.. 2L o..

serisine azalan merkezi seri denir. Eger k > 1 igin L* = 0 oluyorsa L ye nilpotent
Lie cebiri denir. L° # 0 fakat L°*! =0 olacak sekilde en kii¢iik ¢ sayisina

nilpotentlik sinifi denir.
Not 2.4.4: 1. siniftan nilpotent Lie cebiri degismelidir.
Lemma 2.4.5: L, nilpotent ise ¢oziilebilirdir.

Tanim 2.4.6: L bir Lie cebiri olsun. L nin en genis (maksimal) idealine L nin radikali

denir. Rad (L) ile gosterilir.

Lemma 2.4.7: d,L nin nilpotent derivasyonu olsun. exp d, L nin bir otomorfizmi

olur.

Tamm 2.4.8: Eger adx nilpotent ise exp(adx) = e*** otomorfizmdir. Bu formdaki
otomorfizmlere i¢, i¢ otomorfizmler tarafindan iiretilen Aut(L) nin alt grubuna ig¢

otomorfizm grubu denir ve Inn(L) ile gosterilir.

Teorem 2.4.9 (Engel): L sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun. L nilpotenttir ancak ve

ancak her x € L i¢in adx nilpotent endomorfizmdir.

Ispat : [4, sf 41]
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BOLUM 3

3.1 EKSTREMAL ELEMANLAR

Tanim 3.1.1: L, F cismi tizerinde bir Lie cebir olsun. Sifirdan farkli bir x eleman
[x,[x,L]] € Fx kosulunu sagliyorsa ekstremal eleman denir. Ozel olarak

[x, [x, L]] = 0,x € L oluyor ise x ekstremal elemanina sandwiches denir.

Not 3.1.2: x, L Lie cebirinin ekstremal eleman1 olsun. Herhangi bir y € L icin « € F
olmak iizere ad3(y) = [x, [x, [x, ¥]]] = [x, ax] = a[x,x] = 0 olur. Bu durumda, x

en fazla 3. mertebeden ad-nilpotenttir.

Bu boliimde L Lie cebirini karakteristigi 2 den farkli olan bir [F cismi iizerinde kabul

edecegiz.
Not 3.1.3: [x, [x, 1], y ye gore lineerdir.

Ispat: [x, [x, ay1 + y21] = [x, [x, ay.] + [x, 2]
=[x, [x, ay1]] + [x, [x, y2]]
= alx, [x, y1]] + [x, [x, y2]]

Lemma 3.1.4: x ekstremal elemandir ancak ve ancak her y € L i¢in [x, [x,y]] =

fr(¥)x olacak sekilde f,: L — K,y — f,(y) lineer fonksiyoneli vardir.
Ispat: Ekstremal elemanin tanimindan agiktir.

Not 3.1.5: Eger x ve y degismeli ise [x,y] = [y,x] dir. Carpimin ters simetrik
ozelliginden [x,y] = —[y, x] elde edilir. Bu durumda [y,x] = [x,y] = —[y,x] =0
elde edilir. Buise f,(y) = 0 olmasi demektir.

Lemma 3.1.6: L nin sifirdan farkli extremal elemanlariin kiimesini ¢ ile gosterelim.

Eger x,y € eise f,,(y) = f,(x) tir.
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ispat: [1]

Tanim 3.1.7(Exponential): x € € ve s € F i¢cin asagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

1
exp(x,s) =1+ sad, + Eszadi

x € ¢ ise ad3=0 oldugundan bu sad, derivasyonunun eksponantialidir. Yani

exp(x, s) = e5%x (dir.

exp(x, s), L nin bir otomorfizmidir. ilk olarak
l[ad?(y), adi(2)] = (W fx(@)[x,x] = 0ve
lad, (), adZ(2)] + [ad? (¥), ady(2)] = [[x,¥], [x, [x, 2]]] + [[x [x, Y]], [x, 2]

= [[xy] fe(@)x] + [fi()x, [x,2]]
= —@x [xy]] + £O)x [x 2]]
= @ LOx + L) f(2)x
=0

olduguna dikkat ediniz.

Simdi bu 6zdesliklerin asagidaki zincirini elde ederiz.

[exp(x,s)(y), exp(x,5)(2)] =

L, 5, 1, 5
= [y + sad,(y) + ES adz(y),z + sad,(z) + ES adz(z)]

1
= [v,z] + [y,sad.(2)] + [y,Eszad?c(z)]

Hsad, (), 2] + [sady(y), sady(2)] + [sady(y), 5 5%ad3(2)]

1 1 1 1
+ [Eszad,zc(z),z] + [Eszad,zc(z),sadx(z) + [Eszad,zc(z),zszad,zc(z)]
= [y.z] + sly,ady(2)] + s[ad.(y).7]

1 1 1
+2.55%[ady (v), adx (2)] + 5 5°[y, adz (2)] + 5 5%[adx(y), 2] + 0+ 0

1
= [y,2] + sady([y,2]) +5s%adz([y,2])

= exp(x,s)([y, z]).
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Boylece exp(x, s) ger¢ekten L nin bir otomorfizimidir. G ile exp(x, s) tarafindan
iretilen tim otomorfizmlerin grubunu gosterelim.

Lemma 3.1.8: [1] Eger L ekstremal elemanlar tarafindan tiretilen Lie cebiri ise L, €
tarafindan lineer olarak gerilir.

Teorem 3.1.9: Eger L sonlu sayida extremal eleman tarafindan iiretilen Lie cebiri ise

L sonlu boyutludur.

Bu teoremin ispat1 Zelmanov ve Kostrikin [18] ¢aligmasinda bulunmaktadir.
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BOLUM 4

4.1. iKi EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LIiE
CEBIiRLERININ MERKEZi VE OTOMORFIiZMLERI

Teorem 4.1.1 :[1] L, F cismi lizerinde x ve y ekstremal elemanlar1 tarafindan

tiretilen bir Lie cebiri olsun. Asagidaki 3 durumdan birisi saglanir.

1. L = Fx + Fy abelyendir, € = L\{0}
2. L =TFx+ Fy+ Fzburada z = [x,y] # 0 ve £ = L\{0}

3. L =sl, ve &, L nin tim nilpotent elemanlarindan olusur.
Tamim 4.1.2: L, F cismi lizerinde sonlu iiretilmis bir Lie cebiri olsun. 8 € Aut(L)
olmak tizere her x € L i¢in 8(x) — x € C(L) ise 6 ya " merkezi otomorfizm " denir.

Yukaridaki 3 durum i¢in L nin merkezi ve merkezi otomorfizmleri asagidaki

gibidir.

1. Eger L = Fx + Fy abelyan, £ = L\{0} ise C(L) = {x,y} ve

[01:x—>x, yo>yll6x—>x+y, y—y] }

AutC(L):{ [03:x > x, y—>y+x]

Ispat: C(L) = {u € L | [v,u] =0, her v € L} taniminm kullanarak, 1. durum igin
[x,x] = [x,y] = [y,y] = 0
elde ederiz. Buradan C(L) = {x, y} oldugu agiktir.
01, 0, , 05 lineer doniisiimler olup L nin otomorfizmleridir.
0,(x) —x=0,6,(y) -y =0
olup 0 € C(L) dir.
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Bu durumda 6; merkezi otomorfizm olur.
6,(x) —x=y, 6,(y) -y =0
olup y, 0 € C(L) dir. Bu durumda 6, merkezi otomorfizm olur.
6:(x) —x=0, 6:()-y=x
olup x,0 € C(L) dir. Bu durumda 65 merkezi otomorfizm olur.
1. durum i¢in L nin i¢ otomorfizmleri
Pi:e5%%: x > x +s[x,x] = x
y=>y+slyxl=y
dir. Benzer sekilde
Py: e x - x
y=Uy
elde edilir. Oyleyse Inn(L) = {Id} dir.
Not 4.1.3: 6 € Aut.(L) olmak tizere 6 Id = Id 6 oldugu agiktir.
2. Eger L=Fx+Fy+Fz burada z = [x,y] #0, & =L\{0} ve f =0 ise

C(L) = ([x, y]) dir.

[br:x>x, yoyl, [6xx->x+alxyl, y-yl

Aute (L) = [65:x > x, ¥ >y +ay[x¥]]

)

dir.

Ispat: 2. durum igin garpim tablosu asagidaki gibidir.

x|y | z
x |0 0
y |—z|0 |0
0 |0 |0
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[x,y] = z olup

D [x[xy]]l =[xz] =0
2) v lxyll=0zl=0
oldugu tablodan goriiliir. Bu durumda C(L) = ([x, y]) dir.

2. durum i¢in L nin i¢ otomorfizmleri
PS4 x - x
y =y +slyx]
P,: e x - x + s[x,y]
y—ou
Yy ld
seklindedir.
Simdi 8, ve 65 in merkezi otomorfizmler oldugunu gosterelim.
0,(x) =x=alx,yl] € C(L), 6,(y)=y=0€C(L)
olup 8, merkezi otomorfizmdir. Benzer sekilde 85 te merkezi otomorfizmdir.
Bu durumda 6, 6, ve 85 ayn1 zamanda i¢ otomorfizmlerdir.

3. Eger L =sl, ve &, L nin tim nilpotent elemanlarindan olusuyor ise bu

durumda &, sl, nin tiim nilpotent elemanlarindan olusur.

L—erx=( 0. y-( By
Not 4.1.4: x ve y sl, nin nilpotent elemanlaridir.
=0 00 =6 07 =0 06 )= o
Not 4.1.5: L nilpotent Lie cebiri degildir.
u; € L olmak iizere [u;, ... [uy, [uq, [%,¥]] -..] = au, u €L
L nin merkezi C(L) = {0} olup
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Autc(L) = {0:[x; = x1, ¥y = y1}
elde edilir.
Auto(L) = Inn(L)

Ornek 4.1.6: L, F cismi iizerinde x ve y elemanlar tarafindan iiretilen bir Lie cebiri
ve L = Fx + Fy abelyen, € = L\{0} olsun. V,L nin {x} ile iiretilen altuzay1 olsun.

V nin L i¢indeki normalleyenini bulalim.
zeEL=z=kix+kyy
zeN, (V)= |[z,x] €V

ze€N,(V) & [kix + ky,y,x] €V

ze€N, (V) = [kyx + kyy,x] =k [x,x] + k, [x,y] =0€V
=0 =0

N,(V) = Sp{y}
Lemma 4.1.7: 4, ,sirastyla xve y ekstremal elemanlar tarafindan belirlenen ic¢

otomorfizmler olsun. c,,c, € F olmak tizere

1. eadclxeadczx — ead(cl+cz)x

2. Eger [x,y] = 0ise [P, P,] =1
dir.
Ispat:

[z,cox,c; x])

1. eadclxeadczx(z) = eadcix (Z + [Z, sz] + 5

2
= e®M¥(z + [z,cx] + %ax),

t

[t,c1x,c1x]

=t+ [t cx] + >

2
=z+ [z,cx] + %ax + [z, ¢cyx] + [z, cyx, c1x]

[z,c1x,c1x]

+
2
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2 2
=z+ (¢ +¢)lz,x] + a@x + cyciax

c1+c2)2
(c1 22) [z,x,x]

— ead(cl+cz)x

2. ;, x eleman tarafindan belirlenen i¢ otomorfizm ise ¥, ' , —x extremal
eleman1 tarafindan belirlenir. Benzer sekilde ,, y elemani tarafindan
belirlenen i¢ otomorfizm ise ¥, ', —y extremal elemani tarafindan
belirlenir.

x,y € eve [x,y] = 0ise [[z,x],y] = [[z ], x] dir. Gérelim

Simdi [x,y] = 0 ise e®*e?® = ¢ad(*+¥) oldugunu gorelim. z € L icin
g g

eadxeady(z) — eadx(z + [z, y] + [Z,jzl,J’])

=z +[zy] + 22+ [z,]

+[Z, y, x] + [Z-;Cx] + [[ZIY;:x:x]

Son terim;
[z, ¥], x,x] = [[z,x], y, x]
= [y,%,[22]] - [x,[.x],]
=0
=0

= =[x [zx]y] = [z x],x,y] = [ax,y] = 0

Buradan;

[zx+y,x+y]

ed¥eddy () = z + [z,x + y] + .
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— ead(x+y) (Z)

elde edilir. Oyleyse
— pad(—x1) ,ad(-y1) padx; ,ady,
[, P2] =€ e e e

= edd(=x1=y1+x1+y1) — [d

4.2. UC EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LiE
CEBIiRLERININ MERKEZi VE OTOMORFIiZMLERI

Bu boéliimde bir L Lie cebirlerinin x,y ve z gibi ii¢c ekstremal eleman

tarafindan tiretilmesini calisacagiz. Asagidaki 8 eleman,

x,y,2[%,y1 [y, 2], [x 2], [x [y, 211, [y, [x, ]]

L yi gerer. Bu L nin 8 den daha fazla boyuta sahip olmadigini gosterir. Herhangi bir
durumda bazin 8 eleman tarafindan iretildigi kontrol edilebilir, boylece dimL = 8

dir.

4.3. UC EKSTREMAL ELEMAN TARAFINDAN URETILEN LIE
CEBIiRLERININ YAPISI:

L nin lineer iireteclerinde ad, ve ad, nin etkisini ¢alisacagiz ve dort
fx,v),f(x,2),f(y,z), ve f(x,[y,z]) parametresinin terimlerindeki O6zdeslikler
tarafindan tamamen tanimlanabilir oldugunu gorecegiz. x,y, z tepeleri ile liggenler
cizerek bu parametreleri tanimlayacagiz ve f(x,y) parametresinin xy kenarini
isaretliyoruz, ortaya yonelimin bir gdstergesi ile merkez parametresi f(x, [y, z]) yi

koyuyoruz. Sekil 5.1 de goriilmektedir.
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f(x z)

9.

_l'-’_.;.

Sekil 5.1: Ug iiretecli durum

Ureteglerin déniistiiriilmesi ile f(x, [y, z]) sifira yaklasacaktir, asagidaki gibi.
s € F olsun ve x,y, exp(x,s)z l¢li durumunu diigsiinelim. Asagidaki parametrelere

elde ederiz.
feey) = f(6y)
fxexp(x,5)2) = f(x,2)
[, exp(x,5)2) = f(y,2) + sf(,[x2]) + 52 (£, ), f(x,2)

fx [y, exp(x,8)z]) = f(x [y, 2]) — sf(xy)f (%, 2).

Ispat: ikinci parametre icin

f(x,exp(x,8)z) = f(x,2) + sf(x[x,2]) +%Szf x [x [x,2]D) = f(x,2)

elde ederiz. Ugiincii parametre icin
1,
fOrexp(x,$)z) = fr.2) + sf.[x,2]) + 5 5°F O, [x, [x, 21D

= fO,2) + sfCx [y 2D) + 552 (0 f(x,2)%)

elde ederiz. Sonraki parametre i¢in
fly,exp(x,8)z]) = f(x,[y,2]) + sf(x [y, [x z]]) +%Szf(x, Ly, [x, [x, 211D
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elde ederiz.

Son terim agikea sifirdir ve ikinci terim igin

fealy. [xz]D) = —f.[x[x2]D) = —f.2)f (%) = —f(xy)f(x,2)
Boylece gergekten f(x, [y, exp(x,5)z]) = f(x,[y,z]) — sf(x,y)f(x,z) tir.

Acikea bu ii¢ tekrar extremal elemanlar tarafindan olusur ve x, y, z gibi ayn1 cebiri

tiretir. iki durum 6ne gikar:

e Uc¢ kenarin en az ikisi sifirdan farkli isaretlere sahip ise

(f(x,z) ve f(x,y)) merkez parametresi f(x,[y,z]) yi S nin uygun

fx.[y.2]) ir
fenfz)

bir se¢imi ile sifira doniistiirebiliriz, bu durum s =
e En fazla bir kenar sifirdan farkli isaret ise, f(x,y) varsayalim, ve
merkez parametresi f(x, [y, z]) sifirdan farklidir, biz bir kenar ile ii¢
x,y ve exp(x,s)z ekstremal iiretecleri icin hareket edebiliriz (baska
bir deyisle f(y, exp(x,s)z) Boylece birinci duruma indirgeyebiliriz
ve boylece merkezi parametre sifir oldugunda indirgemek her zaman
miimk{indiir.
Simdi a,B,y € F\{0} ve x,y,z, ler ax,fy,yz i¢in Olgek olsun. Bu merkez
parametresini 0 birakir ve aff (x,y), ayf(x,z) ve Byf(y,z) i¢in kenar isaretlerini

degistirir. Bu F nin bir cisim uzantisinin kullanilabilecegi anlamina gelir, biz biitiin

kenar igaretlerini -2 i¢in doniistiirebiliriz.

Yukaridaki akil yiiriitmeden dolayi, sadece dort farkli eses durumda birakiriz,

ticgende sifirdan farkli isaretli kenarlarin sayisi ile ayirt edildi.

Teorem 4.3.1: L nin {i¢ ekstremal eleman tarafindan {iretilen bir Lie cebiri oldugunu
varsayalim. Gerekirse cismi genislettikten sonra, L merkezi parametresi sifir olan ve
sifirdan farkli kenar parametresi -2 olan ii¢ ekstremal eleman tarafindan {retilir.
Ozellikle L, x,y,z ile f(x,[y,z]) = 0 ektremal elemanlar: tarafindan iiretilen bir M

Lie cebirinin bir bolimidiir ve dim M = 8 dir.

Bu dort durum sifirdan farkli kenar parametrelerinin sayisina bagli olarak ayirt

edilebilir.

Dort durum asagidaki gibidir.
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fy) = f(x,2) = f(n,2) =0

f=0

ise Rad(M) = M dir, boylece M ¢oziilebilirdir.

fey)= =2, f(x,2) = f(y,2) = O

Bu
{z, [x,

flay

durumda R ¢oOziilebilir ~ radikalinin ~ boyutu

z], [y, z], [x, [y, z]], [V, [%, z]]} tarafindan gerilir.
)= f(x,z) = =2, f(y,z) = 0:

Bu durumda yine R ¢oziilebilir radikalinin boyutu 5 tir

=3 alz= 5[ 2] oyl =[x 2L [y 2) [x [y, 21}

ile gerilir.

flxy

) = fx2) = f(y,2) = -2

Bu durumda M = sl; dir. Ornek olarak;

o

>

0 10 0 0 O 1 1
0 0 0f, y=11 0 O)Jvez=\|1 1
0 0 O 0 0 O -2 -2 -2

C(L) =(lzx,y) [z .y x],[x 2 y])

[z, x,y], C(L) nin elemanidir. Gorelim:
[[z,x,y],x] =—[y,%[2zx]] - [x[zx],y]
=—[x[zx]y]

=[lzx],xy]

1.durum kosullarindan dolay1 son ifade sifirdir.

[[z,x,y],y] =[[Lyly]

olup 1. durum kosullarindan dolay: son ifade sifirdir.

[[z.x,y].2] = =[y,2 [z x]] - [x,[2,x], 5]
=-[zzx]y]
=[lz,x],zy]

= _[ [x,Z];Z,)’]
=0
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durum kosullarini saglayan Lie cebiri olsun. Bu durumda L nin merkezi

5

olur

Teorem 4.3.2: L; x,y ve z ekstremal elemanlari tarafindan iiretilen metabelyan ve 1.



olup [z,x,y] € C(L).

> [z,v,x], C(L) nin elemanidir. Gérelim:

[[z ¥, x],x] =[[L,x],x] =0
([zy.x],y] ==[xy[zy]]-[y[zy]x]

= _[y' [Z'y]'x]

=0

» [x,z,y], C(L) nin elemanidir. Gorelim:
[[x,z,y].x] ==[y,x[x,z]] =[x, [x,z],y ]

=[x, [x, 2],y ]

= [[x,z],x,y]

Not4.3.4: [y, x,z] = —[x,2z,¥] — [z, ¥, x]
[y,Z,X] = —[Z,y,X]
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[x,y.z] = =[y,z,x] = [z,x,y] = [2,y,x] + [x,2,¥]
dir. [y, x, z], [y, z, x] ve [x, y, z] merkezdeki elemanlar tiiriinden yazilir.
Simdi bu Lie cebirinin bazit merkezi otomorfizmlerini belirleyelim.
br:{x > x+[x[yzll, y-y, z-12
b:{x—>x, y-oy+xzl], z-2z}
0;5:{x - x, y-=u, z-z+[z[xy]}
otomorfizmleri hem merkezi hem de i¢ otomorfizlerdir. Gorelim.
01, [y, z] elemani tarafindan belirlenen i¢ otomorfizmdir.

x,[y,2][y,2]]

ead[y,Z](x) =x+ [x, [y, Z]] + | + .

dir.
0, , merkezi otomorfizmdir.
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61(x) —x = [x, [y, z]] € C(L)
6:(y) —y =0€C(L)
0,(z) —z=0€C(L)
olup 8; € Aut-(L) n Inn(L)
Benzer sekilde 6,, [x, z] elemani tarafindan belirlenen i¢ otomorfizmdir.

ead[x.Z](x) =X _l_ [x) [x) Z]] + [X‘,[X,ZZM + cee

=0
=x + [x, [x, z]]

=x —[[x, z], x]

=z+ [z [x,z]]
=z —[[x,z], Z]
=z

6,, merkezi otomorfizmdir.
0,(x) —x=0€C(L)
0.(y) =y = [y.[xz]] € C(1)
0,(z)—z=0€C(L)

olup 8, € Aut.(L) Nn Inn(L).
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03, [x, y] elemani tarafindan belirlenen i¢ otomorfizmdir. Gorelim:

[x.x.y ] [x.y]]

el (x) = x + [x,[x, Y]] + + o

=X
et (y) = y + [y, [x,y]] + [ yz]' beyll ...
=0
=y+[yxyll
=y —[[xylyl
=y
ead[X.y](Z) =2+ [z [x y]] + [z, [x,y;’ [x, ¥1] +
=0
=z+[z[x Y]]

05, merkezi otomorfizmdir.
0;(x) —x =0€C(L)
0:(y) —y=0€C(L)
03(z) —z = [z,[x,y]] € C(L)
olup 85 € Aut.(L) N Inn(L).
Lemma 4.3.5: 6, 6, ve 65 i¢ otomorfizmlerinin bileskesi de i¢ otomorfizmdir.
6,6;, 6,03, 6,05, 630, ,030,, 6,0,

610,03, 6,050,, 6,6,05, 6,630, 056,0,, 036,06,
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bileskeleri de merkezi otomorfizim olur.
ispat:

o 0,0,(x) = 6,(6,(x)) = 6,(x) = x + [, [y, 2]
0,0, (y) = 91(92(3’)) = 0,0,(x) =6,y + [y, [x,z]]D

=y +yxz]]
0,0,(2) = 6,(2) = z
010,(x) —x = [x, [y, z]] € C(L)
016,(y) =y = [y, [x,z]] € C(L)
0,0,(z) —z =0 € C(L)
olup 6,6, € Aut(L) dir.

o 010,05(x) = 0,(6,(63(x))) = 6,(6,(x)) = 0:(x) =x + [, [y, 2]]
010,03(y) = 0,(6,(65(¥))) = 6,(6.(¥)) = 6.(y + [, [x, z]])

=y + [y [xz]]
016,03(2) = 61(0,(63(2))) = 61(02(z + [z, [x,¥]]) = 61(z + [z [x, y]D
=z +[z[xy]]
010,05(x) — x = [x,[y,2]] € C(L)
016,60;(y) —y = [y, [x,z]] € C(L)
0,0,05(2) — z = [z,[x,y]] € C(L)
olup 6,6,0; € Aut(L) dir.
Diger bileskler de benzer sekilde yapilabilir

Sonu¢ 4.3.6: x,y ve z sandwiches elemanlar1 tarafindan iiretilen metabelyen Lie

cebirlerinin merkezi

C(L) =(lzx,y] [z y x] [x, 2 y])
olup Aut.(L) = (6,4, 6,, 03) dir. Burada
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Ou{x->x+[x[yzll, y-y, z-2z}
0,:{x - x, y-=y + [y [xz]], z -z}
O5:{x - x, y-y, z-z+ [z [xy]}

dir.
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