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OZET

Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin kapabilitesi iizerine hazirlanan bu tez alt1
béliimden olusmaktadir. ilk béliimde tezin yapisinda kullanilan bazi temel kavramlar
verilmistir. ikinci boliimde Lie cebirleri kavramma giris yapilip baz1 drneklere yer
verilmistir. Uglincii boliimde Lie cebirleri iizerinde ¢aprazlanmis modiil yapisi
olusturulmustur. Dordiincii boliimde ise Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin
homolojisinden bahsedilmistir. Besinci boliimde aktdér ¢aprazlanmis modil ve ig
aktor tanmimlar verilip bu tanimlar yardimiyla kapabil ¢aprazlanmis modiil kavrami
aciklanmigtir. Son boliimde ise ¢aprazlanmis modiillerin oOrtiileri ve kapabilitesi ile

ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis, based on capability of crossed modules of Lie algebras, consists of six
chapters. In the first chapter, basic concepts which used in the structure of the thesis
was given. In the second chapter, introduction to the notion of Lie algebras and some
examples were given. In the third chapter, we recall the structure of crossed modules
over Lie algebras. In the fourth chapter, we mentioned about homology of crossed
modules of Lie algebras. In the fifth chapter, we have given the notion of actor
crossed module and inner actor, and using these definitions, explained the notion of
capability of crossed modules. In the last chapter, we have given the definitions and

theorems about capability and covers of crossed modules.
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1. GIRIS

Gruplardaki ¢aprazlanmis modiiller relatif homotopi gruplarinda Whitehead
tarafindan [1] de tanitilmistir. Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleri Lavendhomme
ve Rousin tarafindan bir T-cebirinin abelyan olmayan kohomolojisinin uygun
katsayis1 olarak [2]’de kullanilmistir. 1982°de Kassel ve Loday asosyatif cebirin
dongiisel homolojisini [3]’de belirtmis ve Lie cebirlerinin {igiincii Chevalley-
Eilenberg kohomolojisinin bir yorumlamasint vermistir. Lie cebirlerinin
caprazlanmig modiilleri, Lie cebirlerinin kategorisindeki modiil ve ideal
kavramlarinin bir genellestirmesi olan cebirsel objelerdir.

Son zamanlarda g¢aprazlanmis modiillerin teorik cebirsel yapisi ¢esitli 6zelliklerle
bircok yazar tarafindan calisgilmaktadir. Ornegin Lie cebirlerinin caprazlanmis
modiillerinin (ko)homolojisi [4]’de Casas ve Ladra tarafindan tamtilmigtir ve
caprazlanmig modiillerin miikemmeligi ve abelyan genislemeleri iizerine bazi
sonuclar bu konulara baghdir.

Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin kategorisinin temel kavramlarini gézden
gecirmekle baglayalim. Bu calismanin genel amaci Lie cebirlerindeki kapabilite
kavramini Lie cebirlerinin c¢aprazlanmis modiillerine genellestirmek ve kapabilite
icin baz1 yeterli kriterleri vermektir.

Ortii veya diger bir deyisle Lie cebirleri i¢in maksimal taniml ikili 1994°de grup
teorideki kavramlara benzer olarak [5] de Moneyhun tarafindan tamitildi. Ortiilerin ve
ortiilerle iligkili kavramlarin bazi temel 6zellikleri [6] ve [7] de gozden gegirilmis ve
genellestirilmistir. Bu makalelerde kiiclik boyutlardaki nilpotent Lie cebirleri,

ortiileri yardimiyla karakterize edilmeye calisilmistir.

1.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde tezde verilen kavramlarin daha iyi anlagilmasi i¢in bilinen cebirsel

yapilar verilecektir.
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Tanmm 1.1.1. R # O bir kiime ve Riizerinde "+" ve "™" ikili islemleri tanimlanmis

olsun. Eger asagidaki kosullar saglanirsa (R,+,-) cebirsel yapisina bir halka denir.
H1) (R,+) bir degismeli gruptur.
H2) Her a,b,ceR icin (a-b)-c=a-(b-c) dir.
H3) Her a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c dir.
Eger her a,b e R i¢in a-b=b-a oluyorsa R ye degismeli halka denir.
Eger her a€R igin a-1, =1, -a =a olacak sekilde bir 1, € R varsa R ye birimli

halka denir.

Ornek 1.1.1. L=ZxZxZ={(a,b,c)

a,b,ceZ, kiimesinde toplama ve c¢arpma

islemleri sOyle tanimlansin:
(a,b,c)+(d,e, f)=(a+d,b+e,c+ [) ve (a,b,c)d,e, f)=(ad,bd + ce,cf)
Bu durumda (L, +,-) cebirsel yapisinin bir halka oldugunu gosterelim.
i) (L,+) degismeli gruptur. Birim eleman (0,0,0) dir, (a,b,c) nin tersi
—(a,b,c) = (—a,—b,—c) dir ve degisme Ozelligi vardir.
i) (ab,0)l(de f)(g,hi)=(a,b,)(dg,eg+ fh fi)

= (adg,bdg + ceg + cfh, cfi)
=(ad,bd +ce,cf)(g,h,i)

=[(a,b,c)(d, e, /))(g,h,i)
bulunur.

i)  (a,b,0)[(d,e, f)+(g,hi)]=(a,b,0)[(d+g,e+h, f+i)]
=(ad +ag,bd +bg +ce+ch,cf +ci)

=(a,b,c)(d,e, f)+(a,b,c)(g,h,i)
oldugu goriiliir. Sagdan dagilma 6zelligi de vardir. Dolayisiyla (L,+,-) bir
halkadir.
iv)  Birim elemanin1 bulalim:

(a,b,c)(x,y,z)=(a,b,c) = (ax,bx+cy,cz) =(a,b,c)
=ax=a, bx+cy=b, cz=c

=>x=1z=1,y=0
olur. Ayrica (1,0,1)(a,b,c)=(a,b,c) olup (1,0,1) birim elemandir. Yani

(L,+,-) birim elemanli bir halkadir.



v)  (1,0,0)0,1,0)=(0,0,0) fakat (0,1,0)(1,0,0)=(0,1,0) olup g¢arpmanmn

degisme 6zelligi yoktur. (L,+,-) degismeli halka degildir.

Tammm 1.1.2. R bir halka ve 0#aeR olmak lizere a-b=0 olacak sekilde
0#beR varsa a elemanina sol sifir bolen denir. Benzer sekilde 0#a e R olmak
tizere b-a =0 olacak sekilde 0 #b € R varsa a elemanina sag sifir bolen denir. Eger
a elemani hem sag sifir bolen hem de sol sifir bolen ise a elemanina sifir bélen

denir.

Ornek 1.1.2. (Z,,,®,0) halkasinin sifir bolenlerini bulalim:

12>
206=0, 304=0, 809=0, 6010=0

oldugundan, sifir bolenlerinin kiimesi:

olur.

Tamm 1.1.3. R bir halka ve @ #S c R olsun. Eger S kiimesi R halkasindaki

islemlerle birlikte bir halka oluyorsa S kiimesine R halkasinin bir alt halkas: denir.

Tanim 1.1.4. Birimli, degismeli ve sifirdan farkli her elemanin ¢arpmaya (ikinci

isleme) gore tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir.

Tanmmm 1.1.5. (V,+) bir abelyan grup ve F bir cisim olsun. Asagidaki sartlar

saglandig1 takdirde V' ye F' iizerinde bir vektor uzay: denir.

i FxV —V fonksiyonu her ae F ve her vel i¢in «(a,v)=a-v olmak
uzere
V1) Her a,a,eF vevelV i¢in (a,+a,)-v=a,-v+a,-v,
V2) HeraeF vev,v,eV i¢ina-(v,+v,)=a-v,+a-v,,
V3) 1€ F ozdes eleman ve v eV herhangi bir eleman olmak tizere 1-v=v,

V4) HerabeF vevelV i¢in (a-b)-v=a-(b-v) dir.

Burada V' nin elemanlarina vektorler, F' nin elemanlarina da skalerler denir.



Tanm 1.1.6. R reel sayilar ciimlesi ve R*> = RxR olsun. Bu takdirde R*, R

lizerinde bir vektér uzayidir. R® yi abelyan grup yapan (+) islemi her
(x,%,), (1,,) €R’icin (x,,%,)+ (> »,) = (x, + y,,x, + y,) seklinde tarif edilmistir.

Yine skaler ile ¢arpma islemi de her x € Rve (x;,X,) eR%icin x-(x,x,) = (xx,,xx,)
seklinde tarif edilmistir.

Bu islemlerle birlikte R*nin R iizerinde vektor uzay1 oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tamm 1.1.7. (V,+)keyfi I cismi iizerinde bir vektor uzay ve S,V nin bos olmayan
bir alt ctimlesi olsun. Eger (S,+), F lizerinde bir vektor uzayi ise bu takdirde Sye

V' nin bir alt vektor uzayt denir.

Tanim 1.1.8. R ve Siki halka olsun. Eger ¢: R — S fonksiyonu her a,b € R i¢in

i)  gla+b)=gp(a)+qp(b)

ii)  g(a-b)=g(a) p(b)
kosullarimi sagliyorsa @ye bir halka homomorfizmi denir. Eger @birebir ise @ye
monomorfizm denir. Eger @orten ise @ye epimorfizm denir. Eger @birebir ve 6rten

ise @ ye izomorfizm denir.

a

N b
Ornek 1.1.3. HZ{( j a,beR} bilinen matris toplami ve c¢arpimi ile bir
a

halkadir. ¢:C— H, ¢(a+bi ):( ab J bir halka homomorfizmasidir ve ¢

a

doniisiimii C ile H arasinda bir izomorfizmdir. Gergekten;

a,b,c,d e R olmak tizere z=a+bi e C ve w=c+di € C alalim. Bu durumda

o(z+w)=9p((a+c)+(b+d)i)
[ a+c b+d
|\ =b-d a+c

5 S

=o(z)+p(w)



o(zw)=@((ac—bd )+ (ad +bc)i)
_( ac—bd ad+bcj

—ad —bc ac—bd

a b\l c d
=(—b a}[—d c}
=o(z)p(w)

olup ¢ bir halka homomorfizmasidir.

a b c d . '
o(z)=p(w)=> b4 = e =a=c,b=d=a+bi=c+di=>z=w

b
oldugundan @ nin birebir oldugu goriiliir. Simdi verilen her bir Y =( ab Je H
—b a

matrisi i¢cin X =a +bi € Csegilirse ¢( X )=Y olup ¢ nin drten oldugu goriiliir. Yani

C ile H izomorfiktir.

Tamim 1.1.9. R bir halka olmak iizere eger her a € R igin na = 0 olacak sekilde bir
pozitif n tamsayist varsa bu Ozelligi saglayan en kiiciik tamsayiya halkanin

karakteristigi denir ve kar(R) seklinde gosterilir. Eger boyle bir pozitif » tamsayisi

yoksa yani her a € R i¢in na =0iken n = 0 oluyorsa o zaman halkanin karakteristigi

sifirdir denir.

Ornek 1.1.4. kar(Q)=kar(Z) =0 dir. Ayrica kar(2Z) =0 dir. Karakteristigi 1 olan
tek halka agikar halka R = {0} dur.

Tanmim 1.1.10. R bir halka ve (M,+) abelyan bir grup olsun. Eger her
reR,meM igin f:RxM — M, (r,m)— f(r,m)=r-m olarak tanimlanan f
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa M ye R halkasi tizerinde bir sol R —modiil
denir. Her r,r,r, € R i¢in ve her m,m,,m, € M i¢in,

) r(m+m)=r-m+r-m,,

i) (+n)m=rn-m+r,-m,
i) (rn-n)m=r-(r,-m).

Eger R birimli bir halka ise f fonksiyonu her m € M igin,



iv) l-m=m
kosulunu sagliyorsa M ye bir birimli sol R -modiil denir. Sag R —modiil de benzer

sekilde tanimlanabilir.

Tanim 1.1.11. M bir R— modil ve @#Nc M olsun. Asagidaki kosullar

saglaniyor ise N alt kiimesine M nin bir alt modiilii denir.

i)  N,M nin bir alt grubudur.

ii) HerreR veneN i¢in r-ne N dir.

Tanmim 1.1.12. M ve N, R halkas1 lizerinde iki sol R -modiil olmak iizere
@:M — N fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa ¢ doniisiimiine M den N ye
bir sol R -modiil homomorfizmi denir.

i) Her m,m, e M i¢cin ¢p(m, +m,)=q@(m,)+@(m,)

ii) Her meM ve reR i¢in o(r-m)=r-@(m)

Tanim 1.1.13. 4, B ve C ii¢ abelyan grup olsun. /#: AxB — C fonksiyonu
i) Her a,,a, € Ave be Bigin h(a, +a,,b) = h(a,,b) +h(a,,b)
ii) Her aeAve b,b, € Bicin h(a,b, +b,) = h(a,b))+h(a,b,)

kosullarini sagliyorsa / fonksiyonuna bilineer fonksiyon denir.

Tamm 1.1.14. R birimli ve degismeli bir halka ve 4 bir R-modiil olmak iizere A,
- : Ax A—> A bilineer doniisiimiiyle birlikte 4 —cebiri olarak adlandirilir. Buradaki
bilineer doniisiim c¢arpim olarak adlandirilir ve x,ye A4 icin -(x,y) yerine Xy
notasyonu kullanilir.
AxA—> A
(X, y) = (%, y) = xy
bilineer dontistimii
M1) (x,+x)y=xy+xy, x(y,+y,)=xy,+xy,
M2)  r(xy)=(0x)y=x(y),reR

sartlarini saglar.



nn

Tamm 1.1.15. A bir cebir olsun. Eger ™" islemine gore birim eleman varsa yani

1-x=x-1=xolacak sekilde 1€ Avarsa A ya birimli cebir denir.

Tanim 1.1.16. A bir R —cebir olmak {izere her x, y,z € Aigin
x(yz)=(xy)z  (Asosyatiflik kuralr)

saglaniyor ise A ya asosyatif cebir denir.

A R-modiilii (A4,+) abelyan grup yapisini ihtiva ettigi icin ve - bilineer
doniisiimiiniin (M1) sartindan dagilma aksiyomunu sagladigindan asosyatif cebir su
sekilde de tanimlanabilir:
A bir R —modiil ve bir halka olsun. Her » € Rve x,y € 4 igin

r(xy) = (rx)y = x(ry)

sart1 saglaniyorsa A ya asosyatif R —cebir denir.

Ornek 1.1.5. A bir R— modiil olsun. End(A4), A dan A ya tim modiil

homomorfizmlerinin kiimesi olmak {izere
RxEnd(A) —> End(A)
(r,fypr-f : 4—> 4
ab> (r-f)(a)= f(ra)

islemiyle birlikte End(A)bir asosyatif R —cebiridir.

Bir A — cebiri, R— modiil oldugundan, bir B < A4 alt modilii igin x,y e B iken
xy € B oluyorsa B bir alt cebir olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda x€ 4 ve ye B
icin xye B ve yxe B ise B ye A nn ideali denir. Agiktir ki her ideal bir alt

cebirdir. A ve B iki R —cebir olmak iizere
9:A—> B

doniisiimii her x, y € 4 igin
P(xy) = p(X)p(y)
sartin1 sagliyorsa @ ye bir cebir homomorfizmi denir. Eger ¢, birebir ve Ortense

izomorfizm olarak adlandirilir.



Tanmm 1.1.17. R bir cisim ve A bir R —cebir olsun. Bu durumda
D(ab) = D(a)b+aD(b)
sartin1 saglayan
D:A4— A4
seklinde tanimli R —lineer fonksiyonlarma A nin bir R —derivasyonu denir. A nin

tim R —derivasyonlari kiimesi Der(A)ile gosterilir.

Ornek 1.1.6. Her B halkas1 toplamsal abelyan gruptur. Buradan

ZxB— B
(n,b)yr>n-b=b+..+b
%/_/

n tane

islemiyle B bir Z —modiildiir. Dolayisiyla her halka bir Z — cebirdir.
Ornek 1.1.7. Her B halkas1 ayn1 zamanda B —modiil oldugundan bir B — cebiridir.

Ornek 1.1.8. & bir halka, Sbir cisim ve Der(S), Snin k — derivasyonlar: kiimesi

olsun. Bu durumda
+ : Der(S)xDer(S)— Der(S)
(D,,D,) = (D, +D,)(s)=D,(s)+D,(s)
ve
- kxDer(S)— Der(S)
(k,D) w(k-D)(s)=kD(s)
islemleriyle birlikte Der(S) nin bir £ —modiil oldugunu gosterelim.
(i) (Der(S),+) bir abelyan gruptur.
(ii) Her s € S i¢in
(k-(D, +D,))(s) = (D, + D, )(ks)
=D, (ks)+ D, (ks)
=k-D,(s)+k-D,(s)
=(k-D,+k-D,)(s)
oldugundan
k-(D,+D,)=k-D,+k-D,
dir.



(iii) Her s € S i¢in
((k, +k,)-D)(s) = D((k, + k,)s)
= D(k;s+k,s)
= D(k;s)+ D(k,s) (. Der(S) k-lineer)
= (k; - D)(s) + (k, - D)(s)
=(k,-D+k,-D)(s)

oldugundan (k, +k,)-D =k -D+k,-Ddir.

(iv) Her s € S i¢in

((kjky) - D)(s) = D((kik,)s)
= D(kl (kzs))
=k, -D(k,s)
=k - (ky - D)(s)
oldugundan (k.k,)-D =k, - (k, - D) dir.

Bu durumda Der(S)bir k£ — modiildiir.



2. LIE CEBIRLERI

Bir cebirin asosyatif olmamas: fikri, ilging yapisal sonuclarin elde edilmesine olanak
saglar. Carpim iizerine bazi sartlarin eklenmesiyle bu sonuglara ulasilabilir. Bu

sartlarin en 6nemlileri asosyatiflik kurali ve Lie sartlaridir.

2.1 Lie Cebirleri Hakkinda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. A birimli ve degismeli halka ve Mde bir A —modiil olsun. Eger her
X,y,z €M igin

L1) [x,x]=0,

L2) [x,[y,z]]+[y.[z, x]]+[z[x, y]]=0
ozelliklerini saglayan bir [, [: M xM — M iki lineer (bilineer) fonksiyonu varsa

M ye Afizerinde bir Lie cebiri denir.

Burada [ , Jfonksiyonuna Lie braketi ya da Lie ¢arpimi ve L2) deki 6zellige
Jakobi 6zdesligi denir. iki lineerlik 6zelligi ve L2) geregince
0=[x+y,x+yl=[x,y]+[y,x]
oldugundan
) [xyl=-ly.x]
i) [x[y.z]] =[x y]. 2]+ [y.[x,2]]
oldugu kolayca goriilebilir.[8]

Ornek 2.1.1. kbir halka, Sbir cisim ve Der(S), Snin k — derivasyonlar: kiimesi
olsun. Ornek 1.1.8. de Der(S)in bir k — modiil oldugunu gdstermistik. Buna ilave
olarak k — derivasyonlarin bileskesi islemi ile

L1) [D,D]=DD-DD=0

ve benzer sekilde



[D,,[D,, D11+ [D,,[ D5, D 1]1+[D;,[ Dy, D, ]
=[D,,D,D;— DD, +[D,,D;D, - D,D,]+[D;,D,D, — D,D,]
= Dl (D2D3 _D3D2) - (D2D3 _D3D2 )Dl + Dz (D3D1 - D1D3)
_(D3D1 - D1D3 )Dz + D3 (D1D2 _D2D1) - (D1D2 _D2D1)D3
=0
oldugu da gosterilebilir.
L2) Her se Sigin
k'[DlaDz](S) = [DlaDz](kS)
= (DD, =D, D, )(ks)
=D, D, (ks)— D, D, (ks)
= D, (D, (ks)) — D,(D(ks))
=D, (kD,(s))—D,(kD,(s)) (.. Der(S)k —lineer)
=kD,(D,(s))—D,(kD,(s)) (.. Der(S)k —lineer)
= ((kD,)D,)(s) — (D, (kDy))(s)
= ((kD,) D, — D,(kD,))(s)
=[k-D,,D,](s)

oldugundan

k-[D,,D,]=[k-D,,D,]
dir. Benzer sekilde

k-[D,,D,]1=[D,,k-D,]
oldugu da gosterilebilir.

O halde [ , ] braketi £ — bilineerdir.

Ornek 2.1.2. M, A iizerinde bir cebir olsun. [,]:M xM — M fonksiyonu
[x,v]=xy—yx seklinde tanimlansin. [, ] fonksiyonunun iki lineer oldugunun
gosterilmesi zor degildir.

L1) [xx]=xx—xx=0,

L2)  [x[y,z2]]+[y.[z, x]]+ [z, [x, y]] =[x, yz = zp] + [y, 2x = xz] + [z, xp — px]
=x(yz—zy) —(yz —zy)x + y(z2x — xz)
—(zx —xz)y +z(xy — yx) = (xy — yx)z
=0

dir. Boylece M, [, ] ile birlikte bir Lie cebiridir.
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Ornek 2.1.3. L bir Lie R —cebir olsun. x, y € L olmak lizere
ad,x :L —>L
yiad x(y) =[x, y]
doniislimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim x tarafindan belirlenen adjoint fonksiyon

olarak adlandirlir. Agik¢a ad,x € End(L)dir. ad, x tarafindan iiretilen
(ad,x)={ad,x :xe L}

kiimesi End( L )kiimesinin bir alt cebiridir. End( L )bir asosyatif cebir oldugundan

(ad, x) asosyatif cebiri elde edilir. O halde herhangi bir asosyatif cebirden Lie cebiri

ve herhangi bir Lie cebirinden asosyatif cebir elde edilebilir.

Tamim 2.1.2. M bir Lie cebiri olsun. Eger her x,y € M i¢in [x, y] = 0 oluyorsa M

ye abelyan Lie cebiri denir.

Tamm 2.1.3. M,ve M,, A iizerinde iki Lie cebiri ve 6: M, - M, bir A—modiil
homomorfizmi olsun. Her x,y e M, i¢in O([x,y]) =[0(x),0(y)] ise O ye bir Lie

cebir homomorfizmi denir. Eger 0 Lie cebir homomorfizmi birebir ve ortense 0 ye

bir Lie cebir izomorfizmi denir. Bu durumda M, ve M, ye izomorfiktirler denir.[8]

Tamim 2.1.4. L bir Lie cebiri ve M < L olsun. L/M béliim cebiri asagidaki sekilde
tanimlanir.
L/IM ={x+M:xelL}
olmak iizere L/M igindeki toplama ve garpma islemini; x+M,y+M € L/M igin
x+M)+(y+M)=(x+y)+M
[(x+M),(y+M)]=[x,y]+M
olarak tamimlayalim. L/M bu islemlerle birlikte bir Lie cebiri olur. Bu cebire L nin

M ile boliim cebiri denir.[8]

Tamim 2.1.5. L bir Lie cebiri ve K < L olsun. Her x,y e K i¢in [x,y]e K ve K, L
nin alt modiilii ise K ya L nin bir Lie altcebiri denir. K, L nin Lie alt cebiri ve her

xeK,yel igin [x,y]e K oluyorsa K ya L nin bir ideali denir.

12



L ve M iki Lie cebiri olmak iizere, bu ¢alismada merkezlestirici, dengeleyici ve

komiitator alt cebirler i¢in uygun olan su notasyon ve terminolojiyi kullanacagiz.
C,(M)={meM :'m=0 Ve Ligin}
st,(My={leL:'m=0 Vme M igin}
[L,M]=('m:leLmeM)
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3. LIE CEBIRLERI UZERINDE CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu ¢alisma boyunca, keyfi bir & cismi alinacak ve biitiin Lie cebirleri ve tensor

carpimlar1 bu k£ cismi lizerinde diisiiniilecektir.

3.1 Lie Caprazlanmis Modiiller

Tanim 3.1.1. M ve L iki Lie cebiri olsun. M iizerine L ’nin Lie etkisi asagidaki
aksiyomlar1 saglayan
LxM > M
(I,m)—'m
k- bilineer doniistimiidiir [9].
Her m,m,,m,eM ve l,1,,l, € L igin
LED) "l =" (m)~ " (' m),

LE2)  '[m,m,]=['m,m,]+[m, 'm,].

Tamm 3.1.2. M ve L iki Lie cebiri olsun. : M — L bir Lie k -cebir morfizmi ve
LxM —> M
(I,m)—'m
L nin M fiizerine Lie etkisi ile birlikte her /e L, me M ve m,m € M igin
CM1)  5(‘m)=[1,5(m)],
CM2) °"(m)=[m,m](Peiffer 6zdesligi)
sartlar1 saglaniyor ise (M,L,0) Ugliisiine Lie ¢aprazlanmis modiil denir. Sadece

(CM1) aksiyomunu saglayan (M, L, o) Ugliisiine Lie 6n ¢aprazlanmis modiilii denir.

Lie cebirlerinin caprazlanmis modiilleri, Lie cebirleri {izerindeki modiil ve ideal

kavramlarinin bir genellestirilmesi olarak diisiintilebilir.



Ornek 3.1.1. R bir Lie cebiri ve 7, R nin bir ideali olsun
0:1 >R
=i
icine doniistimiinii ele alalim. R nin / lizerine etkisi
RxI—1
(r,i)y "i=[r,i]
seklinde Lie ¢arpim iglemi olarak verilsin.
CM1) o(r,i)=0[r,i]

=[r.i]
=[r,0i]

CMZ) a(r)rr — rr/

=[r,r]

oldugundan dolay1 (/,R,0) bir Lie ¢aprazlanmis modiil yapis1 olusturur.

Ornek 3.1.2. M bir Lie G — cebir olmak {izere
T, MocG—>G
ikinci izdiisim fonksiyonu bir Lie G —cebir morfizmidir. G nin G o« M iizerine Lie
etkisi g'e G ve (g',m) e G o« M igin
g'(m,g)=(g'm,[g',g])

seklinde tanimlansin. Bu durumda (G oc M, G, r,) bir 6n gaprazlanmis modiildiir.

Ciinkti
T, MxG—>G
(m,g) g
ve
Gx(MxG)—>M

(g,(mg)rg'-(mg)=(g'-mlg' gl
Lie etkisi olmak tizere
CM1) 7,(g"-(m,g)=r,(g" -m][g' gl
=[g'.g]
=[g’,7,((m, g))]
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CM2) 7z, ((m',g")-(m,g)=[(m',g"),(m,g)] esitliginin olup olmadigina bakalim.

m,((m', g")-(m,g)=g'-(m, g)
=(g'-m[g"g]D ..()
Diger taraftan
[(m', g"),(m,g)]=([m',m],[g",g]) ...(ID)

oldugundan (I)=(II) olmas1 i¢in

(g'-mlg'.gD=(m' mllg' .g)= g'-m=[m,m']
olmas1 gerekir. Fakat bu miimkiin degildir.

Sonug olarak sadece CM1) sarti saglandigindan (G oc M, M,x,) tglisi bir 6n

caprazlanmis modiildiir.

Tamm 3.1.3. (M, L,,6,) ve (M,,L,,0,) iki Lie ¢caprazlanmis modiil olsun.
6,(l,m) = 6,(1)-6,(m)
ve
@,0,(m) = 0,0, (m)
olacak sekilde o, : M|, > M,, o, : L, = L, Lie k — cebir morfizmleri varsa
(a,,a,):(M,,L,,6,) >(M,,L,,0,)

morfizmine ¢aprazlanmig modiiller arasindaki morfizm denir. Boylece caprazlanmis

modiillerin kategorisi olusturulur ve bu kategori LieXMod ile gosterilir.

Ornek 3.1.3. (f,I):(M,,L,,5) —>(M,,L,,5) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi ise
(M,,M,, f) bir ¢aprazlanmis modiildiir. Burada M, nin M, e etkisi o' tarafindan
elde edilir. Yani m, e M, ve m, € M, igin

m,m, =9'(m,)m,

dir.

(d, .1d,):(M,L,0) > (M,,L,5) birim homomorfizmi kisaca (/,/) ile

gosterilir.
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3.2 Caprazlanmis idealler

Tanim 3.2.1. (M, L,5) bir ¢aprazlanmig modiil olsun. N, M nin ve K, L nin bir alt
Lie cebiri olmak tizere

00 | vN—o>K
onin N ye kisitlanmist ve K nin N ye etkisi L nin M ye etkisinin kisitlanist
olmak {tizere (N, K,d') ¢aprazlanmis modiiline (M,L,d) caprazlanmis modiiliiniin

alt ¢caprazlanmus modiilii denir ve (N,K,8") < (M, L, ) seklinde gosterilir.

Tanmm 3.2.2. (M, L, ) ¢aprazlanmis modiiliiniin (N, K,5") alt ¢caprazlanmis modiilii
olmak iizere
i) K, L cebirinin bir idealidir, yani K< L

ii) Her /e LvekeK iginl-ke N

iii) Her ke K veme M icink-me N
sartlar1 saglantyorsa (N, K,o") alt caprazlanmis modiiliine (M, L, ) bir ¢caprazlanmugs
modiil ideali denir ve (N,K,0") < (M,L,0) seklinde gosterilir. Eger
(N,K,0")y <« (M,L,6) iseher me M ve m' e M igin

[m,m']=06(m)-m"e N

oldugundan N, M nin bir idealidir.

Tanmm 3.2.3. (N,K,0"), (M,L,6) nin bir ideali olsun. Bu durumda L, M/N
tizerine etki eder. K nin M /N {iizerine etkisi ise

KxM/N—> M/N
(g.(m+N)) g'-(m+N)

olmak tizere
g'-(m+N)=g'-m+N
ve g'me N oldugundan sifirdir. Dolayisiyla L/K boliim Lie cebiri M/N iizerine

L/KxM/N — M/N
((I+K),(m+N)—>1l-m+N

seklinde etki eder ve bu etki bir Lie etkisidir.
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5:M/N— LK
(m+N)—> o(m)+K
boliim doniisiimii bir Lie cebir homomorfizmidir. Boylece bu donilisim ve etki

fonksiyonuna gore

(M,L,0)

(M/N,L/K,5)= Ko

Lie c¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur ve buna béliim ¢aprazianmis modiil

denir.[10]

Tamm 3.24. (¢,2,):(M,,L,6,) > (M,,L,,5,) bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi
olmak tizere

o0, :kera, > kera,
caprazlanmis modiiliine (¢,,,) morfizminin ¢ekirdegi denir ve ker(e,a,) ile

gosterilir.[10]

Tamm 3.2.5. (¢,2,):(M,,L,6,) > (M,,L,,5,) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi
olmak tizere

0, :Ima; > Imae,
caprazlanmig modiiliine (¢;,c,) morfizminin gériintiisii denir ve Im(ey,a,) ile

gosterilir.[10]

Tanmm 3.2.6. (N,,K,,9,) ve (N,,K,,0,), (M,L,5) caprazlanmig modiiliiniin alt
caprazlanmig modiilleri olsunlar. Bu durumda

5|]\,1N\,2:Z\/1 NN, > K NK,
seklinde indirgenen alt g¢aprazlanmis modiline (N,,K,,0,) ile (N,,K,,d,) nin
arakesiti denir ve (N,,K,,0,)"(N,,K,,?,) seklinde gosterilir. [6]’de yer alan Casas

ve Ladra’nin temel tanimlarini hatirlayalim.

Tanmm 3.2.7. (M,L,5) bir caprazlanmis modiil olsun. (M,L,5) ¢aprazianmig
modiiliiniin  merkezi (n,y):(M,L,0) —> A(M,L,5) homomorfizminin ¢ekirdegi

olarak tanimlanir ve Z(M,L,9) ile gosterilir.
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Kern={meM :n, (I),l L}
={meM:l-m=0,lel}
=M*

Kery={leL:y()=0}
={leL:a,(m)=0,meM ve ¢(I')=0,l"e L}
={leL:l- m=0meM}n{lelL:[LI'=0,l"elL}
=st,(M)nZ(L)

alinarak;

Z(M,L,5)=Ker(n,y)=(M",st,(M)nZ(L),5)
bulunur. Aym1 zamanda Z(M,L,5), (M,L,0) caprazlanmis modiiliiniin bir
idealidir.[8]

Tanmm 3.2.8. (M, L,0) c¢aprazlanmis modiil olsun. Eger Z(M,L,0)=(M,L,0) ise

(M, L,0) ye abelyan ¢aprazlanmis modiil denir.

Teorem 3.2.1. Eger (M, L,5) bir abelyan ¢aprazlanmis modiil ise M ve L abelyan

Lie cebiridir.

Tanim 3.2.9. Caprazlanmis modiillerin ve morfizmlerin bir dizisi

0—>(M,L,5)— 22 5M,,L,,8,)—LL>(M,,L,,5,) —> 0
olsun. Eger «;,a, birebir, S, 3, orten ve Im(e,,x,) =ker(f,, f,) ise bu dizi kisa

tam dizi olarak adlandirilir.

Tamm 3.2.10. Eger Im(¢,,@0,), Z(M,,L,,5,) 'nin bir ¢aprazlanms alt modiili ise o

halde bu dizi bir merkezsel genisleme olarak adlandirilir.

Tamm 3.2.11. (N,,K,,d) ve (N,,K,,0), (M,L,5) ¢aprazlanmig modiiliiniin iki
ideali olsun. Bu durumda(N,,K,,0) ve (N,,K,,0) 'nin komiitator alt ¢aprazlanmig

modiilii
[(N,K,,0),(N,, K,,8)]=([K,, M ]+[K,, N, ],[K}, K, ],6)

seklinde tanimlanir.
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Burada dikkat edelim ki (N, K, o) alt modiiliiniin (M, L,5) 'nin merkezini igermesi

icin gerek ve yeter sart [(N,K,0),(M,L,0)]=0 olmasidir.

(M, L,5) nin komiitator ¢aprazlanmis alt modiilii (M, L,8) =[(M,L,0),(M,L,0)]
olarak tanimlanir. (M, L,d) caprazlanmis modiiliiniin komiitator ¢aprazlanmis alt
modili (M, L,d) nin bir idealidir ve

Ab(M,L,0)=(M,L,6)/(M,L,5)

(M, L,5) nin abelyanlastirmasi olarak tanimlanabilir.

Tanim 3.2.12. (M, L, ) bir ¢caprazlanmis modiil olsun. Eger (M, L,d) caprazlanmis

modiilii kendi komiitatdriine esitse bu ¢aprazlanmis modiile miikemmel ¢aprazlanmis

modiil denir.[9]

Lie cebirlerinin igerigine benzer olarak miikemmel Lie cebirler ve evrensel

merkezsel geniglemelerle iliskileri ve ikinci homoloji cebiri [11,12]°de ¢alisilmistir.

Tamm 3.2.13. (M|,L,,6,) ve (M,,L,,5,) Lie cebirlerinin iki abelyan ¢aprazlanmis

modiiliiniin tensor ¢arpimi
M,,L,6)®M,,L,,0,)=(Cokera,L, ®L,, 1)

yine bir abelyan ¢aprazlanmis modiildiir.

Burada
a=(0,1d,-1d&®06,): M, M, - (L, OM,)®(M,®L,)
ve p:Cokera — L ®L, dontisimii her /, € L, ve m, € M, igin
;u((ll®m2)+(m1®lz)):(ll®52(m2))+(51(m1)®12)

olarak verilmistir.

Ornek 3.2.1.
i) (M,L,5) Lie cebirlerinin herhangi bir abelyan ¢aprazlanmis modiilii igin
(0,x,0)®(M,L,0)=(M,L,5) dogal izomorfizmin varligin1 gosterilebilir.

ii)  Herhangi keyfi L, L, abelyan Lie cebirleri i¢in su izomorfizmler vardir:
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(09L190)®(05L290) ;(OaLl ®L290)9
(LlaLlald)®(L27L27Id) = (Ll ®L27L1 ®L2’Id)

iii) (M,L,5) abelyan ¢aprazlanmis modil, 6 orten ve (N,0,0) abelyan
caprazlanmis modiil olsun. O halde (M, L,5)® (N,0,0)=(0,0,0) dir.

iv)  (M,L,5) Lie cebirlerinin bir asferikal ( kero =0 ) abelyan caprazlanmisg
modili olsun. O halde herhangi bir (N,0,0) abelyan ¢aprazlanmis modiilii
icin (M,L,0)®(N,0,0)=(L/M ®N,0,0) olur.

(M,,L,,56,) ve (M,,L,,0,) Lie cebirlerinin herhangi bir abelyan caprazlanmis

modiilii olsun. Bu herhangi bir f:L — M, igin abelyan Lie cebirlerinin bir

morfizmidir
Hom(L,M,) — Hom((M |, L,,6,),(M,,L,,5,))
S (fe6,,0,°f)

Hom((M,,L,,6,),(M,,L,,05,)) dzel caprazlanmis modiilii olarak tanimlanabilir ki Lie

etkileri agikardir. Hom’un eslenigi ve LieXMod’daki tensér carpimi sayesinde

asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.2.1. (Tensor carpiminin eslenigi(adjointness)) (M,,L,,6,), (M,,L,,5,)
ve (M,,L,,0,) Lie cebirlerinin herhangi abelyan ¢aprazlanmis modiilleri olsunlar. O

halde
Hom((M,,L,,6,)®(M,,L,,5,),(M,,L,,0,)) = Hom((M, L, 6,), Hom(M ,, L, ,5,),(M, L;,5;)))
dir.
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4. CAPRAZLANMIS MODULLERININ HOMOLOJISI

Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin homolojisi [4,13]’de Casas ve calisma
arkadaglar1 tarafindan tanitilmistir. F:Set > CM ve U :CM — Set adjoint
funktorlarinin ikilisi tamitilmistir ve CM deki bir caprazlanmig modil igin
esticlii(cotriple) c¢oOziimleri yapilandirilmistir. abelyanlastirilmis  funktorlarin sol
tiirevli funktorlarin bir ¢aprazlanmig modiiliiniin homoloji funktorlar: tanimlanmistir.
Ayn1 zamanda Lie cebirlerinin homolojisinin iyi bilindik ¢esitli sonucglar1 Lie
cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin kategorisine genellestirilmistir. Ornegin,

(M, L,0) caprazlanmis modiiliiniin birinci homolojisi bu ¢aprazlanmis modiiliin

abelyanlastirilmasidir. Yani

(M,L,0)
[(M,L,0),(M,L,0)]

H,(M,L,0)=

dir.

4.1 Chevalley-Eilenberg Homolojisi

Asagidaki Onermeler Lie cebirlerinin caprazlanmis modiillerinin kategorisindeki
sonuglarin bir 6zel durumu [14, boliim 6] da verilmistir ve [4, Teorem 2.31 ve 2.36]

dan elde edilebilir.

Onerme 4.1.1. (Caprazlanmis modiiller icin Hopf formiilii) (M, L,0) Lie cebirinin

bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. Bu caprazlanmis modiiliin bir projektif sunumu

0— (R,,R,,0) > (F,,F,,0) > (M,L,0) — 0 olsun. Bu bir dogal izomorfizmdir.

2 p—
HZ(M,L,a);( RAlf. Bl RAF 5)

[F,R1+[F,,R] [R.F]’
_ (R, R,O)N(F, F,0),(F,, F,0)]
- [(R,,R,,5),(F,,F,,)]

Asagidaki dizi Lie cebirlerinin Chevalley-Eilenberg homolojisinde bes terimli tam

dizinin bir genellestirmesidir [15].



Onerme 4.1.2. (Caprazlanmis modiillerin homolojisinde bes terimli tam dizi) Lie

cebirlerinin ¢aprazlanmis modiiliiniin kisa tam dizisi
0—>(N,K,0)>(M,L,0)>(T,0,0) >0

olsun. Burada ¢aprazlanmis modiillerin dogal tam dizisi mevcuttur.

(N,K,0)

Hy(M.L,0) = H(T.0.0) = - i T o,

—->H M,L0)—>H(T,Q,0)—0

Asagidaki teoremde, yukaridaki dizi bir terim daha genisletilmistir. Ispatin ana fikri
Lie cebirlerindeki [6, Onerme 4.1 (iii)] den gelmektedir.

Teorem 4.1.1. Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin merkezsel genislemesi
0— (N,K,0)—> (M,L,0)—22(T,0,w) — 0

olsun. O halde abelyan ¢aprazlanmis modiillerin su dizisi tamdir:

(N,K,0)® Ab(M,L,0)—120s H (M, L,0)— %25 H (T, 0,) - (N,K,3) - H,(M,L,0) » H,(T,0,®) —> 0
Ispat : (M,L,0) caprazlanmis modiiliiniin projektif sunumu
0 (R,,R,6) > (F,,F,,6)— ™% >(M,L,0) > 0
olsun. (F,,F,,6) nmn ideali olan (S,,S,,9), (S,,S,,9)=ker((r,,7,)°(7,,7,))
yardimiyla tanimlanir. O halde
0= (R, R.5) = (S,,8,,8) — ™) 5N K 5) 0
dizisi tamdir ve ¢aprazlanmis modiiliin kisa tam dizisi
0—(S,,8,,0)>(F,,F,0)>(T,0,0) >0
(T,Q,w) nin bir projektif sunumudur. Caprazlanmis modiiller i¢in Hopf’s

formiiliiniin yardimiyla asagidaki degismeli diyagram elde edilir:

RoN[Fy,F5] ) . R1ﬁF12

[F1,R2|+|R1,F3) " [R1,F1]
a1 l Ggl

SoN|[F1,F3) b S1NF?

[F1,S2]+[S1,F2] ©[S1,M]
Burada &, & yardimiyla indirgenmistir ve o,,0, dogal homomorfizmdir. Ciinkii

[(N,K,0),(M,L,0)]=0,[(F,,F,0),(S,,S,,0)], (R,,R,,0) nin alt modiiliidiir ve

ker(o,,0,) =([E,S2]+[S1,F2] [F,S] g‘j

[F,R]+[R,F,1 [R,F]

23



H,(M,L,6) nin alt modiiliiniin oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Bdylece bu
(N,K,0)® Ab(M,L,0) dan ker(o,,0,) ye bir epimorfizm tanimlamak ig¢in
yeterlidir. Ciinkii K=S,/R veL/’=F /(R +[F,F]) [6, Onerme 4.1 (iii)]
yardimiyla dogal bir epimorfizm vardir. Her s, € S,, f, € F; igin

7, :K®£2—>—[FI’S1]
L [F,R ]

(5 +R)S() +R +[F, B D s, fi]+[F, R ]
Diger yandan, K =S,/R veM /[L,M]=F,/([F,F,]+R,) dir. Boylece her
s, €8, f, €F, i¢cin

pikx M SIS E
" [LM] C[FLR]+[R,F]

(s, + R, [, +([FLE]+ R)) = " fi + ([FL, R J+[R, K ])

bilineer doniistimii tanimlanabilir. Ciinki,
[S,,R, 1< [F,R,IS,,[F,F,]1c[F,R,1+[R,,F,], B, morfizmi 1yi tanimhidir ve

[£,5,1+[5,, 5]
(£, R I+ R, ]

5 :K®M/[L,M]—>

indirgenir.
Aynizamanda L/ L’ = F/(F’+R)),N =S, /R, dir. Benzer sekilde
A, :Nx£2—> [£,S,1+[S,, £5]
L [F.R]+[R,F]
(5, + R, fi+ (B + R) =" 5, +([F, R]+[R, F])

ty1 tammmhdir. Ciinkii [R,S,] < [R,,F,] ve [F,,S,] < R, dir. Boylece g,,

(£, 5,145, 5]
£, R, I+ (R, F5]

5,:N®L/L’—

doniisiimiine indirgenir.

Mo L gy [FSIHIS,F
(LML [Fy, RJ+[R,, ]

7, =(6,®1d,1d®5,):(K®

homomorfizmi ag¢ik bir sekilde ortendir. Ciinkii 71' , N® m goriintiisiini

M
[L,M]
sifira doniistlirlir, y, indirgenmis morfizmini olusturabiliriz ve asagidaki diyagram

degismelidir:
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s

Cokera

-
-

o
N® L{lf\ff —’(K@’[LI?M]@N@EL?)

/
M e
i
[F1,S2]+[S1,F2]
[F1,R2|+|R1,F2)

Burada o = (6 ® Id ®—1d ® 5) dir. Ciinkii

(mz):(Cokera,mé,u)%ker(al,az)

ikilisinin agikar olarak diisiiniilen etkileri ¢caprazlanmis modiillerin bir morfizmidir ve

(7,,7,) ortendir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Ornek 3.2.1(iii) kullanarak asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug¢ 4.1.1. (M, L,0) bir gaprazlanmis modiil ve ¢ 6rten olsun. O halde (M, L,0)
caprazlanmig modiiliiniin (N,0,0) merkezsel ideali
(0-170-2) : Hz(M:Laa) _) HZ(T,Q,a))

morfizmi ile bir moniktir. Burada (7,0, w) ile (M,L,0)/(N,0,0) izomorftur.

Ornek 4.1.1. M, L Lie cebirinin bir merkezsel ideali olsun. Caprazlanmis
modiillerin merkezsel genislemeleri igin
0—(0,M,0)—(0,L,0) > (0,L/M,0)—>0
0>WM,M,Ild)— (L,L,1d)y—> (L/M,L/M,Id)—0
(7,,7,) morfizmi Teorem 4.1.1 de belirlenmistir ve sirastyla
(0,M®L/I’,0)—(0,H,(L),0)
M®L/I'M®L/L’,1d)— (H,(L),H,(L),Id)

olur. Burada H,(L), L nin ikinci Chevalley-Eilenberg homolojisidir.
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5. CAPRAZLANMIS MODULLERININ KAPABILiTE OZELLIiGi

Oncelikle bu boliimde kullanacagimiz bazi tanimlar1 verelim.

5.1 Actor Caprazlanmis Modiil

Tammm 5.1.1. G bir Lie k -cebir ve d:G — M, k -lineer donilisim olsun. Her
g,2' €G icin

dlg,g'1=gd(g")-gd(g)
ozelligi saglaniyorsa d ye bir derivasyon denir. G den M ye biitiin derivasyonlarin

kiimesi Der(G) ile gosterilir.

Tamm 5.1.2.(M,G, u) ve (N,G,v) ¢aprazlanmig iki Lie modiil ve a: M — N bir
k — lineer doniisiim olsun. Her m,m’' € M igin

alm,m'] = u(m)-o(m") = p(m') - ar(m)
ise &« ya M den N ye bir derivasyon denir. M den N ye biitiin derivasyonlarin

kiimesi Der(M,N) seklinde gosterilir.[9]

Tamm 5.1.3. (M,G,u) caprazlanmis modil ve f:M —>M, g:G— G birer
fonksiyon olmak tizere (f,9):(M,G,u) —> (M,G, i) verilsin.
i) feDer(M), e Der(G),
i)  gu=uf,
iii) her geGveher meM igin f(g-m)=g- f(m)+¢(g) -m
ozellikleri saglaniyorsa (f,@) ye (M,G, 1) nin bir derivasyonu denir. (M ,G, 1) nin

biitiin derivasyonlariin kiimesi Der(M,G, i) ile gosterilir.



Teorem 5.1.1. A(d)=(0,,¢,) = (d u, ud) seklinde tanimli
A: Der(G,M)— Der(M,G, i)
fonksiyonu bir Lie & -cebir homomorfizmidir. Ustelik (Der(G, M), Der(M,G, u),A)

ticliisii bir caprazlanmis modiil yapist olusturur.

Tammm 5.1.4. Yukaridaki teoremde tamimlanan (Der(G,M),Der(M,G,u),A)
caprazlanmig modiiliine (M,G,u) nin aktor ¢aprazlanmis modiilii denir ve

AM, G, p)ile gosterilir.

Teorem 5.1.2. (M,G, ) bir gaprazlanmis modiil olsun. me M ve geG igin
n,:G—>M,n, (g)=-g -m olmak lizere
n: M — Der(G,M)
m = 1(m) =1,
doniisiimii bir cebir homomorfizmidir.
Ispat: 7[m,m']= Moy =, 1, 1= [7(m),p(m")] dir. Simdi bunun dogrulugunu
gosterelim.

(72,1, 1(&) =m,,41m,,(&)— 1, 1217,,()
=—g n,u(m)+pum’)-n,(2)+g-n,u(m)—um)-n,(g)
=g -[m,m')-[m',g-m]—g-[m,m']+[m,g -m']
=[g-m',m]~[g-m,m']
=—g-[m,m']

= oy (g)

Burada tanimlanan 7nin goriintiisii Im(77) = E(G, M) seklinde gosterilir.[9]

Teorem  5.13. o,:M—>M, mi—>a,(m)=g-m ve ¢,:G—>G,
g'—>¢,(g)=[g,g'] olmak lizere

(@ a,eDer(M) ve ¢, € Der(G) dir.

(b) P u(m)=[g,u(m)]= u(g-m)=pua,(m) dir.

(¢) Her g,g"' € Der(G) veme M igin

ga,(m)+¢,(g)-m=g'"(g-m)+[g,g'l-m=g(g" - m=a,(g" m)
dir. Ustelik
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y:G— Der(M,G, i)
g (a,.4,)
doniistimii bir cebir homomorfizmidir.
Ispat: Ispat igin
N8 8&:1= (% 418 )

=(la,,, 14,9, ]

=[(a,.4,).(,,.9,)]

=[7(81),7(g>)]
oldugunu gostermek yeterlidir.

Uy (&) =8 (8, -m)—g, (g -m)
=a, (a, (m)-a, (a, (m))

=lag ., 1(m)

ve
¢[g1,gz](g) =[lg, &, &l
=[glg,.gl1-[g,.[8. 2]l
=9, (4, (8)—9,. (4, (g))
=[4,.9,. 1(2)
dir.

Burada tanimlanan y doniisiimiiniin goriintiisii Im(y) = G ile gosterilir.

Tanim 5.1.5. (E(G,M ),5, A) gaprazlanmig modiiliine, i¢ aktér denir ve [(M,G, u)

ile gosterilir.
5.2 Kapabilite
Tamm 5.2.1. L bir Lie cebiri olsun. Bu durumda i¢ derivasyonlari ile izomorf bir K

Lie cebiri varsa yani L= K /Z(K) ise L ye kapabil Lie cebiri denir.

Tammm 5.2.2. L ve T iki Lie cebiri olsun. L/T kapabil olacak sekilde L nin en

kiiclik idealine merkez ideali denir ve Z*(L) ile gosterilir.

Bu calismada Z"(L) yardimiyla 7z(Z(L")) ideali temsil edilmistir. Bu bolimde

kapabilite kavrami ¢aprazlanmis modiillere genellestirilecektir.
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Tamm 5.2.3. (M, L,0) bir ¢gaprazlanmis modiil olsun. Bu durumda

_ (T.K.,9)

(M,L,0)=
Z(T,K,5)
olacak sekilde (7,K,0) c¢aprazlanmis modilii varsa (M,L,0) ya kapabil

caprazlanmis modiil denir.

Diger bir deyisle [16] da vurgulandigi gibi, (M,L,0) herhangi bir ¢aprazlanmis
modiiliin i¢ aktoriine izomorfise (M, L,0) ye kapabil ¢aprazlanmis modiil denir.
(M, L,0) nin projektif sunumu

0—(R,,R,,0) > (F,,F,0)—2% 5(M,L,0) 0 (*)

olsun. Bu durumda

(£, F,9) ve (RLR.5)= (R,,R,0)
[(F,,F},0),(R,,R,0)] ? [(F,,F,0),(R,,R,0)]

(F.F.6)=
olmak iizere ¢aprazlanmis modiillerin
0 (R,,R,5)— 2% 5(F, F,5)— ") 5(M,L,8)—> 0
dizisi
i) (;1, ;2) : (E, fl, 5‘) —>(M,L,9) fonksiyonu (*) dizisinde
(7,,7,):(F,,F,6) > (M,L,5) orten oldugu i¢in ortendir.
i) (a,a):(R,R,5)— (F,,F,06) fonksiyonu birebirdir. Ciinkii
0 (R,,R,8)— ) >(F,,F,,6)—"2—>(M,L,0) >0
dizisi (M, L,0) nin bir projektif sunumudur.
Dolayisiyla
0> (R,,R,0)— 2% 5(F,, F,6)— ") 5(M, L,0) > 0

dizisi tamdir. Ayrica Im(gl,a_z), Z(E,E,E) nin bir alt modiili oldugundan

yukaridaki dizi merkezseldir. Burada (;1,7[_2), (7,,7,) tarafindan indirgenmistir.

Asagidaki lemma temel sonuglar i¢in 6nemli bir rol oynamaktadir.
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Lemma 5.2.1. (M, L,0) bir ¢aprazlanmig modiil ve
0—(R,,R,,6) > (F,,F,,0)— %22 5(M,L,0) -0
bu ¢aprazlanmig modiiliiniin bir projektif sunumu ve
O->WM,L,0)>M,,L,,0)>(M,L,0)—>0
merkezsel genislemesi olsun. O halde

(71,72)

0 —— (.ﬁg.ﬁl.g) — (Fg,Fl,g) — (JM'L,(‘?) — 0
(Bl |-J'§2|)J’ (Bl ,BQJJ, (ldsld]l

N v (A, r.a1\4\fn;f T,:|\4\(ﬂ;f
u Ao dvE] gy Ai] g FoONAVEGy LTy ] |4V

[

diyagrami degismeli olacak sekilde yani o, = ;1, o,p, = 7z_2

(B ) (. F.8) = (M, L, )
morfizmi vardir.
Ispat: (F,,F,,5) projektif oldugundan (B,2,):(F,,F,,8) = (M,,L,,®) morfizmi
vardir yani ¢, f, = 7, , o, 3, =z, dir. Agik¢a goriilecegi lizere (R,,R,,0) nin (S, 5,)
altindaki goriintiisi (M,,L,,®) mnm bir alt modilidiir, c¢aprazlanmis modiil

morfizminin 6zelligi yardimiyla, bu doniisiim [(F,, F},0),(R,, R,,0)] y1 sifira gotiiriir.

Boylece (5, 5,), (E,Fz) e indirgenir.

Tamm 5.24. (M,L,0) ve (T,K,0) bir c¢aprazlanmis modiil olsun.
(®,¥):(T,K,0)>(M,L,0) 6rten morfizm ve ker(®,¥), Z(M,L,0) nin bir alt
modiilii olmak tizere Z*(M,L,0) idealini (®,Y)(Z(T,K,0)) ¢aprazlanmis alt
modiiliiniin bir arakesiti olarak tamimlayabiliriz. (®,¥Y)(Z(T,K,d)) yardimiyla
(D(C (1)), ¥ (st,(TYNZ(K)),6) oldugu  gosterilebilir.  Cinkii (7,K,0)
caprazlanmig modiiliin merkezi
(n,7):(T,K,0) > A(T,K,9)
homomorfizminin ¢ekirdegi olarak tanimlansin.

kern={teT:n (k),keK}
={teT:t-k=0,keK}
=TK
=C (1)

Ve
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kerk={ke K :y(k)=0}
={keK:at)=0,teT ve ¢(k'"), k' e K}
={keK:k-t=0,teT}n{keK :[k,k'1=0k" €K}
= st (T) " Z(K)

aliarak
Z(T,K,0)=Ker(n,y)=(Cy(T),st, (T)NZ(K),0)

yazilabilir.

Teorem 5.2.1. (M, L,0) ¢aprazlanmig modiiliiniin herhangi bir
0—>(R,.R,6) > (F,, F,6)— 22 (M, L,8) -0
projektif sunumu i¢in
Z'(M,L,0)=(m1,72)(Z(F2, F1,0)).
dir.
Ispat: Z°(M,L,0) tammndan Z"(M,L,0)c (;1,;2 Z (Fz,fl,g)) oldugunu
biliyoruz. Simdi kabul edelim ki
0—(M,,L,®) —(M,,L,,0)—22 (M, L,0) -0
bir merkezsel genisleme olsun. Lemma 5.2.1 deki diyagramdan
M+ B(F)=M,. L+p,(F)=L,
elde edilir.
[L,,M,]=0 olmasindan ve Lemma 5.2.1 kullanilarak
m(C-(F)) = B (C.(F)) € &(Cy o (B (F,))
C a,(Cy i (M)
=a,(Cy iz, (M) = ,(C, (M)
ve
(st (F) N Z(F)) € @, (st = (B(F)) O Z(B,(F)))
< o, (st,, (B(F)NZ(Ly)
< ay(st, (M) N Z(Ly))

olur. Dolayistyla (;1 ,;2)(Z (1?2 ,]_71 ,5‘)) c(a,a,)(Z(M,,L,,»)) oldugu gorilir.
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Sonu¢ 5.2.1. (M,L,0) nin kapabil olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z"(M,L,0)=0
olmasidir.
ispat: 0—>(R,,R,5) > (F,,F,8)— 22 >(M,L,0) >0 dizisi (M,L,0) nin bir
projektif sunumu olsun. Teorem 5.2.1 1 kullanarak

Z*(M,L,d) = (m1,x2(Z(F1,F1,5))

(£, £,9)
(£, F.6),(R,, R, 6)]

= (21,22)(2(

yazilabilir. Bu durumda (EZ,E1,§)=Z (Fz,ﬁ,g) olmas1 i¢cin gerek ve yeter sart

Z"(M,L,0)=0 olmasidir.

Sonu¢ 5.2.2. Herhangi bir L Lie cebiri i¢in Z°(L,L,Id)=(Z"(L),Z"(L),1d) ve
Z(0,L,0)=(0,Z"(L),0) dir. Ozel olarak L nin kapabil olmas: i¢in gerek ve yeter
sart (L, L, Id) nin kapabil olmasidir. Benzer sekilde L nin kapabil olmasi igin gerek
ve yeter sart (0,L,0) nin kapabil olmasidir.

Ispat: Daha 6nceden
(£, F1,0)

(F;’FI’5): li(F'pFi,&),(RzaRl’é‘):l

ve
[(F.F0). (R R.6)])= (R E] [ R.L[E.R].5)
oldugunu biliyoruz. Simdi L Lie cebirinin herhangi bir
0O>R>F—">L—>0
serbest sunumu i¢in
0— (R,R,1d)— (F,F,Id)—%2(L,L,Id)— 0
tam dizisi (L, L, Id) nin bir projektif sunumu olsun. Teorem 5.2.1 ve [6, Sonug 3.4]

kullanilarak
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Z'(L,L,1d) = (;,E)(Z(F,F, Id))

- (F,F,Id)
’ [(F,F,1d),(R,R,1d)]

_(z.o| z (F,F,1d)
’ (IR.F1+[F.RL.[F,R].1d)

=(7,7)| Z F : F ,IdD
[R,F]’[R,F]

—(7[7[) Z F jZ[ F J,Idj
[R,F]

wsan-(3(: (RFJJ )}
=(2'(1).2'().1d)

oldugunu sdyleyebiliriz. Ispatin diger kism ise;

0O>R>F—/">L—>0
serbest sunumu i¢in
0 — (0,R,0) = (0, F,0)—=%5(0,L,0) — 0
tam dizisi (0,L,0) m bir projektif sunumu olsun. Yine Sonug 4.1.1 ve Teorem 5.2.1

yardimiyla
Z(0.1,0)= (m,7)(Z(0.F.0))

- (0,F,0)
_(72',7[) Z [(O’F,O),(O,R’O)]]J

o (0,F,0)
_(72',72') A ([R’F]+[F,0],[F5R]’O)jJ

=(7,7)| Z 0 : F OD

[R,F1+[F,0] [F,R]

gl

]]’ J
91 ]

(;(T(M?F]D’;[Z

=(0.z°(L),0

F
[R,
[R

oldugu goriiliir.
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Simdi asagidaki teoremde, Teorem 4.1.1 deki (y,,7,) morfizmi yardimiyla bir

caprazlanmig modiiliin kapabilitesi i¢in yeterli kriter verilecektir.

Teorem 5.2.2. (N,K,0), (M,L,6) nin bir merkezsel genislemesi olsun. Bu
durumda (N,K,d) nin Z*(M,L,5) y1icermesi i¢in gerek ve sart
(7,,7,):(N,K,0)® Ab(M ,L,5) > H,(M,L,0)
morfizminin agikar olmasidir veya buna denk olarak
(0,,0,):H,(M,L,0)—> H,(T,0,0)
morfizmi bir monomorfizmdir.

Ispat: Teorem 4.1.1 ve Lemma 5.2.1 deki notasyonlara benzer olarak, eger

(F,,F,, ) . (5.5.5)= (5,,5,,9)
(£, F1,6),(5,,5,,0)] (£, F1,6),(R,, R, 6)]

(F,,F,5)=

esitlikleri varsa

[E,S2]+[S1’F2] [E,Sl] 5, :[(S_Eg’) (ng‘)]
[F.RI+[R.E][R,F] 2EPELA

Im(71372) = keI‘(O'l,O'z) :(

esitligi de vardir. Boylece (y,,7,) sifira gider ancak ve ancak

(S_Z,E,S) cZ ((FZ, E, 5) . Diger yandan Teorem 5.2.1 den

Z'(M,L,0)=(m,m2)((Z(F1,F1,5))
yazilabilir. O halde

elde edilir.

Sonu¢ 5.2.3. (M, L,0) ¢aprazlanmig modiiliiniin kapabil olmasi i¢in gerek ve yeter
sart sifirdan farkli her / € st,(M)NZ(L) ve m e ker0 N C, (M) elemant i¢in
(7,,72):(0,(1),0)® Ab(M ,L,0) — H,(M, L,0)
(7 7,):((m),0,0)® Ab(M, L,0) — H,(M, L,0)
doniigiimlerinin asikar olmamasidir.
Ispat: Ispat icin (M,L,0) nin kapabil olmamasi igin gerek ve yeter sartin sifirdan

farkli baz1 m e M veya [ € L elemanlarinin sonucun sartlarini sagladigini gostermek

yeterlidir. Eger (M,L,0) kapabil degilse, o halde Sonu¢ 4.1.4 den faydalanarak,
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Z"(M,L,0)=(M",L",0) merkezsel ideali sifirdan farklidir. Eger L*¢<O> ise
herhangi bir /€ L' c st, (M) Z(L) segilebilir dyle ki, Teorem 5.2.2 yardimiyla,
(0,(/),0) sartlari saglar. O halde M"#(0) vemeM" oldugu iddia edilebilir.
Boylece ya meker(0) ya da mgker(d) dir. Ilk durumda (<m>,0,8) ve ikinci
durumda da (O,<8(m)>,8), Z"(M,L,0) y1 igeren uygun c¢aprazlanmig alt

modillerdir.

Sonu¢ 5.2.4. (M, L,0) ¢aprazlanmis modiil ve 0 orten olsun. (M, L,0) nin kapabil
olmasi i¢in gerek ve yeter sart L nin kapabil ve M = L olmasidir.

Ispat: ker(d) c C,(M) oldugundan (ker(0),0,0), (M,L,0) nin bir merkezsel
geniglemesidir. Sonug 4.1.1 ve Teorem 5.2.2 yi kullanarak, (M, L,0) nin kapabil
olmasi igin ker(d) nin sifir olmas1 gerektigini sdylenir. Boylece L = M olur. Ispatin

geri kalan1 Sonug 5.2.2 dan kolaylikla goriilebilir.

Simdi Lie cebirlerine gore farkli 6zelliklere sahip olan kapabil ve kapabil olmayan

caprazlanmis modiillerle ilgili bir 6rnegi inceleyelim.

Ornek 5.2.1. Herhangi bir 1-boyutlu Lie cebiri kapabil degildir. Fakat 1-boyutlu bir

Lie cebiri (¢) nin (x) iizerine ‘x =x gibi bir etki ettigi tanimlanabilir ve bu durumda

((x),(r),0) kapabil ¢aprazlanmig modiil olur. Ciinkii
((x).(),0) = (M,L,0)/ Z(M,L,0)

dir. Burada M =(u) ve L=(v,w) abelyan Lie cebirleridir ve M iizerine L nin

etkisi 'u =0, “u =u gibi iiretegler olarak tanimlanir.
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6. CAPRAZLANMIS MODULLERIN ORTULERI VE KAPABILITESI

Bu béliimde bir ¢aprazlanmis modiil i¢in ortii kavrami ve bir Ortiinlin merkezi ile bir

onceki boliimde verilen Z~ ideali arasindaki iliski verilecektir.

6.1 Ortii Caprazlanmis Modiilii

Tamm 6.1.1. (M,L,0) , (M",L",w) birer c¢aprazlanmis modiil olsun. Eger
(M",L",w) asagidaki sartlar1 saglayan (A4, K,®) gibi bir ideale sahipse (M",L", )
caprazlanmis modiiliine (M, L,0) nin bir ortiisti denir.

i) 4,K,w),(M",L',w) nin komiitatoriinii ve merkezini igerir.

i)  (4,K,0)=H,(M,L,0)

iii) 0> (4,K,0)>M",L',0)—> (M,L,0)— 0 dizisi tamdir.

(M,,L,,0,) ve (M,,L,,0,) caprazlanmis modiillerinin direkt toplamlarinin da bir

caprazlanmig modiil oldugunu hatirlayalim.

(M,,L,,0,)®(M,,L,,0,)=(M,®M,,L, ®L,,8,®d,)

Burada L, ve L, swrastyla M, ve M, lizerine asikar etki eder.

Teorem 6.1.1. (M,L,0) bir ¢aprazlanmis modiil ve (M,L,0) nin bir projektif
sunumu 0 — (R,,R,8) > (F,,F,0)—%2)5(M,L,0) >0 olsun. (M*,L",w)

caprazlanmig modiiliiniin (M, L,0) nin bir ortiisii olmasi i¢in gerek ve yeter sart

( R, R, 5]5( R, N[, F] Eszl EJ
[E:R2]+[R1’F'2] [FI’RI] [FI’RZ]_'_[RI’F'Z] [E’Rl]

@( S, S, 5]
[FIJRZ]-'_[RIJF'Z] [EJRI]

Ve

|

1

(M*,L*,G))E 5’ ’5‘ ° (AaKaa)); &7555‘
S, S, S



olacak sekilde (F,,F,,0) nin (S,,S,,d) idealinin mevcut olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki (S,,S,,5) teoremin sartlarmi saglasm. O halde

(& &EJE[ R, N[F,F] Fsz j H(LM@)
S2 Sl [FiaRz]—F[RlaF'z] [15 1]

dir. Cunkii [F,R,]+[R,F,]c S, ve [F,R]c S, oldugundan

5,5,5 R—R ,6|[=0 olur. Boylece &,&,5‘ , 5 5‘ nin
S, S, S, S, S, S, S,

merkezini igerir. Ayn1 zamanda

(ﬁ,&,g}:((&ﬂ[ F1)+5, ,(FzﬁR)+S 5j
S, S S, S,

@ |_aj

2 _!
c [F,F, ]+ S, ’F +5, 5 555
S2 Sl SZ Sl

dir. Boylece [i,—l,gj, (M, L,0) nin bir ortiistidiir.

2 91
Tersine olarak, kabul edelim ki (M ", L",®), (M, L,0) nin bir Ortiisii ve
0> (4,K,0)>M",L',0) > (M,L,0)—>0
bir merkezsel genisleme olsun. Burada (4,K,®), H,(M,L,0) ile izomorftur.
Lemma 5.2.1 yardimiyla
A+f(F)=M", K+p,(F)=L

olacak sekilde (,81,,82) (F,,F,0) > (M",L',w) oldugunu sdyleyebiliriz.
(4,K,w) , (M",L",w) nin komiitatoriinii ve merkezini igerdiginden (E,E) nin
orten oldugu sonucuna varabiliriz. Aym1 zamanda benzer sekilde

(E ,_D:(R_Z,E,g‘)—)(A,K,a)) kisitlanmis  morfizmi  de  Ortendir. Eger

ker(ﬁl, Z) = ker(z1 B, )= (S_z, §l, 5) yazarsak

O—)(SZ,S1,5)—)(R2,R1,5)—)(A,K,CO)—)O

abelyan ¢aprazlanmis modiillerin tam dizisini elde ederiz.

Teorem 6.1.2. (M,L,0) bir caprazlanmis modil, (M",L,w), (M,L,0) nin bir

ortiisii ve 0 > (4, K,0) > (M *, L', 0) —4£) (M, L,0) — 0 bunlarm bir baglantili
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genislemesi olsun. O halde Z*(M,L,0) = (4,4, (Z(M",L,w)) dir.
Ispat: Tamim 3.2.1 i kullanarak, Z*(M,L,d) , (4,6, Z(M",L',»)) nin alt
modiiliidiir. Aksini ispatlamak i¢in,

0 (R,,R,5) > (F,,F,5)— 2% 5(M,L,0) >0

(M,L,0) nin bir projektif sunumu olsun. Teorem 6.1.1 yardimiyla,
- F, F - . e
M*,L',w)=| —=,—,0 | olacak sekilde (F,,F,,5) nm (S,,S,,0) ideali mevcuttur.
SZ Sl

(F,,F,,0) nm (7,,7,,6) uygun ideali i¢cin Lemma 5.2.1 deki notasyonlar

kullanilarak

yazilarak

4 (1,,T,,9)
(B, F;,8),(Ry, R, )]

elde  edilir.  Ciinki [( 5) (7,,1,,0)]1 = (S,,S,,0)=0  dir.  Boylece

(1‘7 }_71 5) (i,f, 5) olur. Teorem 5.2.1 i kullanarak

Son esitsizlik vardir. Ciinkii [(F,,F,0),(R,,R,,0)] < (S,,S,,0) dir. Bu da sonucu

Verir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Literatiirde caprazlanmis modiillerin teorik cebirsel yapisi ile ilgili calismalar
mevcuttur. Bu bilgiler dahilinde Lie cebirlerindeki kapabilite kavrami Lie
cebirlerinin ¢aprazlanmig modiillerinin kapabilitesi kavramina genellestirilmistir.
Ayrica kapabilite ile ilgili bazi kriterler verilmistir. Dordlincii boliimde Lie

cebirlerinin caprazlanmis modiillerinin bir merkezsel genislemesi
0— (N,K,0) = (M,L,0)—>2) 5(T,0,w) — 0 verildiginde abelyan g¢aprazlanmis

modiillerin

(N,K,0)® Ab(M, L,0)—11) 5 H (M, L,0)—22 5 H (T,Q,0) - (N,K,0) = H,(M,L,0) - H/(T,0,0) >0
dizisinin tam oldugu ve buradan & Orten olmak ftizere (M,L,0) gaprazlanmis
modiliniin (N,0,0) merkezsel ideali

(0,,0,):H,(M,L,0) > H,(T,0,w)
morfizmi ile bir monik oldugu gosterilmistir. Boylece (7,0,w) ile
(M,L,0)/(N,0,0) izomorftur.
Besinci bolimde kapabil c¢aprazlanmis modiil tanimlanarak bir (M, L,0)

caprazlanmig modiiliiniin herhangi bir

0—(R,,R,0) —>(F,, F,8)— 22 5(M,L,0) >0

projektif sunumu ig¢in Z*(M ,L,a):(51,52)(2(1?2,?1,5)) oldugu gosterilmistir.
Buradan (M,L,0) nin kapabil olmasi igin gerek ve yeter sartin Z*(M,L,0)=0
olmast sonucu elde edilmistir. Herhangi bir L Lie cebiri igin
Z"(L,L,1d)y=(Z"(L),Z"(L),Id) ve Z7(0,L,0)=(0,Z"(L),0) oldugundan L nin
kapabil olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ise (L, L, Id) nin kapabil olmasi oldugu
gosterilmistir. Ayrica bir (M, L,0) ¢aprazlanmis modiilii i¢ind Orten olmak lizere
(M, L,0) nin kapabil olmas1 i¢in gerek ve yeter sartin L nin kapabil ve M =L

olmast oldugu sonucu elde eilmistir.

Altinc1 boliimde ise bir (M, L,0) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir

0—(R,,R,,6) > (F,,F,,6)—%22) (M ,L,0) -0



projektif sunumu verildiginde (M ", ", w) ¢aprazlanmis modiiliiniin (M, L,0) nin bir
ortiisii olmasi i¢in gerek ve yeter sart elde edilmistir. Son olarak

0> (4,K,0)> M, L' 0)—225(M,L,0) >0
bunlarin bir baglantili genislemesi olmak tizere Z*(M,L,0)= (4,4 (Z(M", L, w))
dir.
Daha sonra yapilacak ¢alismalar olarak bu tezde tanimlanan kavramlar ve elde edilen

sonuclar daha genel bir cebirsel kategori olan ¢ok islemli gruplarin kategorisinde

incelenebilir.
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