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ÖZET 

 
Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin kapabilitesi üzerine hazırlanan bu tez altı 

bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde tezin yapısında kullanılan bazı temel kavramlar 

verilmiştir. İkinci bölümde Lie cebirleri kavramına giriş yapılıp bazı örneklere yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde Lie cebirleri üzerinde çaprazlanmış modül yapısı 

oluşturulmuştur. Dördüncü bölümde ise Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin 

homolojisinden bahsedilmiştir. Beşinci bölümde aktör çaprazlanmış modül ve iç 

aktör tanımları verilip bu tanımlar yardımıyla kapabil çaprazlanmış modül kavramı 

açıklanmıştır. Son bölümde ise çaprazlanmış modüllerin örtüleri ve kapabilitesi ile 

ilgili tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

This thesis, based on capability of crossed modules of Lie algebras, consists of six 

chapters. In the first chapter, basic concepts which used in the structure of the thesis 

was given. In the second chapter, introduction to the notion of Lie algebras and some 

examples were given. In the third chapter, we recall the structure of crossed modules 

over Lie algebras. In the fourth chapter, we mentioned about homology of crossed 

modules of Lie algebras. In the fifth chapter, we have given the notion of actor 

crossed module and inner actor, and using these definitions, explained the notion of 

capability of crossed modules. In the last chapter, we have given the definitions and 

theorems about capability and covers of crossed modules. 
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1. GİRİŞ 

Gruplardaki çaprazlanmış modüller relatif homotopi gruplarında Whitehead 

tarafından [1] de tanıtılmıştır. Lie cebirlerinin çaprazlanmış modülleri Lavendhomme 

ve Rousin tarafından bir T-cebirinin abelyan olmayan kohomolojisinin uygun 

katsayısı olarak [2]’de kullanılmıştır. 1982’de Kassel ve Loday asosyatif cebirin 

döngüsel homolojisini [3]’de belirtmiş ve Lie cebirlerinin üçüncü Chevalley-

Eilenberg kohomolojisinin bir yorumlamasını vermiştir. Lie cebirlerinin 

çaprazlanmış modülleri, Lie cebirlerinin kategorisindeki modül ve ideal 

kavramlarının bir genelleştirmesi olan cebirsel objelerdir. 

Son zamanlarda çaprazlanmış modüllerin teorik cebirsel yapısı çeşitli özelliklerle 

birçok yazar tarafından çalışılmaktadır. Örneğin Lie cebirlerinin çaprazlanmış 

modüllerinin (ko)homolojisi [4]’de Casas ve Ladra tarafından tanıtılmıştır ve 

çaprazlanmış modüllerin mükemmeliği ve abelyan genişlemeleri üzerine bazı 

sonuçlar bu konulara bağlıdır. 

Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin kategorisinin temel kavramlarını gözden 

geçirmekle başlayalım. Bu çalışmanın genel amacı Lie cebirlerindeki kapabilite 

kavramını Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerine genelleştirmek ve kapabilite 

için bazı yeterli kriterleri vermektir. 

Örtü veya diğer bir deyişle Lie cebirleri için maksimal tanımlı ikili 1994’de grup 

teorideki kavramlara benzer olarak [5] de Moneyhun tarafından tanıtıldı. Örtülerin ve 

örtülerle ilişkili kavramların bazı temel özellikleri [6] ve [7] de gözden geçirilmiş ve 

genelleştirilmiştir. Bu makalelerde küçük boyutlardaki nilpotent Lie cebirleri, 

örtüleri yardımıyla karakterize edilmeye çalışılmıştır. 

 

1.1  Temel Kavramlar 

Bu bölümde tezde verilen kavramların daha iyi anlaşılması için bilinen cebirsel 

yapılar verilecektir. 
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Tanım 1.1.1. R ≠ ∅ bir küme ve R üzerinde  " "+  ve " "⋅  ikili işlemleri tanımlanmış 

olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanırsa ( , , )R + ⋅  cebirsel yapısına bir halka denir. 

H1) ( , )R +  bir değişmeli gruptur. 

H2) Her , ,a b c R∈  için ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  dır. 

H3) Her , ,a b c R∈  için ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅  ve ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅  dir. 

Eğer her ,a b R∈  için a b b a⋅ = ⋅  oluyorsa R  ye değişmeli halka denir. 

Eğer her a R∈  için 1 1R Ra a a⋅ = ⋅ =  olacak şekilde bir 1R R∈  varsa R  ye birimli 

halka denir. 

 

Örnek 1.1.1. L {( a,b,c ) a,b,c }= × × = ∈Z Z Z� Z  kümesinde toplama ve çarpma 

işlemleri şöyle tanımlansın: 

( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d e f a d b e c f+ = + + +  ve ( , , )( , , ) ( , , )a b c d e f ad bd ce cf= +  

Bu durumda (L, , )+ ⋅  cebirsel yapısının bir halka olduğunu gösterelim. 

i) (L, )+  değişmeli gruptur. Birim eleman (0,0,0)  dır, ( , , )a b c  nin tersi 

( , , ) ( , , )a b c a b c− = − − −  dir ve değişme özelliği vardır. 

ii) ( , , )[( , , )( , , )] ( , , )[( , , )]
( , , )
( , , )( , , )
[( , , )( , , )]( , , )

a b c d e f g h i a b c dg eg fh fi
adg bdg ceg cfh cfi
ad bd ce cf g h i
a b c d e f g h i

= +
= + +
= +
=

 

bulunur. 

iii) ( , , )[( , , ) ( , , )] ( , , )[( , , )]
( , , )
( , , )( , , ) ( , , )( , , )

a b c d e f g h i a b c d g e h f i
ad ag bd bg ce ch cf ci
a b c d e f a b c g h i

+ = + + +
= + + + + +
= +

 

olduğu görülür. Sağdan dağılma özelliği de vardır. Dolayısıyla (L, , )+ ⋅  bir 

halkadır. 

iv) Birim elemanını bulalım: 

( , , )( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
                                      ,  ,  
                                      1,  1,  0

a b c x y z a b c ax bx cy cz a b c
ax a bx cy b cz c
x z y

= ⇒ + =
⇒ = + = =
⇒ = = =  

olur. Ayrıca (1,0,1)( , , ) ( , , )a b c a b c=  olup (1,0,1)  birim elemandır. Yani 

(L, , )+ ⋅  birim elemanlı bir halkadır.  
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v) (1,0,0)(0,1,0) (0,0,0)=  fakat (0,1,0)(1,0,0) (0,1,0)=  olup çarpmanın 

değişme özelliği yoktur. (L, , )+ ⋅  değişmeli halka değildir. 

 

Tanım 1.1.2. R  bir halka ve 0 a R≠ ∈  olmak üzere 0a b⋅ =  olacak şekilde 

0 b R≠ ∈  varsa a  elemanına sol sıfır bölen denir. Benzer şekilde 0 a R≠ ∈  olmak 

üzere 0b a⋅ =  olacak şekilde 0 b R≠ ∈  varsa a  elemanına sağ sıfır bölen denir. Eğer 

a  elemanı hem sağ sıfır bölen hem de sol sıfır bölen ise a  elemanına sıfır bölen 

denir. 

 

Örnek 1.1.2. 12( , , )⊕ :Z  halkasının sıfır bölenlerini bulalım: 

2 6 0,   3 4 0,   8 9 0,   6 10 0= = = =: : : :  

olduğundan, sıfır bölenlerinin kümesi: 

{ }2,3,4,6,8,9,10
 

olur. 

 

Tanım 1.1.3. R  bir halka ve S R∅ ≠ ⊆  olsun. Eğer S  kümesi R  halkasındaki 

işlemlerle birlikte bir halka oluyorsa S  kümesine R   halkasının bir alt halkası denir. 

 

Tanım 1.1.4. Birimli, değişmeli ve sıfırdan farklı her elemanın çarpmaya (ikinci 

işleme) göre tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir. 

 

Tanım 1.1.5. ( , )V +  bir abelyan grup ve F  bir cisim olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlandığı takdirde V  ye F  üzerinde bir vektör uzayı denir. 

: F V V⋅ × →  fonksiyonu her a F∈  ve her v V∈  için ( , )a v a v⋅ = ⋅  olmak 

üzere 

V1) Her 1 2,a a F∈  ve v V∈  için 1 2 1 2( )a a v a v a v+ ⋅ = ⋅ + ⋅ , 

V2) Her a F∈  ve 1 2,v v V∈  için 1 2 1 2( )a v v a v a v⋅ + = ⋅ + ⋅ , 

V3) 1 F∈  özdeş eleman ve v V∈  herhangi bir eleman olmak üzere 1 v v⋅ = , 

V4) Her ,a b F∈  ve v V∈  için ( ) ( )a b v a b v⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  dir. 

 

Burada V nin elemanlarına vektörler, F nin elemanlarına da skalerler denir. 
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Tanım 1.1.6. \ reel sayılar cümlesi ve 2 = ×\ \ \ olsun. Bu takdirde 2\ , \

üzerinde bir vektör uzayıdır. 2\ yi abelyan grup yapan ( )+ işlemi her 

2
1 2 1 2( , ),  ( , )x x y y ∈\ için 1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )x x y y x y x y+ = + + şeklinde tarif edilmiştir. 

Yine skaler ile çarpma işlemi de her x∈\ve 2
1 2( , )x x ∈\ için 1 2 1 2( , ) ( , )x x x xx xx⋅ =

şeklinde tarif edilmiştir. 

Bu işlemlerle birlikte 2\ nin\ üzerinde vektör uzayı olduğu kolaylıkla görülebilir. 

 

Tanım 1.1.7. ( , )V + keyfi F cismi üzerinde bir vektör uzay ve ,S V nin boş olmayan 

bir alt cümlesi olsun. Eğer ( , )S + , F üzerinde bir vektör uzayı ise bu takdirde S ye 

V nin bir alt vektör uzayı denir. 

 

Tanım 1.1.8. R ve S iki halka olsun. Eğer : R Sϕ → fonksiyonu her ,a b R∈  için  

i) ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = +  

ii) ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ⋅ = ⋅  

koşullarını sağlıyorsa ϕ ye bir halka homomorfizmi denir. Eğer ϕ birebir ise ϕ ye 

monomorfizm denir. Eğer ϕörten ise ϕye epimorfizm denir. Eğer ϕbirebir ve örten 

ise ϕ  ye izomorfizm denir. 

 

Örnek 1.1.3. H=  
a b

: a,b
b a

⎧ ⎫⎛ ⎞
∈⎨ ⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠⎩ ⎭
\ bilinen matris toplamı ve çarpımı ile bir 

halkadır.  
a b

φ : H , φ( a bi )
b a

⎛ ⎞
→ + = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

^ bir halka homomorfizmasıdır ve φ

dönüşümü ^  ile H arasında bir izomorfizmdir. Gerçekten; 

a,b,c,d ∈\  olmak üzere  ve z a bi w c di= + ∈ = + ∈^ ^  alalım. Bu durumda 

φ( z w ) φ(( a c ) ( b d )i )
a c b d
b d a c

a b c d
b a d c

φ( z ) φ( w )

+ = + + +

+ +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= +
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φ( zw ) φ(( ac bd ) ( ad bc )i )
ac bd ad bc
ad bc ac bd

a b c d
b a d c

φ( z )φ( w )

= − + +

− +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
=

 

olup φ bir halka homomorfizmasıdır. 

 
a b c d

φ( z ) φ( w ) a c, b d a bi c di z w
b a d c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒ = ⇒ = = ⇒ + = + ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

olduğundan φ  nin birebir olduğu görülür. Şimdi verilen her bir 
a b

Y H
b a

⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟−⎝ ⎠

matrisi için X a bi= + ∈^ seçilirse φ( X ) Y=  olup φ nin örten olduğu görülür. Yani 

^  ile H izomorfiktir. 

 

Tanım 1.1.9. R bir halka olmak üzere eğer her a R∈ için 0na = olacak şekilde bir 

pozitif n tamsayısı varsa bu özelliği sağlayan en küçük tamsayıya halkanın 

karakteristiği denir ve kar( )R  şeklinde gösterilir. Eğer böyle bir pozitif n tamsayısı 

yoksa yani her a R∈ için 0na = iken 0n = oluyorsa o zaman halkanın karakteristiği 

sıfırdır denir. 

 

Örnek 1.1.4. kar( ) kar( ) 0= =_ ] dır. Ayrıca kar(2 ) 0=] dır. Karakteristiği 1 olan 

tek halka aşikar halka R {0}=  dır. 

 

Tanım 1.1.10. R  bir halka ve ( , )M +  abelyan bir grup olsun. Eğer her 

,r R m M∈ ∈  için : , ( , ) ( , )f R M M r m f r m r m× → → = ⋅ olarak tanımlanan f  

fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlıyorsa M ye R halkası üzerinde bir sol R −modül 

denir. Her 1 2, ,r r r R∈  için ve her 1 2, ,m m m M∈  için, 

i) 1 2 1 2( )r m m r m r m⋅ + = ⋅ + ⋅ , 

ii) 1 2 1 2( )r r m r m r m+ ⋅ = ⋅ + ⋅ , 

iii) 1 2 1 2( ) ( )r r m r r m⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Eğer R birimli bir halka ise f fonksiyonu her m M∈ için, 
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iv) 1 m m⋅ =  

koşulunu sağlıyorsa M  ye bir birimli sol R -modül denir. Sağ R −modül de benzer 

şekilde tanımlanabilir. 

 

Tanım 1.1.11. M  bir R− modül ve N M∅ ≠ ⊆  olsun. Aşağıdaki koşullar 

sağlanıyor ise N  alt kümesine M  nin bir alt modülü denir. 

i) ,N M  nin bir alt grubudur. 

ii) Her r R∈  ve n N∈  için r n N⋅ ∈  dir. 

 

Tanım 1.1.12. M ve ,N  R halkası üzerinde iki sol R -modül olmak üzere 

: M Nϕ →  fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa ϕ  dönüşümüne M  den N  ye 

bir sol R -modül homomorfizmi denir. 

i) Her 1 2,m m M∈  için 1 2 1 2( ) ( ) ( )m m m mϕ ϕ ϕ+ = +  

ii) Her m M∈  ve r R∈  için ( ) ( )r m r mϕ ϕ⋅ = ⋅  

 

Tanım 1.1.13. ,A B  ve C  üç abelyan grup olsun. :h A B C× →  fonksiyonu  

i) Her 1 2,a a A∈ ve b B∈ için 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h a a b h a b h a b+ = +  

ii) Her a A∈ ve 1 2,b b B∈ için 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h a b b h a b h a b+ = +  

koşullarını sağlıyorsa h  fonksiyonuna bilineer fonksiyon denir. 

 

Tanım 1.1.14. R  birimli ve değişmeli bir halka ve A bir R-modül olmak üzere ,A  

: A A A⋅ × →  bilineer dönüşümüyle birlikte A− cebiri olarak adlandırılır. Buradaki 

bilineer dönüşüm çarpım olarak adlandırılır ve ,x y A∈ için ( , )x y⋅ yerine xy

notasyonu kullanılır. 

   
   ( , ) ( , )

A A A
x y x y xy
× →

⋅ =6
 

bilineer dönüşümü 

M1) 1 2 1 2 1 2 1 2( )  ,   x(y )x x y x y x y y xy xy+ = + + = +  

M2) ( ) ( ) ( ) , r Rr xy rx y x ry= = ∈  

şartlarını sağlar. 
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Tanım 1.1.15. A  bir cebir olsun. Eğer " "⋅  işlemine göre birim eleman varsa yani 

1 1x x x⋅ = ⋅ = olacak şekilde 1 A∈ varsa A  ya birimli cebir denir. 

 

Tanım 1.1.16. A  bir R − cebir olmak üzere her , ,x y z A∈ için  

( ) ( )       (Asosyatiflik kuralı)x yz xy z=  

sağlanıyor ise A  ya asosyatif cebir denir. 

 

A  R-modülü ( , )A +  abelyan grup yapısını ihtiva ettiği için ve ⋅ bilineer 

dönüşümünün (M1) şartından dağılma aksiyomunu sağladığından asosyatif cebir şu 

şekilde de tanımlanabilir: 

A  bir R −modül ve bir halka olsun. Her r R∈ ve ,x y A∈ için 

( ) ( ) ( )r xy rx y x ry= =  

şartı sağlanıyorsa A  ya asosyatif R − cebir denir. 

 

Örnek 1.1.5. A bir R − modül olsun. ( ),  End A A dan A ya tüm modül 

homomorfizmlerinin kümesi olmak üzere  

( ) ( )
         ( , )   :  
                                    ( )( ) ( )

R End A End A
r f r f A A

a r f a f ra

× →
⋅ →

⋅ =
6

6
 

işlemiyle birlikte ( )End A bir asosyatif R − cebiridir. 

 

Bir A− cebiri, R − modül olduğundan, bir B A⊆ alt modülü için ,x y B∈ iken 
xy B∈ oluyorsa B  bir alt cebir olarak adlandırılır. Aynı zamanda x A∈  ve y B∈  
için xy B∈  ve yx B∈  ise B  ye  A  nın ideali denir. Açıktır ki her ideal bir alt 
cebirdir. A  ve B  iki R − cebir olmak üzere  

: A Bϕ →  

dönüşümü her ,x y A∈ için 

( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ=  

şartını sağlıyorsaϕ  ye bir cebir homomorfizmi denir. Eğer ϕ , birebir ve örtense 

izomorfizm olarak adlandırılır. 
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Tanım 1.1.17. R  bir cisim ve A  bir R − cebir olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( )D ab D a b aD b= +  

şartını sağlayan 

:D A A→  

şeklinde tanımlı R − lineer fonksiyonlarına A nın bir R − derivasyonu denir. A nın 

tüm R −derivasyonları kümesi  ( )Der A ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.6. Her B halkası toplamsal abelyan gruptur. Buradan 

 tane

( , ) ...
n

B B
n b n b b b
× →

⋅ = + +6 ��	�


Z
 

işlemiyle B  bir −Z modüldür. Dolayısıyla her halka bir −Z cebirdir. 

 

Örnek 1.1.7. Her B halkası aynı zamanda B −modül olduğundan bir B − cebiridir. 

 

Örnek 1.1.8. k bir halka, S bir cisim ve ( )Der S , S nin k − derivasyonları kümesi 

olsun. Bu durumda    

1 2 1 2 1 2

  
              

: Der( S ) Der( S ) Der( S )
( D ,D ) ( D D )( s ) D ( s ) D ( s )

+ × →
+ = +6

 

 ve 

 : k Der(S) Der( S )
    ( k ,D ) ( k D )( s ) kD( s )
⋅ × →

⋅ =6
 

işlemleriyle birlikte ( )Der S  nin bir k − modül olduğunu gösterelim. 

(i) ( ( ), )Der S + bir abelyan gruptur. 

(ii) Her s S∈ için 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( ( ))( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

k D D s D D ks
D ks D ks
k D s k D s
k D k D s

⋅ + = +
= +
= ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅  

olduğundan 

 

dır. 

 

 

1 2 1 2( )k D D k D k D⋅ + = ⋅ + ⋅
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(iii) Her s S∈ için  

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

(( ) )( ) (( ) )
( )
( ) ( )   ( Der(S) k-lineer)

( )( ) ( )( )
( )( )

k k D s D k k s
D k s k s
D k s D k s
k D s k D s
k D k D s

+ ⋅ = +
= +
= +
= ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅

∵  

olduğundan 1 2 1 2( )k k D k D k D+ ⋅ = ⋅ + ⋅ dır. 

(iv) Her s S∈ için 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

(( ) )( ) (( ) )
( ( ))

( )
( )( )

k k D s D k k s
D k k s
k D k s
k k D s

⋅ =
=
= ⋅
= ⋅ ⋅

 

olduğundan 1 2 1 2( ) ( )k k D k k D⋅ = ⋅ ⋅ dır.  

Bu durumda ( )Der S bir k − modüldür. 



 

2. LIE CEBİRLERİ 

Bir cebirin asosyatif olmaması fikri, ilginç yapısal sonuçların elde edilmesine olanak 

sağlar. Çarpım üzerine bazı şartların eklenmesiyle bu sonuçlara ulaşılabilir. Bu 

şartların en önemlileri asosyatiflik kuralı ve Lie şartlarıdır. 

 

2.1  Lie Cebirleri Hakkında Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. A birimli ve değişmeli halka ve Mde bir  A−modül olsun. Eğer her 

, ,x y z M∈ için   

L1) [ , ] 0x x = , 

L2) [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0x y z y z x z x y+ + =  

özelliklerini sağlayan bir [ , ] : M M M× → iki lineer (bilineer) fonksiyonu varsa 

ye M A üzerinde bir Lie cebiri denir. 

 

Burada [ , ] fonksiyonuna Lie braketi ya da Lie çarpımı ve L2) deki özelliğe 

Jakobi özdeşliği denir. İki lineerlik özelliği ve L2) gereğince  

0 [ , ] [ , ] [ , ]x y x y x y y x= + + = +  

olduğundan 

i) [ , ] [ , ]x y y x= − , 

ii) [ ,[ , ]] [[ , ], ] [ ,[ , ]]x y z x y z y x z= +  

olduğu kolayca görülebilir.[8] 

 

Örnek 2.1.1. k bir halka, S bir cisim ve ( )Der S , S nin k − derivasyonları kümesi 

olsun. Örnek 1.1.8. de ( )Der S in bir k − modül olduğunu göstermiştik. Buna ilave 

olarak k − derivasyonların bileşkesi işlemi ile 

L1) [ , ] 0D D DD DD= − =  

ve benzer şekilde 
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1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 2 3 3 2 2 3 3 2 1 2 3 1 1 3

3 1 1 3 2 3 1 2 2 1 1 2 2 1 3

[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]]
[ , ] [ , ] [ , ]

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0

D D D D D D D D D
D D D D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D D D D D D
D D D D D D D D D D D D D D D

+ +
= − + − + −
= − − − + −
− − + − − −
=

 

olduğu da gösterilebilir. 

L2) Her s S∈ için 

1 2 1 2

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

[ , ]( ) [ , ]( )
( )( )

( ) ( )
( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) ( ( ) lineer)
( ( )) ( ( )) ( ( ) lineer)

(( ) )( ) ( ( ))( )
(( ) (

k D D s D D ks
D D D D ks

D D ks D D ks
D D ks D D ks
D kD s D kD s Der S k
kD D s D kD s Der S k

kD D s D kD s
kD D D kD

⋅ =
= −
= −
= −
= − −
= − −
= −
= −

∵
∵

1 2

))( )
[ , ]( )

s
k D D s= ⋅

 

olduğundan 

1 2 1 2[ , ] [ , ]k D D k D D⋅ = ⋅  

dır. Benzer şekilde  

1 2 1 2[ , ] [ , ]k D D D k D⋅ = ⋅  

olduğu da gösterilebilir.  

O halde [ , ] braketi k − bilineerdir. 

 

Örnek 2.1.2. M, A üzerinde bir cebir olsun. [ , ] : M M M× →  fonksiyonu 

[ , ]x y xy yx= − şeklinde tanımlansın. [ , ]  fonksiyonunun iki lineer olduğunun 

gösterilmesi zor değildir. 

L1) [ , ] 0x x xx xx= − = , 

L2) [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ , ] [ , ] [ , ]
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

x y z y z x z x y x yz zy y zx xz z xy yx
x yz zy yz zy x y zx xz
zx xz y z xy yx xy yx z

+ + = − + − + −
= − − − + −
− − + − − −
=

 

dir. Böylece , [ , ]M  ile birlikte bir Lie cebiridir. 
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Örnek 2.1.3. L  bir Lie R −cebir olsun. x, y L∈  olmak üzere  

 : 
          ( ) [ , ]

L

L

ad x L L
y ad x y x y
→

=6
 

dönüşümünü tanımlayalım. Bu dönüşüm x tarafından belirlenen adjoint fonksiyon 

olarak adlandırılır. Açıkça Lad x End( L )∈ dır. Lad x tarafından üretilen  

{ }L Lad x ad x : x L〈 〉 = ∈  

kümesi End( L ) kümesinin bir alt cebiridir. End( L ) bir asosyatif cebir olduğundan 

Lad x〈 〉 asosyatif cebiri elde edilir. O halde herhangi bir asosyatif cebirden Lie cebiri 

ve herhangi bir Lie cebirinden asosyatif cebir elde edilebilir. 

 

Tanım 2.1.2. M  bir Lie cebiri olsun. Eğer her ,x y M∈ için [ , ] 0x y = oluyorsa M

ye abelyan Lie cebiri denir. 

 

Tanım 2.1.3. 1M ve 2M , A  üzerinde iki Lie cebiri ve 1 2: M M∂ →  bir A−modül 

homomorfizmi olsun. Her 1,x y M∈  için ([ , ]) [ ( ), ( )]x y x y∂ = ∂ ∂  ise ∂  ye bir Lie 

cebir homomorfizmi denir. Eğer ∂  Lie cebir homomorfizmi birebir ve örtense ∂  ye 

bir Lie cebir izomorfizmi denir. Bu durumda 1M  ve 2M  ye izomorfiktirler denir.[8] 

 

Tanım 2.1.4. L bir Lie cebiri ve M L�  olsun. L M bölüm cebiri aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

{ : }L M x M x L= + ∈  

olmak üzere L M  içindeki toplama ve çarpma işlemini; ,x M y M L M+ + ∈  için 

( ) ( ) ( )x M y M x y M+ + + = + +  

[( ), ( )] [ , ]x M y M x y M+ + = +  

olarak tanımlayalım. L M  bu işlemlerle birlikte bir Lie cebiri olur. Bu cebire L nin 

M  ile bölüm cebiri denir.[8] 

 

Tanım 2.1.5. L bir Lie cebiri ve K L⊆ olsun. Her ,x y K∈  için [ , ]x y K∈  ve ,K L  
nin alt modülü ise K  ya L nin bir Lie altcebiri denir. ,K L  nin Lie alt cebiri ve her 

,x K y L∈ ∈  için [ , ]x y K∈  oluyorsa K  ya L nin bir ideali denir. 
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L  ve M  iki Lie cebiri olmak üzere, bu çalışmada merkezleştirici, dengeleyici ve 

komütatör alt cebirler için uygun olan şu notasyon ve terminolojiyi kullanacağız. 

( ) { : 0 }

( ) { : 0 }

[ , ] : ,

l
L

l
L

l

C M m M m l Liçin

st M l L m m M için

L M m l L m M

= ∈ = ∀ ∈

= ∈ = ∀ ∈

= ∈ ∈



 

3. LIE CEBİRLERİ ÜZERİNDE ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

Bu çalışma boyunca, keyfi bir k cismi alınacak ve bütün Lie cebirleri ve tensör 

çarpımları bu k  cismi üzerinde düşünülecektir. 

 

3.1  Lie Çaprazlanmış Modüller 

Tanım 3.1.1.  ve M L  iki Lie cebiri olsun. M  üzerine L ’nin Lie etkisi aşağıdaki 

aksiyomları sağlayan 

( , ) l

L M M
l m m
× →

6
 

-k bilineer dönüşümüdür [9].  

Her 1 2 1 2, ,  ve , ,m m m M l l l L∈ ∈  için  

LE1) 1 2 1 2 2 1[ , ] ( ) ( ),l l l l l lm m m= −  

LE2) 1 2 1 2 1 2[ , ] [ , ] [ , ]l l lm m m m m m= + . 

 

Tanım 3.1.2. M  ve L  iki Lie cebiri olsun. : M Lδ →  bir Lie k -cebir morfizmi ve 

( , ) l

L M M
l m m
× →

6
 

L  nin M  üzerine Lie etkisi ile birlikte her ,l L m M∈ ∈  ve ',m m M∈  için 

ÇM1) ( ) [ , ( )],lm l mδ δ=  

ÇM2) ( ) ' '( ) [ , ]m m m mδ = (Peiffer özdeşliği) 

şartları sağlanıyor ise ( , , )M L δ  üçlüsüne Lie çaprazlanmış modül denir. Sadece 

ÇM1) aksiyomunu sağlayan ( , , )M L δ  üçlüsüne Lie ön çaprazlanmış modülü denir. 

 

Lie cebirlerinin çaprazlanmış modülleri, Lie cebirleri üzerindeki modül ve ideal 

kavramlarının bir genelleştirilmesi olarak düşünülebilir. 
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Örnek 3.1.1. R  bir Lie cebiri ve ,I R nin bir ideali olsun
 

: I R
i i

∂ →
6

 

içine dönüşümünü ele alalım. R nin I üzerine etkisi  

( , ) [ , ]r

R I I
r i i r i
× →

=6
 

şeklinde Lie çarpım işlemi olarak verilsin.  

ÇM1) ( , ) [ , ]
[ , ]
[ , ]

r i r i
r i
r i

∂ = ∂
=
= ∂

 

ÇM2) ( )

[ , ]

r rr r
r r

∂ ′ ′=
′=

 

olduğundan dolayı ( , , )I R ∂  bir Lie çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. 

 

Örnek 3.1.2. M  bir Lie G − cebir olmak üzere 

2 : M G G∝ →π  

ikinci izdüşüm fonksiyonu bir Lie G − cebir morfizmidir. G nin G M∝ üzerine Lie 

etkisi  ve ( , )g G g m G M′ ′∈ ∈ ∝ için 

( , ) ( ,[ , ])g m g g m g g′ ′ ′=  

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 2( , , )G M G π∝ bir ön çaprazlanmış modüldür. 

Çünkü  

2 :
( , )
M G G
m g g

π × →
6

 

ve  

( )
( , ( , )) ( , ) ( ,[ , ])

G M G M
g m g g m g g m g g
× × →
′ ′ ′ ′⋅ = ⋅6

 

Lie etkisi olmak üzere 

ÇM1) 2 2

2

( ( , )) ( ,[ , ])
[ , ]
[ , (( , ))]

g m g g m g g
g g
g m g

π π

π

′ ′ ′⋅ = ⋅
′=
′=
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ÇM2) 2 (( , )) ( , ) [( , ), ( , )]m g m g m g m gπ ′ ′ ′ ′⋅ =  eşitliğinin olup olmadığına bakalım. 

2 (( , )) ( , ) ( , )
( ,[ , ])   ...(I)

m g m g g m g
g m g g

π ′ ′ ′⋅ = ⋅
′ ′= ⋅

 

Diğer taraftan 

[( , ), ( , )] ([ , ],[ , ])   ...(II)m g m g m m g g′ ′ ′ ′=  

olduğundan (I)=(II) olması için  

( ,[ , ]) ([ , ],[ , ]) [ , ]g m g g m m g g g m m m′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = ⇒ ⋅ =  

olması gerekir. Fakat bu mümkün değildir.  

Sonuç olarak sadece ÇM1) şartı sağlandığından 2( , , )G M M π∝  üçlüsü bir ön 

çaprazlanmış modüldür. 

 

Tanım 3.1.3. 1 1 1( , , )M L δ  ve 2 2 2( , , )M L δ  iki Lie çaprazlanmış modül olsun. 

1 2 1( , ) ( ) ( )l m l mδ δ δ= ⋅  

ve  

2 1 2 1( ) ( )m mα δ δ α=  

olacak şekilde 1 1 2 2 1 2: , :M M L Lα α→ →  Lie k − cebir morfizmleri varsa 

1 2 1 1 1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )M L M Lα α δ δ→  
morfizmine çaprazlanmış modüller arasındaki morfizm denir. Böylece çaprazlanmış 

modüllerin kategorisi oluşturulur ve bu kategori LieXMod ile gösterilir. 

 

Örnek 3.1.3. 1 1 2 1( , ) : ( , , ) ( , , )f I M L M L→δ δ  bir çaprazlanmış modül morfizmi ise 

1 2( , , )M M f  bir çaprazlanmış modüldür. Burada 2 1nin  M M  e etkisi δ ′ tarafından 

elde edilir. Yani 1 1 2 2 ve m M m M∈ ∈ için  

2 1 2 1( )m m m mδ ′=  

dir. 

 

1 1 1 1 1 1( , ) : ( , , ) ( , , )M LId Id M L M Lδ δ→  birim homomorfizmi kısaca ( , )I I  ile 

gösterilir.  
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3.2  Çaprazlanmış İdealler 

Tanım 3.2.1. ( , , )M L δ  bir çaprazlanmış modül olsun. ,N M  nin ve ,K L  nin bir alt 

Lie cebiri olmak üzere 

: :N N Kδ δ′ →  

 nın Nδ  ye kısıtlanmışı ve nin K N  ye etkisi nin L M  ye etkisinin kısıtlanışı 

olmak üzere ( , , )N K δ ′ çaprazlanmış modülüne ( , , )M L δ çaprazlanmış modülünün 

alt çaprazlanmış modülü denir ve ( , , ) ( , , )N K M Lδ δ′ ≤  şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 3.2.2. ( , , )M L δ çaprazlanmış modülünün ( , , ')N K δ  alt çaprazlanmış modülü 

olmak üzere 

i) ,K L  cebirinin bir idealidir, yani K L�  

ii) Her  ve  için l L k K l k N∈ ∈ ⋅ ∈  

iii) Her  ve  için k K m M k m N∈ ∈ ⋅ ∈  

şartları sağlanıyorsa ( , , ')N K δ  alt çaprazlanmış modülüne ( , , )M L δ bir çaprazlanmış 

modül ideali denir ve ( , , ')  ( , , )N K M Lδ δ� şeklinde gösterilir. Eğer 

( , , ')  ( , , )N K M Lδ δ�  ise her  ve m M m M′∈ ∈  için 

[ , ] ( )m m m m Nδ′ ′= ⋅ ∈  

olduğundan ,N M nin bir idealidir. 

 

Tanım 3.2.3. ( , , '),  ( , , )N K M Lδ δ  nın bir ideali olsun. Bu durumda ,L M N  

üzerine etki eder.  nın K M N
 
üzerine etkisi ise 

( , ( )) ( )
K M N M N

g m N g m N
× →

′ ′+ ⋅ +6  

olmak üzere  

( )g m N g m N′ ′⋅ + = ⋅ +  

ve g m N′ ∈  olduğundan sıfırdır. Dolayısıyla L K
 
bölüm Lie cebiri M N

 
üzerine 

(( ), ( ))
L K M N M N

l K m N l m N
× →

+ + ⋅ +6  

şeklinde etki eder ve bu etki bir Lie etkisidir. 
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:
( ) ( )

M N L K
m N m K

→
+ +

δ
δ6

 

bölüm dönüşümü bir Lie cebir homomorfizmidir. Böylece bu dönüşüm ve etki 

fonksiyonuna göre 

( , , )( , , )
( , , ')
M LM N L K
N K

=
δδ
δ

 

Lie çaprazlanmış modül yapısı oluşturur ve buna bölüm çaprazlanmış modül 

denir.[10] 

 

Tanım 3.2.4. 1 2 1 1 1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )M L M Lα α δ δ→  bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olmak üzere  

1 1 2: ker ker→δ α α  

çaprazlanmış modülüne 1 2( , )α α  morfizminin çekirdeği denir ve 1 2ker( , )α α  ile 

gösterilir.[10] 

 

Tanım 3.2.5. 1 2 1 1 1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )M L M Lα α δ δ→  bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olmak üzere 

2 1 2: Im Imδ α α→  

çaprazlanmış modülüne 1 2( , )α α  morfizminin görüntüsü denir ve 1 2Im( , )α α  ile 

gösterilir.[10] 

 

Tanım 3.2.6. 1 1 1( , , )N K δ  ve 2 2 2( , , )N K δ , ( , , )M L δ  çaprazlanmış modülünün alt 

çaprazlanmış modülleri olsunlar. Bu durumda  

1 2 1 2 1 2| :N N N N K Kδ ∩ ∩ → ∩  

şeklinde indirgenen alt çaprazlanmış modülüne 1 1 1( , , )N K δ  ile 2 2 2( , , )N K δ  nin 

arakesiti denir ve 1 1 1 2 2 2( , , ) ( , , )N K N Kδ δ∩ şeklinde gösterilir. [6]’de yer alan Casas 

ve Ladra’nın temel tanımlarını hatırlayalım. 

 

Tanım 3.2.7. ( , , )M L δ  bir çaprazlanmış modül olsun. ( , , )M L δ  çaprazlanmış 

modülünün merkezi ( , ) : ( , , ) ( , , )M L A M Lη γ δ δ→  homomorfizminin çekirdeği 

olarak tanımlanır ve ( , , )Z M L δ  ile gösterilir. 
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{ : ( ), }
{ : 0, }

m

L

Ker m M l l L
m M l m l L

M

η η= ∈ ∈
= ∈ ⋅ = ∈

=  
 

{ : ( ) 0}
{ : ( ) 0,  ve ( ) 0, }
{ : 0, } { :[ , ] 0, }

( ) ( )

l l

L

Ker l L l
l L m m M l l L
l L l m m M l L l l l L

st M Z L

γ γ
α φ

= ∈ =
′ ′= ∈ = ∈ = ∈

′ ′= ∈ ⋅ = ∈ ∩ ∈ = ∈
= ∩

 

alınarak; 

( , , ) ( , ) ( , ( ) ( ), )L
LZ M L Ker M st M Z Lδ η γ δ= = ∩  

bulunur. Aynı zamanda ( , , ),  ( , , )Z M L M Lδ δ  çaprazlanmış modülünün bir 

idealidir.[8] 

 

Tanım 3.2.8. ( , , )M L δ  çaprazlanmış modül olsun. Eğer ( , , ) ( , , )Z M L M Lδ δ=  ise

( , , )M L δ  ye abelyan çaprazlanmış modül denir. 

 

Teorem 3.2.1. Eğer ( , , )M L δ  bir abelyan çaprazlanmış modül ise  ve M L  abelyan 

Lie cebiridir. 

 

Tanım 3.2.9. Çaprazlanmış modüllerin ve morfizmlerin bir dizisi  
1 2 1 2( , ) ( , )

1 1 1 2 2 2 3 3 30 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0M L M L M Lα α β βδ δ δ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ →  

olsun. Eğer 1 2,α α  birebir, 1 2,β β  örten ve 1 2 1 2Im( , ) ker( , )α α β β=  ise bu dizi kısa 

tam dizi olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3.2.10. Eğer 1 2Im( , )α α , 2 2 2( , , )Z M L δ ’nin bir çaprazlanmış alt modülü ise o 

halde bu dizi bir merkezsel genişleme olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3.2.11. 1 1( , , )N K δ  ve 2 2( , , )N K δ , ( , , )M L δ  çaprazlanmış modülünün iki 

ideali olsun. Bu durumda 1 1( , , )N K δ ve 2 2( , , )N K δ ’nın komütator alt çaprazlanmış 

modülü 

1 1 2 2 2 1 1 2 1 2[( , , ), ( , , )] ([ , ] [ , ],[ , ], )N K N K K N K N K Kδ δ δ= +  

şeklinde tanımlanır.  
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Burada dikkat edelim ki ( , , )N K δ  alt modülünün ( , , )M L δ ’nın merkezini içermesi 

için gerek ve yeter şart [( , , ), ( , , )] 0N K M Lδ δ =  olmasıdır. 

 

( , , )M L δ  nın komütatör çaprazlanmış alt modülü ( , , ) [( , , ), ( , , )]M L M L M Lδ δ δ′ =  

olarak tanımlanır. ( , , )M L δ  çaprazlanmış modülünün komütatör çaprazlanmış alt 

modülü ( , , )M L δ  nın bir idealidir ve 

( , , ) ( , , ) / ( , , )Ab M L M L M Lδ δ δ ′=  

( , , )M L δ  nın abelyanlaştırması olarak tanımlanabilir. 

 

Tanım 3.2.12. ( , , )M L δ  bir çaprazlanmış modül olsun. Eğer ( , , )M L δ  çaprazlanmış 

modülü kendi komütatörüne eşitse bu çaprazlanmış modüle mükemmel çaprazlanmış 

modül denir.[9] 

 

Lie cebirlerinin içeriğine benzer olarak mükemmel Lie cebirler ve evrensel 

merkezsel genişlemelerle ilişkileri ve ikinci homoloji cebiri [11,12]’de çalışılmıştır. 

 

Tanım 3.2.13. 1 1 1( , , )M L δ  ve 2 2 2( , , )M L δ  Lie cebirlerinin iki abelyan çaprazlanmış 

modülünün tensör çarpımı  

1 1 1 2 2 2 1 2( , , ) ( , , ) ( ker , , )M L M L Co L Lδ δ α μ⊗ = ⊗  

yine bir abelyan çaprazlanmış modüldür. 

 

Burada  

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )Id Id M M L M M Lα δ δ= ⊗ − ⊗ ⊗ → ⊗ ⊕ ⊗  
ve 1 2: kerCo L Lμ α → ⊗  dönüşümü her i il L∈  ve i im M∈  için 

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2(( ) ( )) ( ( )) ( ( ) )l m m l l m m l⊗ + ⊗ = ⊗ + ⊗μ δ δ  

olarak verilmiştir. 

 

Örnek 3.2.1.  

i) ( , , )M L δ  Lie cebirlerinin herhangi bir abelyan çaprazlanmış modülü için 

(0, ,0) ( , , ) ( , , )M L M Lκ δ δ⊗ ≅  doğal izomorfizmin varlığını gösterilebilir. 

ii) Herhangi keyfi 1 2,L L  abelyan Lie cebirleri için şu izomorfizmler vardır: 



    21 
 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

(0, ,0) (0, ,0) (0, ,0),
( , , ) ( , , ) ( , , )

L L L L
L L Id L L Id L L L L Id

⊗ ≅ ⊗
⊗ ≅ ⊗ ⊗

 

iii) ( , , )M L δ  abelyan çaprazlanmış modül, δ  örten ve ( ,0,0)N  abelyan 

çaprazlanmış modül olsun. O halde ( , , ) ( ,0,0) (0,0,0)M L Nδ ⊗ ≅  dir. 

iv) ( , , )M L δ  Lie cebirlerinin bir asferikal ( ker 0δ = ) abelyan çaprazlanmış 

modülü olsun. O halde herhangi bir ( ,0,0)N  abelyan çaprazlanmış modülü 

için ( , , ) ( ,0,0) ( / ,0,0)M L N L M Nδ ⊗ ≅ ⊗  olur. 

1 1 1( , , )M L δ  ve 2 2 2( , , )M L δ  Lie cebirlerinin herhangi bir abelyan çaprazlanmış 

modülü olsun. Bu herhangi bir 1 2:f L M→  için abelyan Lie cebirlerinin bir 

morfizmidir 

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2

( , ) (( , , ), ( , , ))
( , )

Hom L M Hom M L M L
f f f
→ δ δ

δ δ6 D D
 

1 1 1 2 2 2(( , , ),( , , ))Hom M L M Lδ δ  özel çaprazlanmış modülü olarak tanımlanabilir ki Lie 

etkileri aşikardır. Hom’un eşleniği ve LieXMod’daki tensör çarpımı sayesinde 

aşağıdaki önerme verilebilir. 

 

Önerme 3.2.1. (Tensör çarpımının eşleniği(adjointness)) 1 1 1( , , )M L δ , 2 2 2( , , )M L δ  
ve 3 3 3( , , )M L δ  Lie cebirlerinin herhangi abelyan çaprazlanmış modülleri olsunlar. O 

halde  

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3( ( , , ) ( , , ), ( , , )) (( , , ), ( ( , , ), ( , , )))Hom M L M L M L Hom M L Hom M L M L⊗ ≅δ δ δ δ δ δ
 dir. 



 

4. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERİNİN HOMOLOJİSİ 

Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin homolojisi [4,13]’de Casas ve çalışma 

arkadaşları tarafından tanıtılmıştır. :F Set CM→  ve :U CM Set→ adjoint 

funktorlarının ikilisi tanıtılmıştır ve CM deki bir çaprazlanmış modül için 

eşüçlü(cotriple) çözümleri yapılandırılmıştır. abelyanlaştırılmış funktorların sol 

türevli funktorların bir çaprazlanmış modülünün homoloji funktorları tanımlanmıştır. 

Aynı zamanda Lie cebirlerinin homolojisinin iyi bilindik çeşitli sonuçları Lie 

cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin kategorisine genelleştirilmiştir. Örneğin, 

( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülünün birinci homolojisi bu çaprazlanmış modülün 

abelyanlaştırılmasıdır. Yani 

1
( , , )( , , )

[( , , ), ( , , )]
M LH M L

M L M L
∂

∂ ≅
∂ ∂

 

dır.  

 

4.1  Chevalley-Eilenberg Homolojisi 

Aşağıdaki önermeler Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin kategorisindeki 

sonuçların bir özel durumu [14, bölüm 6] da verilmiştir ve [4, Teorem 2.31 ve 2.36] 

dan elde edilebilir. 

 

Önerme 4.1.1. (Çaprazlanmış modüller için Hopf formülü) ( , , )M L ∂  Lie cebirinin 

bir çaprazlanmış modülü olsun. Bu çaprazlanmış modülün bir projektif sunumu 

2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lδ δ→ → → ∂ →  olsun. Bu bir doğal izomorfizmdir. 

2
2 1 2 1 1

2
1 2 2 1 1 1

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

[ , ]( , , ) , ,
[ , ] [ , ] [ , ]

( , , ) [( , , ), ( , , )]
[( , , ), ( , , )]

R F F R FH M L
F R F R R F

R R F F F F
R R F F

δ

δ δ δ
δ δ

⎛ ⎞∩ ∩
∂ ≅ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

∩
=

 

Aşağıdaki dizi Lie cebirlerinin Chevalley-Eilenberg homolojisinde beş terimli tam 

dizinin bir genelleştirmesidir [15]. 
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Önerme 4.1.2. (Çaprazlanmış modüllerin homolojisinde beş terimli tam dizi) Lie 

cebirlerinin çaprazlanmış modülünün kısa tam dizisi  

0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0N K M L T Q ω→ ∂ → ∂ → →  

olsun. Burada çaprazlanmış modüllerin doğal tam dizisi mevcuttur. 

2 2 1 1
( , , )( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

[( , , ), ( , , )]
N KH M L H T Q H M L H T Q

N K M L
ω ω∂

∂ → → → ∂ → →
∂ ∂

 

Aşağıdaki teoremde, yukarıdaki dizi bir terim daha genişletilmiştir. İspatın ana fikri 

Lie cebirlerindeki [6, Önerme 4.1 (iii)] den gelmektedir. 

 

Teorem 4.1.1. Lie cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin merkezsel genişlemesi  
1 2( , )0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0N K M L T Qτ τ ω→ ∂ → ∂ ⎯⎯⎯→ →  

 olsun. O halde abelyan çaprazlanmış modüllerin şu dizisi tamdır: 
1 2 1 2( , ) ( , )

2 2 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0N K Ab M L H M L H T Q N K H M L H T Qγ γ σ σ ω ω∂ ⊗ ∂ ⎯⎯⎯→ ∂ ⎯⎯⎯→ → ∂ → ∂ → →  

İspat : ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülünün projektif sunumu  

1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

olsun. 2 1( , , )F F δ nın ideali olan 2 1( , , ),S S δ  2 1 1 2 1 2( , , ) ker(( , ) ( , ))S S δ τ τ π π= D  
yardımıyla tanımlanır. O halde  

1 22 1
( , )

2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0S SR R S S N K→ → ⎯⎯⎯⎯→ ∂ →
π π

δ δ  

dizisi tamdır ve çaprazlanmış modülün kısa tam dizisi  

2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0S S F F T Qδ δ ω→ → → →  

( , , )T Q ω  nin bir projektif sunumudur. Çaprazlanmış modüller için Hopf’s 

formülünün yardımıyla aşağıdaki değişmeli diyagram elde edilir: 

 

Burada δ , δ yardımıyla indirgenmiştir ve 1 2,σ σ  doğal homomorfizmdir. Çünkü 

2 1 2 1[( , , ), ( , , )] 0, [( , , ), ( , , )]N K M L F F S Sδ δ∂ ∂ = , 2 1( , , )R R δ  nın alt modülüdür ve  

1 2 1 2 1 1
1 2

1 2 1 2 1 1

[ , ] [ , ] [ , ]ker( , ) , ,
[ , ] [ , ] [ , ]
F S S F F S
F R R F R F

σ σ δ
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
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2 ( , , )H M L δ  nın alt modülünün olduğu sonucunu çıkarabiliriz. Böylece bu 

( , , ) ( , , )N K Ab M L∂ ⊗ ∂  dan 1 2ker( , )σ σ  ye bir epimorfizm tanımlamak için 

yeterlidir. Çünkü 2
1 1 1 1 1 1/  ve / / ( [ , ])K S R L L F R F F≅ ≅ +  [6, Önerme 4.1 (iii)] 

yardımıyla doğal bir epimorfizm vardır. Her 1 1 1 1,s S f F∈ ∈  için 

1 1
2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[ , ]:
[ , ]

( ) ( [ , ]) [ , ] [ , ]

F SLK
L F R

s R f R F F s f F R

γ ⊗ →

+ ⊗ + + +6
 

Diğer yandan, 1 1 2 1 2 2/  ve / [ , ] / ([ , ] )K S R M L M F F F R≅ ≅ +  dir. Böylece her 

1 1 2 2,s S f F∈ ∈  için   

1

1 2 1 2
1

1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

[ , ] [ , ]:
[ , ] [ , ] [ , ]

( , ([ , ] )) ([ , ] [ , ])s

F S S FMK
L M F R R F

s R f F F R f F R R F

β +
× →

+

+ + + + +6
 

bilineer dönüşümü tanımlanabilir. Çünkü, 

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2[ , ] [ , ],[ ,[ , ]] [ , ] [ , ]S R F R S F F F R R F⊆ ⊆ + , 1β  morfizmi iyi tanımlıdır ve  

1 2 1 2
1

1 2 1 2

[ , ] [ , ]: / [ , ]
[ , ] [ , ]
F S S FK M L M
F R R F

δ +
⊗ →

+  
 indirgenir.  

Aynı zamanda 2 2
1 1 1 2 2/ / ( ), /L L F F R N S R≅ + ≅  dir. Benzer şekilde  

1

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

2
2 1 1 1 1 2 1 2 1 2

[ , ] [ , ]:
[ , ] [ , ]

( , ( )) ([ , ] [ , ])f

F S S FLN
L F R R F

s R f F R s F R R F

β +
× →

+

+ + + + +6
 

iyi tanımlıdır. Çünkü 1 2 1 2 1 2 2[ , ] [ , ] ve [ , ]R S R F F S R⊆ ⊆  dır. Böylece 2β ,  

2 1 2 1 2
2

1 2 1 2

[ , ] [ , ]: /
[ , ] [ , ]
F S S FN L L
F R R F

δ +
⊗ →

+  
 dönüşümüne indirgenir. 

1 2 1 2
1 1 2 2

1 2 1 2

[ , ] [ , ]( , ) : ( )
[ , ] [ , ] [ , ]

F S S FM LId Id K N
L M L F R R F

γ δ δ +′ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ⊗ →
+  

 homomorfizmi açık bir şekilde örtendir. Çünkü 1γ ′ , 
[ , ]

MN
L M

⊗  ın görüntüsünü 

sıfıra dönüştürür, 1γ  indirgenmiş morfizmini oluşturabiliriz ve aşağıdaki diyagram 

değişmelidir: 
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Burada ( )Id Idα δ= ∂⊗ ⊕− ⊗  dır. Çünkü  

1 2 1 22( , ) : ( ker , , ) ker( , )LCo K
L

γ γ α μ σ σ⊗ →
 

ikilisinin aşikar olarak düşünülen etkileri çaprazlanmış modüllerin bir morfizmidir ve 

1 2( , )γ γ  örtendir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Şimdi Örnek 3.2.1(iii) kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilebilir. 

 

Sonuç 4.1.1. ( , , )M L ∂  bir çaprazlanmış modül ve ∂  örten olsun. O halde ( , , )M L ∂  

çaprazlanmış modülünün ( ,0, )N ∂  merkezsel ideali 

1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )H M L H T Qσ σ ω∂ →  
morfizmi ile bir moniktir. Burada ( , , )T Q ω  ile ( , , ) / ( ,0, )M L N∂ ∂  izomorftur. 

 

Örnek 4.1.1. ,M L Lie cebirinin bir merkezsel ideali olsun. Çaprazlanmış 

modüllerin merkezsel genişlemeleri için  

0 (0, ,0) (0, ,0) (0, / , 0) 0M L L M→ → → →  

0 ( , , ) ( , , ) ( / , / , ) 0M M Id L L Id L M L M Id→ → → →  

1 2( , )γ γ  morfizmi Teorem 4.1.1 de belirlenmiştir ve sırasıyla  

2
2

2 2
2 2

(0, / ,0) (0, ( ),0)

( / , / , ) ( ( ), ( ), )

M L L H L

M L L M L L Id H L H L Id

⊗ →

⊗ ⊗ →
 

olur. Burada 2 ( ),H L L  nin ikinci Chevalley-Eilenberg homolojisidir. 



 

5. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERİNİN KAPABİLİTE ÖZELLİĞİ 

Öncelikle bu bölümde kullanacağımız bazı tanımları verelim. 

 

5.1  Actor Çaprazlanmış Modül 

Tanım 5.1.1. G bir Lie k -cebir ve : ,d G M k→ -lineer dönüşüm olsun. Her 

,g g G′∈  için 

[ , ] ( ) ( )d g g gd g g d g′ ′ ′= −  

özelliği sağlanıyorsa d ye bir derivasyon denir. G  den M  ye bütün derivasyonların 

kümesi ( )Der G  ile gösterilir. 

 

Tanım 5.1.2. ( , , ) ve ( , , )M G N Gμ υ  çaprazlanmış iki Lie modül ve : M N→α  bir 

k − lineer dönüşüm olsun. Her ,m m M′∈  için 

[ , ] ( ) ( ) ( ) ( )m m m m m mα μ α μ α′ ′ ′= ⋅ − ⋅  

ise α  ya M den N ye bir derivasyon denir. M den N ye bütün derivasyonların 

kümesi ( , )Der M N  şeklinde gösterilir.[9] 

 

Tanım 5.1.3. ( , , )M G μ  çaprazlanmış modül ve : , :f M M g G G→ → birer 

fonksiyon olmak üzere ( , ) : ( , , ) ( , , )f M G M Gφ μ μ→  verilsin. 

i) ( ), ( )f Der M Der Gφ∈ ∈ , 

ii) fφμ μ= , 

iii) her g G∈ ve her m M∈  için ( ) ( ) ( )f g m g f m g mφ⋅ = ⋅ + ⋅  

özellikleri sağlanıyorsa ( , )f φ  ye ( , , )M G μ  nin bir derivasyonu denir. ( , , )M G μ  nin 

bütün derivasyonlarının kümesi ( , , )Der M G μ  ile gösterilir. 
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Teorem 5.1.1. ( ) ( , ) ( , )d dd d dΔ = =θ φ μ μ  şeklinde tanımlı 

: ( , ) ( , , )Der G M Der M G μΔ →  
fonksiyonu bir Lie k -cebir homomorfizmidir. Üstelik ( ( , ), ( , , ), )Der G M Der M G μ Δ  

üçlüsü bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. 

 

Tanım 5.1.4. Yukarıdaki teoremde tanımlanan ( ( , ), ( , , ), )Der G M Der M G μ Δ

çaprazlanmış modülüne ( , , )M G μ nin aktör çaprazlanmış modülü denir ve 

( , , )A M G μ ile gösterilir. 

 

Teorem 5.1.2. ( , , )M G μ bir çaprazlanmış modül olsun. m M∈  ve g G∈  için 

: , ( )m mG M g g m→ = − ⋅η η  olmak üzere 

: ( , )
( ) m

M Der G M
m m

η
η η

→
=6

 

dönüşümü bir cebir homomorfizmidir. 

İspat: [ , ][ , ] [ , ] [ ( ), ( )]m m m mm m m mη η η η η η′ ′′ ′= = =  dır. Şimdi bunun doğruluğunu 

gösterelim.  

[ , ]

[ , ]( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]
[ , ] [ , ]

[ , ]
( )

m m m m m m

m m m m

m m

g g g
g m m g g m m g

g m m m g m g m m m g m
g m m g m m
g m m

g

η η η μη η μη
η μ μ η η μ μ η

η

′ ′ ′

′ ′

′

= −
′ ′= − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅
′ ′= ⋅ − ⋅

′= − ⋅
=

 

Burada tanımlanan ηnın görüntüsü Im( ) ( , )E G Mη =  şeklinde gösterilir.[9] 

 

Teorem 5.1.3. : ,g M Mα →  ( )gm m g mα = ⋅6  ve : ,g G Gφ →  
( ) [ , ]gg g g gφ′ ′ ′=6  olmak üzere  

(a) ( ) ve ( )g gDer M Der Gα φ∈ ∈  dir. 

(b) ( ) [ , ( )] ( ) ( )g gm g m g m mφ μ μ μ μα= = ⋅ =  dir. 

(c) Her , ( ) ve g g Der G m M′∈ ∈  için 

( ) ( ) ( ) [ , ] ( ) ( )g g gg m g m g g m g g m g g m g mα φ α′ ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ = ⋅  

dir. Üstelik 
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: ( , , )
( , )g g

G Der M G
g

γ μ
α φ

→
6  

dönüşümü bir cebir homomorfizmidir. 

İspat: İspat için  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 [ , ] [ , ]

1 2

[ , ] ( , )

([ , ],[ , ])

[( , ), ( , )]

[ ( ), ( )]

g g g g

g g g g

g g g g

g g

g g

γ α φ

α α φ φ

α φ α φ

γ γ

=

=

=

=

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

1 2

1 2 2 1

1 2

[ , ] 1 2 2 1( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( ))

[ , ]( )

g g

g g g g

g g

g g g m g g m

m m

m

α

α α α α

α α

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= −

=

 

ve 

1 2

1 2 2 1

1 2

[ , ] 1 2

1 2 2 1

( ) [[ , ], ]

[ [ , ]] [ ,[ , ]]
( ( )) ( ( ))

[ , ]( )

g g

g g g g

g g

g g g g

g g g g g g
g g

g

φ

φ φ φ φ

φ φ

=

= −
= −

=

 

dir. 

Burada tanımlanan γ  dönüşümünün görüntüsü Im( ) Gγ =   ile gösterilir. 

 

Tanım 5.1.5. ( ( , ), , )E G M G Δ  çaprazlanmış modülüne, iç aktör denir ve ( , , )I M G μ  

ile gösterilir. 

 

5.2  Kapabilite 

Tanım 5.2.1. L bir Lie cebiri olsun. Bu durumda iç derivasyonları ile izomorf bir K  

Lie cebiri varsa yani / ( )L K Z K≅  ise L ye kapabil Lie cebiri  denir.  

 

Tanım 5.2.2.  ve L T  iki Lie cebiri olsun. /L T  kapabil olacak şekilde L nin en 

küçük idealine merkez ideali denir ve ( )Z L∗  ile gösterilir. 

 

Bu çalışmada ( )Z L∗
 yardımıyla ( ( ))Z Lπ ∗

 ideali temsil edilmiştir. Bu bölümde 

kapabilite kavramı çaprazlanmış modüllere genelleştirilecektir. 
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Tanım 5.2.3. ( , , )M L ∂  bir çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda  

( , , )( , , )
( , , )
T KM L

Z T K
δ
δ

∂ ≅  

olacak şekilde ( , , )T K δ  çaprazlanmış modülü varsa ( , , )M L ∂  ya kapabil 

çaprazlanmış modül denir. 

 

Diğer bir deyişle [16] da vurgulandığı gibi, ( , , )M L ∂  herhangi bir çaprazlanmış 

modülün iç aktörüne izomorf ise ( , , )M L ∂  ye kapabil çaprazlanmış modül denir. 

( , , )M L ∂  nın projektif sunumu 

1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0             ( )R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ → ∗  

olsun. Bu durumda 

2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

( , , ) ( , , )( , , )   ve  ( , , )
[( , , ), ( , , )] [( , , ), ( , , )]

F F R RF F R R
F F R R F F R R

δ δδ δ
δ δ δ δ

= =
 

olmak üzere çaprazlanmış modüllerin  

1 2 1 2( , ) ( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lα α π πδ δ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ∂ →  

dizisi 

i) 1 2 2 1( , ) : ( , , ) ( , , )F F M Lπ π δ δ→  fonksiyonu ( )∗ dizisinde  

1 2 2 1( , ) : ( , , ) ( , , )F F M Lπ π δ δ→  örten olduğu için örtendir. 

ii) 1 2 2 1 2 1( , ) : ( , , ) ( , , )R R F Fα α δ δ→  fonksiyonu birebirdir. Çünkü 

1 2 1 2( , ) ( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lα α π πδ δ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ∂ →  

dizisi ( , , )M L ∂  nın bir projektif sunumudur. 

Dolayısıyla 

1 2 1 2( , ) ( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lα α π πδ δ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ∂ →  

 dizisi tamdır. Ayrıca 1 2Im( , ),α α  2 1( , , )Z F F δ  nin bir alt modülü olduğundan 

yukarıdaki dizi merkezseldir. Burada 1 2( , ),π π  1 2( , )π π  tarafından indirgenmiştir. 

Aşağıdaki lemma temel sonuçlar için önemli bir rol oynamaktadır. 
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Lemma 5.2.1. ( , , )M L ∂  bir çaprazlanmış modül ve 

1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

bu çaprazlanmış modülünün bir projektif sunumu ve 

1 1 2 20 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0M L M L M Lω ω→ → → ∂ →  

merkezsel genişlemesi olsun. O halde  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde yani 1 1 1 2 2 2,α β π α β π= =  

1 2 2 1 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )F F M Lβ β δ ω→  

morfizmi vardır.  

İspat: 2 1( , , )F F δ  projektif olduğundan 1 2 2 1 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )F F M Lβ β δ ω→  morfizmi 

vardır yani 1 1 1 2 2 2,α β π α β π= =  dir. Açıkça görüleceği üzere 2 1( , , )R R δ  nın 1 2( , )β β  
altındaki görüntüsü 1 1( , , )M L ω  nın bir alt modülüdür, çaprazlanmış modül 

morfizminin özelliği yardımıyla, bu dönüşüm 2 1 2 1[( , , ), ( , , )]F F R Rδ δ  yı sıfıra götürür. 

Böylece 1 2 1 2( , ), ( , )β β β β  e indirgenir. 

 

Tanım 5.2.4. ( , , )M L ∂  ve ( , , )T K δ  bir çaprazlanmış modül olsun. 

( , ) : ( , , ) ( , , )T K M LδΦ Ψ → ∂  örten morfizm ve ker ( , ), ( , , )Z M L δΦ Ψ  nın bir alt 

modülü olmak üzere ( , , )Z M L∗ ∂  idealini ( , )( ( , , ))Z T K δΦ Ψ  çaprazlanmış alt 

modülünün bir arakesiti olarak tanımlayabiliriz. ( , )( ( , , ))Z T K δΦ Ψ  yardımıyla 

( ( ( )), ( ( ) ( )), )K KC T st T Z K δΦ Ψ ∩  olduğu gösterilebilir. Çünkü ( , , )T K δ  
çaprazlanmış modülün merkezi  

( , ) : ( , , ) ( , , )T K A T Kη γ δ δ→  

homomorfizminin çekirdeği olarak tanımlansın. 

ker { : ( ) , }
{ : 0, }

( )

t

K

K

t T k k K
t T t k k K

T
C T

η η= ∈ ∈

= ∈ ⋅ = ∈

=
=

 

ve 
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1 1

ker { : ( ) 0}
{ : ( ) 0,  ve ( ) , }
{ : 0, } { :[ , ] 0 }

( ) ( )K

k k K k
k K t t T k k K
k K k t t T k K k k k K

st T Z K

γ
α φ

= ∈ =
′ ′= ∈ = ∈ ∈

′ ′= ∈ ⋅ = ∈ ∩ ∈ = ∈
= ∩

 

alınarak  

( , , ) ( , ) ( ( ), ( ) ( ), )K KZ T K Ker C T st T Z Kδ η γ δ= = ∩  

yazılabilir. 

 

Teorem 5.2.1. ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülünün herhangi bir  

( ) 1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) , , ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

projektif sunumu için  

2 11 2( , , ) ( , )( ( , , )).Z M L Z F Fπ π δ∗ ∂ =  
dir. 

İspat: ( , , )Z M L∗ ∂  tanımından 2 11 2( , , ) ( , )( ( , , ))Z M L Z F Fπ π δ∗ ∂ ⊆  olduğunu 

biliyoruz. Şimdi kabul edelim ki  
( )1 2,

1 1 2 20 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0M L M L M Lα αω ω→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

bir merkezsel genişleme olsun. Lemma 5.2.1 deki diyagramdan  

1 21 2 2 1 1 2( ) , ( )M F M L F Lβ β+ = + =  
elde edilir. 

1 2[ , ] 0L M =  olmasından ve Lemma 5.2.1 kullanılarak 

1 1 2 1

2 1

22 1 1

1 2 1 1 2 1 1 2( )

1 2( )

1 2 1 2( )

( ( )) ( ( )) ( ( ( ))

( ( ))

( ( )) ( ( ))

F F F

F

LF L

C F C F C F

C M

C M C M

β

β

β

π α β α β

α

α α
+

= ⊆

⊆

= =

 

ve 

1 12

2

2

2 2 1 2 1 2 2 1( )

2 1 2 2

2 2 2

( ( ) ( )) ( ( ( )) ( ( )))

( ( ( )) ( ))

( ( ) ( ))

F F

L

L

st F Z F st F Z F

st F Z L

st M Z L

βπ α β β

α β

α

∩ ⊆ ∩

⊆ ∩

⊆ ∩

 

olur. Dolayısıyla 2 11 2 1 2 2 2( , )( ( , , )) ( , )( ( , , ))Z F F Z M Lπ π δ α α ω⊆  olduğu görülür. 
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Sonuç 5.2.1. ( , , )M L ∂  nın kapabil olması için gerek ve yeter şart ( , , ) 0Z M L∗ ∂ =  
olmasıdır. 

İspat: ( ) 1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) , , ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  dizisi ( , , )M L ∂  nın bir 

projektif sunumu olsun. Teorem 5.2.1 i kullanarak  

[ ]

1 21 2

2 1
1 2

2 1 2 1

( , , ) ( , )( ( , , ))

( , , )( , )(
( , , ), ( , , )

Z M L Z F F

F FZ
F F R R

π π δ

δπ π
δ δ

∗ ∂ =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

yazılabilir. Bu durumda 2 1 2 1( , , ) ( , , )R R Z F Fδ δ=  olması için gerek ve yeter şart 

( , , ) 0Z M L∗ ∂ =  olmasıdır. 

 

Sonuç 5.2.2. Herhangi bir L Lie cebiri için ( , , ) ( ( ), ( ), )Z L L Id Z L Z L Id∗ ∗ ∗=  ve 

(0, , 0) (0, ( ), 0)Z L Z L∗ ∗=  dır. Özel olarak L nin kapabil olması için gerek ve yeter 

şart ( , , )L L Id  nin kapabil olmasıdır. Benzer şekilde L nin kapabil olması için gerek 

ve yeter şart (0, ,0)L  nin kapabil olmasıdır. 

İspat: Daha önceden  

( ) ( )
2 1

2 1
2 1 2 1

( , , )( , , )
, , , , ,

F FF F
F F R R

δδ
δ δ

=
⎡ ⎤⎣ ⎦

 

ve 

( ) ( ) [ ] [ ] [ ]( )2 1 2 1 1 2 1 2 1 1, , , , , , , , , ,F F R R R F F R F Rδ δ δ= +⎡ ⎤⎣ ⎦  

olduğunu biliyoruz. Şimdi L Lie cebirinin herhangi bir  

0 0R F Lπ→ → ⎯⎯→ →  

serbest sunumu için  
( , )0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R Id F F Id L L Idπ π→ → ⎯⎯⎯→ →  

tam dizisi ( , , )L L Id  nin bir projektif sunumu olsun. Teorem 5.2.1 ve [6, Sonuç 3.4] 

kullanılarak  
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( )

[ ]

( )

( , , ) ( , ) ( , , )

( , , )( , )
( , , ), ( , , )

( , , )( , )
[ , ] [ , ],[ , ],

( , ) , ,
[ , ] [ , ]

( , ) , ,
[ , ] [ , ]

Z L L Id Z F F Id

F F IdZ
F F Id R R Id

F F IdZ
R F F R F R Id

F FZ Id
R F R F

F FZ Z Id
R F R F

π π

π π

π π

π π

π π

∗ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟

 

( ) ( )( )

( , , ) , ,
[ , ] [ , ]

, ,

F FZ L L Id Z Z Id
R F R F

Z L Z L Id

π π∗

∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

=

 

olduğunu söyleyebiliriz. İspatın diğer kısmı ise; 

0 0R F Lπ→ → ⎯⎯→ →  
serbest sunumu için 

( , )0 (0, , 0) (0, , 0) (0, , 0) 0R F Lπ π→ → ⎯⎯⎯→ →  

tam dizisi (0, ,0)L  ın bir projektif sunumu olsun. Yine Sonuç 4.1.1 ve Teorem 5.2.1 

yardımıyla 

( )

[ ]

( )

(0, ,0) ( , ) (0, ,0)

(0, ,0)( , )
(0, ,0), (0, ,0)

(0, ,0)( , )
[ , ] [ ,0],[ , ],0

0( , ) , ,0
[ , ] [ ,0] [ , ]

0( , ) , ,0
[ , ] [ , ]

Z L Z F

FZ
F R

FZ
R F F F R

FZ
R F F F R

FZ Z
R F R F

π π

π π

π π

π π

π π

π

∗ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

=

( )( )

0 , ,0
[ , ] [ , ]

0, ,0

FZ Z
R F R F

Z L

π

∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

=

 

olduğu görülür. 
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Şimdi aşağıdaki teoremde, Teorem 4.1.1 deki 1 2( , )γ γ  morfizmi yardımıyla bir 

çaprazlanmış modülün kapabilitesi için yeterli kriter verilecektir. 

 

Teorem 5.2.2. ( , , ), ( , , )N K M Lδ δ  nın bir merkezsel genişlemesi olsun. Bu 

durumda ( , , )N K δ  nın ( , , )Z M L δ∗  yı içermesi için gerek ve şart  

1 2 2( , ) : ( , , ) ( , , ) ( , , )N K Ab M L H M Lγ γ δ δ δ⊗ →  
 morfizminin aşikar olmasıdır veya buna denk olarak 

1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )H M L H T Qσ σ δ → ∂  

morfizmi bir monomorfizmdir. 

İspat: Teorem 4.1.1 ve Lemma 5.2.1 deki notasyonlara benzer olarak, eğer 

2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

( , , ) ( , , )( , , ) , ( , , )
[( , , ), ( , , )] [( , , ), ( , , )]

F F S SF F S S
F F S S F F R R

δ δδ δ
δ δ δ δ

= =  

eşitlikleri varsa 

1 2 1 2 1 1
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 1 1

[ , ] [ , ] [ , ]Im( , ) ker( , ) , , [( , , ), ( , , )]
[ , ] [ , ] [ , ]
F S S F F S S S F F
F R R F R F

γ γ σ σ δ δ δ
⎛ ⎞+

= = =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

eşitliği de vardır. Böylece 1 2( , )γ γ  sıfıra gider ancak ve ancak 

2 1 2 1( , , ) (( , , )S S Z F Fδ δ⊆ . Diğer yandan Teorem 5.2.1 den  

2 11 2( , , ) ( , )( ( , , ))Z M L Z F Fπ π δ∗ ∂ =  
yazılabilir.  O halde 

2 1 2 1 1 2 2 1( , , ) (( , , ) ( , , ) ( , )( , , ) ( , , )S S Z F F N K S S Z M Lδ δ δ π π δ ∗⊆ ⇔ = ⊆ ∂  
elde edilir. 

 

Sonuç 5.2.3. ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülünün kapabil olması için gerek ve yeter 

şart sıfırdan farklı her ( ) ( ) ve ker ( )L Ll st M Z L m C M∈ ∩ ∈ ∂∩  elemanı için  

1 2 2

1 2 2

( , ) : (0, , ) ( , , ) ( , , )

( , ) : ( ,0, ) ( , , ) ( , , )

l Ab M L H M L

m Ab M L H M L

γ γ

γ γ

∂ ⊗ ∂ → ∂

′ ′ ∂ ⊗ ∂ → ∂
 

dönüşümlerinin aşikar olmamasıdır. 

İspat: İspat için ( , , )M L ∂  nın kapabil olmaması için gerek ve yeter şartın sıfırdan 

farklı bazı m M∈  veya l L∈  elemanlarının sonucun şartlarını sağladığını göstermek 

yeterlidir. Eğer ( , , )M L ∂  kapabil değilse, o halde Sonuç 4.1.4 den faydalanarak, 
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( , , ) ( , , )Z M L M L∗ ∗ ∗∂ = ∂  merkezsel ideali sıfırdan farklıdır. Eğer 0L∗ ≠  ise 

herhangi bir ( ) ( )Ll L st M Z L∗∈ ⊆ ∩  seçilebilir öyle ki, Teorem 5.2.2 yardımıyla, 

(0, , )l ∂  şartları sağlar. O halde 0  ve M m M∗ ∗≠ ∈  olduğu iddia edilebilir. 

Böylece ya ker( )m∈ ∂  ya da ker( )m∉ ∂  dır. İlk durumda ( ,0, )m ∂  ve ikinci 

durumda da (0, ( ) , ),m∂ ∂  ( , , )Z M L∗ ∂  yı içeren uygun çaprazlanmış alt 

modüllerdir. 

 

Sonuç 5.2.4. ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modül ve ∂  örten olsun. ( , , )M L ∂  nın kapabil 

olması için gerek ve yeter şart L  nin kapabil ve M L≅  olmasıdır. 

İspat: ker( ) ( )LC M∂ ⊆  olduğundan (ker( ),0, ), ( , , )M L∂ ∂ ∂  nın bir merkezsel 

genişlemesidir. Sonuç 4.1.1 ve Teorem 5.2.2 yi kullanarak, ( , , )M L ∂  nın kapabil 

olması için ker( )∂  nın sıfır olması gerektiğini söylenir. Böylece L M≅  olur. İspatın 

geri kalanı Sonuç 5.2.2 dan kolaylıkla görülebilir. 

 

Şimdi Lie cebirlerine göre farklı özelliklere sahip olan kapabil ve kapabil olmayan 

çaprazlanmış modüllerle ilgili bir örneği inceleyelim. 

 

Örnek 5.2.1. Herhangi bir 1-boyutlu Lie cebiri kapabil değildir. Fakat 1-boyutlu bir 

Lie cebiri t  nin x  üzerine t x x=  gibi bir etki ettiği tanımlanabilir ve bu durumda 

( ), , 0x t
 
kapabil çaprazlanmış modül olur. Çünkü  

( ), , 0 ( , ,0) / ( , ,0)x t M L Z M L≅
 

dır. Burada  ve ,M u L v w= =  abelyan Lie cebirleridir ve M  üzerine L  nin 

etkisi 0 ,v wu u u= =  gibi üreteçler olarak tanımlanır. 



 

6. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERİN ÖRTÜLERİ VE KAPABİLİTESİ 

Bu bölümde bir çaprazlanmış modül için örtü kavramı ve bir örtünün merkezi ile bir 

önceki bölümde verilen Z ∗  ideali arasındaki ilişki verilecektir. 

 

6.1  Örtü Çaprazlanmış Modülü 

Tanım 6.1.1. ( , , )M L ∂ , ( , , )M L ω∗ ∗  birer çaprazlanmış modül olsun. Eğer 

( , , )M L ω∗ ∗
 aşağıdaki şartları sağlayan ( , , )A K ω  gibi bir ideale sahipse ( , , )M L ω∗ ∗

 
çaprazlanmış modülüne ( , , )M L ∂  nın bir örtüsü denir. 

i) ( , , )A K ω , ( , , )M L ω∗ ∗
 nın komütatörünü ve merkezini içerir. 

ii) 2( , , ) ( , , )A K H M Lω ≅ ∂  

iii) 0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0A K M L M Lω ω∗ ∗→ → → ∂ →  dizisi tamdır. 

 

1 1 1( , , )M L ∂  ve 2 2 2( , , )M L ∂  çaprazlanmış modüllerinin direkt toplamlarının da bir 

çaprazlanmış modül olduğunu hatırlayalım. 

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )M L M L M M L L∂ ⊕ ∂ = ⊕ ⊕ ∂ ⊕ ∂  

Burada 1L  ve 2L  sırasıyla 2M  ve 1M  üzerine aşikar etki eder. 

 

Teorem 6.1.1. ( , , )M L ∂  bir çaprazlanmış modül ve ( , , )M L ∂  nın bir projektif 

sunumu 1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  olsun. ( , , )M L ω∗ ∗

 
çaprazlanmış modülünün ( , , )M L ∂  nın bir örtüsü olması için gerek ve yeter şart 

2
2 1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1

2 1

1 2 1 2 1 1

[ , ], , , ,
[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]

, ,
[ , ] [ , ] [ , ]

R R R F F F R
F R R F F R F R R F F R

S S
F R R F F R

δ δ

δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∩ ∩
≅⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⊕⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

ve 

2 1 2 1

2 1 2 1

( , , ) , , , ( , , ) , ,F F R RM L A K
S S S S

ω δ ω δ∗ ∗ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≅ ≅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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olacak şekilde 2 1( , , )F F δ  nın 2 1( , , )S S δ  idealinin mevcut olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki 2 1( , , )S S δ  teoremin şartlarını sağlasın. O halde  

2
2 1 2 1 2 1 1

2
2 1 1 2 1 2 1 1

[ , ], , , , ( , , )
[ , ] [ , ] [ , ]

R R R F F F R H L M
S S F R R F F R

δ δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∩ ∩

≅ ≅ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

dır. Çünkü 1 2 1 2 2[ , ] [ , ]F R R F S+ ⊆  ve 1 1 1[ , ]F R S⊆  olduğundan 

2 1 2 1

2 1 2 1

, , , , , 0F F R R
S S S S

δ δ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 olur. Böylece 2 1

2 1

, ,R R
S S

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 1

2 1

, ,F F
S S

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

nin 

merkezini içerir. Aynı zamanda  
2

2 1 2 1 2 2 1 1 1

2 1 2 1

2
1 2 2 1 1 2 1

2 1 2 1

( [ , ]) ( ), , , ,

[ , ] , , , ,

R R R F F S F R S
S S S S

F F S F S F F
S S S S

δ δ

δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∩ + ∩ +
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +

⊆ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

dır. Böylece 2 1

2 1

, ,F F
S S

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( , , )M L ∂  nın bir örtüsüdür. 

Tersine olarak, kabul edelim ki ( , , )M L ω∗ ∗ , ( , , )M L ∂  nın bir örtüsü ve  

0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0A K M L M Lω ω∗ ∗→ → → ∂ →  

bir merkezsel genişleme olsun. Burada ( , , ),A K ω  2 ( , , )H M L ∂  ile izomorftur. 

Lemma 5.2.1 yardımıyla  

1 2 2 1( ) , ( )A F M K F Lβ β∗ ∗+ = + =  

olacak şekilde 1 2 2 1( , ) : ( , , ) ( , , )F F M Lβ β δ ω∗ ∗→  olduğunu söyleyebiliriz.  

( , , )A K ω , ( , , )M L ω∗ ∗
 nın komütatörünü ve merkezini içerdiğinden 1 2( , )β β  nin 

örten olduğu sonucuna varabiliriz. Aynı zamanda benzer şekilde 

( )1 2 2 1, : ( , , ) ( , , )R R A Kβ β δ ω→  kısıtlanmış morfizmi de örtendir. Eğer 

1 2 1 2 2 1ker( , ) ker( , ) ( , , )S Sβ β β β δ= =
 
yazarsak  

2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0S S R R A Kδ δ ω→ → → →  

abelyan çaprazlanmış modüllerin tam dizisini elde ederiz. 

 

Teorem 6.1.2. ( , , )M L ∂  bir çaprazlanmış modül, ( , , ),M L ω∗ ∗
 ( , , )M L ∂  nın bir 

örtüsü ve 1 2( , )0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0A K M L M Lφ φω ω∗ ∗→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  bunların bir bağlantılı 
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 genişlemesi olsun. O halde 1 2( , , ) ( , )( ( , , ))Z M L Z M Lφ φ ω∗ ∗ ∗∂ =  dir. 

İspat: Tanım 3.2.1 ü kullanarak, ( , , )Z M L∗ ∂ , 1 2( , )( ( , , ))Z M Lφ φ ω∗ ∗

 nın alt 

modülüdür. Aksini ispatlamak için,     
1 2( , )

2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

( , , )M L ∂  nın bir projektif sunumu olsun. Teorem 6.1.1 yardımıyla, 

2 1

2 1

( , , ) , ,F FM L
S S

ω δ∗ ∗ ⎛ ⎞
≅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olacak şekilde 2 1( , , )F F δ  nın 2 1( , , )S S δ  ideali mevcuttur. 

2 1( , , )F F δ  nın 2 1( , , )T T δ  uygun ideali için Lemma 5.2.1 deki notasyonlar  

kullanılarak 

2 1 2 1

2 1 2 1

, , , ,F F T TZ
S S S S

δ δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

yazılarak 

2 1
2 1

2 1 2 1

( , , )( , , )
[( , , ), ( , , )]

T TT T
F F R R

δδ
δ δ

=  

elde edilir. Çünkü 2 1 2 1 2 1[( , , ), ( , , )] ( , , ) 0F F T T S Sδ δ δ⊆ =  dır. Böylece 

2 1 2 1( , , ) ( , , )Z F F T Tδ δ⊇  olur. Teorem 5.2.1 i kullanarak  

2 1
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2 1

( , , ) ( , )( ( , , ) ( , )( , , ) ( , ) , ,T TZ M L Z F F T T
S S

π π δ π π δ π π δ∗ ⎛ ⎞⎛ ⎞
∂ = ⊇ ⊇ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Son eşitsizlik vardır. Çünkü 2 1 2 1 2 1[( , , ), ( , , )] ( , , )F F R R S Sδ δ δ⊆  dir. Bu da sonucu 

verir.



 

7. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Literatürde çaprazlanmış modüllerin teorik cebirsel yapısı ile ilgili çalışmalar 

mevcuttur. Bu bilgiler dahilinde Lie cebirlerindeki kapabilite kavramı Lie 

cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin kapabilitesi kavramına genelleştirilmiştir. 

Ayrıca kapabilite ile ilgili bazı kriterler verilmiştir. Dördüncü bölümde Lie 

cebirlerinin çaprazlanmış modüllerinin bir merkezsel genişlemesi 
1 2( , )0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0N K M L T Qτ τ ω→ ∂ → ∂ ⎯⎯⎯→ →  verildiğinde abelyan çaprazlanmış 

modüllerin 
1 2 1 2( , ) ( , )

2 2 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0N K Ab M L H M L H T Q N K H M L H T Qγ γ σ σ ω ω∂ ⊗ ∂ ⎯⎯⎯→ ∂ ⎯⎯⎯→ → ∂ → ∂ → →  
dizisinin tam olduğu ve buradan ∂  örten olmak üzere ( , , )M L ∂ çaprazlanmış 

modülünün ( ,0, )N ∂  merkezsel ideali  

1 2 2 2( , ) : ( , , ) ( , , )H M L H T Qσ σ ω∂ →  

morfizmi ile bir monik olduğu gösterilmiştir. Böylece ( , , )T Q ω  ile 

( , , ) / ( ,0, )M L N∂ ∂  izomorftur.  

Beşinci bölümde kapabil çaprazlanmış modül tanımlanarak bir ( , , )M L ∂  

çaprazlanmış modülünün herhangi bir  

( ) 1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) , , ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

projektif sunumu için 2 11 2( , , ) ( , )( ( , , ))Z M L Z F Fπ π δ∗ ∂ =  olduğu gösterilmiştir. 

Buradan ( , , )M L ∂  nın kapabil olması için gerek ve yeter şartın ( , , ) 0Z M L∗ ∂ =  
olması sonucu elde edilmiştir. Herhangi bir L Lie cebiri için 

( , , ) ( ( ), ( ), )Z L L Id Z L Z L Id∗ ∗ ∗=  ve (0, , 0) (0, ( ), 0)Z L Z L∗ ∗=  olduğundan L nin 

kapabil olması için gerek ve yeter şartın ise ( , , )L L Id  nin kapabil olması olduğu 

gösterilmiştir. Ayrıca bir ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülü için ∂  örten olmak üzere 

( , , )M L ∂  nın kapabil olması için gerek ve yeter şartın L  nin kapabil ve M L≅  

olması olduğu sonucu elde eilmiştir. 

Altıncı bölümde ise bir ( , , )M L ∂  çaprazlanmış modülünün bir 

1 2( , )
2 1 2 10 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0R R F F M Lπ πδ δ→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →
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projektif sunumu verildiğinde ( , , )M L ω∗ ∗
 çaprazlanmış modülünün ( , , )M L ∂  nın bir 

örtüsü olması için gerek ve yeter şart elde edilmiştir. Son olarak  
1 2( , )0 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0A K M L M Lφ φω ω∗ ∗→ → ⎯⎯⎯→ ∂ →  

bunların bir bağlantılı genişlemesi olmak üzere 1 2( , , ) ( , )( ( , , ))Z M L Z M Lφ φ ω∗ ∗ ∗∂ =  
dir. 

Daha sonra yapılacak çalışmalar olarak bu tezde tanımlanan kavramlar ve elde edilen 

sonuçlar daha genel bir cebirsel kategori olan çok işlemli grupların kategorisinde 

incelenebilir.  
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