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OZET

LIE GRUPLARI ve CEBIRLERININ TEMEL OZELLIKLERI

Ebru ACIK

Matematik Anabilim Dalh

Eskisehir Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran, 2019
Damsgman : Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

Bu tez caligmasinda manifold kavrami aciklanmig ve temel bazi 6rneklere yer ve-
rilmigtir. Manifold yapisi tizerinde, Lie Grup ve Lie Cebir yapisinda kullanilmak
tizere temel teoremler verilerek ispatlanmigtir. Lie Grubu tanimi ifade edilmis ve bir
Lie grubunun birimdeki tanjant uzay: ve o6zellikleri incelenerek ornekler verilmistir.
Bir Lie grubunun tanjant uzay tizerinde braket islemi verilmis ve tanjant uzay1 tize-
rinde Lie Cebri ingaa edilmistir. Bazi temel Lie grubu 6rnekleri ve bu gruplarin Lie

Cebirleri ele alinmigtir.

Anahtar Sozciikler: Manifold, Tanjant vektor, Vektor alani
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ABSTRACT

Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Graduate School of Sciences, June, 2019
Supervisor: Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

In this thesis, manifold is explained and some basic examples are given. On the
manifold structure, the fundamental theorems are used and proved to be used in
Lie Group and Lie Algebra structure. The definition of Lie Group is expressed and
the tangent space of a Lie group at the identity and its properties are examined
and examples are given. Bracket operation was given on the tangent space of a Lie
group and Lie Algebra was constructed on the tangent space. Some basic Lie group

examples and Lie Algebras of these groups are discussed.

Keywords: Manifolds, Tangent vector, Vector field
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1 GIRIS

Manifold ve tarihgesi hakkinda bilgi ekle.Bunu Lie gruba bagla



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 (C> Manifoldlar ve Ornekleri

Tanim 2.1.1. M ikinci saylabilir ve Hausdorff bir topolojik uzay olsun. Her p € M

noktast i¢in bu noktayr iceren bir U acgigr ve bu acik tizerinde
0:U— oU)CR"”

olacak sekilde bir ¢ homeomorfizmast varsa M uzayina n-boyutlu topolojik ma-

nifold denir. (U, p) ikilisine ise M uzayiman p noktasina i¢eren bir karty denir.

Sekil 2.1. M manifoldunun p noktasini igeren (U, ) karti

M bir topolojik manifold olsun. M uzaymin (U, ¢) ve (V, 1) kartlar1 olmak iizere;

e UNV =10
ya da

e UNV # ( iken potp~! ve 1) o o~ doniigiimleri C*, (her mertebeden tiirevi

var ve tiirevleri siirekli)



Sekil 2.2. UNV # () oldugunda (U, ¢) ve (V) kartlarimin uyumlulugu

kosullar1 saglaniyorsa bu iki karta C° uyumlu kartlar denir. pot)=t ve ¢po =1

doniigiimlerine de kartlar arasinda gegisg fonksiyonlar1 denir.

Tanim 2.1.2. M topolojik manifoldu tizerinde 4 = {(Uy, ¢a)}, C°° uyumlu kartlar

ailest verilsin. Eger
M=Ju,
ise bu aileye M manifoldu tizerinde bir C* atlas denir.
3y ve Uy aileleri M manifoldu igin iki farkh atlas olsunlar. Eger &y U Ly ailesi

de M manifoldu i¢in bir atlas ise bu iki atlasa uyumlu atlaslar denir ve iki atlasin

uyumlu olma bagintisi bir denklik bagintisidir.

Tanim 2.1.3. 4 ailesi M manifoldu i¢in bir atlas olmak tzere, 4 ailest M mani-
foldunda kendinden baska herhangi bir atlas tarafindan icerilmiyorsa bu atlasa tam

atlas denir.

M topolojik manifoldu tizerinde bir C'*™° tam atlas varsa M uzayina C'*° manifold

denir.

Teorem 2.1.4. M manifoldundaki her C™ atlasi iceren bir tek tam atlas vardur.



Ornek 2.1.5. Oklid uzayr R™ bir C*° manifoldtur. Her p € R™ i¢in
Ign : R" - R"

birim déniigimai bir homeomorfizmadir. Dolayisiyla (R™, Ign) karte Oklid uZayL 1¢in

bir atlastir. R™ tek kartla ortilebilen C* bir manifoldtur.

Ornek 2.1.6. S' = {(z,y) € R? | 22 + 4> = 1} C R? kiimesi 1-boyutlu C> manifold

ornegidir;

{(z,y) € S' |y > 0}, pi(z,y)
{(z,y) € S |y <0}, pa(z,y)
{(z,y) € S |z > 0}, 3(,y)
Uy ={(z,y) € S" |z <0}, pu(x,9) =y

kartlariman olusturdugu {(Us, p;) i, ailesi St igin bir atlastir. Bu kartlar aym za-

U1
Uz
Us

z
T
Y

manda C* uyumlu kartlardur:

y
Uy
1 1 .
@,
-1

Sekil 2.3. S icin C* uyumlu kartlar

UNU; = @ ve U3 NUy = D oldugundan bu kiumeler tuzerindeki kartlar C*

uyumlu kartlardar.

UrNUs # @ igin p3 0 ¢y (x) = @3(x, V1 — 22) = V1 — 22 oldugundan o3 0 ;"

doniistima C* bir dondsimdiir.



UsNUy # @ igin pg005 () = @u(x, —/1 — 22) = —/1 — 22 oldugundan 005"
dontistimi de C*° bir dontsumdir.

Béylece herhangi iki kart i¢in {(U;, o; iy ailesi C°° uyumlu kartlar ailesi olup

SlZLJIJZ

sagladigindan bu aile St i¢in C™ atlastur.

Ornek 2.1.7. S* kiimesi i¢in bir baska atlas daha bulunabilir: N = (0,1) noktasi ve
Uy = St —{N} agik kiimesi olmak tizere p € Uy noktasi ile N noktasina birlestiren
dogrunun R? i¢indeki R := {(x,0)} dizlemini kestigi nokta o(p) olarak tanimlansin.
Bu durumda bu dontsim;

ony: Uy — R

(r.y) = %y

seklindedir. ¢ € R olmak tizere ¢~ '(q) ise q noktast ile N noktasini birlestiren

dogrunun S cemberini kestigi noktadir. O halde
o R — Uy
; (2 -1
2+1t2+1
elde edilir. (o5 o on)(z,y) = (z,y) ve (on 0 o5 )(t) =t olup ortiisme fonksiyon-

lardar. Yani on bir homeomorfizmdir. Benzer sekilde S = (0,—1) almarak da g

bulunur. Sonug olarak {(Un, ¢on), (Us, ps)} ailesi S* igin bir atlas belirtir.

Ornek 2.1.8. S™ := {(z1, 29, - ,Tp,Tps1) | 22+ a3+ + 22 + 22, = 1} kiimesi
icin atlas;

N = (0,0,---,1) noktast ve Uy = S™ — {N} a¢ik kiimesi olmak tzere p € Uy
noktasy ile N noktasin birlestiren dogrunun R icindeki R™ = {(z1, 29, -+ ,1,,0)}

duzlemini kestigi nokta ¢(p) olarak tanimlansin. Bu dontgimin analitik ifadesi

YN UN — R”

T T2 Ty
<x17x2>"'axnaxn+1> — 1 71 a"'al
— Tn+41 — Tn+1 — Tn+1

Y

olarak elde edilir. q = (y1,y2, - ,yn) € R" = {(x1,29, -+ ,2,,0)} olmak iizere
0 1(q) ise (Y1,Y2, "+ ,yn) noktasy ile N noktasina birlestiren dogrunun S™ kiiresini

kestigi noktadir. A¢ik olarak ifade edilecek olursa

_ 2y 2y 2Un ql|* — 1
© 1(Q): (( 1 2 . || H

gl + 1" gl +17 lgl* + 17 [lgl]* +1




ve

0 top=1Ig vepop ' =Ign
olur. Dolayiswyla Uy agign izerindeki bu dondsim bir homeomorfizmadur ve (Un, ©n),
S™ kiimesi i¢cin bir karttr.

Benzer sekilde S = (0,0,---,0,—1) noktass ve Us = S™ — {S} a¢ik kimesi
olmak tizere p € Ug noktasi ile S noktasina birlestiren dogrunun R™! icindeki R™ =
{(x1, 29, ,x,,0)} diizlemini kestigi nokta v (p) olarak tanimlansin. Bu déniisimiin
analitik ifadesi

’QDS : Ug — R"

T Z3 T
’ Oy ==
1 LR 1 L I+ 24

(l’l,]]g,"' 7xn7xn+1) = (

olarak elde edilir. Us a¢ign tizerindeki bu dontigim bir homeomorfizmadir ve (Ug, ¥g),
S™ kiimesi i¢in bir karttir. Ayrica UyNUg # @ olup Q/JSOQO]_Vl ve ¢NO¢§1 dontisumleri
C déniisimlerdir ve dolayisiyla bu kartlar uyumludur. Sonug olarak {(Un, o), (Us, s)}

atlesi S™ kiiresi i¢in bir atlas belirtir.

Ornek 2.1.9. Bir manifoldun a¢ik alt kiimesi de manifoldtur. Ornegin; R™™ =~ R
manifoldunun GL(n,R) := {A € R™™ | detA # 0} = det (R — {0}) alt kiimesi
icin det : R™ — R déndisimii stirekli oldugundan GL(n,R) agik bir alt kiime olur.

Bdéylece GL(n,R) kiimesinin C™ bir manifold oldugu gorilir.

Onerme 2.1.10. {(Un, @a} ailesi M manifoldu i¢in, {(Vs, ¥z} ailesi N manifoldu

wein atlaslar olsunlar. Bu durumda;
{(Ua X VB;SOa X 1/)&) | Pa X Qﬂg : Ua X Vg — Rm+n}
ailesi M x N i¢in bir atlastr.

Tanim 2.1.11. p € R" noktasinin en az U komsulugunda,

f=Ufoee fa) U= R

C> f fonksiyonu bir C™ terse sahipse, f fonksiyonuna p € U noktasinda lokal
terslenebilir denir. f,, : T,U — Ty,)R"™ donistiminin matrisi ise f dontisimiinin

Jacobien matrisidir.



Teorem 2.1.12 (R” igin Ters Fonksiyon Teoremi). W C R"™ agik bir kiime ve
f W —= R" bir C* fonksiyon olsun. Herhangi bir p € W noktasinda f fonksiyo-
nunun lokal olarak terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun p

noktasindaki Jacobien matrisinin determinantimin sufirdan farkl olmasidar.

Teorem 2.1.13 (Bir Manifold i¢in Ters Fonksiyon Teoremi). M"™ bir manifold ve
p € M noktasinin W komsulugunda taniml f : W — R™ fonksiyonunun koordinat
fonksiyonlary f = (f1,---, fn) olsun.

p noktasim iceren en az bir (U, = (1, ,,)) karts i¢in U agigu tuzerinde f
fonksiyonunun Jacobien matrisinin determinant: sifirdan farkl ise p noktasinin oyle

bir V- komsulugu vardwr ki f fonksiyonu bu komsulukta lokal olarak terslenebilirdir.

Yani flv : V = f(V) bir diffeomorfizmdir. ((V, f|v), M manifoldu i¢in bir karttur.)

Kanat. p noktasimi igeren en az bir (U, = (21, ,x,)) kart1 igin f fonksiyonu-
nun Jacobien matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugundan R™ icin olan ters

fonksiyon teoreminden ¢(p) noktasinin dyle bir U komsulugu vardir ki
fop :UCR" = (fop ) (U)CR"

dontigiimii bu komsulukta lokal olarak terslenebilirdir. O halde fop~! doniisiimii bu

komsgulukta bir diffeomorfizmdir.

Sekil 2.4. Manifold igin ters fonksiyon teoremi



Buradan p noktasinin bir V' komsulugunda
flv={(flvep oo
m

doniigiimiiniin de bir diffeomorfizm oldugu elde edilir. Yani (V, f|y), M manidoldu-

nun bir kartidir.

2.2 Tanjant Vektor
M™ bir C* manifold olsun. f : M — R" fonksiyonu verildiginde, her p € M
noktas1 ve bu noktay1 igeren en az bir (U, ) kart1 igin
fop ™ :R™ - R"
doniigiimit C* ise f doniigiimiine M manifoldundan R" uzayina C*° bir doniigim

denir.

M

Sekil 2.5. M manifoldundan R™ uzayima C°° bir doniigiim

Herhangi bir p € R" noktasi igin R} = {(p,v) | v € R"} kiimesi ve bu kiime

iizerinde;



+: R x R} — RY
((p,v1), (P, v2)) — (p,v1) + (p,v2) := (p, 01 + v2)
R xR} — R}
(A (p,v)) — Alp,v) = (p, Av)
islemleri tanimlansin. Bu iglemler ile R} kiimesi bir vektor uzay olur. Ayrica,
Y:R" — RY
v o= P(v) = (pv)
dontigiimii bir vektor uzay1 izomorfizmasidir ve R} uzaymin her bir elemania bir
tanjant vektor denir.
C>®R") ={f] f: R* = R, C* dontigiimler } olmak iizere, herhangi bir (p,v) :=
v, tanjant vektoru kullamilarak;
D,, :C*[R") — R
foo Dy(f) = 50+ t)],

4
dt
déniisiimi tanimlansim. Ashinda burada D, (f), f fonksiyonunun p noktasinda v

vektori yontindeki tiirevidir. Bu dontigtim;
L. Dy, (Af+g)=AD,,(f) +D,,(9), »eR

2. Dy, (f9) = Dy, ()9(p) + Du,(9)f ()

ozelliklerini saglar. Birinci ozellik dontigiimiin lineer oldugunu ifade eder, ikinci
ozellige ise Leibniz kurali ad1 verilir.

Herhangi f,g € C*(R") fonksiyonlar1 verildiginde p € R™ noktasinda
X :C®R") - R
lineer dontigimu

X[fgl = X[flg(p) + f(p)X]g]

kosulunu sagliyorsa X dontigiimiine bir derivasyon denir ve p € R™ noktasindaki

tim derivasyonlarin kiimesi 7,R" ile gosterilir.
X, Y € T,R" ve f: R" = R bir C* fonksiyon olmak tizere;
X+ V)= X[f1+YIf]
AX)[f]:= AX[f]



olarak tanmimlanan islemler ile 7,R™ bir vektor uzayidir.

Herhangi p € R™ noktasi i¢in;

p: R' — TR
v = p(vy) =D

Up
olarak tanimlanan doniigim bir vektor uzayi izomorfizmasidir. O halde herhangi
p € R™ noktas i¢in T,R" = R = R" olur.

Herhangi bir p € R" igin 1 <4 < n olmak tizere

8 o0 n
3o, ,,'C (R") — R
foooomi
“lp
doniisimii f, g € C*°(R") i¢in
B _of dg
ve
B _of dg

oldugundan p noktasinda bir derivasyondur ve

(ol 35

kiimesi lineer bagimsizdir. Bu nedenle bu kiime 7,R™ icin bir tabandir.

0

" Oz,

)
p

Tanim 2.2.1. M™ bir C* manifold ve herhangi bir p € M noktasi olmak tzere
X:C®M)—=R
lineer donigimi ve f,g € C(M) fonksiyonlar: igin

X[fgl = X[flg(p) + f(p)X]g]

Leibniz kosulunu sagliyorsa bu dontusime p € M noktasinda bir derivasyon denir.
p noktasindaki tim derivasyonlarin kumesi bir vektor uzayidir ve bu vektor uzay
M uzayinan p noktasindaki tanjant uzayr olarak adlandirilur, T,M olarak gosterilir.

Bu deriwvasyonlara bu noktadaki tanjant vektor denir.

10



M

Sekil 2.6. p € M noktasindaki tanjant vektor

M™ bir C*° manifold, p € M ve (U, ) p noktasim igeren bir koordinat kart:
olsun. r; : R* — R, ri(ay,a9,--+ ,a,) = a;, {i = 1,--+ n} izdiigim doéntigiimleri
olmak iizere; (U, ) kart1 {izerinde x; := r; 0 ¢ : M — R doniigiimleri tanimlansin.

f, p noktasini igeren bir acik kiime tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon ise

0

al‘i

)= 5

(fop™)

»(p)

p

seklinde gosterilir.

Sekil 2.7. (U, ¢) kartinn izdiigim dontigiimleri

11



Bir Doniisiimiin Diferansiyeli

N™ ve M™ birer C*° manifoldlar ve F' : N — M bir C* fonksiyon olsun. F'(p)
noktasini igeren bir U agigindan R ye tamimh herhangi bir f € C°°(U) fonksiyonu
icin

F.p: T,N — TppyM
Xp = Fop(Xp) = Xp[f o F]

dontigiimiine F' fonksiyonunun p noktasindaki tiirev doniisiimii denir. Bu doniigtim
lineer bir doniigimdiir.

Rank, Kritik ve Regiiler Nokta

N"™ ve M™ birer C*° manifoldlar ve ' : N — M bir C* fonksiyon olsun.
Herhangi bir p € N noktasi i¢in

F*7p ; TpN — TF(p)M

lineer doniigiimiiniin rankima (F} , lineer déniistimiiniin goériintii uzayma boyutuna)
p noktasinda F' fonksiyonunun ranki denir.

p € (Uwp = (x1,29, - ,x,)) ve F(p) € (V; = (y1,92, - ,yn)) kartlar ele

=, BFZ
alindiginda { om, |,

] Jacobien matrisinin ranki F’ fonksiyonunun p noktasindaki rankidir.
Eger bir p € N noktasinda £, doniisimii orten degilse p noktasina kritik
nokta, orten ise p noktasina regiiler nokta denir.
Eger bir ¢ € M noktast bir kritik noktanin goriintiisii ise bu noktaya kritik
deger, M deki bir nokta kritik deger degil ise bu noktaya regiiler deger denir. Diger
bir ifadeyle ¢ € M noktasimin ters goriintiisii olan F~!(g) kiimesi N manifoldunun

hi¢bir kritik noktasini igermiyorsa ¢ noktasi bir regiiler degerdir.

Onerme 2.2.2. M" bir manifold ve f : M — R bir C* fonksiyon olsun. p € M
noktasinin kritik nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p noktasini iceren en az bir

(U, = (1,29, ,xp)) karte igin

olmasaidar.

Kanat. p € M bir kritik nokta ise p noktasini igeren en az bir (U, ) kart1 igin

f*’p : TpM — Tf(p)R

12



doniigimi orten degildir. Bu dontigimiin matrisi

of
Ox1 »

seklindedir. R 1-boyutlu bir vektor uzay: oldugundan f,, doniistimiiniin ranki ya

of
Oxn

p

birdir ya sifirdir. Ancak f,, doniigiimii ¢rten olmadigindan ranki 1 olamaz. Bu

durumda bu doniigtim sifir doniigtimiidiir.

of of _
|:8_:Jcl Bon }—[0-- 0}
P
Tersine; p noktasin igeren bir (U, ¢ = (x1, 29, ,x,)) kart1 i¢in %‘ =0,1<
7lp

Jj < nise f, donlsimi sifir dontigiimudir ve f,, orten degildir, p bir kritik nok-

tadir. O

2.3 Alt Manifoldlar

N™ bir C'*° manifold ve S C N olsun. Her p € S noktasi icin N manifoldunda
en az bir (U, p) = (U, (21, -+ ,,)) kart1

UNnS=<pelU : ¢p) = (z1(p),z2(p), - ,xx(p), 0,0, ,0)

(n—k) tane
kosulunu saglayacak sekilde bulunabiliyorsa S alt kiimesine N manifoldunun k-

boyutlu regiiler alt manifoldu denir.

13
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Sekil 2.8. M manifoldunun regiiler alt manifoldu

N manifoldundaki béyle bir (U, ) kartina S kiimesine gore uyarlanmis bir kart
denir.

¢ : U — R" dontigtimiiniin U N S kiimesine kisitlanmigi;

90|UOS::§DS UNS —)Rk

q — ps = (xl(Q)VTQ((J)u "'7xk(q))

olarak ele alinabilir. Bu nedenle S kiimesine N manifoldunun k-boyutlu regiiler
alt manifoldu denir. Burada S' iizerindeki topoloji N manifoldundan devralinan alt
uzay topolojisidir.

N™ manifoldunun k-boyutlu regiiler bir alt manifoldu S olsun. Regiiler alt mani-
foldun boyutu manifoldun boyutuna esit olabilir (n = k). Eger n = k ise bu durumda

N manifoldunun en az bir (U, ) kart1 vardir 6yleki

UnS={pelU : o) = (z1(p), z2(p), ... zn(p)), zi(p) #0, 1 <i <n}

olur. (U, ) kart1 N manifoldunun bir kart1 oldugundan U agig1 tizerinde z1, s, - - - , Z,,

koordinat dontisiimlerinin her biri sifir sabit fonksiyonundan farklidir. Béylece U N



S =U ve U C S elde edilir. Buradan her p € S noktasi icin U, C S olacak sekilde

bir U, agig1 i¢in

Uuv,=s

peS
olup S kiimesinin agik oldugu bulunur. Tersine, N manifoldunun S regiiler alt ma-

nifoldu agik olsun. Keyfi p € S noktasi i¢gin (U, ¢) bir uyarlanmig kart1 olsun. S
acik oldugundan U NS de agiktir ve (U N S, ¢|;;~g) ikilisi NV manifoldunda p nok-
tasinin bir kartidir. Bu durumda x4, x5, - - - , x, koordinat dontisiimlerinin her biri

sifir doniigiimiinden farklidir. Boylece n = k elde edilir.
Ornek 2.3.1. N = R2 e S = (—=1,1) x {0} olsun. Her p € S i¢in bu noktay
iceren R? de (U, ) karti vardir. Bu kart icin U = (—=1,1) x (=1,1) a¢ir ve asagrda

tamimlanan ¢ donusumi ele alinsin.

Sekil 2.9. Uyarlanmig ve uyarlanmamis kart 6rnekleri

p = (p1,p2) € U olmak tizere ¢ doniigimsii;
p:U —R?
p = @p) = (1(p), ¥2(p)) = (p1,p2)
olarak tanvmlandiginda U NS = (—1,1) olmak tizere
Uns = {peU: ¢luns(p) = (v1luns(p), ¢2luns(p))}
= {peU: ¢luns(p) = (p1,0)} = (=1,1)
olur. Burada p € S oldugundan p = (p1,0) seklindedir.
O halde (U N S, luns) karte S kiimesi i¢in bir uyarlanmas karttir ve S kimesi
R? manifoldunun bir regiiler alt manifoldudur.
V = (=2,0) x (—1,1) agijs dizerinde
P:V — R?
p = ¥(p) = (Wr(p),vha(p) = (p1,p2)

15



olarak tanymlanan dondisim ile (V,v), R* manifoldu icin bir karttor.

Ancak VNS = (=1,0) olup,

VNS # {peS|Ylvnsp) = (p1,0)} = (-2,0)
O halde (V N S;v|yns) karts S kiimesi i¢in bir uyarlanmas kart olamaz.

Onerme 2.3.2. S kiimesi N manifoldunun bir regiler alt manifoldu olsun. N
manifoldunun uyumlu uyarlanms kartlariman bir ailesi 8 = {(U, )}, S regiiler alt
manifoldunu ortiyor ise bu durumda {(U N S, ps)} ailesi S regiiler alt manifoldu
icin bir atlastir. Eger N manifoldunun S regiiler alt manifoldu lokal olarak (n — k)

koordinat donisuminin sifir olmaswyla taniml ise S manifoldunun boyutu k olur.

Kanat. (U7 30) = <U7 (xb L2, ,l’n)) ve (V7 w) — <V7 (yb Y2, 73/71)) N manifol-
dunda iki uyumlu uyarlanmig kart olsunlar. UNV £ @ ise; p e UNV N S icin

"\-7\<p(UnVr‘|S) ’/ \ ‘,
\ Yot ‘\‘llJ (p) ‘ y

I
V(P — \ /
\\ \' 7

Sekil 2.10. Regiiler alt manifoldun bir manifold olmasi

(P(p) = ($1(p),$2(p), T 7xk(p)a0’ 0,--- ,O),
¢(p> = (yl(p)ay2(p)>“' 7yk(p)>0707 e 70)

ws(p) = (w1(p), x2(p), -, 2k(p)),

Ys(p) = (y1(p), v2(p), - k()

16



olur. Buradan (vsopg®)(z1(p), 22(p), -, 21(p)) = (11(p), ¥2(p), - -+ , yr(p)) bulunur.
0 ¢! bilegke fonksiyonu C'* bir déniigiim oldugundan g o pg' doniigiimii de C
olur. O halde 4 ailesinden alinan herhangi iki kart igin ¥g o gogl doniigimi de C*°
bulunur.

i ailesi S alt manifoldunun agik bir ortiisii oldugundan her U € i i¢in U N S
kiimesi agiktir (S kiimesi tizerindeki alt uzay topolojisine gore) ve {(U NS, vs) tven

ailesi de S i¢in bir atlas olur.

©Ys - Uns — Rk
p = ws(p) = (21(p), va(p), -+, x(p))

seklinde taniml ise S manifoldunun boyutu & olur. O

Tanim 2.3.3. F': N — M bir fonksiyon olmak tizere ¢ € M noktas icin;

F~'({c}) ={pe N | F(p) = c}

seklinde tanimly kimeye bir seviye kiimesi denir.

Eger f: N — R™ ise Z(f) := f~1(0) kiimesine f fonksiyonunun sifir kiimesi
denir.

F: N — M fonksiyonunun bir ¢ € M regiiler degerinin F~1(c) seviye kiimesine

bir regiiler seviye kiimesi denir.

Teorem 2.3.4. N" manifoldu tzerinde f : N — R bir C™ fonksiyon olsun. ¢ € R
olmak tizere bostan farkly f='(c) = S regiiler seviye kiimesi N manifoldunun (n—1)-

boyutlu regiiler bir alt manifoldudur.

Kamt. f fonksiyonu yerine f — ¢ fonksiyonunu alindiginda p € f~'(c) noktasi i¢in

olur. f fonksiyonu C'*° oldugundan f — ¢ fonksiyonu da C*° dur ve (f — ¢)(p) =0
olur. Bu nedenle ¢ = 0 alimabilir. (S = f71(0))
¢ = 0 € R regiiler deger olsun. O halde p € § regiiler nokta oldugundan bu

noktay1 igeren N manifoldunda en az bir (U, ¢ = (21,29, -+ ,x,)) kart1 vardir dyle
ki en az bir i € {1,--- ,n} i¢in % +£ 0 dir. Ornegin g—i =# 0 ise;
“Ip p
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F=(f,x9, - ,2,):U— F(U) CR" doniiglimiiniin Jacobien matrisi;

of of S OF [ 57 of of
ox1 » Oxa P Ozn P o1 » Ox2 P Oz p
Ozy Oza ... Oz
Jp [F] _ Ox1 » 02 » Oxn D _ O ]_ “e O
Ozn Oz .. Ozn
Bz Ox2 O0zn = 0 0 L -
L P P p -

olur ve detJ,[F| = g—i|p # 0 dir. O halde ters fonksiyon teoremine gére p nok-

tasinin N manifoldunda oyle bir U, komgulugu vardir ki

UpnS = {peSlep)=(fp)zAp) - z(p)}
olur. Boylece (Up, ¢(p)) = (f,z2,- -+ ,x,) kart1 S kiimesi igin uyarlanmig karttir. O

halde S kiimesi N manifoldunun (n — 1)-boyutlu regiiler alt manifoldudur. O

Teorem 2.3.5. N™ bir manifold ve f : N — R™ bir C* donusim olmak tzere
c € R™ noktasi igin bostan farkly S = f~1(c) regiiler seviye kiimesi N manifoldunun

(n — m)-boyutlu regiiler bir alt manifoldudur.

Kanit. ¢ =0 € R™ regiiler deger olsun. p € S noktasi regiiler nokta oldugundan bu

noktay1 igeren en az bir (U, ¢ = (x1,x9,- -+ ,x,)) kart1 vardir 6yle ki
f*,p : TPU — T()Rm

dontisiminiin matrisinin determinant1 sifirdan farklidir. Ayrica yine p € S regiiler

nokta oldugundan f, , dontisiimii értendir. Dolayisiyla

boy(Gorf, ) = boy(R™) =m

olur. O halde boy(N) = boy(Gér f. ,) +boy(Cekf, ,) oldugundan n > m olacag: elde
edilir. Buradan

f*,p : TPU — T()Rm

dontigiimiiniin matrisi

[ on . oh of coon| ]
o0z » OTm » OTm 41 » OTn »
of Of2 .. ... 9f
oz OTm Ozn
Jplf] = P P P
Ofnm Ofn|  _Ofm 9fm
i Ox1 P OTm » OTm 41 » Oxn 1 n
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seklindedir. Bu matrise gore ilk m x m lik matrisin determinant1 sifirdan farkh
olsun. Bu durumda manifoldlar i¢in ters fonksiyon teoreminden N manifoldunda p

noktasimi igeren bir U, komgulugu vardir oyle ki

UynNS = {peS: olp)=(fip), fo(p):- -, fn(P): Tmr1(p), - s 2a(p))}
= {p es: go(p) = (0,0,"' 707-Tm+1(p)"" >xn(p))}

olur. O halde (U,, ¢) kart1 S kiimesi i¢in bir uyarlanmig karttir. Béylece S regiiler

seviye kiimesi N manifoldunun (n — m)-boyutlu regiiler alt manifoldudur. O]

Teorem 2.3.6 (Regiiler Seviye Kiimesi Teoremi). N ve M boyutlar: siras
ile n ve m olan manifoldlar olmak tzere F' : N — M bir C* donusim olsun.
c € M noktasu igin bostan farkl S = F~'(c) regiiler seviye kiimesi N manifoldunun

(n — m)-boyutlu regiler bir alt manifoldudur.

Kanit. p € N ve F(p) = c olmak tizere ¢ € M noktasini iceren (V, 1) kart1 ¢)(c) = 0
olacak gekilde tanimh olsun. ¢ € M regiiler deger oldugundan F., , : T,N — Ty M

dontigiimii értendir. Dolayisiyla rank(F, ,) = m dir.

Sekil 2.11. Regiiler Alt Manifold

YoF : F7Y(V) — R™ doniigiimiinii ele alahm. (¢ o F), = v, o F, esitliginden ve
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1, bir izomorfizma oldugundan her ¢ € F~(V) i¢in
rankF, , =rank(y o F),, =m

dir. Dolasiyla ¢ € M noktasinin F' fonksiyonunun regiiler degeri olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul 0 € R™ noktasimnim ¢ o F' fonksiyonunun regiiler degeri olmasidir. Ustelik

(o F)7H0) = (F~ oy ")(0) = F(¢7(0)) = F(c)

olup F~!(c) regiiler seviye kiimesi (1 o F')~!(0) kiimesine esit oldugundan regiiler
seviye kiimesi teoreminden (1) o F)7*(0) kiimesi F~!(V') alt manifoldunun (n — m)-
boyutlu bir regiiler alt manifoldudur. (Teorem 2.3.5) F~'(V') kiimesi N manifol-
dunda bir agik oldugundan bu kiimenin uyarlanmig kartlar1 £~1(c) kiimesini orter.
Dolayisiyla bu kartlar N manifoldunda F~!(c) kiimesi icin de birer uyarlanmig

karttir. Yani F~!(c), N manifoldunun (n—m)-boyutlu regiiler alt manifoldudur. [

Ornek 2.3.7. f : R® = R, f(z,y,2) = 22 + 32 + 22 — 1 olarak tanvmlansin. f

fonksiyonunun sifir kiimesi
F7HO) ={(z,9,2) eR® | f(z,y,2) =2 +y* +2° =1 =0} = 5°

olur. S? alt kiimesi regiiler seviye kiimesidir:

c =0 € R noktasinda f., : T,R* — TyR donisiminin matrisi;

af of of | —
3r 8—5 a—ﬁ}—[%@ 2y 22]

olur. 0 € R noktasimin regiiler deger olabilmesi i¢in f~1(0) = S? kiimesinin hi¢bir
kritik noktay: icermemesi gerekir. Kritik noktanan bulunabilmesi i¢in f, , dontusiminin
matrisinin sifir matrisi olmasu gerekir. ( Onerme 2.2.2 geregi) Bu matrisin sifir mat-
risi olmasy igin gerek ve yeter kosul (x,y,z) = (0,0,0) olmasidir. Bu nedenle kritik
nokta (0,0,0) € R® noktasidir ve (0,0,0) ¢ S? oldugundan f~1(0) = S? kiimesi kri-
tik noktayr 1¢cermez. Sonu¢ olarak 0 noktasi bu donisimin reguler degeridir. Yani

F7H0) = S? kiimesi regiiler seviye kiimesidir.

p € S? herhangi bir eleman olmak iizere %‘p = (2x)|, # 0 olsun. Bu durumda

(f,y,2) : R® — R3 doniigiimiiniin Jacobien matrisi

of of of af of of

dr Oy 0Oz or Oy 0z
J(foy2))=| g & 21=10 1

o) 0) o)

5e oy os 0 0 1
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seklindedir. Bu matrisin determinant1 det(J[(f,y, z)]) = % b, = (2x)], # 0 dir. O
halde ters fonksiyon teoreminden R?® manifoldunda p noktasimi igeren en az bir U,

komsulugu vardir 6yle ki (U, (f, vy, z)) bir karttir.

U,nS* = {pesS?: (f,y.2)(p) = (f(),y(p). 2(p))}
= {pesS®: (f,y,2)(p) = (0,y(p),2(p)}

olur ve boylece (U,, (f,y, z)) kart1 S? i¢in bir uyarlanmus karttir.

Benzer sekilde g—i o (2y)|, # 0 alimarak da (V},, (z, f, 2)) uyarlanmis kart1 bulunur.
Bu durumda herhangi bir p € S? noktasimma karsiik R® manifoldunda S? regiiler alt
manifolduna uyarlanmig kartlardan olusan bir aile elde edilir. Bu aile S? regiiler alt
manifoldunu orteceginden Teorem 2.3.4 geregi S? regiiler alt manifoldu boyutu 2

olan bir manifold olur.
Ornek 2.3.8 (Ozel lineer grup). N = GL(n,R) manifoldu iizerinde;
f:GL(n,R) - R, f(A)=detA
determinant dontustimi C bir fonksiyondur.
f'(1)={A € GL(n,R) | detA =1} = SL(n,R)

seviye kiimesi GL(n,R) grubunun bir regiiler alt manifoldudur:

B = [b;] € GL(n,R) matrisinin determinant
f(B) =detB = (1) byymiy + (—1)bgmug + - + (=1)bymy, (2.1)

denklemi ile bulunur. Bu denklemde m;; matrisleri [b;;] elemanlarinin mindr mat-
risleridir. Buradan;

0 o
= (1), 2.2

olur. Keyfi B € GL(n,R) noktasinan, f donigiminin kritik noktas: olmasu i¢in

gerek ve yeter kosul 1 < 4,5 <n igin (n—1) x (n— 1) lik m;; mindr matrislerinin 0
matrisleri olmasidir. O halde (2.1) denklemine gére B matrisi determinanti 0 olan
bir matristir. Bu durumda B ¢ SL(n,R) oldugundan SL(n,R) kimesi kritik noktay
icermez. Sonug olarak 1 € R regiiler degerdir. Teorem 2.5.4 geregi SL(n,R) kimesi
GL(n,R) grubunun (n? — 1)-boyutlu regiiler alt manifoldudur.
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Ornek 2.3.9. N = R3 olmak tizere
F:R3 S R2
(r,9,2) = (@ +y3+250+y+2)

olarak tanimlansin.
S:=F1((1,0) ={(z,y,2) e R|(z’ + ¢y’ + 2°, 2 + y + 2z) = (1,0)}

kiimesi R® manifoldunun regiiler alt manifoldudur:

F donusimiinin Jacobien matrisi;

3x? 3y? 322
1 1 1

seklindedir. Buradan herhangi bir (x,y,z) € R® noktasimn kritik nokta olmast igin
gerek ve yeter kosul Jacobien matrisinin rankinan 2 den kii¢ik olmasidur. (Aksi tak-
dirde déniigim orten olurdu.) Déndigimin rankinan 2 den kii¢ik olmast igin gerek

ve yeter kosul
32?2 3y? 322 322
=0, -
1 1 1 1
olmasidir. Bunlarin sonucu olarak da
3x2 3y?
1 1

=0

olur. Buradany = +x, z = tx elde edilir. Ayrica x+y+2z = 0 denklemi de goz oniine
albindiginda v =y = z = 0 ¢ozimii bulunur. (0,0,0) kritik noktasy 2° + > + 23 =1
denklemini saglamayacagindan bu kritik nokta S kimesi i¢inde degildir. O halde
(1,0) noktasu regiiler deger olup S kiimesi regiiler seviye kiimesidir. Regiiler seviye

kiimesi teoreminden S kiimesi R® manifoldunun 1 boyutlu regiiler alt manifoldudur.
Tanim 2.3.10. F': N — M, bir C* donisum olsun. Her p € N noktasi i¢in;
o I, TyN — TpypM dontisimii birebir ise ' dontisimiine immersiyon,

o F.p: T,N — TrpyM doniigimi orten ise F' donisimine submersiyon de-

nir.

C* Manifoldlarin Ranki
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Tanim 2.3.11. F': N — M bir C* donustim ve p € N olsun.
F*,p : TpN — TF(p)M
lineer dontsumuniun rankina F donidsuminun p € N noktasindaki ranky denar.

N ve M boyutlar: sirasi ile n ve m olan iki manifold olsunlar. F' fonksiyonu

p € N noktasinda maksimal ranka sahip ise agagidaki durumlar s6z konusudur:

en =mise F,, : T,N — Tpp»M doniisimi bir vektor uzayr izomorfizmi
olur ve ters fonksiyon teoreminden F' doniisiimii p € N noktasinda bir lokal

diffeomorfizmadir. [?]

e n < m ise maksimal rank n dir ve F' dontigiimii p noktasinda bir immersiyon-
dur:
n < mise Fip 1 T,N — TrgyM lineer dontigiimii i¢in n = boy(CekF, ) +
boy(GorF, ,) oldugundan ve F' maksimal ranka sahip oldugundan boy(GorF, ) =
n olur. Bu durumda CekF, , = {0} dir ve boylece F, , doniigiimii birebirdir.

Buradan F' fonksiyonunun p noktasinda bir immersiyon oldugu elde edilir.

e n > m ise maksimal rank m dir ve F' doniigiimii p noktasinda submersiyondur:
n > mise Fip 1 T,N — Ty M lineer dontigiimii i¢in n = boy(CekF, ) +
boy(GorFy ;) oldugundan ve F' maksimal ranka sahip oldugundan boy(GorF, ) =
m olur. Bu durumda F), , doniigiimii ortendir, F' doniisimiine p noktasinda bir

submersiyon denir.

Teorem 2.3.12 (Sabit Rank Teoremi). N ve M boyutlar: sirasiyla n ve m olan
ikt manifold olsunlar. Herhangi bir p € N noktasinin bir komsulugunda F : N — M

déniigiimiiniin ranks sabit ve k olsun. Bu durumda
p:U —=pU) CR"p(p)=0€eR"
Vo= (V) CR™Y(F(p) =0 €R™
ve
YoFop™:pUNFYV))CR" = (FU)NV)CR™
boFop(x) = (ri(a).ra(a). ooral®)) = (r1(e),rafe)crs(a), 0.0)

(m—k)tane

olacak sekilde (U, ) ve (V1) kartlar: vardur.
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Kamit. p € N noktasi igeren herhangi bir (U, ¢) kart1 ve F(p) € M noktasin
iceren herhangi bir (V,zﬁ) kart1 alinsin. p noktasini igeren bu U acigl lzerinde F
doniigiimii sabit ranka sahip olsun. ( Yani herhangi bir z € U olmak iizere Fiq:

T,N — TpM lineer doniisiimii i¢in rank(F, ;) = rank(F, ) olsun. )

|

[ v v

\ \ p /l // N = /)

\ No Py ~\\\‘ =2

P T EFH(T) FON T
@ U]

A
KTNFH VY
/”_\\\
Z = N

/ P \\\
. ~ W\
| U4 e

Sekil 2.12. Sabit rank teoremi

Burada z € U olmak iizere ¢(z) = y € ¢(U) noktasi icin ¢ ve ¢ birer diffeomor-

fizm olduklarindan
rankF,, = rank((o F o 37V, sq = rank( o F o ¢7Y),,

olur. O halde Oklidyen uzaylar icin sabit rank teoremine gére ¢(p) € R™ noktasinm
oyle bir U komsulugu iizerinde tanimh G diffeomorfizmi ve @/;(F (p)) noktasimin 6yle

bir V' komsulugu iizerinde tanmimh H diffeomorfizmi vardir ki

24



ATNE(TY)
A==~ _— >
e U N - - "
PP L NN WF NT)
1 \
- Vo
oy o(p) } ! n il
» R -
\\\\L“’ s ‘\{/V o
G H
o =1y -1
Ha(yFp ~)G

6@ NEO

Sekil 2.13. R" igin sabit rank teoremi

(Ho(oFo@™1)oG)(z) = (r1(x), ra(x), - ,ru(x)) = (ri(2),- - ,7(x),0-- - ,0)
olur. O halde U = ¢~ (U N ¢(U)) kiimesi iizerinde ¢ = G o ¢ déniisiimii, V =
=Y (V N (V) kiimesi iizerinde ) = H o ¢) doniigiimii alndiginda aramlan kartlar
bulunur.

O

Teorem 2.3.13 (Sabit Rank Seviye Kiimesi Teoremi). N ve M boyutlar:
siraswyla n ve m olan manifoldlar olmak tizere F' : N — M bir C'™° dondsim olsun.
c € M olmak tizere p € F~Y(c) noktasimin en az bir komsulugunda F doniisimii sa-
bit ranka sahip ve rankF = k ise F~1(c) kiimesi N manifoldunun bir regiler alt

manifoldudur ve F~1(c) alt manifoldunun boyutu (m — k) olur.

Kamit. Herhangi bir p € F~!(¢) noktasiin bir komgulugunda F dontigiimii sabit
ranka sahip olsun. Bu durumda sabit rank teoremine gore p noktasini iceren bir
(U,¢) = (U, (x1, 22, -+ ,x,)), ©(p) = 0 € R® kart1 ve F(p) noktasimi igeren bir
(Vo) = (V. (Y1, 92, - Ym)), ¥(c) = 0 € R™ kartr vardir 6yleki herhangi bir = €
o(UNFHV)) i¢in

(WoFop™)(z) = (ri(z),ra(z), - re(w), 0,---,0)

——
(m—k) tane
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olur. O halde

(WoFop™)7H0) ={z € p(UNFV)) | (o Fop)(z)=(0,--,0)}
={z e pUNFIV)) | (ri(), -+ ,ri(2),0,---,0) = (0,---,0)}

oldugundan (¢» o F o o~ 1)71(0) seviye kiimesi oyle z noktalarindan olusur ki

olur. Ayrica p(F~(c)) = o(F~1(¥71(0))) = (¢ o F o = 1)71(0) bulunur ve boylece
(UNFHV), ¢lunp-1(vy) kart1 p noktasin iceren F'~'(c) seviye kiimesi icin bir uyar-
lanmig kart olur. Sonug olarak F~!(c) seviye kiimesi N manifoldunun regiiler alt

manifoldudur. O]

Ornek 2.3.14 (Ortagonal Grup). {A € GL(n,R) | ATA = I} kiimesi GL(n,R)
grubunun bir alt grubudur. Bu gruba ortagonal grup denir ve O(n) ile gdsterilir. Sabit
rank seviye kiime teoremi kullanidarak O(n) kimesinin GL(n,R) manifoldunun bir

requler alt manifoldu oldugu su sekilde gosterilebilir:
F: GL(n,R) — GL(n,R)
A — F(A):=ATA

dontsumu tamimlansin. F donusiminin tanvme kullaniddiginda,

olur. Herhangi bir C € GL(n,R) i¢in

lc: GL(n,R) — GL(n,R)
A —Ulo(A):=CA

ve
re: GL(n,R) — GL(n,R)

A —re(A) = AC
sagdan ve soldan ¢arpma donustimler: kullanildiginda
F(AC) = (AC)T(AC)
= CTATAC
= CTF(A)C
= C'(rco F(4))
= ler(ro(F(A)))
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bulunur. Buradan
F(re(4)) = Llor(re(F(A)))

olup, A € Gl(n,R) keyfi bir eleman oldugundan
Forg=V0ororgoF
yazlabilir. Zincir kuralindan;

Foaco(re)ia= (lor)iarac© (re)sarao Fia

elde edilir. rc ve lor dontstumleri diffeomorfizmler olduklarindan bu dontsimlerin
turev dontsumler: izomorfizmdir.

Bu nedenle;

rank(F, ac) = rank(F 4)

olur. A ve B, GL(n,R) grubunun herhangi iki elemany olmak tizere B = AC' olacak
sekilde C' € GL(n,R) vardir. O halde AC' ve C matrisleri GL(n,R) grubunun keyfi
elemanlar: olduklarindan F' donusumiu sabit ranka sahiptir. Boylece sabit-rank seviye
kiimesi teoreminden O(n) = F~(I) ortagonal grubu GL(n,R) manifoldunun bir

requler alt manifoldu olur.
Tanim 2.3.15. F': N — M bir C™ donusim olsun. Eger
e F' donustimau bire-bir ve bir immersiyon ise,

o f(N)C M gorinti kimesi M manifoldundaki alt uzay topolojisiyle N mani-

folduna homeomorfik ise
F' donusimine bir embedding donusim denir.
F: N — M doniigimi kullanilarak
7:={F(U) C F(N) | U kiimesi N’de acgik}

seklinde tanimlanan kiimeler ailesi F'(IV) kiimesi tizerinde bir topoloji belirtir. Bu
sekilde tanimlanan 7 topolojisi goz ontine alindiginda; F' doniigtimii bire-bir oldugundan
N manifoldu F'(N) alt kiimesine 7 topolojisine gore homeomorfiktir. Dikkat edilecek
olursa bu topoloji alt uzay topolojisinden farkhidir. F'(N) iizerineki diferansiyelle-

nebilir yap1 da bu topoloji ile kurulabilir. F' fonksiyonundan devralinan bu topoloji
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kullanildiginda, F' birebir bir immersiyondur ve F'(N) uzayma M manifoldunun

immersed alt manifoldu denir.
Ornek 2.3.16.
f (-1,00) — R?
t = fit)y=(t—-11-1?

fonksiyonu birebirdir. Herhangi bir ty € (—1,00) noktasinda

f*,tO . EO — Tf(to)R2
t > faro(B) = (1 — 3t%, —21)

tirev donisimi her tg € (—1,00) i¢gin sifir dontsiminden farkhdar.

1 = boy(TyR) = boy Cek( fity) + boy Gor(fuz,)

esitliginden boyCek(f.1,) = 0 elde edilir. Aksi takdirde f.., dondsiminin sifur
donisuminden farkly olmas: ile celisirdi. Bu durumda f.u, dontusimi birebirdir.
Yani f bir immersiyondur. Ancak f((—1,00)) gorinti uzayr bir regiler alt manifold

degildir. Cinki 1 € (—1,00) noktasinan bir U komgulugunun gorintisi

-0.6 -04 -0.2 02 04

05}

Sekil 2.14. Birebir ve immersiyon olup embedding olmayan doniigiim 6rnegi

seklindedir.

Alt uzay topolojisine gore f(U) = B((0,0),r) N f(—1,00) olacak sekilde hi¢bir r
bulunamaz. r ne kadar kigik segilirse secilsin B((0,0),7) N f(—1,00) kimesi f(U)
kiimesinden daha fazla nokta icerir. Yani f(U) kiimesi M = R?* manifoldundaki alt
uzay topolojisine gire N = (—1,00) C R manifolduna homeomorfik degildir. O halde

bu dontsum birebir ve immersiyon olup embedding bir donisum degildir.
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Ornek 2.3.17.

— f(t) = (cost, sin2t)

7T

seklinde tanimh donigim =+ <t < =% aralginda birebir bir dontsimdiir.

10¢f

051

—-05}

-10r
Sekil 2.15. Immersed alt manifold ornegi(Sekiz fonksiyonu)
Ayrica keyfi to € (5, 37”) moktast i¢in
f*yto c TtoR - Tf(to)]R2
t — futo(t) = (—sint, 2cos2t)

olup herty € ( 2”, ) igin bu doniisiim sifir donisiminden farkhdur. f, , dontsimii li-
neer bir dontigim oldugundan 1 = boy(T;,R) = boy Cek( fs1,)+boy Gor(f..,) esitligine
gore boyCek(fer,) = 0 olmalidir. Bu durumda boyCek(f.y,) = 0 olup fiy, bire-
bir bir donusimdir. Yani f.;, bire-bir immersiyondur. Ancak f.., embedding bir
doniisim degildir. t = % icin f(3) = (0,0) olur. 5 € U = (5 — €,5 + €) komsulugu
ele abmdiginda f(5) = (0,0) noktasinin her’hangz bir V- komsulugu i¢in f~1(V) =
(=5, k)U(F —65+eU (12,37“) olacagindan f~*(V) C U olamaz. Yanit =

TR

noktasinan herhangi bir U komsulugunda f(%5) = (0,0) noktasin igine alan ve
YV C U olacak sekilde bir V' komsulugu bulunamaz. Dolayswyla alt uzay to-

polojisine gore f~1 siirekli degildir. Sonug olarak ( 2”, =) 2 f(55, 2) bulunur.

f doniisiimii embedding bir doniisiim olmasa da R? manifoldunun immersed alt
manifoldudur: Gorunti uzayr

-7 37 -7 37

f(— 5 2) {(cost, sin2t) | t € (— 5 7)}

izerinde Ty - {f(U) C f(55, %) | U C (55, %) agk} topolojisi goz ontine alinsin.

Herhangi bir t, € (55, %) igin f(to) € f(5F, %) noktasian herhangi bir V agik
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komsulugu alindiginda 74 topolojisinin tanima geregi V = f(U) olacak sekilde bir U
agigr vardwr. f dondisimii birebir oldugundan f~Y(V) = f~Y(f(U)) = U olacagindan
bu f dontstiminin T topolojisine gore sirekli oldugu gorilir.
Ue (5, 37“) agtk bir kiime ise Ty topolojisinin tanvmu geregi f(U) gérinti uzayinda
agiktur. Bu nedenle [~ dondigimi streklidir. Sonug olarak f dontsimi 1y topoloji-
T 3m\ A~ p(—m 3m

sine gore bir homeomorfizmadur. Yani (5, 5°) = f(5F, 5) olur.

Bu adimda daha sonraki teoremlerin ispatinda kullanilacak olan immersiyon te-

oremi ifade edilecektir.

Teorem 2.3.18 (hnmersiyon Teoremi). N ve M siraswyla boyutlar: n ve m olan iki
manifold olsunlar. Eger F' : N — M donisimi p € N noktasinda bir immersiyon
ise p noktasin iceren en az bir (U, @) karti ve F(p) noktasin iceren en az bir (V1)

karts
p:U —pU) CR,p(p)=0€R"

vV = y9(V)CR™Y(F(p) =0 R™
1$cin
poFop™:p(U)CR" —¢(V)CR™
YvoFop™ =(r,ry,..rn, 0,..,0 )

olacak sekilde vardur.

Teorem 2.3.19. Eger F' : N — M déniisimi bir embedding ise F'(N) gorinti kiimesi

M manifoldunun regiiler alt manifoldudur.

Kanat. F dontigimii bir emdedding oldugundan immersiyon teoremi geregi p € N
noktasini igeren bir (U, = (z1,x2, - ,2,)) kart1 ve F(p) noktasim igeren bir
(Vo = (y1,y2, - ,yn)) kart1 vardir oyle ki z € F~(V) N U igin

Yo Fopx)= (r(z),re(x),....,rn(z), 0,..,0)

——

(m—n) tane
olur. Ancak bu F(N) kiimesinin regiiler alt manifold oldugunu sdylemek i¢in yeterli
degildir.
F(N) ktimesi tizerindeki alt uzay topolojisine gére N manifolduna homeomorfik

oldugundan herhangi bir U € N aqg i¢gin F'(U) kiimesi de F'(N) iizerindeki alt uzay
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topolojisine gore aciktir. Oyleyse F(U) = F (N)NV’ olacak sekilde M manifoldunda

bir V' acik kiimesi vardir.
VNV NEN)=VNFU)

olur. Burada

VAFU) ={qeFU) : Y|pw)(a) = (a0, - (), 0,..,0 }

(m—n) tane

olur. Boylece (V NV’ 4|pw)) kartt F((N) i¢in bir uyarlanmis kart olur. H

Teorem 2.3.20. N kiimesi M manifoldunun bir regiler alt manifoldu olsun. Bu
durumda
i: N - M
p —ilp)=p
icerme(inclusion) déniigimi embedding bir dontgimdir.
Kamit. N regiiler alt manifoldu tizerindeki alt uzay topolojisi

TN:{UQN: UETM}

seklindedir ve (V) alt kiimesi de bir alt uzay topolojisine sahiptir. Boylece ¢ : N —
i(N) dontigtimii bir homeomorfizmdir.

N kiimesi M manifoldunun regiiler alt manifoldu oldugundan her p € N nok-
tasmi igeren M manifoldunda &yle bir (U, ¢ = (1, -+ ,x,)) uyarlanmig kart1 vardir
oyleki

UNN=A{peU: ¢lunn(p) = (z1(p), -+ ,zn(p),0,---,0)}

olur.

N regiiler alt manifoldu i¢gin (U N N, ¢|luyny = (21, ,2,,0,---,0)) kart1 ve

M manifoldu i¢in (U, = (21, ,Tn, Tpi1, " ,Tm)) karti olmak iizere igerme
dontigimi
1N — M
(z1,+ ,2n) (21, 20,0, ,0)
seklindedir ve boylece ¢ dontigimiimiiniin bir immersiyon oldugu goriiliir. O

Literatiirde, embedding bir doniigtimiin goériintiisii embedded alt manifold olarak
adlandirilir. Bu teoremler geregi embedded alt manifold ve regiiler alt manifold

aslinda aym seylerdir.
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Teorem 2.3.21. N ve M boyutlar: siras: ile n ve m olan iki manifold ve F' : N — M
bir C'*° dontsim olmak tizere, S kumesi M manifoldunun s-boyutlu bir alt kimesi
olsun. F(N) C S olmak tuzere, S kiimesi M manifoldunun bir regiiler alt manifoldu
15€

F:N—>S
doniistima C* bir dondstumdiir.
Kamit. S kiimesi M manifoldunun regiiler alt manifoldu oldugundan F(p) =q € S

noktasini igeren M manifoldunda (V,9 = (1, -+, ym)) kart1 vardir 6yleki

VNS ={qeS|v(@ =), usq),0,---,0)}
olur. ¢ dontigiimiiniin V' N .S kiimesine kisitlanis;

vs: VNS — RS

x )_)(ylf"ayS)

seklindedir. Ayrica F' doniisimii C* oldugundan p € N noktasii iceren bir (U, ¢)
kart1 F(U) C V olacak sekilde segilebilir. Burada U C N i¢in F(U) C F(N) dir
ve F(U) C F(N) C S oldugundan ve F(U) C V alindigindan F(U) C V NS elde
edilir. Ayrica F fonksiyonu C'*° oldugundan

’(pOFOSO_l([L') = (yla'" 73/5707"' 70)
dontigiimit C*° dur. O halde t € p(U) igin
¢SOFO¢*1:¢(U) — RS
t o= (Y, Ys)

déniisiimii C™ olur. Sonug olarak F' doniisiimii C*° bir déniigiimdiir. m

Ornek 2.3.22.
F:GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)
(A,B) — AB
ile tanimly F donigimi C™ bir dontgimdir. (Qlnki (AB); = Y, @by, seklindedir

ve ik, byj koordinatlary C* fonksiyonlardur.) O halde

F:SL(n,R) x SL(n,R) — SL(n,R)
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dontisumi de C°° bir dontstimdir;
SL(n,R) x SL(n,R) kiimesi GL(n,R) x GL(n,R) manifoldunun bir regiler alt

manifoldudur ve bu nedenle
i:SL(n,R) x SL(n,R) — GL(n,R) x GL(n,R)
icerme donigimid C* bir donisimdir. (Teorem 1.35)

GL(n,R) x GL(n,R) E GL(n,R)
+i A Foi
SL(n,R) x SL(n,R)
F o1 déniisimiine gore (F o4)(SL(n,R) x SL(n,R)) = SL(n,R) dir ve SL(n,R)
kiimesi GL(n,R) manifoldunun bir regiler alt manifoldu oldugundan F = Foi

doniistima bir C* dondsimdiir.

2.4 Vektor Alanlari

Tamim 2.4.1. U C R" dzerinde U aciguman her p € U noktasina bir X, € T,U
tanjant vektoru karsilik getiren
X: U—=T,U=T,R"
p— X, € T,R"

donustimune bir vektor alany denir.

Her p € R™ noktasi icin U kiimesi bu noktay1 iceren bir agik olmak tizere, U

tizerinde tanmimh a; : U — R fonksiyonlar icin, 7,R™ uzay1 a(z- tabanina sahip
“lp

oldugundan X vektor alaninin p noktasindaki degeri (X, tanjant vektorii)

0
Xp = Zaz(p) oL

p

olarak ifade edilir.
Eger U iizerinde taniml a; fonksiyonlar1 C* fonksiyonlar ise X vektor alanina

U aggi tizerinde C'* bir vektor alamidir denir.

Ornek 2.4.2. R? — {(0,0)} tzerinde, p = (z,y) noktasy i¢in
0

R A )
/x2+y28x /x2+y28y

X
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bir vektor alanidar.

p=1(0,1) icin X = -2
p=1(0,-1)icin Xp_1) = a%
p=(=1,0)icin X 19 = —5
p=(1,0)i¢in  Xuo = Z
p=(F ) iein X0 oy = —55+J55;

Sekil 2.16. R? iizerinde C™ bir vektér alani

U aggr lizerindeki tiim C*° vektor alanlarmin kiimesi X (U) ile gosterilir. Bu

kiime R cismi tizerinde bir vektor uzayidir.
C*U)x X(U) — X(U)
(f; Xp) = (JX)() = [(0)X,

olarak tanimlanan doniisiim ile X (U) kiimesi C*°(U) halkas: iizerinde bir modiil
yapisina sahiptir.

U C R™ agig1 lizerinde X bir vektor alani ve f: U — R, C'™ fonksiyonu igin

X: C®(U) — C>=(U)
f - X[f]: U—=R

dontigiimii tanimlansin.

0
X vektor alam X = Zai BT olarak ifade edildiginden herhangi bir p € U
noktasi i¢in
0
X[f1(p) = X,[f1 D aip) 5
tip
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olarak yazilabilir. Ayrica
X :C0®U) — C>®(U), f — X|[f]

dontigiimi R- lineer bir doniigimdyiir.
X vektor alani

X[fg] = X[flg + fXlg]

Leibniz kuralini saglar. Gercekten herhangi bir p € U igin

X[fol(p) = Y ailp) %2

olur.

Tanim 2.4.3. Bir M manifoldu tizerinde her noktaya bir tanjant vektori karsilik
getiren,
X: C®°M) — C>®(M)
f - X[f]l: M->R
P (XID®) = X, [f]
bu donisume M manifoldu tuizerindeki vektor alami denir. Eger X , M ma-
nifoldu tzerinde bir vektor alani ise herhangi bir p € M noktast i¢in X, € T,M

olur.

Bir M manifoldu tizerindeki tiim vektor alanlarmin kiimesi x(M) ile gosterilir.
Her p € M noktas1 i¢in bu kiime tizerindeki toplama iglemi ve C*° bir f : M — R

fonksiyonu ile carpimi su sekilde tanimlidir:

(X +Y)(p) == Xp,+Y,

(X)) = f)Xp
X (M) vektor alanlarinin kiimesi C'* halkas: iizerinde bir modiil yapisina sahiptir.
X, M manifoldu tizerinde bir vektor alani olsun. Herhangi bir p € M noktasi
i¢in, bu noktayi igeren bir (U, ) = (U, (z1,- -+ ,x,)) koordinat kartinda X vektor

alaninin p noktasindaki degeri

Xp = Zai(p) 0

al’i P

seklinde ifade edilebilir. Burada a; : U — R, C* fonksiyonlardir.
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Onerme 2.4.4. M manifoldu tzerindeki X wvektor alaninin C* olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M tzerindeki tim f € C°(M) fonksiyonlar: i¢in X |[f] fonksiyonunun

M Jdizerinde C* olmasidar.

Kanat. X vektor alam M iizerinde C'*° olsun. O halde p € M olmak tizere bu noktay1

0
ox; »

iceren (U, p) kart1 i¢in a; € C°(U) doniisiimleri vardir dyleki X, = > a;(p)
olur. f € C*(M) iken X,[f] = [X f], oldugundan
of

33:1- p

Xplfl =[Xfl, = Zai(p)

elde edilir. Sonug olarak X|f] fonksiyonu M iizerinde C*° bir doniigiimdiir.
Tersine herhangi bir f € C*°(M) fonksiyonu i¢in X[f], M tizerinde C'* olsun.
Herhangi bir p € M noktasini igeren bir (U, = (z1, 22, -+ ,x,)) koordinat kart:

icin

0
Xp - ZaZ(p) ax
tlip

olsun. Bu durumda X vektor alaninin C*° oldugunu gostermek icin a; : U — R
fonksiyonlarinin C'* olduklarini géstermek gereklidir. Herhangi bir p € U noktasi
icin x; : U — R koordinat fonksiyonlar1 bu noktayi iceren en az bir V' komgulugunda

her ¢ € V i¢in

olacak gekilde z; : M — R genisgletilebilir [?]. Boylece
X(@) = (Yagk) @)
= (Sai) @)
ve p € U keyfi bir nokta oldugundan a; dontigtimleri C'*° olur. Sonug olarak X =

(Z ai%) vektor alan1 M manifoldu tizerinde C'*° bir vektor alanidir. O

Tamm 2.4.5 (Integral Egrisi). X , M manifoldu tizerinde C™ bir vektér alans ve
p € M herhangi bir nokta olmak tizere, X vektér alaninan bu noktayr iceren (—e¢, €)

araligr uzerinde taniyml integral egrisi
c:(—€e) - M
t —c(t)

c(0) = p ve ¢(t) = Xy seklindedir.
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Ornek 2.4.6. R? iizerinde Xy = (—y,x) vektor alana olsun. Bu vektor alan
tzerindeki baslangigc noktast p = (1,0) olan integral egrisi c(t) = (z(t), y(t)),

c(0) = (1,0) wve ¢(t) = X sartlar saglanacak sekilde olmalidar.
O halde ¢ (t) = (2'(t),y'(t)) = (—y(t), x(t)) sisteminin ¢ozimi ele alindiginda

x = Acost + Bsint

y = —2' = Asint — Bcost

elde edilir. Baglangi¢ kosulu geregi A = 1 ve B = 0 olur. Bu durumda c(t) =
(cost, sint) bulunur. Yani X wvektor alany tzerindeki baslangi¢ noktasi p = (1,0)

olan integral egrisi c(t) = (cost, sint) seklindedir.

2.5 Lie Braket

U C M bir agk olmak tizere, X ve Y bu acgik iizerinde C* vektor alanlar:
olsunlar. f € C°(U) i¢in Onerme 2.46 geregi Y[ f] de U iizerinde C™ vektor alamdr.

O halde
X :C®(U) = C=(U)

Y - Co(U) — C=(U)

dontigtimleri R-lineer doniigiimler oldugundan

XY : C=(U) — C=(U)
[ XY[f] = X[Yf]

seklinde tanimli dontisiim R-lineer, C'*° bir dontigiim olur. Ancak XY doniigiimii Le-

ibniz kuralin1 saglamaz. Gergekten her f,g € C*(U) i¢in,

Y(fg] = X[Y(fg)] (Y bir vektér alani oldugundan)
= X[(Yflg+f(Yg)
= X[(Yf)gl+ X[f(Yg)] (X bir vektor alan1 oldugundan)
= (XY [)g+ Y[ X+ X[f[Yg]+ f(XYy)

olur. Leibniz kogulunun saglanmasi i¢in Y f[Xg| ve X f[Yg] terimlerinin olmamasi
gerekir. O halde (XY — Y X)[fg] dontigtimii Leibniz kogulunu saglayan U aqg {ize-
rinde C'* bir doniisiim olacagindan bir derivasyondur ve béylece (XY — Y X) bir

vektor alani olur.
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X veY,U C M agik kiimesi tizerinde tamimli C* vektor alanlari, p € U noktast

ve f € C*(U) olmak iizere ;
(X Y]pf = (XY =Y, X) f

seklinde tanimli doniigtime Lie Braket denir ve [ X, Y] braketi M manifoldu tizerinde

bir vektor alanidir.

Onerme 2.5.1. M manifoldu tizerinde X ve Y birer C* vektor alanlary olsunlar.

Bu durumda [X,Y] braketi M dzerinde C™ bir vektor alanidur.

Kanat. Onerme 2.46 geregi [X,Y] vektor alanmm M manifoldu iizerinde C* ol-
mast i¢in gerek ve yeter kogul f € C°°(M) olmak tizere [X,Y]f doniigimiiniin C'*>°
olmasidir. f € C*°(M) i¢in

(X, Y]f = (XY =Y X)[f]

olur. Burada Y'[f] ve X[f] C* doniigiimler oldugundan X (Y[f]) ve Y (X|[f]) doniigiimleri
de C*° déniigiimlerdir ve dolayisiyla X (Y'[f]) — Y/(X[f]) C* bir doniigiim olur. O
halde [X,Y]f doniigiimii C* oldugundan [X, Y] Lie Braket de C* olur. O

M manifoldu tizerinde C* vektor alanlar1 X ve Y olmak tizere, f € C*°(M) igin

X Y]f = (XY =Y X)[/]
= (-YX +XY)[f]
= —(YX = XY)[/]
=~V XIf

olur. Yani [X,Y] = —[Y, X] esitligi saglanir.

Ayrica M manifoldu iizerinde C* vektor alanlar1 XY ve Z olmak {tizere

XY 2+ Y [2, X+ [2,[X, Y] = 0
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olur. Gergekten;

X, [V, 2]+ Y, [Z. X]|+ [Z,[X,Y]] = [X.YZ-2Y]+]Y,ZX — X7]

+[Z, XY - YX]

= X(YZ-2Y)-(YZ-2Y)X
‘Y (ZX - XZ)— (ZX - X2)Y
+Z(XY —YX)— (XY —-YX)Z

= XYZ-XZY -YZX +2YX
‘YZX -YXZ - ZXY + XZY
+ZXY —ZYX -~ XYZ+YXZ

= 0

X, Y ve Z,M manifoldu tizerinde C'*° vektor alanlar1 ve a,b € R olmak tizere;

[aX +bY,Z] = (aX +bY)Z - Z(aX +bY)
= aXZ+bYZ —ZaX — Zby
= aXZ—aZX +bYZ -bZY
= a(XZ-ZX)+bYZ-2Y)
= alX,Z]+0b]Y, 7]

bilineer olma o0zelligi de saglanir.

2.6 Ilintili Vektér Alanlar:

Tanim 2.6.1. F': N — M bir C*° dondsim olsun. N manifoldu tizerindeki vektor

alany X ve M manifoldu tizerindeki vektor alana X olmak tizere her p € N i¢in

oluyorsa bu iki vektor alamina F-ilintili denir.

Onerme 2.6.2. F : N — M bir C*° dontisum olmak tzere, N manifoldu tizerindeki
X wvektor alany ile M manifoldu tizerindeki X vektor alaninin F-ilintili olmast icin

gerek ve yeter kosul her g € C°(M) ig¢in
X(goF)=XgoF

olmasaidar.
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Kamit. X ve X vektor alanlar1 F-ilintili olsunlar. Herhangi bir p € N noktasi ve

g € C*(M) fonksiyonu i¢in,
Fop(Xp)g = XF(p)g
Xy(goF) = (Xg)F(p)
olur. O halde p € N herhangi bir nokta oldugundan
X(goF)=(Xg)F
elde edilir. n
Onerme 2.6.3. F : N — M bir C> déndistim olsun. N manifoldu izerindeki C*
vektor alanlar X ve' Y, M manifoldu tizerindeki C™ vektor alanlars X ve Y olmak
tzere; X vektor alam ile X vektor alany F-ilintili ve Y vektor alana ile Y wvektor
alany F-ilintili ise [ X,Y] vektor alans ile [X,Y] vektor alany F-ilintili olur.
Kamit. Herhangi bir g € C*°(M) i¢in
(X, Y](go F) = (XY —YX)(go F) (Lie Braket tanimindan)
= XY(goF)—YX(goF) (YileY ve X ile X F-ilintili)
= X(YgoF)—Y(XgoF) (Onerme 2.48den)
(XYg)o F — (YXg)oF (Onerme 2.48den)
= (XY —=YX)g)oF
([X.Y]g)o F

elde edilir. O halde Onerme 2.6.2 geregi [X, Y] vektor alani ile [X, Y] vektor alam
F-ilintili olur. [
2.7 Matris Ustel Doniisiim(Eksponensiyel)

X herhangi bir n x n tipinde reel girdili bir matris olmak iizere reel sayilardakine

benzer sekilde eX tanimlanabilir;
1 1 1
Y=L+ X+ X+ X+ =X+
2! 3! n!

(Burada I,, ile n x n lik birim matris belirtilmektedir.) Bu sonsuz toplamdaki herbir

1/2
x| = (z )
1,5
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normu ile R”” normlu uzayinin bir elemani olarak ele alindiginda, R™ deki bu serinin
herbir bilegseni yakinsak ise bu seri yakinsak olur. Boylece elemanlar1 matrisler olan
bu sonsuz toplamin yakisakligi anlaml hale gelir. e* ifadesindeki herhangi bir ij
girdisi

1 1
(eX)z'j = 0ij + Xij + 21 (XZ)ij_'—g (Xg)ij +oo Tt E(Xn>+

olur.

A ve B herhangi iki n x n tipinde reel girdili matris olmak tizere genellikle

etel £ AP olur.
. 1 -1 -2 0
Ornegin A = ve B = alinirsa
0 2 1 1
A B e 1/e 1/e* 1 TH 146
e“e” = =
1 e? e e S+ed 146
olur. Diger taraftan
11
€A+B — e e
e €

oldugundan genel olarak e?e? # A5 dir. Ancak AB = BA ise e’'e® = 78 esitligi

saglanir.

Onerme 2.7.1. X reel girdili n x n tipinde bir matris ise f(t) = X dontsiminin

turevi asaqudaki gibidir:

d
aetx = Xe'¥
Kanat.
%(etX) = %(I+tx+%(tX)2+%(tX)3+...)

= (X4 320X+ 332X +--)
= X(I+tX+ (X)) + L(tX)P+--)
= XX

X = [z;5] € R™*" herhangi bir matris ise bu matrisin izi

n
i=1

ile tanimhdar.
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Yardimci Teorem 2.7.2. Herhangi A, B ve X € R™"™ ve olmak tzere,

e i2(AB) =iz(BA) olur.

e Herhangi bir C € GL(n,R) i¢in iz(X) = iz(CXC™Y) olur.

Teorem 2.7.3. X herhangi bir kompleks girdili matris olsun. Bu durumda AX A~}
ust uggensel bir matris olacak sekilde detA # 0 bir A € C™™ vardar.

ATIF VER

Onerme 2.7.4. Reel yada kompleks girdili herhangi bir matrisin izi, kompleks ozdegerlerinin

toplamina esittir.

Kanat. X matrisi \1, Ao, -+, A\, kompleks ozdegerlerine sahip olsun. Bu durumda

en az bir A € GL(n,R) matrisi vardir dyle ki detA # 0 igin

)\1 *
AXA™ =
0 An
olur. O halde yardima teorem 2.7.2 geregi iz(X) = iz(AX A1) = >\, dir. O

Onerme 2.7.5. X reel girdili n X n tipinde bir matris olmak tzere,
det(eX) = X
olur.

Kanat. 1.Durum : X matrisi tist tiggensel bir matris ise

/\1 x

ve
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X = I+ X+5X2+ X3+ +LX" 4.

)\1 * )\1 *
= I+ + 5 +
14+ X + 523 + *
0 L+ A+ A2 4+
[ eM *

0 et

olur. Buradan
deteX = eMer2...eMn
E_ eizX
elde edilir.
2.Durum : X herhangi bir matris olmak tizere o6zdegerleri Ay, Ag,--- , A, olsun.

Bu durumda en az bir A € GL(n,R) matrisi vardir 6yleki detA # 0 igin

)\1 *
AXAT =

olur. Ayrica
AT = T+ AXAT 4+ L(AXAT)? 4 H(AXAT) 4
= I+ AXA7 4+ JAXATTAX AT + JAXATTAXATTAX A 4+
= AAT'HAXA T+ ASXPAT A5 XPAT 4
= AeXA™!
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elde edilir. Bu durumda
deteX = det(AeXA™') (Yardimcr teorem (i) sikki geregi)
= det(e™47) (AeX A~ = A4 oldugundan
= #AXATH  (AX A st dicgelsel bir matris oldugundan 1.durum geregi )
izX

= e (Yardimer teorem (ii) sikk: geregi)
bulunur. O]
dete® = €*X bilgisini kullanarak e matris eksponensiyelin determinantinin her

zaman sifirdan farkli oldugu goriiliir. Bu bilgiye dayanarak GL(n,R) manifoldunda

bir ¢ egrisi tanimlanabilir;
c(t) =e* R — GL(n,R)

Syleki ¢(0) = "X =€ = I ve (0) = Le™¥| _ = Xe™¥|_ = X olur.

Determinant Doniisiimiiniin Birimdeki Tanjant uzay1
det : GL(n,R) — R determinant doniistimii olmak iizere bu doniigiimiin birimdeki

tanjant uzayi

det*J : T[GL('I?,, R) — TlR

seklindedir. Ayrica T;GL(n,R) =2 R™" ve T1R = R oldugundan
det*J :R™™ 5 R

olur.
Onerme 2.7.6. Herhangi bir X € R™™ matrist i¢in det, ;1 X = 12X olur.

Kanit. X € R™" icin
c(t) =e* R — GL(n,R)

egrisi vardir dyle ki ¢(0) = I ve ¢/(0) = X olur. Bu durumda

det.(X) = %det(etx) |t:0

. d tizX‘
= @w® t=0

o tizX ’
= zXe -0
= zX

elde edilir. O
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3 LIE GRUP

3.1 Lie Grup

Tanim 3.1.1. G manifoldu, tizerindeki

n: GxG—G
(a,b) — u(a,b) =a.b
1 G—=G

avi(a) =a?

C* dondisumleri ile bir grup yapisina sahip ise G bir Lie Gruptur denir.
Ornek 3.1.2.
GL(n,R) = {A € R"™" | detA # 0}
Genel lineer grubu, R™™™ manifoldunun acik alt kiimesi olup bir manifoldtur.
p: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)
(A, B) = (AB)ij = iy @i
bilinen matris carpimi ve
i: GL(n,R) — GL(n,R)

—1 _ _1 AEK
A A7 = 25 A

bilinen matris tersi alma islemleri C* déntsimlerdir ve GL(n,R) manifoldu bu

dondigimler ile bir grup yapisina sahiptir. Bu da GL(n,R) manifoldunun bir Lie

Grup oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.3. SL(n,R) = {A € GL(n,R) | detA = 1} kiimesi GL(n,R) grubunun

bir alt grubudur. Ayna zamanda Ornek 2.3.8 geredi GL(n, R) manifoldunun (n®—1)-

boyutlu regiler alt manifoldudur. O halde Teorem 2.3.21 wve Ornek 2.3.22 gereqi

carpim donusumai,
f:SL(n,R)x SL(n,R) — SL(n,R)

C bir dontsumdir.
Ayrica i : SL(n,R) — GL(n,R), C* i¢erme(inclusion) dénisimi ve
1: GL(n,R) — GL(n,R), C™ ters igslem déonisimi olmak tizere

i=1014:SL(n,R) — GL(n,R)
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bileske dontsumi yine Teorem 2.3.21 gereqi C° bir dontsumdir. Sonu¢ olarak
SL(n,R) manifoldu izerindeki bu C* islemler ile bir grup yapisina sahiptir. SL(n, R)

bir Lie grubudur.

Ornek 3.1.4. Sabit rank teoremine gire O(n) Ortagonal grubu, GL(n,R) manifol-
dunun regiler alt manifoldudur. Ancak bu teorem O(n) grubunun boyutunu séylemek

wein yeterli degildir. Bu nedenle reguler seviye teoremi kullanilsin:

F:GL(n,R) — GL(n,R)
A — AT A

dondisiimii goz oniine almdiginda F~1(I) = O(n) olur. AT A simetrik bir matris
oldugundan F(A) C S, olur. Yani F(A), n x n lik reel girdili simetrik matrislerin

bir alt kiimesidir ve boyS,, = @dz’r. O halde

F:GL(n,R) — S,
A — ATA

dontisumiu ele alinsin. Reguler seviye kimesi teoreminin kullamilabilmesi icin bu

dontusumaun orten oldugunu gormek gerekir. F dontusumunin orten olmasi i¢in
F*7A : TAGL<H7R) — TATASn = Sn

dontisumi orten olmalidur.

GL(n,R) kiimesi R™™ manifoldunun agik bir alt kimesi oldugundan herhangi bir
A € GL(n,R) noktasinda T4GL(n,R) = R™™ olur. Bu durumda F, a donisiminin
arten olmasu igin gerek ve yeter kosul herhangi bir B € S,, i¢in Fi. A(X) = B olacak
sekilde bir X € R™™ matrisinin bulunmasidar.

X € R™™ herhangi bir matris olmak tzere ¢ : (—€,€) — GL(n,R) ve ¢(0) =
A, d(0) = X kosulunu saglayan bir integral egrisi vardar. Oyleyse

Foa(X) = GF(ct))]=o

= gc®)Te(t)]i=o
= (<()7c(t) + c(t)" (1)) l=o
= XTA+ATX

bulunur. Dikkat edilirse (XTA)T = ATX olup, 2ATX = B dir. O halde X =

%(AT)_lB oyle ki X € R™"™ bulunur. Sonug olarak F 4 dontisimi orten oldugundan
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F dondisiimii ortendir dolayisiyla F~' vardir ve F~Y(I) = O(n) dir. Regiiler seviye

2 n’4+n _ n2-n

kiimesi teoreminden boyO(n) = boyGL(n,R) — boyS, = n® — "5 = =" olan

GL(n,R) manifoldunun bir regiiler alt manifoldudur.

3.2 Lie Alt Gruplar

Tanim 3.2.1. G bir Lie grup olmak tzere;
o H kiimesi G grubunun cebirsel bir alt grubu,
o i: H— i(H) doniigimi ile H C G kiimesi bir immersed alt manifold,

e G Lie grubu tzerindeki u: G x G — G, u(a,b) =ab vei: G — G, i(a) =a™!

donustimlerinin kistlanmasy olan
g:HxH—H, (a,b)— ab

ve

i:H—H, a—a!
dontgimlert immersed alt manifoldun topolojisine gore C* donisumler
ise H kiimesine G Lie grubunun bir Lie alt grubu denir.

Onerme 3.2.2. G bir Lie grup olmak tzere, G Lie grubunun H cebirsel alt grubu

bir regiiler alt manifold ise H grubu G Lie grubunun bir Lie alt grubudur.

Kanat. H kiimesi G Lie grubunun cebirsel bir alt grubu ve G manifoldunun bir

regiiler alt manifoldu olsun. H bir regiiler alt manifold oldugundan Teorem() geregi
1 H— G

icerme doniigiimii embedding bir doniigiimdiir. O halde Teorem() geregi H bir im-
mersed alt manifoldtur. Bu durumda H iizerindeki grup olma iglemlerinin C*°
oldugunu gormek H grubunun bir Lie alt grup oldugunu soylemek igin yeterli ola-

caktir. G bir Lie grup oldugundan

p:GxG— G, u(a,b) =ab

47



dontigiimi C'*° bir doniisimdiir. Dolayisiyla
,U|H HxH-—>G

kisitlanmig dontigimii de C* bir doniigim olur. H, G grubunun cebirsel bir alt
grubu oldugundan uly : H x H — H olur. Ayrica H bir regiiler alt manifold
oldugundan fi|g : H x H — H doniigimi C* bir dontigiimdiir. Benzer gekilde
ters iglem doniigtimiiniin de C'* oldugu gortiliir. Dolayisiyla H tizerindeki grup olma
igslemleri C'*° doniigtimlerdir. Sonug olarak H, G Lie grubunun bir Lie alt grubudur.

]

Ornek 3.2.3. SL(n,R) ve O(n) gruplars GL(n,R) grubunun alt gruplar olup ayna
zamanda regiiler alt manifoldlaridir. O halde Onerme 3.8 geredi SL(n,R) ve O(n)

birer Lie alt gruptur.

3.3 Bir Lie Grubunun Birimdeki Tanjant Uzay1

G bir Lie grup olsun. Herhangi bir ¢ € G i¢in soldan ve sagdan ¢arpma doniigiimleri;

ly: G—=G
x> Ly() =gz
rg: G—=G
r = ry(x) =129
olarak tanimhdir.
¢, ve r, dontisiimleri genelde birer grup homomorfizmasi degillerdir. Ancak /¢, ve
ry doniistimleri diffeomorfizmlerdir ve £, nin tersi f;l ve 74 nin tersi rg_l dir.

e € GG birim elemani igin;

ly(e)=ge=g
dir.
()yleyse
(ly)we : T.G = T,G
doniigimi bir vektor uzayi izomorfizmasidir. Eger T.G vektor uzayinin yapisi belir-
lenirse ({y). . doniiglimii de bir izomorfizma oldugundan 7,G uzayimnn yapist belir-

lenmig olur.
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Aslinda T.G uzay1 bir Lie Cebri yapisina sahiptir. Bu boliimde bazi temel Lie

gruplarinin Lie cebirleri incelenecektir.

Ornek 3.3.1. SL(n,R) := {A € GL(n,R) | detA = 1} Lie grubunun birimdeki
tanjant uzays:

M bir manifold ve p € M herhangi bir nokta olmak tzere;
c:(—€€) > M
ve c(0) = p, ¢(0) = X, olacak sekilde C™ bir egri vardir. Buradan

c:(—€e€) — SL(n,R)
t — ct)

ve ¢(0) = I ve ¢(0) = A seklinde tanuml bir ¢ egrisinin var oldugu séylenir.

(—€,€) < SL(n,R) det R
t — c(t) — detc(t) =1
Burada c(t) € SL(n,R) oldugundan det(c(t)) =1 dir. O halde % (detc(t)) |i—o =

0 der.

T0<—€, 6) Cs.,0 TC(Q)SL(TL, R) d@t*’oTlR
— -
oo ™ G0l detur (e (i)

olur. Boylece;

0 = < (det(c(t))]_)
= (detoc(t)),o(%]_,)

= det.s (coo () ,2o))
= det*,[ (CI<O>>

= d€t*7] (A)
= iz(A)
Uyar1 3.3.2. Burada det, 1 X = iz(X) dzelligi kullanidmastor.

Béylece SL(n,R) grubunun birimdeki tanjant uzay;
T;SL(n,R) :={A € GL(n,R) | iz(A) =0}
yani izi sifer olan matrislerin kimesidir. SL(n,R) kimesinin birimdeki tanjant uzay

boyutu boy(TrSL(n,R)) =n? — 1 bulunur.
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Ornek 3.3.3 (Ortogonal grup). O(n) := {A € R™" | ATA = I} ortagonal grubu-

nun birimdeki tanjant uzay: O(n) dzerindeki integral egrisi;
c:(—€,¢) — O(n)
t —c(t)

c(0) =1 ve ¢(0) = X olmak izere,

T()(—E, E) (3*_7>0TC(0)SL(H, R) det*’oR
%|t:0 — C*,o%h:o — det*,f (0*70 (%|t:0))

Burada dikkat edilirse c(t) € O(n) oldugundan c¢(t)"c(t) = I vardwr. Oyleyse;

0= (c(t)Tc(t))/ li=0
= (C(t)T), c(t)i=o0 + ()¢ (t)]i=0
= (e(®)) e(t)]=o + ()¢ (t)] =0

= XTI+ XI
olup buradan
XTI+ XI=0
esitligi kullamilarak
X'+X=0
ve sonu¢ olarak
X =-Xx"

bulunur.

Oyleyse O(n) grubunun tanjant uzay:

Ti0(n) = {A e R™™ | A= A"}

olarak bulunur. Bu kime ayni zamanda bir vektor uzayidir ve boyutu da ”22_ ™ dir.

3.4 Bir Lie Grubunun Sol-invaryant Vektor Alani

G bir Lie grup ve X de G tizerinde bir vektor alani olsun. Herhangi bir g € G

icin
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by G —G
h +——Ll,(h) = gh

sol carpim dontigiimii diffeomorfizm oldugundan

(gg)*,h : ThG — TghG
Xn > (fg)en(X)
dontigiimii yazilabilir.

Eger her g € G ve herhangi bir h € G igin
(Lg)wn(X) = Xgn

esitligi saglaniyorsa G tlizerindeki X vektor alanina sol-invaryant vektor alani denir.
Her X, € T.G tanjant vektori icin G tizerinde bir vektor alami su sekilde

tanimhidir:

ly G —G
e —le)=ge=g

sol carpim doniigiimii igin

(ly)ve T.G— T,G
Xe — (69)*76()(6)

olup buradan X vektor alani

X :G— TG
gr— Xgi=(ly)se(Xe)
seklinde tanimlidir. Ayrica bu vektor alani sol-invaryanttir:
(£g>*,e(Xh) = (gg)*,e ((gh)*,e(Xe))
= (gg th)*76 Xe
= (Egh)*,e Xe

Ornek 3.4.1 (R tizerinde sol-invaryant vektor alani). R Lie grubu tzerindeki islem

(4+) olup bu isleme gore birim elemana sufurdar. Oyleyse R idizerindeki sol ¢arpum;
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g :R —R
r — () =g+
seklinde tanimlidar.

x =0 birim elemana i¢in;

(£g>*,0 TR — Tg]R

a
dz | x=0

d

— (g)w0 (35 |,—0)

Burada ({y).0 (2 ) € T,R ve T,R wzaywmn taban elamane

75 |o—o oldugundan bu

x|
d.’L‘ =g

eleman taban elamanimin skaler bir katr olarak yazilir:

d d
<£g)*’0 (% a::O) —d %

Eger a = 1 oldugu gdsterilirse donisim ({y). (

=g

d >:i

ko iz | 2=g bu yapist ile

sol-invaryant vektor alant yapisina sahip olacaktir. Bu esitlige gore her iki tarafa da

birim donisim uygulansin. Bu durumda

a % :v:gx = (gg)*p (% x:O)x
a = o (xoly))

% o) = i’z:g elde edilmis olur. Bu da % nin R tizerinde

bulunur. Boylece (Ly).0 ( dz

bir sol-invaryant vektor alany oldugunu soyler.

Ornek 3.4.2 (GL(n, R) Lie grubunun sol-invaryant vektor alanlar1). GL(n,R) €
R™™ Edmesinin agik alt kimesi oldugundan herhangi bir g € GL(n,R) noktasinda
T,GL(n,R) = T,R™™ dir. Oyleyse sol carpim dontisimi

¢, :GL(n,R) — GL(n,R)
I —Ig=g

seklindir ve bu donustimin tanjant uzay

(ly)es :TGL(n,R) — T,GL(n,R)
B+ (fy).1(B)
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ile tansmbidar. Ayrica burada ({,)« 1B = §g olarak tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan
B vektir alam sol-itnvaryanttur:

Ayrica B(I) = (Uy)w1(B) = B dir. Tim bunlar kullarak;

() n(Br) =

Onerme 3.4.3. X ve Y bir G lie grup uzerinde sol-invaryant vektor alanlar: olsun-

lar. Bu durumda [X,Y] vektor alam da G zerinde bir sol-invaryant vektor alanidar.

4 LIE CEBRI

4.1 Lie Cebri

G bir Lie grup olsun. L(G) ile G Lie grubu iizerindeki sol-invaryant vektor alan-
larinin uzay1 gosterilsin. Herhangi iki sol-invaryant vektor alaninin braketi de sol-
invaryant vektor alani oldugundan L(G) uzayi, G iizerindeki tiim C'*° vektor alan-
larinin kiimesi olan x(G) Lie cebrinin bir alt cebridir.

e € GG grubunun birim elemani olmak iizere T, G tanjant uzay1 vektor uzayi olarak
L(G) uzayma izomorftur.

Herhangi bir A € T,G i¢in A vektor alant her g € G i¢in su sekilde tanimhdir:

O halde A, B € T,G vektorlerinin braketleri ise
[A, B] := [A, B,
olarak tanimlidir.

Onerme 4.1.1. A, B € T,G vektorlerine karsilik A ve B sol-invaryant vektor alan-

lart olsunlar. Bu durumda

[A,B] = [A, B

esitligi saglanar.
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Kanit. [A, B] := [ﬁ, E]e seklinde tanimhidir. Ayrica A = (ly)se(A) ve B = ({y)sc(B)

oldugundan

([A, B]7), = (ly)+e([A, B])
= [Avv E]g
elde edilir. Burada g € G herhangi bir eleman oldugundan
[A,B] = [4, B]”

esitligi saglanir.

4.2 gl(n,R) tizerindeki Lie Braket
0
) ve B = E bij%ij ) € T;GL(n,R) olsunlar.

Onerme 4.2.1. A = Z a”'ai
ill'l'j

Eger

A 0
[A,B] = [A, B]] = Zcij%

I
1se bu durumda

Cij = E aikbkj - bz’kakj

seklindedir. Yani
[A,B] = AB — BA

olur.

Kanat.

o B
ABL =Y ey
[7]] Cljal'ijl

esitliginin her iki tarafina da x;; : Gl(n,R) — R fonksiyonlar1 girilsin. Bu durumda

= [A, Bli(x)

AB - BA) (xy)
AB(a;) — BA(wy))
Aﬁ(:plj))l - (Eg(ﬁz‘j))
= AB(zy;) — BrA(zy)

= AB(zi;) — BA(xy)

Cij

I
N NN

1

o4



elde edilir. Simdi AB(z;;) ifadesini bulabilmek i¢in

Uyar1 4.2.2. B, = ({,)..1(B) seklinde tanimls olsun.
Herhangi bir X € T;GL(n,R) igin
c:(—€¢€) — GL(n,R)
t — c(t)

c(0) = I ve ¢(0) = X olacak gekilde bir egri vardir.
Bu durumda herhangi bir g € GL(n,R) igin;

(o)1 (X) = F|_y (lge(®))
= Flizo (9¢(®)
= 9c(0)

elde edilir. Buradan ég = ({y)..1(B) = ¢gB bulunur.
Yani Eg = gB = Z(gB)ij %g

esitligin her iki tarafina da x;; uygulayalim:

dir. B(z;;) ifadesini bulabilmek icin bu

By(zij) = (9B)i

= Zgikbkj
k

= Zbijik(g>
k

g herhangi bir eleman oldugundan

E(x”) = Zbkjicik
%

) (%)

elde edilir. Sonug olarak;

AB(zy) = (Zapqa%

oa Pq
= Zaqukjéipékq
p,q,k
= Zaikzbkzj
k
= (AB);

Benzer yolla Bg(xij) = (BA);; bulunur ve bdylece
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Cij = Z aikbkj — bikakj = (AB — BA)U

elde edilir.
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