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Doktora tezi olarak hazirlanan bu calisma dort bolimden olusmaktadir. Giris olarak
verilen birinci bolimde, Ricci solitonlarla ilgili literatiir bilgisi ve tezin genel icerigi hakkinda
kisa bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde ise, tezin anlagilabilir olmasi igin yari-Riemann
manifoldlar, altmanifoldlar ve yari(semi)-Riemann manifoldlarin lightlike altmanifoldlar ile
ilgili temel kavramlar verildi. Ugiincii boliimde, ilk olarak bir yari-Riemann manifoldun
lightlike hiperyiizeyi iizerinde Ricci solitonlar, Rigged metrik yardimiyla incelendi ve bu
boliimde potansiyel vektor alani concurrent vektor alanit ve concircular vektor alani olarak
alinarak, lightlike hiperyiizeyler iizerinde Ricci solitonlarin var olmasi icin gerekli ve yeterli
kosullar ile karekterizasyon teoremler verildi. Son boliim olan dordiincii boliimde ise lightlike
altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar en genel haliyle c¢alisildi. Bu boliimde ilk 6nce ek
boyutu iki olan half lightlike ve coisotropic altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar ¢alisildi
ve potansiyel vektor alanlari 6zel vektor alanlari olarak alarak karekterizasyonlar verildi.
Bu son boliimde en son olarak r—Ilightlike altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar incelendi
ve potansiyel vektor alanlarinin 6zel vektor alanlari (concurrent, concircular, v.s.) olmasi
durumunda karekterizasyonlar verildi.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride Riemann manifoldlar ve altmanifoldlar1 bir cok modellemede,
uygulamada oldukga elverigli yapilardan birisidir. Riemann manifoldlar incelenirken, uzayi
karakterize eden Onemli araclardan birisi Riemann manifoldun kesit egriligidir. Bir (M ) f])
Riemann manifoldu sabit kesit egriligi ¢ ye sahip ise M ye bir uzay form denir ve M (c) ile
gosterilir. Bir n-boyutlu Riemann manifoldunda ¢ = 0 oldugunda Riemann manifoldu n-boyutlu
Oklid uzay1r R" e, ¢ > 0 oldugunda Oklidyen n-hiperkiireye ve ¢ < 0 oldugunda n-boyutlu
hiperbolik uzaya diffeomerfiktir. Eger (M , g) Riemann manifoldu Ric = A\g sartin1 sagliyor ise
M ye Einstein uzay denir, burada Ric, M nin ricci egriligi ve A da bir reel sabittir. Tyi bilinirki
Einstein uzaylar uzay formlariin bir genellestirilmisidir, yani her uzay form aynm zamanda bir

Einstein manifoldudur fakat tersi her zaman dogru degildir.

1904 yilinda Henri Poincare, "bir kapali, piiriizsiiz (smooth) ve basit baglantili 3—manifold
S3 kiiresine diffeomorfiktir" varsayimini ortaya atmistir ve bu varsayim Poincare Varsayimi
olarak bilinir [1]. 3—kiirenin topolojik karakterizasyonunu oneren Poincare Varsayimi yiiz yil
askin bir siiredir topolojideki temel soru olmustur ve cesitli topolojik yontemler kullanilarak
defalarca ¢oziilmeye ugrasildi ise de basart saglanamamistir. Bu problem, Clay Matematik
Enstitiisii’niin yedi Milenyum Odiillii Problemlerinden biri olarak se¢ildiginde 6nemi ve zorlugu
vurgulanmigtir. 2002 ve 2003’te Grigory Perelman, Poincare Varsayimini olumlu bir sekilde
olusturmak i¢in geometrik argiimanlarin, Ozellikle de Hamilton [2] tarafindan tanitilan ve
incelenen Ricci akisinin nasil kullanilacagini gosteren ¢calismalar yayinladi [3] [4] [5]. (M , g)
bir Riemann manifoldu ve w,,- - -, u,, lokal koordinat sistemi olmak iizere § metrigi ds* =

> Gijdu;du; ile verilsin. Bu Riemann manifoldu ile iligkili Ricci akist

95
ot

diferensiyel denklemini saglayan g;; = §;; (f) Riemann metriklerinin bir-parametreli ailesidir

_ 2R, (1.0.1)

[2]. Bu kismi diferensiyel denklemin ¢oziimii M iizerinde (1.0.1) denklemini saglayan § ()

metriklerinin bir-parametreli ailesini verir, burada ¢ parametresi reel sayilarin bir non-dejenere

aralig1 [ ya aitdir [6,7]. Eger [ araliginin baslangi¢c noktasi ¢, ise (M , g (t0)> a Ricci akigin

baglangi¢ sart1 veya g (Zy) a Ricci akigin baglangic metrigi denir. Bir Ricci soliton, bir Ricci

akis (M,§(t)),0 <t < T < oo, dehert € [0,T] icgin ¢, : M — M bir diffeomerfizm

olan ve bir sabit o (¢) igin o (t) ¢; g (0) = g (t) yi saglayan bir yapidir. Yani bir Ricci solitonda
1



biitiin <M ., g (t)) Riemann manifoldlar1 bir sabit ¢carpani ile birbirine izometriktir [7]. Perelman’
m [3] [4] [5] ¢aligmalar1 sonrast Poincare Varsayiminin ¢éziimii kabul gordii ve diferensiyel

geometri alaninda yeni bir ¢aligma alani ortaya ¢ikt.

<M , §> Riemann manifoldu iizerinde bir v vektor alani i¢in
1, . -
§£Ug—|—ch: AJ (1.0.2)

sartim saglayacak sekilde bir \ reel sabiti var ise M iizerinde bir Ricci soliton vardir veya
(g,&,\) ugliisiine M iizerinde bir Ricci Soliton denir, burada £, g, v dogrultusunda g metriginin
Lie tiirevidir ve v ye potansiyel vektor alam1 denir . A < 0 ise Ricci solitona genisleyen
(expanded), A > 0 ise daralan (shrinking), A = 0 ise duragan (steady) denir [8] [9]. Bir
Ricci soliton genel olarak (M , G, v, )\) ile gosterilir ve Ricci solitonlar Einstein uzaylarinin
genellestirilmisidir, yani her Einstein manifold iizerinde bir Ricci soliton vardir fakat bunun
tersi her zaman dogru degildir. (1.0.2) ile verilen denkleme M iizerinde Ricci soliton denklemi
denir ve bu denklem

1
5£ud+ Ric+ 2§ =0 (1.0.3)

seklinde de verilebilir, yani (1.0.2) ve (1.0.3) denklemleri birbirine denktir, sadece (1.0.3)
denkleminde A > 0 ise Ricci solitona genisleyen (expanded), A < 0 ise daralan (shrinking)

olur. n, M Riemann manifoldu iizerinde bir 1-form ve 1 bir reel sabit olmak iizere
1. . -
§£yg—|—ch:)\g—|—m]®77 (1.0.4)

denklemi saglaniyor ise (g, v, A, 1) dortliisiine M iizerinde n—Ricci soliton denir. Bir n—Ricci

soliton, Ricci solitonun bir genellestirilmisidir, yani (1.0.4) de p = 0 alinirsa (1.0.2) elde edilir.

Son yillarda Ricci solitonlarin geometrisi, bir ¢ok geometricinin ilgi odagi olmustur.
Grigori Perelman’in, 1904’te ortaya atilan uzun siiredir devam eden Poincare varsayimini
c¢ozmek icin Ricci solitonlart kullandiktan sonra daha 6nemli hale geldi [7]. Boylece Ricci
solitonlar diferensiyel geometride son yillarin bir popiiler calisma konusu haline gelmistir ve bir
Riemann metrigine sahip olan farkli uzaylarda incelenmeye baslanmistir (Riemann manifoldlar,
Sasakian manifoldlar, para-Sasakian manifoldlar, Kaehler manifoldlar ve bu manifoldlarin
altmanifoldlari, v.s.) [10], [11], [12] [13], [8], [14], [15]. Potansiyel vektor alant v yerine bazi
0zel vektor alanlar1 aliarak Ricci solitonlarla ilgili yeni geometrik sonuglar elde edilmistir.

v vektdr alant M manifoldu iizerindeki bir f fonksiyonunun gradient vektor alani olarak

2



alindiginda Ricci solitona gradient Ricci soliton denir ve (1.0.2) denklemi
Ric+ Hy = A\g (1.0.5)

haline doniisiir ve (]\7[ .G, f, )\> ile gosterilir, burada Hy, f fonksiyonunun Hessian
tensoriidiir. Bunlarin yani sira, potansiyel vektor alant v nin concurrent, concircular veya torse
forming vektor alan1 olarak alindiginda manifoldun incelenmesi sonucunda farkli ve elverisli
geometrik sonuglar elde edilmektedir. Ricci solitonlarin altmanifoldlar iizerinde davraniglari,
altmanifoldlarin geometrisin incelenmesine farkli bir bakis acis1 getirmis ve zenginlik katmistir.
Bir Riemann manifoldu (M , g) nin bir altmanifoldu (M, g) iizerinde bir Ricci solitonun
var olmasi i¢in gerekli sartlarin incelenmesi problemi 6nemli geometrik sonuglarin ortaya
ctkmasini saglamustir. Ozellikle Oklidyen uzayin bir altmanifoldu Ricci solitona sahip ise bu
altmanifoldlarin ne tiir 6zelliklere sahip oldugu B. Y. Chen ve arkadaglar1 tarafindan farkli

makalelerde incelenmis ve Ricci solitonlarla ilgili 6rnekler verilmistir [10], [11], [12] .

Bir yar1 (semi)-Riemann manifoldunun geometrisi, Riemann manifoldlarin geometrisine
benzer olarak incelenir. Bunun yanisira yari-Riemann manifoldlarin altmanifoldlarinin
geometrisi de, altmanifold lizerine indirgenen metrik non-dejenere oldugunda, Riemannian
altmanifoldlarin geometrisine benzer sekilde incelenir ve benzer metodlar kullanilir. Eger
yari(semi)-Riemann manifoldunun bir M altmanifoldu iizerine indirgenen g metrigi dejenere
ise o zaman durum olduk¢a farklidir. Bu durumda lightlike geometri ortaya cikar ve
oldukga farkli metodlar kullanmak zorunda kalimir. Lightlike geometri 1990 I1 yillardan sonra,
diferensiyel geometride Onemli arastirma alanlarindan birisi haline gelmistir ve bu alanda
alisanlarin faydalanabilecegi bir ¢cok 6nemli kaynak olusturulmustur [16], [17], [18]. Bir <J\7[ ) g)
yari(semi)-Riemann manifoldunun bir lightlike (dejenere) altmanifoldu (M, g) tizerinde, g nin
dejenere olmasindan dolay: diferensiyel geometride kullanilan bazi1 operatorler tanimlanamaz
(6rnegin, gradient, laplasyan gibi). Bu durumu gidermek i¢in, yani bu kullanigh operatorleri

lightlike yapilarda elde etmek i¢in bir ¢ok ¢alisma yapilmistir [19], [20], [21].

Doktora tezi olarak hazirlanan bu calismada esas problem lightlike altmanifoldlar iizerinde
Ricci solitonlar1 caligmaktir ve bu problem daha once lightlike altmanifoldlar iizerinde
literatiirde calisilmamig olan bir problemdir, ilk olarak bu doktora tezinde g6zoniine alindi.
Tez dort boliim halinde hazirlanmustir. Giris olarak verilen birinci boliimde, Ricci solitonlarin
ortaya ¢ikis1 hakkinda literatiir bilgisi ve tezin genel icerigi hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ise, tezin anlagilabilir olmasi igin yari-Riemann manifoldlar, altmanifoldlar

3



ve yari-Riemann manifoldlarin lightlike altmanifoldlar1 ilgili temel kavramlar verildi. Ugiincii
boliimde, ilk olarak bir yari-Riemann manifoldun lightlike hiperyiizeyi iizerinde Ricci solitonlar,
Rigged metrik yardimiyla incelendi ve bu boliimde potansiyel vektor alani concurrent vektor
alan1 ve concircular vektor alami olarak alinarak, lightlike hiperyiizeyler iizerinde Ricci
solitonlarin var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ile karekterizasyon teoremleri verildi.
Son boliim olan dordiincii boliimde ise lightlike altmanifoldlar tizerinde Ricci solitonlar en
genel haliyle calisildi. Bu boliimde ilk once ek boyutu iki olan half lightlike ve coisotropic
altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar calisildi ve potansiyel vektor alanlart 6zel vektor
alanlar1 olarak alinarak karekterizasyonlar verildi. Bu son boliimde en son olarak r—lightlike
altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar incelendi ve potansiyel vektor alanlarinin 6zel vektor

alanlar1 (concurrent, concircular, v.s.) olmas1 durumunda karekterizasyonlar verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Yari(Semi)-Riemann Manifoldlar ve Altmanifoldlar:

Bu alt boliimde skalar ¢carpim uzaylari, yar1 (semi)-Riemann manifoldlart ve altmanifoldlar

ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanmm 2.1.1. R cisimi iizerinde boyutu n olan bir vektor uzayt V olsun. V iizerinde bir simetrik

ve bilineer g : V x V. — R doniisiimiine simetrik bilineer form denir [22].

Tammm 2.1.2. Bir V reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik, bilineer form g olmak iizere
Yo € V, v # 0igin g(v,v) > 0 ise g ye pozitif tammli, g(v,v) < 0 ise g ye negatif
tammli, g (v,v) > 0 ise g ye pozitif yari-tammli (semi-definite) ve g (v,v) < 0 ise g ye negatif

yari-tamimli (semi-definite) denir [23].

Tanim 2.1.3. Bir reel vektor uzayt V iizerinde tanth bir simetrik, bilineer form g olmak iizere
Yu €V icin g (u,v) = 0oldugunda v = 0 ise g ye non-dejeneredir, aksi halde g ye dejeneredir
denir [24].

Tanim 2.1.4. g, V reel vektor uzayt iizerinde simetrik bilineer form olsun. g |y W C V. —
R doniigiimii negatif tamiml olacak sekilde en genis W C V' altuzayimin boyutuna g bilineer
formunun indeksi denir. Bu tanima gore V iizerindeki g simetrik bilineer formunun indeksi, g
yi negatif tammli yapan en genis W C V' alt uzaymmin boyutudur ve indexqg veya indexV ile

gosterilir [22].

Tamim 2.1.5. V vektor uzay: iizerinde g simetrik bilineer formu non-dejenere ise g ye V iizerinde

skalar ¢carpim ve (V, g) ikilisine de skalar ¢carpim uzay: denir [23].

Tamm 2.1.6. (V, g) bir skalar ¢carpim uzayi ve U da V' nin bir altuzay: olsun. Eger g|y: U X

U — R doniisiimii non-dejenere ise U ya V nin alt skalar ¢carpim uzayi denir [22].

Tamm 2.1.7. (V, g) bir skalar ¢carpum uzayt olsun. Eger u,v € V icin g (u,v) = 0 ise u ile v

ortogonaldir (diktir) denir ve ul v ile gosterilir [23].

Tamm 2.1.8. (V] g) bir skalar carpum uzayt U ve W da V' nin iki altuzayt olsun. Eger Yu € U
veYw € W icin g (u,w) = 0 ise U ile W altuzaylarina ortogonaldir (diktir) denir ve U LW ile
gosterilir [22].



U C V alt vektor uzayi i¢in U nun dik uzay1 U+ = {v € V | g (u,v) = 0, Vu € U} dir. Bu
durumda (U L)L = U dur.

Lemma 2.1.1. Bir skalar ¢carpim uzayt (V, g) olsun. U C 'V alt vektor uzayimin non-dejenere

olmast igin gerekli ve yeterli kosul V = U @ U~ dir [22].

Lemma 2.1.2. Her (V,g) skalar ¢carpim uzaymun bir ortonormal bazi vardir.(V,g) skalar

carpum uzaymn ortonormal bazi {e, es, . . ., e, } olmak iizere
g(eiej) = €idij, € =gl(ei,e) ==l
dir. Burada 6;; Kronecker deltasidir [25].

Teorem 2.1.1. (V, g) skalar carpim uzayive {ey, es, . .., e,} de V nin bir ortonormal bazi olsun.

Her v € V vektorii

n

v = Z €ig (v, ) e

i=1
olarak yazilir ve bu ifade tek tiirliidiir [26].

V' skalar carpim uzaymin bir {ej, es,...,e,} ortonormal bazi i¢in ¢, = g (e;,¢;) = £1

olmak tizere (€1, €3, . . . , €,) siralt n-lideki negatif isaretli terim sayist V' nin indeksidir [26].

Tamim 2.1.9. Iki skalar carpim uzayt (V, g) ve (W, §) olsun. T : V. — W bir lineer déniigiim
olmak iizere her u,v € V icin g(u,v) = (T (u),T (v)) oluyorsa T déniigiimiine lineer

izometri denir [23].

Iki skalar carpim uzaymmn izometrik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul bu iki uzaym

boyutlariile indekslerinin esit olmasidir [23].

Tamm 2.1.10. M bir n—boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p € M icin tanjant
uzayt T, M iizerinde bir sabit indeksli g, skalar ¢carpumi var ise g ye M manifoldu iizerinde (0, 2)

tipinde bir metrik tensor ve (M, g) ikilisine de bir yari(semi)-Riemann manifold denir [25].

U bir n-boyutlu yari-Riemann manifoldu M nin yerel koordinat komsulugu olsun. U

tizerinde bir lokal koordinat sistemi {x1, zo, . .., x, } olmak iizere g metrik tensoriin bilesenleri

gij =9(0;,0;), 1<i,5<n



dir. Burada 0; = % dir. g metrik tensorii (0, 2) tipten simetrik tensor alani oldugundan 1 <

1,J < nigin g;; = gj; dir. Dolayisiyla U lizerinde g metrik tensorii

ij=1

olarak yazilabilir. Eger index M = 0 ise (M, g) ye Riemann manifold denir [25].

Tamm 2.1.11. Boyutu n olan bir diferensiyellenebilir manifold M olmak iizere Y X,Y,Z €
I'(TM)veVf e C®(M,R) icin

V:T(TM) xT(TM) <5 T(TM), V(X,Y) = VxY
operatorii
(1) VxY, X bilesenine gore C*° (M, R)-lineerdir
(2) VXY, Y bilesenine gire R-lineerdir
(3)Vf € O (M,R) icin Vx (fY) = (Xf)Y + fVxY

kosullarint sagliyor ise V operatoriine M de bir lineer konneksiyon denir. V xY vektor alanina

Y vektor alanimin X vektor alanina gore kovaryant tiirevi denir [22].

Tamm 2.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold, ve NV da M de bir lineer konneksiyon olsun.

Bu durumda

T:T(TM) x T (TM) —s T (TM)
doniigiimii her X, Y € T (T M) i¢in
T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y] 2.1.1)

olarak tamiml tensor alanmi’l' ye V lineer konneksiyonun torsiyon tensorii denir. Bu T tensorii
(1,2) mertebeli tensir alamdir. T = 0 olmast durumunda V lineer konneksiyonuna torsiyonsuz

(simetrik konneksiyon) denir [22].

Eger g metrigi M yari-Riemann manifoldu iizerindeki V lineer konneksiyonuna gore paralel

ise V konneksiyonuna metrik konneksiyon denir. Yani, g metrii her XY, 7 € I (T' M) i¢in
(Vxg) (Y, 2) =Xg(Y,2) —g(VxY, Z) =g (Y, VxZ) =0

esitligini saglar. Torsiyonsuz ve metrik olan bir lineer konneksiyona Levi-Civita konneksiyonu

denir [22].



Teorem 2.1.2. Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde her X,Y,Z € T' (T M) icin
(4) [X,)Y]=VxY - Vy X
(5) X (9(Y,2)) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),

sartlart saglayan NV Levi-Civita konneksiyonu vardir ve tektir. Bu konneksiyon Koszul formiilii

olarak bilinen

29(VxY,Z)=Xg (Y. Z) +Yg(Z,X) - Zg(X,Y) (2.1.2)
_g(Xv D/v Z]) —|—g(Y7 [Z>X]) +g<Zv [X,Y])

ile karakterize edilir [22].

Tamm 2.1.13. M n-boyutlu bir yari(semi)-Riemann manifoldu, {x1, zs, ..., x,} M manifoldu-
nun bir U actk komsulugunda lokal koordinat sistemi ve bu koordinat sistemine gore ortonormal

catt {0y, 0, . .., 0n} olsun. Bu durumda

Vo 0; = > Thok
k=1
olmak iizere U iizerinde
Iy :U—R
seklinde tanmimlanan reel degerli Ffj fonksiyonlarina Christoffel sembolleri denir [23].

Onerme 2.1.1. M, n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu, {xi,xo,...,x,} kiimesi M
manifoldunun bir U agik komsulugundaki lokal koordinat sistemi ve bu koordinat sistemin

belirledigi ortonormal ¢cati {0y, 0s, . . ., 0, } olmak iizere
(1) VoY = Sy (52 + S figilh)

E _ 1w kr | Ogrj gri __ 0gij
(2) =3 D1 { o, T oz;  Oxr

dir. Burada Y = )", ¢;0; ve [¢"/] matrisi [g;;] matrisinin tersidir [22].

Tamm 2.1.14. Bir diferensiyellenebilir manifold M ve M de bir lineer konneksiyon V olmak

lizere

R:T(TM)xI'(TM)xT'(T'M) —T(T'M)
doniisiimii her X,Y,7Z € I' (T M) i¢in

R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VixnZ (2.1.3)
8



seklinde tanimlanan R tensor alanina V lineer konneksiyonun Riemann egrilik tensorii denir.

Riemann egrilik tensorii R, mertebesi (1, 3) olan bir tensor alamdir. R = 0 olmast durumunda

M manifoldu flattir (diizlemseldir) denir. X, Y, Z, W € I' (T M) igin
g(R(X,Y)Z,W)=R(X,Y;Z W)
yva Riemann egriligi denir [25].

Onerme 2.1.2. (M,g) yari(semi)-Riemann manifold ve ¥V da (M,g) nin Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Bu durumda Y konneksiyonun egrilik tensorii R olmak iizere her

X, Y, Z W eT'(TM) igin

R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z (2.1.4)
R(X,Y;Z,W)=—-R(X,Y:W,Z2) (2.1.5)
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (2.1.6)
R(X,Y:Z,W)=R(ZW:X,Y) 2.1.7)

dir. (2.1.6) esitligine Birinci Bianchi Ozdesligi denir [23].

Onerme 2.1.3. (M, g) yari(semi)-Riemann manifoldu ve V,(M,g) manifoldu iizerinde
Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda NV konneksiyonun R egrilik tensorii olmak iizere

her X,Y,Z € T'(TM) igin
(VxR) (Y, Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VZzR)(X,Y)=0 (2.1.8)
dir. Burada W € T' (T'M) i¢in
(VxR) (Y, Z,W)=((VxR) (Y, Z))W =VxR(Y,Z)W — R(VxY,Z)W (2.1.9)
—R(Y,VxZ)W —R(Y,Z) (VxW)
esitligiyle tamumlanir. (2.1.8) esitligine ikinci Bianchi ézdesligi denir [24].
X,Y,Z W € T'(TM) vektor alanlar1 olmak iizere S, (1,2) tensor alam ve w 1-formu igin
R egrilik tensorii agsagidaki 6zdeslikleri de saglar:
(VxVyw) (2) = (VyViw) (2) = (Vixww) (2) = = (R(X.Y)Z)  (2.1.10)
ve
(VxVyS) (Z,W) = (VyVxS)(Z,W) — (Vixy)S) (Z,W) (2.1.11)
=R(X,Y)S(ZW)-S(R(X,Y)ZW)—-S(Z,R(X,)Y)W).
(2.1.10) ve (2.1.11) formiillerine Ricci 6zdesligi denir [24].
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Tamm 2.1.15. (M, g) n-boyutlu yari-Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p noktasindaki
tanjant uzayr T, M olsun. T, M uzayiin 2-boyutlu altuzay: m diizlemine kesit (tanjant diizlemi)

denir. T diizleminin bir {ey, es} bazi icin

Q (e1,e2) = g e1, 1) g (e, €2) — (g (€1, €2))?

diyelim. |Q (eq, e3)| reel sayisi, e, ve es vektorleri iizerine kurulan paralelkenarin alanini verir.

p € M noktasindaki non-dejenere w diizleminin {e, ea} bir bazi olmak iizere

Q(R (61762)62,61)
Q(eheZ)

sayisina M manifoldunun w diizlemine gore kesit egriligi denir. {ey, ex} bir ortonormal baz ise

Q(e1,e2) =1ve K (m) = g (R (e1,e2) ea,e1) = R (e, e9; €1, €3) olur [24].

K (m) = K (e1,e3) =

(2.1.12)

Kesit egriligi K (r) = 0 olan yari-Riemann manifolduna flattir (diizlemseldir) denir.

n-boyutlu ve s indeksli R? yar1-Oklidyen uzay1 flattr [22].

Tamm 2.1.16. (M, g) n-boyutlu yari-Riemann manifoldu ve ey, e, . . ., e, vektor alanlart M
iizerinde bir ortonormal ¢ati olmak iizere
Ric:T'(TM) xT'(TM) — C* (M,R)

Ric(X,Y)=izR(,X)Y =) €g(R(e;, X)Y,e;) (2.1.13)

i=1
seklinde tammlanan (0, 2) —tipindeki tensore Ricci tensorii denir ve Ric ile gosterilir. Eger Ricci

tensorii Ric = 0 ise M manifolduna Ricci flattir denir [23].

Eger (2.1.13) esitliginde (2.1.4), (2.1.5) ve (2.1.7) kullanilirsa M manifoldunun Ricci
tensorii her X, Y € I' (T'M) i¢in

n n

Ric(X,Y) =) €&g(R(e, X)Y,e)) = eig(R(Y,e;)e;, X)

i=1 i=1
= i €9 (R(e;,Y)X,e;) = Ric(Y,X)
i=1
olur ki bu da Ricci tensoriiniin simetrik oldugunu gosterir [22].
Tanim 2.1.17. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu ve \ da bir reel sabit olsun. Eger
Ric = \g (2.1.14)

ise M manifolduna Einstein manifoldu denir. v € T (T M) birim vektor alant icin Ric (u) Ricci
egriligi Ric (u) = Ric (u,u) egitligiyle tamimlanir [22].
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Tamm 2.1.18. (M, g) n-boyutlu yari-Riemann manifoldu ve {e1, e, ..., e,} de M iizerinde bir

ortonormal ¢ati olmak iizere

=Y Kleie)) (2.1.15)
i<j
ifadesine M manifoldunun skalar egriligi denir. M manifoldunun skalar egriligi, p € M

noktasindaki T}, M tanjant uzayimin 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplanudir

[22].

Tanmm 2.1.19. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. f € C*°(M,R) fonksiyonun
diferensiyeli df 1-formunun duali olan vektor alanina f nin gradienti denir ve V f veya grad f

ile gosterilir ve her X € I' (T'M) i¢in
9 (Vf, X) =df (X) = X (f) (2.1.16)

seklinde tamimlamir. M nin bir lokal koordinat sistemi {x1,xs, ..., T,}, bu koordinat sistemine

karsilik gelen ortonormal ¢ati {01, - - -, 0, } ve dual ¢ati {dz1, - - -, dx,} olsun. Bu durumda

df = Za—idxj ve Vf= Zgwaiaj (2.1.17)
j=1

ij=1

dir [22].

Tanmm 2.1.20. (M,g) bir n—boyutlu yari-Riemann manifold ve {0i,---,0,} de M

manifoldunun bir ortonormal ¢atist olsun. X € T' (T M) igin

n

div:T(TM) — C*(M,R) , divX =iz(VX) =Y €g(Va,X,0,) (2.1.18)

i=1
seklinde tamimlanan div doniisiime M iizerinde X vektor alamimin divergensi denir X =
> X705, Xy =370 9i; X?, olmak iizere

n

: ~ | 0X; j
divX =) { o ZFéka}
j=1 ¢ k=1

dir [23].
Tamm 2.1.21. (M, g) bir yari-Riemann manifold ve f € C* (M, R) olmak iizere
hy:T(TM) — T(TM) , hy(X)=VxVf (2.1.19)

seklinde tanimlanan lineer déniisiime (M, g) iizerinde [ fonksiyonunun Hessiyan tensérii denir.
X, Y e '(TM)icin Hy (X,Y) = g(VxV[,Y) seklinde tamimlanan (0, 2) tipindeki tensore f
nin Hessiyan formu denir [22].
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Lemma 2.1.3. (M, g) bir yari-Riemann manifold ve f € C> (M,R) fonksiyonunun Hessiyan

tensorii hy olsun. Bu durumda hy tensorii self-adjointtir. Yani X,Y € I' (T'M) icin
g(hs (X),Y) = g(X,hy (V) (2.1.20)
dir [24].

Tanmmm 2.1.22. (M,g) n—boyutlu yari-Riemann manifold olsun. Bir f € C*(M,R)

fonksiyonunun Laplasyam Af = —div(Vf) olarak tammlamr. Bir {1, s, ..., x,} lokal

Af T Zl {6@8% B F”(‘?_xk

Z7j:

koordinat sistemi icin

dir [22].
R” yar1-Oklidyen uzayinin dogal koordinat sistemi {1, us, . . ., u, } olsun. Bu durumda
n 7 a2f
\% = i—5 2.1.21
f= Z 3u,8ul’ ;Eﬁu? (2.1.21)
olur.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve f € C*°(M,R) olmak iizere eger Af = 0 ise f
fonksiyonuna (), g) manifoldu tizerinde harmoniktir denir. Eger Af > 0 ise f fonksiyonuna
(M, g) manifoldu iizerinde altharmoniktir denir. Eger Af < 0 ise f fonksiyonuna (M, g)

manifoldu iizerinde siiperharmoniktir denir [23].

Tamm 2.1.23. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir tensor alammmin X € T' (T M)

vektor alam yoniindeki Lie tiirevi £ x, asagidaki dort aksiyomu saglayan bir doniisiimdiir;

(1) M manifoldu iizerinde f diferensiyellenebilir fonksiyonun X vektor alamina gore Lie

tiirevi, [ fonksiyonun X vektor alant yoniine gire tiirevine egittir, yani £x f = X [f] dir.

(2) M manifoldu iizerinde her S ve T tensor alanlart igin Leibniz kurali olarak bilenen
£x(SRT)=(£xS)@T + S ® (£xT)
esitligini saglar.
(3) £x doniisiimii (Lie tiirevi), T tensor alanive X, X1, ..., X,, € I'(TM) icin
L£x (T(X1,Xa,...,X,)) = (£XT) (X1, Xoy .., Xp)

+ZT X1, (£xX), .., X))
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Leibniz kuralini saglar.
(4) £x doniisiimii (Lie tiirevi), fonksiyonlar iizerinde d dus tiirev oparatérii ile birlikte

degisimlidir, yani [£x,d] = 0 dur [22].

Lemma 2.1.4. (M, g) yari-Riemann manifoldu olmak iizere her X,Y vektor alanlari ve v €
I'(T'M) igin
(£09) (X)Y) = g(Vxv,Y) + g (X, Vyv) (2.1.22)

dir [25].

Tamm 2.1.24. (M, g) bir yari-Riemann manifold ve X de M iizerinde bir vektir alam olsun.
Eger
£xg=0 (2.1.23)

ise X vektor alanina Killing vektor alani denir [22].

Tamm 2.1.25. (M, g) yari-Riemann manifoldu, A € C* (M,R) ve X, M manifoldu iizerinde
bir vektor alant olsun. Eger
£xg9=XAg

ise X vektor alamina konformal vektor alant denir [23].

Teorem 2.1.3. (M, g) bir yari-Riemann manifold olmak iizere X € T (T M) vektor alan icin

asagidaki sartlar denktir.
(1) X bir Killing vektor alanidur.
(2) Xg(Y,2) =g (X, Y],Z2) + g (Y, [X, Z]), VY, Z € I'(T'M) dir.
(3) VX, g metrik tensériine gore anti-adjointtir. Yani Y, Z € T' (T M) icin
§(VyX, Z) = —g (V;X,Y)
dir [22].

Tanm 2.1.26. (M, gy) ve (N,gy) yari-Riemann manifoldlart ve v : N — M bir
diffeomorfizm olsun. Eger 1 metrik tersirleri koruyorsa, yani V*(gy) = gy ise

diffeomorfizmine izometri denir [22].
Tamm 2.1.27. (M, gpr) ve (N, gn) yari-Riemann manifoldlart olsun. Her u,v € T,N, her

p € N, p nin bir U a¢ik komsulugu icin ¢ : U — ¢ (U) diffeomorfizmi var ve

g (u,0) = gar (b, (1), b, (V) (2.1.24)
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saglanmiyor ise ¢ : N — M doniisiime p € N noktasindaki lokal izometri denir [24].

Eger her p € N icin p nin bir U komsulugu ve ¢ : U — ¢ (U) C M lokal izometrisi var

ise N yari-Riemann manifoldu, M yari-Riemann manifolduna lokal izometriktir denir [22].

Tamm 2.1.28. (M, g) ve (N, gn) yari-Riemann manifoldlar olsun. f € C* (M,R) ve f # 0
bir pozitif fonksiyon olmak iizere

¢ (9nm) = fon (2.1.25)

ise  : N — M doniisiimiine konformal denir. Eger [ fonksiyonu sabit ise ¢ doniisiimiine

homoteti denir [22].
Eger f = 1 alinirsa ¢ homotetisi bir izometri olur, eger f = —1 alinirsa ¢ homotetisine bir
anti-izometri denir [22].

Tanim 2.1.29. M bir yari-Riemann manifold, V da M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu,
€ C° (M,R), ¢ bir 1—form olmak iizere, her X € T'(T'M) icin

Vxv=puX+v(X)v (2.1.26)
saglantyor ise v vektor alanina torse-forming vektor alani denir. Eger 1) = 0 ise, yani
Vxv=puX (2.1.27)
ise v vektor alanina concircular vektor alani denir. Eger jn = 1 ve ¢ = 0 ise, yani
Vxv=X (2.1.28)
ise v vektor alamina concurrent vektor alani denir [22].

Tamm 2.1.30. M ve N, sirastyla, n ve m—Dboyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar (n < m),
1 : M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger her p € M icin (i*)p T,M —
TiyN doniisiimii birebir ise i doniigiimiine immersiyon M yede N nin altmanifoldu denir. Eger

1 immersiyonu birebir ise, i ye imbeding denir [22].

(N, g) bir yari-Riemann manifold, M de N nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda X, Y €
['(TM)igin g (X,Y) = g (i.X,4,Y) ile M tizerinde bir g metrigi tanimlanir ve bu g metridine
indirgenmis metrik denir. Ayrica burada i ye izometrik immersiyon denir. Eger g metrigi M
tizerinde non-dejenere ise (M, g) bir yari-Riemann manifolddur. Buna gére TN de 7'M nin

ortogonal tiimleyeni 7+ M olmak iizere

T (T*M) = {V eT (TN)|§(V,X)=0,¥X € T (TM)} (2.1.29)
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ile tanimlanir. Bu durumda

TN=TM&T-M (2.1.30)
olarak yazilir.

(N,g), m-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu ve (M, g) de n—boyutlu non-dejenere
altmanifoldu olsun. (M, ¢) ve (N, §) nin Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve V olmak

iizere X,Y € I'(T'M), N € T (T*+M) igin, Gauss ve Weingarten formiilleri, sirastyla

VxY =VxY +h(X,)Y), (2.1.31)
VxN = —AxX + DxN (2.1.32)

olarak tanimlanir. Burada VxY ve h (X,Y), VxY nin sirasiyla, teget ve normal bilesenleridir.
Benzer sekilde, —AyX ve DxN, VxN nin teget ve normal bilesenidir. Burada h ya ikinci
temel form, Ay e sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii ve D ye de normal konneksiyon

denir.

p € M, N € T;- M normal vektorii igin
Ay i T(TM) —s T (TM)

bir lineer doniisiimdiir ve Ay bir self-adjoint endomorfizmdir. Her X, Y € I'(TM) ve N €
I' (T+M) vektor alanlari igin § (Y, N) = 0 oldugundan

Gg(h(X,Y),N)=g(AyX,Y) (2.1.33)

olarak elde edilir. Eger h = 0 ise M ye total geodezik, VN € I' (TLM ) icin Ay = A ise M ye
total umbulik altmanifold denir. {ey, - - -, e,,}, M tizerinde bir ortonormal ¢ati olmak iizere

H= (%) iz (h) = (%) S e (ene) (2.1.34)

i=1

vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alant denir. Her XY, Z € I' (T'M) igin
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixnZ

ifadesinde Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa Gauss denklemi denilen

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z - AnyyX + Anx.0Y + h(X,VyZ) —h(Y,VxZ) (2.1.35)
— h([X,Y].Z) + Dxh(Y,Z) — Dyh (X, Z)
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ifadesine ulagilir. Bu denklem teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa
(7(x,7) Z)T = R(X,Y)Z + Aux.z)Y — Ay X (2.1.36)
ve
(ﬁz (X,Y) Z)L = h(X,VyZ) — h(Y,VxZ) + Dxh(Y, Z)
— Dyh(X,Z) - h(VyY,Z) +h(VyX,Z)
elde edilir. (2.1.35) denklemi W € I (T'M) ile i¢ ¢arpilirsa
g (R (X,Y)Z, W) — g (R(X,Y) Z,W) + g (Anx.2)Y, W) — g (Any.z) X, W)
R(X.Y;ZW)=R(X,Y;Z,W)+ g (Anys X, W) — g (Anx,2) Y, W)
ve (2.1.33) esitliginden
R(X,Y;ZW)=R(X,Y; ZW)+g (h (X, W),h(Y,2))—g (h(Y,W),h(X,Z)) (2.1.37)
olur.
(R (X,Y) Z)L — (Dxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)}
—{Dyh(X,Z)—h(VyX,Z) - h(X,VyZ)}

dir. Buradan

(R (X,Y) Z)L — (@Xh) Y, Z) - (@m) (X, Z) (2.1.38)

elde edilir ki ve buna Codazzi denklemi denir. Burada (R (X, Y)Z ) , R(X,Y) Z nin norrmal

bilesenidir ve Vh, h ikinci temel formun kovaryant tiirevidir. Yani
(@m) (Y, Z) = Dxh (Y, Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.1.39)
dir [22].

Tammm 2.1.31. Boyutu m olan bir yari(semi)-Riemann manifold (M,g) ve M de M nin

n—>boyutlu non-dejenere altmanifoldu olsun. Eger M nin normal uzay: 1—boyutlu, yani m—n =

1 ise M ye M de bir hiperyiizeyi denir [22].

M hiperyiizeyinin birim normali N olmak iizere Gauss ve Weingarten formiilleri X,Y €
[' (T'M) igin, sirasiyla,
VxY =VxY +eg(AnX,Y)Nve VxN = —AxX (2.1.40)

dir, burada e = g (N, N) = +1 dir.
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2.2 Lightlike Altmanifoldlar

Bu kisimda (m + n) —boyutlu, g—indeksli bir yari(semi)-Riemann manifoldu <M , §> nin
lightlike (dejenere) altmanifoldlar1 ile ilgili temel tamim ve teoremler verilecektir. Ik ©nce
lightlike hiperyiizeylerin ile ilgili ve daha sonra ise genel anlamda r—lightlike altmanifoldlarla

ilgili temel kavramlar verilecektir.

2.2.1 Lightlike Hiperyiizeyler

Tamm 2.2.1. (M, §), (m + 2)-boyutlu q € {1,...,m + 1} indeksli yari-Riemann manifold ve

M de M da bir hiperyiizey olsun. x € M noktasinda tanjant uzay T, M nin ortogonal tiimleyeni
M = {v e TLM | §(V,W)=0, YW TIM} 2.2.1)

olarak tammlanr. Rad T,M = T,M N T,M~* olmak iizere Vx € M icin Rad T,M # {0} ise
M vye lightlike (dejenere) hiperyiizey denir [18].

Eger M bir lightlike hiperyiizey ise g den M iizerine indirgenen g metrigi M iizerinde bir
dejenere metrikdir. Boylece £ € Rad T, M, £ # 0,veher X € T, M i¢ing (&, &) =g (&, X) =
0 dir. Rad T M ye M nin radikal distribiisyonu denir. Lightlike hiperyiizeyde 7'M ve TM~* in
herikiside dejeneredir. Her V' € T, M+ ve her X € T, M igin g (V, X) = 0 oldugundan V €
Rad T, M dir. Hiperyiizeylerde T,, M~ 1—boyutlu oldugundan TM~* = Rad T M olur. T M de
Rad T'M nin ortogonal tiimleyenini S (7'M) ile gosterecek olursak, S (7M) bir non-dejenere
distribiisyondur, yani S (7'M ) yari-Riemanndir. Buradan

TM = Rad TM L S(TM) (2.2.2)

ayrigimina sahip oluruz ve S (T'M) ye screen (ekran) distribiisyonu denir. Ayrica (M , g) bir

yari-Riemann manifold oldugundan non-dejeneredir ve
TM =S (TM) LS(TM)" (2.2.3)

olacak sekilde bir non-dejenere S (T'M)" distribiisyonu vardir ve S (TM) N S (TM)" = {0}
dir. S (TM)L in ranki 2 dir [18].
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Teorem 2.2.1. (M , g) yari-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (T'M))
olsun. Bu durumda M iizerinde 1-rankli bir tek vektor demeti tr T'M vardir, oyleki & €
I (TM*) igin

g N)=1 (2.2.4)

olacak gekilde bir tr T M nin bir N kesiti vardir ve her W € T' (S (T'M)) igin
g(N, N)=g(N, W) =0, (2.2.5)
dir [18].

Ispat: S (T'M)", 2-rankli ve non-dejenere vektdr demeti oldugundan M=, S (TM)" in alt
demetidir. S (TM)" de TM~ in tiimleyeni olan alt demeti F' olmak iizere V € ['(F), V # 0

alalim. Bu durumda
g, v)#0

dur, aksi halde M dejenere olmak zorunda kalir. Bir /V vektor alani

w1 _ g V)
V=1 V>{V 2 (€. V)g}

olarak tanimlanirsa, (2.2.4) ve (2.2.5) bagntilarinin kolay bir sekilde saglandig1 goriiliir.

Denklem (2.2.5) den tr (T'M), N T, M = {0} dir. Bu durumda

TMpy = S(TM) L (TM* & tr (TM)) (2.2.6)
TMjy =TM @ tr (TM) (2.2.7)
TMjy =S (TM) L (Rad TM & tr (TM)) (2.2.8)

elde edilir.

Simdi (M , g) (m 4+ 2) —boyutlu bir yari-Riemann manifold ve M nm bir lightlike
hiperyiizeyi de (M, g, S (T'M)) olsun.

M min Levi Civita konneksiyonu V olmak iizere her X,Y € T'(TM) ve V € T (tr (TM))

i¢in, (2.2.7) ayrigimina gore

VxY =VxY +h(X,Y), (2.2.9)
VxV = —Ay X + ViV (2.2.10)
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olarak yazilabilir. Burada VxY, Ay X € I'(TM) ve h(X,Y), ViV € T (tr (TM)) dir.
Ayrica V, V dan M iizerine indirgenen bir lineer konneksiyon, V, ltr (T'M) tizerinde bir lineer
konneksiyon ve / da

h:TM xTM —s ltr (TM)

bir simetrik bilineer formdur ve (2.2.9) ifadesine Gauss formiilii, (2.2.10) ifadesine Weingarten
formiilii, Ay ye M nin sekil operatorii, 4 ya da M nin ikinci temel formu denir. M+ = Rad

TM ve ltr (T'M) nin her ikiside 1—boyutlu oldugundan
TM* = Rad TM = Sp{¢}

ltr(TM) =tr (TM) = Sp{N}

olarak yazilir ve

g€ & =gN, N)=0, g N)=1

dir. Buna gore, eger

B(X,Y)

5 (Vx, €)
g(VxY +h(X,Y), )

g(h(X,Y),€)

veE

™ (X) =7 (VxV, €)
7 (-AvX + VLV, g

7 (ViV. )

denilirse

olarak yazilir. Buradan Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla
VxY =VxY +B(X,Y)N (2.2.11)
VxN = —-AyX +7(X)N (2.2.12)
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olarak ifade edilir. B (X, Y) ye M lightlike hiperyiizeyinin ikinci temel formu denir ve
B (X, Y) screen distribiisyonu S (7'M nin segilisinden bagimsizdir. Lightlike hiperyiizeyinin

ikinci temel formu dejeneredir, yani
B(X, ) =0 (2.2.13)
dir [18].
Simdi T'M den S (T'M) iizerine olan projeksiyon
P:TM — S(TM)
olmak iizere X € I' (T'M) igin PX € I' (S (T'M)) dir ve (2.2.2) ayrisgmindan
X =PX +n(X)¢

olarak ifade edilir ve burada

n(X) =g (X, N)

dir ve ), M tizerinde 1-formdur. (2.2.2) ayrigimina gére S (7T'M) nin 7'M iizerindeki Gauss ve
Weingarten formiilleri, her X, Y € ' (T M) i¢in

VxPY = Vi PY +h* (X, PY) (2.2.14)
Vxé=—A X + V¥ (2.2.15)

olarak ifade edilir Burada V*, S (T'M) iizerinde, V*' de Rad TM iizerinde lineer
konneksiyonlar ve

R :T(S(TM)) x I (S(TM)) — T (T'M")
bir bilineer formdur. A7 ye S (T'M) nin sekil operatorii ve h* a da S (T'M) nin ikinci temel
formu denir. M lightlike hiperyiizeyi iizerinde X, Y € I' (T'M) i¢in

g(AxX, PY) =g (h* (X, PY), N), (2.2.16)
g(ANX, N) =0, (2.2.17)

9 (AeX, PY) = B(X, PY), (2.2.18)

g (AiX, N) =0, (2.2.19)

bagmntilar saglanir [18]. X, Y € I'(T'M) olmak iizere C' (X, PY) = g(h* (X, PY),N) ve
e(X)=g(Vx& N)=g(Vie, N) denilirse (2.2.14)ve (2.2.15) formiilleri, sirastyla

VyPY = ViPY + C (X, PY)E, (2.2.20)
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Vx€=—AX +e(X)¢ (2.2.21)
olarak yazilir. Ayrica
e(X)=g(Vx¢& N)
=-g (& VxN)
=—g(¢& —ANX +7(X)N)
e(X) = —7(X)

oldugundan (2.2.21) ifadesi
Vxé = —AIX — 7 (X)¢ (2.2.22)

olur. Burada C (X, PY) ye S (T'M) nin screen ikinci temel formu denir. X,Y € T'(T'M)
olmak tizere g (N, PY') = 0 oldugundan

C(X, PY)=g(AxyX, PY) (2.2.23)
elde edilir.

Onerme 2.2.1. M lightlike hiperyiizeyi iizerinde asagidaki ifadeler saglanir:

(@) V*, S(T'M) iizerinde bir metrik konneksiyondur.
(b) Her X,Y,Z € T'(T'M) i¢in V, M iizerinde
(Vxg) (Y, Z2)=B(X, Y)n(Z)+ B(X, Z)n(Y) (2.2.24)
dir [18].

Tamm 2.2.2. Eger T'M iizerinde B = 0 ise M lightlike hiperyiizeyi M da total geodezik olarak
adlandinlir. Eger her X, Y € T,,M i¢in

B(X.Y), =g, (X, Y) (2.2.25)

ise bir p € M noktasina umbilik nokta denir, burada )\ bir sabittir. Ayrica, eger M nin her

noktast umbilik ise M da M lightlike hiperyiizeyi total umbilik olarak adlandirilir [18].

Tamm 2.2.3. Ay ve A; sekil operatorleri arasinda
An = pA; (2.2.26)

bagntist var ise bir (M, g, S(TM)) lightlike hiperyiizeyine screen local konformal denir,
burada ¢, M nin bir U komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Eger ¢ sifirdan

farkli bir sabit ise M screen homotetik olarak adlandirilir [18].
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Kabul edelim ki R ve R, sirasiyla M ve M nin Riemann egrilik tensorleri olsun. Her X, Y,
Z,U e I'(T'M) igin Gauss Codazzi denklemleri
g (R (X,Y)Z, PU> — ¢(R(X,Y)Z,PU)+ B(X,Z)C (Y, PU)
—-B(Y,2)C(X,PU) (2.2.27)
3 (R(X,Y)2.€) = (VxB) (Y, 2) = (VyB) (X, 2) + B(Y, Z) 7 (X)

~B(X,Z)r(Y) (2.2.28)
g( R(X,Y)Z, N) g(R(X,Y)Z,N) (2.2.29)
(R X,Y)PZ, N> — (VxC) (Y, PZ) — (VyC) (X, PZ) + 7 (Y)C (X, PZ)

—7(X)C(Y,PZ) (2.2.30)
olarak verilir.

II = Sp{X,Y} birp € M de T,M nin 2-boyutlu nondejenere diizlemi olsun. Buradan II

nin kesit egriligi

dir [18].
Teorem 2.2.2. (M , g) yari-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM))
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(a) S (TM) integrallenebilirdir.
(b) h* (X, Y)=h*(Y, X)dir
(¢) M nin sekil operatorii Ay simetriktir yani
9(AnNX, Y) =g (X, ANY)
dir [18].

Tamm 2.2.4. (M , g) yari-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM))
olsun. TM nin bir bir quasi-ortonormal catist {ey, ..., em, &, N} olsun, burada {e1, ..., en},
S(TM) nin bir ortonormal ¢atisidi. M mn Ricci tensérii tammi (2.1.13) den M nin
{e1, ..., em, £} quasi-ortonormal ¢atisina gore indirgenen tensor R*?) olmak iizere X,Y € TM
icin

= €g(R(e;;, X)Y,¢)) +§(R(EX)Y,N), ¢ = glej,e5) = £1 (22.31)

Jj=1
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olarak ifade edilir. Bu R"? tensiriine M nin Ricci tensérii denir. Fakat bu tensor simetrik
olmadigindan bu R%?) tensorel biiyiikliik olarak da adlandiriir. R%? simetrik oldugunda bu
Ric ile, yani R%?(X)Y) = Ric(X,Y) ile gisterilir ve buna M nin simetrik Ricci tensorii
denir [16].

(2.2.27) ve Teorem 2.2.2 yardimiyla su sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2.1. R? Ricci tensorii screen distiirbiisyonu integrallenebilir olan lightlike

hiperyiizeyler iizerinde simetriktir [16].

Onerme 2.2.2. (M : g) yari-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM))
olsun. Indirgenmis konneksiyon N mn Ricci tensérii R°?) nin simetrik olmast icin gerekli ve

yeterli kosul T, 1 —formunun kapali , yani Ricci tensorii dr = 0 olmasidir [16].

2.2.2 Lightlike Altmanifoldlar

(M : g), (m +n)-boyutlu, ¢ € {1,...,m+n — 1} indeksli bir yari-Riemann manifold

olsun. M, M nin m-boyutlu altmanifoldu olmak iizere, Vp € M igin T, M nin normal uzay1
T‘P]wL — {‘/P S TM | gp(%a Wp) = 07 Wp € TPM}

dir. Eger
Rad T,M = T,M NT,M* # {0}

olmak tizere rank (Rad TM) = r > 0 ise M ye r-lightlike alt manifold denir [18]. Lightlike
altmanifoldlar asagidaki sekilde dort kisma ayrilir;

(@) 0 <r < min{m, n}ise M ye r-lightlike,

(b) 1 <r=n <mise M ye coisotropic,

() 1 <r=m < nise M ye isotropic,

(d) 1 <r=m=nise M ye total lightlike

altmanifold denir. A¢ik olarak Rad TM C TM* dir. TM~ de Rad T M nin tamamlayan uzay1

S (T M*) olmak iizere
TM* = Rad TM_LS (TM™")
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olarak yazilir. Benzer sekilde S (TM) c TM < TM oldugundan TM da S (T'M) nin
tamamlayan distribiisyonu S (T'M)™" ise
TM = S (TM) LS (TM)*
ayrisimina sahip oluruz. S (TM L) CS(TM )L oldugundan
S(TMY* =S (TM*Y) & S (TM*)"
olacak sekilde S (TM*)* < S(TM)* alt demeti vardir Bir lightlike manifold
<M, g, S(TM), S(TM)L) ile gosterilir [18].

Teorem 2.2.3. <M, g, S(TM), S(TM)L>, <M, §> yari-Riemann manifoldunun bir
r-lightlike alt manifoldu olsun. Rad TM nin bir bazi {&;},_, , ise bu durumda S (T M L)L

.....

dir [18].

{N1,- -+, N,} lineer bagimsiz lightlike vektor alanlarin germis oldugu demete lightlike

transversal demet denir ve [tr T'M ile gosterilir.

<M : g) yari-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu (M , g, S(TM), S(TM )l>

olsun. Rad T'M nin bir baz1 {},_, ., bu baza karsilik gelen lightlike transversal baz

,,,,,

.....

bazt {W,;1, ..., W, } olmak tizere
{51) ceey 57“7 N17 ceey Nra XT+17 ceey Xma Wr+17 ceey Wn}
ifadesine 7'M nin M boyunca quasi-ortonormal catisi denir.

M, (M , §> yarl- Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu ve M nin Levi-Civita
konneksiyonu V olsun. Buna gore V dan M iizerine indirgenen lineer konneksiyon V olmak
iizere, V bir Levi-Civita konneksiyonu degildir [18]. tr TM = ltrTM LS (T M=) olmak iizere

tr (T'M) ye M nin transversal demeti denir. Buna gore
TM =TM @ tr (TM)

ayrigimina sahip oluruz. Bu durumda X, Y € I'(TM), V € T (tr (TM)) icin Gauss ve

Weingarten formiilleri, sirasiyla
VxY =VxY +h(X,Y),
VxV = —Ay X + ViV
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dir. tr T'M iizerinde

L:trTM — ltr T M,

S:trTM — S(TM™*)
projeksiyonlarini tanimlayalim. Buna gore Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla

VxY =VxY + 1 (X,Y) + 1 (X,Y), (2.2.32)

VxV = —-AyX + DLV + D5V (2.2.33)

olarak yazilabilir. k! ye lightlike ikinci temel form, h* ye screen ikinci temel form denir. D' ve
D?, tr T'M tzerinde birer lineer konneksiyon degildir. Bunlara Otsuki konneksiyonlar1 denir

[18].

X e I'(TM) igin
VT (tr TM) — T (Itr TM)
LV — V% (LV)=DY(LV), V€T (tr TM)
Vi T (S(TMY)) — T (S(TMH))
SV — V% (SV)=D%x(SV), Vel (tr TM)

doniigiimlerini tammlayalm. V', ltr (TM) iizerinde, V* de T' (S (T'M*)) iizerinde lineer

konneksiyonlardir. Ayrica burada D! ve D* doniisiimleri
D':T(TM)xT (S (TM*)) — T (itr TM)
(X SV) — D'(X,SV) = D% (SV)
D*: T (TM) x T (ltr TM) — T (S (TM™"))
X LV) — D*(X,LV) = D% (LV)
seklinde tanimli & (M )— lineer doniisiimlerdir. Boylece Weingarten formiilii
VxV = —Ay X + Vi (LV) + V5 (SV) + D' (X, SV) + D* (X, LV)
olarak da ifade edilebilir. Eger V' = N € I' (itr T'M) ise, Weingarten formiilii

VxN = —AyX + V4N + D* (X, N)
25



halini alirve V=W € I' (S (T'M™)) ise de
VxW = —AwX + D' (X, W) + V5 W
olur. Eger M coisotropic veya total lightlike altmanifold ise
VxY =VxY + 1 (X,Y),
VxN = —AyX + V4N

olur. Kabul edelim ki S (T'M) # 0, yani M, bir r-lightlike veya coisotropic alt manifold olsun.
Bu durumda TM = Rad TM LS (TM) ayngimina sahip oldugumuzdan S (7T'M) iizerinde
Gauss ve Wengarten tipi formiiller, X, Y € T' (T M) ve £ € T (Rad T M) igin, sirasiyla

ViPY = ViPY +h* (X, PY),
Vx€=—A{X + V¥

olarak ifade edilir. Burada V* ve V*' metrik konneksiyonlardir, yani V*g = 0 ve V*'g = 0
dir. X,Y € I'(TM), W € S(TM*) i¢in Xg (Y, W) = 0 oldugundan Gauss ve Weingarten

formiilleri kullanilacak olursa
g(h* (X,Y), W)+g (Y, D'(X,W)) =g (Y, AwX)
ve €' (Rad TM) i¢in X g (Y, ) = 0 oldugundan
(W' (X,Y), &) +g(Y, Vx&) + 3 (Y, h'(X,€)) =0
oldugu goriiliir. Benzer sekilde Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak
g(h" (X, PY), N) =g (AnX, PY),
g (A X, PY) =g (M (X,PY), €), (2.2.34)
9(AnX, PY)=g(VxPY, N),
g (M (X,9), € =0, (2.2.35)
A =0

bagintilart elde edilir, burada N € I (ltr TM) dir. {Ny,...,N,}, ltr TM nin baz1 ve
{Wyiq, ..., Wi} de S (TM l) in bir ortonormal bazi olmak iizere

VxY =VxY +0 (X, Y)+ 1 (X, Y) (2.2.36)

=VxV+ Y WX, V)N + Y b (X, Y)W,
i=1

a=r+1
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olarak yazilir ve burada

hé (X7 Y) =9 (hl (Xa Y)?fi)
hi (Xv Y) =¢€ag (hs <X7 Y),Wa), €a = §<Wa7Wa)

dir. k! ye lokal lightlike ikinci temel form, 12, ye lokal screen ikinci temel form denir [18]. Ayrica

ViNp = Ay X+ i (X)Ni+ Y Yo (X)W, (2.2.37)
=1 a=r+1

ViWs = —Aw, X + ) 05 (X)Ni+ Y 0, (X)W, (2.2.38)
=1 a=r-+1

ile verilir, burada V, M iizerindeki indirgenmis konneksiyon, Ay, ve A,, M nin sekil
operatorleri, vy, v/, 0 ve ' 1-formlardir. P, I" (T'M) den S (T'M) ye projeksiyon olsun. S (7'M )

tizerinde Gauss ve Weingarten formiilleri

VxPY = V5PY + h* (X,Y) (2.2.39)

=V5PY +) Ci(X,PY)¢

=1

Vxée=—Af = > i (X)& (2.2.40)
=1

olarak yazilrr, burada V*, S(TM) tzerine indirgenen konneksiyon ve Af da S (T'M)

tizerindeki sekil operatorii diir.

Onerme 2.2.3. (M, g, S(T'M), S (TM)L>, (M, g) yari-Riemann manifoldunun bir
r-lightlike alt manifoldu olsun. Bu durumda Rad T'M iizerinde h' = 0 dir [18].

(M, g) bir yar-Riemann manifold ve (M, g, S(TM), S(TM)L> de bir lightlike
altmanifold olsun. V, M min Levi-Civita konneksiyonu ve V da M iizerindeki indirgenmis

konneksiyon olmak iizere V bir Levi-Civita konneksiyonu degildir ve X,Y, 7 € I' (T'M) i¢in
(Vxg) (Y, 2) =3 (W(X,Y), Z) +g (M (X, Z), Y) (2.241)
dir [18].

Teorem 2.2.4. <M , g) bir yari-Riemann manifold ve M de M min r-lightlike veya coisotropic
alt manifoldu olsun. Bu durumda NV nin M iizerinde metrik konneksiyon olmasi icin gerekli ve

veterli kosul asagidaki sartlarin birinin saglanmasidir:
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(@) A%, T'(TM) iizerinde sifirdr.
(b) Rad T'M Killing distribiisyonudur.

(¢) Rad'T'M, V ya gore paralel distribiisyondur [18].

Teorem 2.2.5. M, bir r-lightlike veya coisotropic alt manifoldu olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

(a) S (T'M) integrallenebilirdir.
(b) h*, S(T'M) iizerinde simetriktir.

(¢) Ay, S(TM) iizerinde self adjointtir [18].

Teorem 2.2.6. M, bir r-lightlike veya coisotropic alt manifoldu olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

(@) S(TM) N ya gire paraleldir.
(b) h*, M iizerinde sifirdur.

(¢) Ay, Rad T M degerlidir [18].

Teorem 2.2.7. M, bir r-lightlike veya coisotropic alt manifoldu olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

(@) Rad T M integrallenebilirdir.
(b) K (PX, &) =0durVE €T (Rad TM), X € T (TM).
(¢) Herhangi bir £ € T'(RadTM) igcin S(T'M) nin A sekil operatorii Rad T'M iizerinde

stfirdir [18].

(M : g) bir yari-Riemann manifold ve (M .9, S(TM), S(TM )L> de bir lightlike

altmanifold olsun. V, M nin Levi-Civita konneksiyonu ve V da M tlizerindeki indirgenmis
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konneksiyon olmak iizere V ve V nm egrilik tensorleri, sirasiyla, R ve R olsun. Bu durumda

(2.2.32) ve (2.2.33) kullanilarak, her X,Y, Z € I' (T'M) i¢in,

R(X,)Y)Z=R(X,Y)Z+ Apix2)Y — Apy X + Ansx,2)Y — Ans(v,2) X
+ (Vxh) (Y, Z) — (Vyh') (X, Z) + D' (X, h* (Y, Z)) — D' (Y, h* (X, Z))
+ (Vxh®) (Y, Z) — (Vyh®*) (X, Z) + D* (X, 1 (Y, Z)) — D* (Y,h' (X, Z))
(2.2.42)
olarak bulunur ve buna Gauss denklemi denir [18]. (2.2.36), (2.2.37) ve (2.2.38)
denklemlerinden ve Gauss denklemi (2.2.42) dan, herX, Y, Z, W € I' (T M) igin

g (R (X,Y)PZ, PW) — g(R(X,Y)PZ,PW) (2.2.43)
l
+3 [hH(X,PZ)C; (Y, PW) — hL(Y, PZ) C; (X, PW)]

i=1
m

+ Z [D; (X,PZ)D; (Y,PW)—D;(Y,PZ)D; (X, PW)]

i=1
elde edilir. (2.2.43) esitliginde h* diisiiniiliirse kesit egriligi doniisiimii bir lightlike altmanifold

tizerinde simetrik olmak zorunda degildir. S (7'M ) nin bir ortonormal ¢atist {ey, ..., e, } ve T M

nin lightlike ¢atist {ey, ..., e,,&1, - - -, &} olmak iizere R jle gosterilen indirgenmis Ricci
tensorii
ROP(X,Y) =) g(R(X,e;)Y,e;)+ > g(R(X,&)Y, Na) (2.2.44)
]:]_ a=1

ile verilir [18]. (2.2.44) esitliginde (2.2.43) yerine yazilirsa, h* simetrik olmadigindan,
RO2(X)Y) # RO? (Y, X) oldugu goriiliir ve R(*? simetrik degildir. Teorem 2.2.5 den

0,2)

goriiliir ki screen distribiisyon integrallenebilir ise R(®?, r-lightlike altmanifold iizerinde

simetriktir.

2.2.3 Ek Boyutu Iki Olan Lightlike Altmanifoldlar

<M , g) , (m+2)—boyutlu, ¢ > 1 indeksli bir yari-Riemann manifold ve
<M , 9, S(TM), S(TM )L) de ek boyutu 2 olan bir lightlike altmanifold olsun. Indirgenmis
metrik ¢ altmanifold iizerinde dejenere oldugundan her p € M igin T, M ve T, M~ uzaylarinin
her ikiside dejenere uzaylardir ve T, M, TPJ\ZI nin 2—boyutlu dejenere altuzayidir. Bu durumda
radikal distribiisyon Rad T'M, ya 1—buyutludur ya da 2—boyutludur. boy (Rad TM) = 1
ise M ye half-lightlike altmanifold ve boy (Rad TM) = 2 ise M ye coisotropic altmanifold
denir [18].
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(M, g, S(T M)) half-lightlike alt manifoldu i¢in temel 6zellikleri verelim. Bu durumda 7'M+
demetine ait £ dejenere vektor alani ve bir non-null vektor alan1 U birim vektor alani vardir ve

her X € I'(T'M) igin D 1-boyutlu non-dejenere alt demeti mevcuttur ve 1-boyutlu dejenere
Itr (T'M) alt demeti mevcuttur 6yle ki , ltr (TM) = Sp{N} ve

G(X,U)=0, g(UU)=¢=+1

saglanir. Rad TM = Sp{¢} ve D =Sp{U} olmak iizere D distribiisyonu 7'M+ de Rad T M
nin tiimleyeni olan distribiisyondur. Bu durumda S ("M )L de D nin ortogonal tiimleyeni D+
olmak tizere S (T M )L = D1 D" olarak yazilir. £ € T (DL) ve D+ non-dejenere oldugundan
bir tek N € I' (D) vardir ve

GEU)=g(N,U)=0, §(UU)=¢==1
g, N)=1, g(N,N)=0

saglamr. Ustteki ifadelere gore, ltr (T M) = Sp {N} olmak iizere
TM = S(TM)LDL {RadTM & ltr (TM)}

ayrisimina sahip oluruz.

Vv, (M : §]> tizerinde Levi-Civita konneksiyonunu gostersin ve P, I' (T'M) den I" (S (T'M))

ye projeksiyonu gostersin. Gauss ve Weingarten formiilleri

VxY =VxY +B(X,Y)N+D(X,Y)U, (2.2.45)
VxN = —AxyX + p1 (X)N + py (X) U, (2.2.46)
VxU = —ApX + 1 (X)N + pe (X)U (2.2.47)
ve
VxPY = V5iPY +C(X,Y)E, (2.2.48)
Vxé=—AX —p (X) € (2.2.49)

dir, burada VY, AyX, AyX € T(TM), Vi PY, AXX € T(S(TM)) ve Ay ile Ay, M
tizerindeki sekil operatorleri, Af ise S (T'M) iizerinde sekil operatorii, B (X,Y) ve D (X,Y)

ikinci temel formun katsayilari, p1, ps, f1, g2 ler ise 1-formlardir. (2.2.45) ve (2.2.49) den

3 (VaYi€) = B(X.Y)
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elde edilir. Ayrica
3 (X Vv€) = B(X.Y)
—g (X, —AY —p(Y)§)) = B(X,Y)

veya

B(X,Y)=g(A:X,Y) (2.2.50)

olur. (2.2.48) kullanilarak
g(VxPY,N) = C(X,Y)

oldugu goriiliir.

—g(PY,VxN)=C(X,Y)

olup
C(X,Y)=g(AyX,Y) (2.2.51)

dir. (2.2.45) yardimiyla
g(Vxv,U) = D(X,Y)

g (Y, @XU> —D(X,Y)
(2.2.47) kullanilarak

D(X,)Y)=g(Y, ApX) — 1 (X)g(Y,N) — p2 (X) g (Y, U)

D(X,Y) = g(AuX,Y) = i (X)n () (2.2.52)

oldugu goriiliir, burada n (Y) = g (Y, N) dir. B ve D simetriktir fakat C' simetrik degildir. Bir
half-lightlike altmanifoldu i¢in

(Vz9) (X,Y) = B(Z,Y)n(X)+ B(Z,X)n(Y) (2.2.53)

oldugundan V indirgenmis konneksiyonu metrik konneksiyon degildir. R ve R, sirastyla,

(M,g,S(TM)) ve (M , g) nin Riemann egrilik tensorleri olsun. R ve R arasinda

g (R (X,Y)PZ, PW> — g(R(X,Y)PZ,PW)+ B(X,PZ)C(Y,PW)  (22.54)
— B(Y,PZ)C(X,PW)+ D (X,PZ)D (Y, PW)
— D(Y,PZ)D(X,PW)
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olacak sekilde bir iliski vardir. {e1,ea,...,e,}, S (T'M) iizerinde bir ortonormal ¢atr olmak
lizere M iizerinde bir lightlike cat1 {e}, es, ..., €,, £} olsun. Bu durumda M nin indirgenmis R(*?)

Ricci tensorii

ROY (X,Y) = En: g(R(ej;, X)Y,e;) +g(R(§,X)Y,N) (2.2.55)

j=1
ie tanimlanir [18]. R(>?) simetrik degildir ve eger S (T'M ) integrallenebilir ise R(*?) simetriktir.
B = D = 0 ise bir half-lightlike altmanifold total geodezik olarak adlandirilir ve VX € I' (T'M)
icin B (X, &) = 0 ise irrasyonel olarak adlandirilir. VX, Y € ' (T M) igin

B(X,Y)N+D(X,Y)U=g(X,Y)H (2.2.56)

olacak sekilde bir H difarensiyellenebilir transversal vektor alam1 mevcut ise half-lightlike
altmanifold total umbilik olarak adlandirilir [18]. (2.2.56) yardimiyla bir total umbulik lightlike

altmanifold tizerinde
B(X,)Y)=Hig(X,Y) ve D(X,Y)=Hyg(X,Y) (2.2.57)

olacak sekilde H, ve H, fonksiyonlar1i mevcuttur.

Simdi (M , g), (m+2) —boyutlu, ¢ > 1 indeksli bir yari-Riemann manifold ve
<M , 9, S(TM), S(TM )L) de ek boyutu 2 olan bir lightlike altmanifold olmak iizere
boy (Rad T M) = 2, yani (M , g, S(TM), S(TM )L) bir coisotropik altmanifold olsun. Bu

durumda T'M nin M boyunca quasi-ortanormal bazi

{617"'a€na§17€27N17N2}
olmak tizere
S(TM) = Sp{er,....,en}t, Rad(TM) = Sp{&,&}, ltr(T'M) = Sp{Ny, N2}

dir. 4, j € {1,2} igin

dir. Gauss ve Weingarten formiilleri

2
VxY =VxY +) Dy (X,Y) N (2.2.58)
k=1
~ 2
ViNp = —AnX + Y pu (X) N, (2.2.59)
=1
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2
VY =ViPY + ) Ci(X,Y)& (2.2.60)

k=1
2
Vb= —AL X = pu(X)§ (2.2.61)
k=1

ile verilir, burada VyY, Ay, X € T (TM), v;}Y,AgkX e T(S(TM)), Ay, T (TM)
iizerinde bir gekil operatorii, A7, I' (S (T'M)) tizerinde sekil operatorii, Dy, (X,Y') ve Cy, (X,Y))
ikinci temel formlarin katsayilar, k,l € {1,2} icin py 1-formdur. (2.2.58)-(2.2.61)
denklemlerinden k& € {1, 2} i¢in

Dp(X,Y) =g (AX,Y), Ci(X,Y)=g(AnX,Y) (2.2.62)

olur. Dy, simetriktir fakat Cj simetrik degildir. V nin metrik konneksiyon oldugu kullanilarak

(2.2.58) den
(Vzg9) (X,Y) =D (Z,X)m (Y) + D2 (Z, X) 2 (Y) (2.2.63)
+ Dl (Z> Y) T (X> + D2 (Za Y) Up) (X)

olarak elde edilir ve V metrik konneksiyon degildir [18]. R ve R, swrasiyla, (M, g, S(TM))
ve (M , g) nin Riemann egrilik tensorleri olmak iizere VX,Y, Z, W € TI'(TM) igin Gauss

denklemi
2
g (R (X,Y)PZ, PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)+ Y Dy (X,PZ)Ci (Y,PW) (2.2.64)
k=1

- i Dy (Y, PZ) Cy (X, PW)

k=1
seklinde ifade edilir. M nin bir lightlike gatisi {e1, ..., e,, &1, &} olmak tizere R(*-?) Ricci tensorii
2

Z g(R(e;, X)Y,e)+ Y §(R(X, &)Y, Ny) (2.2.65)

k=1

ile tammlidir. R(®?) simetrik degildir. Eger S(T'M) integrallenebilir ise R(*?) simetriktir. Bir
coisotropic lightlike alt manifoldda eger D; = D, = 0 ise total geodezik olarak adlandirilir.
k € {1,2} icin Rad (T'M) tizerinde Dy, = 0 ise irrasyonel olarak adlandiritlir. VX, Y € I' (T M)
icin

Dy (X,)Y)N1+ Do (X, Y)Ny =g (X,Y)H
olacak sekilde bir diferansiyellenebilir transversal H vektor alani mevcut ise coisotropic

lightlike alt manifold total umbilik olarak adlandirilir. Bu durumda
Dz’ <X7Y) = Hzg (X,Y) ) (NS {172} )
olacak sekilde M iizerinde diferansiyellenebilir iki H; ve H, fonksiyonlar1 vardir [18].
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3. LIGHTLIKE HIPERYUZEYLER UZERINDE RiCCi SOLITONLAR

Bu boliimde bir Lorentz manifold <M ; g) nin bir (M, g, S(T'M)) lightlike hiperyiizeyi iizerinde
Ricci solitonlar incelenecektir. Ik once bir lightlike hiperyiizeyin iizerinde bir concurrent vektor
alaninin baz1 geometrik Ozellikleri incelenecek ve daha sonra ise rigged metrik kullanilarak
lightlike hiperyiizey iizerinde Ricci solitonlar calisilacaktir. Daha sonra ise yine lightlike
hiperylizey iizerinde torse-forming vektor alaninin geometrik 6zellikleri ve bu vektor alani

potansiyel vektor alani olarak alinarak Ricci solitonlar incelenecektir.

3.1 Lightlike Hiperyiizeyler Uzerinde Concurrent Vektor Alanlar

(M , g}) bir Lorentz manifold ve (M, g, S(T'M)) de M nin bir lightlikke hiperyiizeyi olsun.
¢ indirgenmis metrigi M {izerinde dejenere oldugundan gradient, divergens ve Laplasyan gibi
operatorler g metrigi yardimiyla M {izerinde tanimlanamaz. Bundan dolay1 rigging vektor
alan1 olarak adlandirilan bir ¢ vektor alani yardimiyla tamimlanan ve g ile birlesen metrik
(associated metric) denilen, M iizerinde non-dejenere olan bir g metrigine gére bu operatorleri
kullanacagiz ve islemlerimizi bu yeni metrige gore yapacagiz. Bu yeni metrik sayesinde ise
lightlike hiperyiizey iizerinde Ricci solitonlar1 inceleyecegiz. Dolaysiyla lightlike hiperyiizeyi

izerinde bazi tanimlara ihtiyacimiz vardir.

Ik 6nce bir lightlike hiperyiizey iizerinde Lie tiirevini hesaplayalim.

Lemma 3.1.1. (M,f]) bir Lorentz manifold ve (M,g,S(TM)) de M mn bir lightlike
hiperyiizey olsun. Bu durumda X,Y, 7 € I'(TM) icin

(Lzg) (X,Y) = (Vz9) (X,Y) + 9 (VxZ)Y) +g(VyZ X) (3.1.1)
dir
Ispat: X,Y, Z € I' (T M) igin Lie tiirevi
(Lzg9)(X,)Y) =Zg(X,Y) - g([Z, X].Y) - g(X,[Z,Y])
dir. (2.2.11) ve (2.2.12) den
(Lzg)(X,Y)=B(Z,X)n(Y)+ B(Z,Y)n(X)+9(VxZY)+g(VyvZ X) (312

olur. (2.2.24) den (3.1.1) elde edilir.
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Tamim 3.1.1. Bir (M : g) Lorentz manifoldunun lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(T'M)) olsun. M
de bir acik komsuluk iizerinde tanmimli her p € M igin ¢, ¢ T,M olacak sekildeki ¢ vektor

alamina Rigging vektor alant denir [27].

Bu tanima gore N € I (ltr (T'M)) vektor alant M igin bir rigging vektor alanidir. 7, V

X € I'(TM) i¢in n (X) = g (X, N) ile tammli bir 1-form olmak iizere bir g metrik tensorii
VX,Y € I (TM) icin

§(X,Y) = g (X.¥) 41 (X)n(Y) (3.13)

seklinde tanimlanacak olursa, g metrigi M iizerinde bir Riemann metriktir [27]. (2.2.5), (2.2.4)
ve (3.1.3) yardimiyla, VX, Y € I'(T' M)

§(£75)217 g(£7X>:77(X) (3.1.4)

veE

g(PX,PY)=¢g(X,Y), n(PX)=0 (3.1.5)

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki f : U C M — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

(21, T2, ..., ), U C M agik komsulugu iizerinde bir koordinat sistemi olsun. f nin gradianti

n+1
af o
=S Gy 1.

seklinde tanimlidir. [g], ¢ ile birlesen g nin matrisinin inversidir ve bu ¢ nin matrisi [g;;] nin

pseudo-inversi olarak adlandirilir [27].
v, M iizerinde bir concurrent vektor alani olmak iizere teget ve transversal bilesenlerine
v=vl +oV (3.1.7)
olarak ayrilir, burada v? € T'(T'M) ve vV € tr (T M) dir. (3.1.3) ve (3.1.7) kullamlarak
g0, Q) =g (", ¢) +n(w")n (¢)

(v")
=g (v",N) (3.1.8)

I
3

bulunur. VX € I'(T'M) igin
Xg(v', &) = Xg (v, N)
=3 (Vxv.N) + 3 (v, VxN)
G(X,N)—g (v, ANX)+7(X)g(v,N)
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yazilabilir ve buradan
Xg(w", &) =n(X) +7(X)n(v) - g (v, AxX) (3.1.9)
oldugu goriiliir. Kabul edelim ki v = v olsun, bu durumda
v="0v"+a& (3.1.10)
yazilabilir, burada v* € I'(S(T'M)) ve ny (v) = a dir.

Lemma 3.1.2. Bir (M,Q) Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM))

olsun. Eger v, M iizerinde bir concurrent vektor alani ise

Q|

7(v) = = (9 (v°, Ayv)) — 1 (3.1.11)

elde edilir.
Ispat: (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10) kullanilarak
(v* +a&)g(v° +a&, &) = g(v° + a&, N) — g(v° + a§, Ay (v° + af))
+ 7 (v° 4 a) g(v° + a&, N)

elde edilir. Buradan ise

(v* + af) [9(v*, )] + a(v® + a&) [9(€, )] = ag (§, N) — g(v° + af, Anv®)
— §(v° + a&, Ayaf)
+7(0°+ag) (n (v*) + an (§))
olur. Boylece
0=a— g(v*, Ayv) — aj(v®, An€) + at (v)
oldugundan ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.3. (]\7[ , g) Lorentz manifoldu iizerinde bir concurrent vektor alant v olsun. VX €
' (TM) igin
Vxv=X ve B(X,v)= (3.1.12)

dir.

Ispat: v, M iizerinde bir cocurrent vektdr alani oldugundan V xv = X dir. Bu durumda (2.2.11)
yardimiyla

Vxv=Vxv+B(X,v)N=X (3.1.13)
elde edilir. (3.1.13) ifadesi teget ve transversal kistmlarina ayristilirsa (3.1.12) elde edilir.
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Lemma 3.14. (M, g,S(TM)) bir (M , g) Lorentz manifoldunun screen conformal lightlike

hiperyiizeyi olsun. Eger v, M iizerinde bir concurrent vektor alant ise
7(v)=-1 (3.1.14)
dir.

Ispat: (2.2.20), (3.1.10) ve (3.1.2) yardimiyla

oldugu goriiliir buradan

T7(v) = ——B(v,v*) — 1 (3.1.15)

elde edilir. (3.1.12) ve (3.1.15) ile (3.1.14) bulunur.

Lemma 3.1.5. Bir Lorentz manifoldun bir screen conformal lightlike hiperyiizeyi icin
Viv=0 ve C(v)=1 (3.1.16)

elde edilir, burada v € T'(T'M) concurrent vektor alanidur.

Ispat: (3.1.12), (3.1.13) ve (2.2.20) yardimiyla
Vev =Vev=Viv+C(£v)E=¢
olur. Bu son denklem screen ve radical kisimlarina ayrilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.1. (M, g, S(T'M)) bir screen conformal lightlike hiperyiizey ve v € T'(TM) bir

concurrent vektor alani olsun. Asagidaki ifadelerden en az biri gerceklegir:

(@) v, I'(S(T'M)) de yatar,
(b) 7(£) =0.
Ispat: Gauss ve Weingarten formiilleri ve Lemma 3.1.4 kullanilarak
Vo€ =—Aiv+§ (3.1.17)

ve

V,N = —Ayv —¢ (3.1.18)
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elde edilir. v concurrent vektor alan1 oldugundan Lemma 3.1.3 yardimiyla
Vev =¢ (3.1.19)
dir. (3.1.17) ve (3.1.19) kullanilarak
€ v] = —Afv (3.1.20)
olarak bulunur. Eger v = v* + a& yazilirsa
[€,v° + ag] = —Ag (v° + af)

oldugu goriiliir. Boylece

[§ 0] = —Agv® — aAg (3.1.21)

elde edilir. Buradan

Vev® — V€ = —Afv® — aAig
dir, bu gosterir ki
Viv' + C (§,0°) § — Apv® + 7 (v°) § = —Afv® — aAgE (3.1.22)
dir. AZ, S (T'M) degerli oldugundan (3.1.22) yardimiyla
7)) +C(&v°)=0

oldugu goriiliir. Lemma 3.1.5 ve (3.1.22) ifadesinden

T(v*) =-1
olarak bulunur. 7 (v) = —1 oldugu gozoniine alinirsa

T(v) =70+ af) =—1

elde edilir ki bu
at (§) =0
oldugunu gosterir. Boylece
a=0 yada 7({)=0

dan en az biri elde edilir ki buda teoremin ispatini tamamlar.

Sonu¢ 3.1.1. (M, g,S(T'M)) bir screen conformal lightlike hiperyiizey ve v bir concurrent
vektor alant olmak iizere v ¢ 1" (S (T'M)) dir. Boylece T () = 0 dir.
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Onerme 3.1.1. (M, g,S(TM)), ¢ sabit egriligi ile bir M (c) indefinite uzay formunun bir

screen homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
207 (§) B(X,PZ) = —cg (X, PZ)
esitligi saglanir.

Yukaridaki 6nermenin hipotezi altinda asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1.2. (M, g,S(TM)) bir M (c) Lorentz uzay formunun screen homotetik lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki iddialar gecerlidir:

Tamm 3.1.2. (a) Eger 7 = 0 ise M yari-Oklid uzaydur:

(b) Eger 1 (&) # 0ise M total umbiliktir.

Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.1.3. (M (c) ,§> min bir screen homotetik lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM)) ve v
bir concurrent vektor alant, v & T (S (T'M)) olsun. Bu durumda M yari-Oklid uzaydir. Eger v

concurrent vektor alami I' (S (T M)) ye ait ise M total umbiliktir.

Teorem 3.1.2. M (c) Lorentz uzay form, (M,g,S(TM)) lightlike hiperyiizey ve v de M
iizerinde bir concurrent vektor alant olsun. Eger M total umbilik screen homotetik lightlike

hiperyiizey ise M total geodeziktir.
Ispat: Teorem 3.1.1 yardimiyla 7 (¢) = 0 dan
VeE = — AL (3.1.23)

oldugu goriiliir. Ayrica
B(£Y)=g(ALY)
kullamlarak Az¢ = 0 elde edilir. (3.1.23) kullanilarak
Vel =0
bulunur. Boylece
R (57 U)€ = vavg - VUV5€ - v[&,v]g
= Vel = Vigu§
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olur. (3.1.20) yardimiyla
R (57 ?)) 5 = Vszf

dir. M nin total umbilik oldugu gercegi kullanilirsa

R (57 U) f = V)\vf

= AV,§
elde edilir. Boylece (3.1.17) kullanilarak
R(Ev)E=N(—Afv+§) (3.1.24)
oldugu goriiliir. (2.2.27) ve (3.1.24) ile
§(REDEN) =G(REVEN) = (3.125)

bulunur. Onerme 3.1.1 ve (3.1.25) esitliginden A = 0 elde edilir. Bu da gosterir ki M total

geodeziktir.

Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.1 den goriiliir ki T (§) stfira esit olmak zorunda degil. Boylece, Teorem
3.1.2, v concurrent vektor alami I (S(T M) iizerinde bulundugu zaman dogru degildir. Benzer

olarak v, Rad (T M) iizerinde yattigr zaman da dogru degildir.

Simdi g metrigine baglh olarak bir concurrent vektor alaninin durumunu inceleyelim. (3.1.3)
esitligi ile verilen § metrigi ile ilgili olarak M nin Riemann konneksiyonu V, ve M iizerine V

dan indirgenen Riemann konneksiyon V! olsun.

Teorem 3.1.3. V ya gore v bir concurrent vektor alant olsun. Bu durumda v de V' e gore

concurrenttir.

Ispat: (3.1.3) yardimu ile her X € T’ (T'M) igin

Xg (v,0) = Xg(v,v) + X (§ (v,N)?) (3.1.26)
=27 (Vxv,v) + 2n(v) [ ( N)+§]<v,@XN>]
=23 (Vxv,v)+2n(v)[g(X,N)+ g (v, —AnX + 7 (X) N)]
(

29 (Vxv,v) + 20 (v) [n(X) = § (v, =AnX) + 7 (X) 7 (v)]

olarak hesaplanir. Ayrica
Xg(v,v) =27 (Viv,v) (3.1.27)
=2¢ (Vxv,v) +2n (Viv)n(v)
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dir ve (3.1.26) ve (3.1.27) esitliklerinden
Viv+n (Vo) N =X+ n(X) — g (v, ANX) +7(X)n (v)] N (3.1.28)
elde edilir. (3.1.28) denklemi teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
Viv=X, n(Viv)=n(X)—3v, AxX)+7(X)n(v) (3.1.29)
oldugu goriiliir ki bu da v nin V! e gore concurrent olmasi demektir.
Bu teoremden asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonuc¢ 3.1.4. v, V! e gore bir concurrent vektor alant olsun. Buna gore v nin ¥V ya gore

concurrent vektor alani olmas icin gerek ve yeter sart, VX € T'(T'M) icin,
1 (Viv) =n(X) =g (v, AnX) +7(X) 7 (v) (3.1.30)
olmasudrr.

Sonug 3.1.5. (M, g, S(TM)) bir screen conformal lightlike hiperyiizey ve v de V' e gore bir
concurrent vektor alant olsun. NV ya gore v nin concurrent vektor alani olmasi icin gerekli ve
yeterli kosul

n (Vo) = =g (v, Ayv) (3.1.31)

olmasidir.

Sonug 3.1.6. V ya gire (M, g, S(TM)) total geodezik screen conformal ve V' e gire v bir

concurrent vektor alani olsun. V ya gore v concurrent ise ancak ve ancak
n (Vo) =0 (3.1.32)
olur.

Sonug 3.1.7. V ya gore (M, g, S(TM)) total umbilik screen conformal olsun. Kabul edelim ki

v, V! e gore bir concurrent vektor alan olsun. ¥ ya gore v concurrent ise ancak ve ancak
n(Viv) = =Aj(v,v), AER (3.1.33)
oldugu goriiliir.

3.2 Lightlike Hiperyiizeyler Uzerinde Potansiyel Vektor Alam1 Concurrent Vektor Alam

Olan Ricci Solitonlar

41



Bir (M , g) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperytizeyi (M, g, S (T'M)) olsun. Kabul
edelim ki v de M iizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Boylece v vektoriiniin tegetsel ve
transversal bilesenleri

v=2v"4+ fN (3.2.1)
olarak yazilabilir burada, v* € T' (T M) ve f = g (v,€) dir.

Lemma 3.2.1. Bir (M , g) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM))

ve v de M iizerinde bir concurrent vektér alani olsun. Bu durmda
Vvl = FANX + X (3.2.2)

ve

B(X,v") = fr(X)— X (f) (3.2.3)
dir.
ispat: V ya gére v concurrent vektor alan1 oldugundan VX € T’ (T'M) igin
X =Vxv=Vxvl +Vx (fN) (3.2.4)
olur. Buradan
X=Vxv"+B(X,0") N+ X (f)N — fANX — fr(X)N (3.2.5)
elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.5) kullanilarak (3.2.2) ve (3.2.3) esitlikleri bulunur.

Onerme 3.2.1. (M,f]) bir yari-Riemann manifold ve (M,g,S(TM)) de bir lightlike
hiperyiizeyi olsun. Eger NV nin R°? tensérii simetrik ise M nin bir U komsulugu iizerinde T

1-formu sifir olacak sekilde bir {£, N'} cifti vardir [16].

Teorem 3.2.1. (M,g,S(TM)), (M, §> Lorentz manifoldunun (3.2.1) ile tammli bir v
concurrent vektor alanini bulunduran bir total geodezik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu dirumda

f fonksiyonu sabittir.
Ispat: Eger (M, g, S (T M)) total geodezik ise (3.2.3) den

X (f) = fr(X), VX e [(TM) (3.2.6)
oldugu goriilir. VX,Y € I' (T'M) i¢in (3.2.6) dan

X YT() = (Y (7 (X)) = X (7(Y))) (3.2.7)
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olur. Sonug 2.2.1 ve Onerme 3.2.1 goz 6niine alinirsa
(X, Y](f)=0 VX, Y eI'(TM)

elde edilir ve boylece f bir sabittir.

Lemma 3.2.2. <M , g) Lorentz manifoldunun bir (M, g, S (T M)) lightlike hiperyiizeyi v de M

lizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Bu durumda XY € T'(T'M) igin

(Lyrg) (X,Y) = B (v", X)n(Y) + B (v",Y) n(X)

ya da

(Lng) (Xv Y) = (Vng) (X7 Y)
+ flg(AnX,Y) + g (AnY, X)] + 29 (X, Y)

dir.
Ispat: (2.2.24) den
(Lyrg) (X,Y) = B (", X) n(Y) + B (v",Y) n(X)
+g (VXvT, Y) +g (VyUT,X)

veya

(Lurg) (X,Y) = (Vyrg) (X,Y) + g (Vxv",Y) + g (Vyv", X)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2), (3.2.10) ve (3.2.11) i¢in kullanilirsa (3.2.8) ve (3.2.9) bulunur.

Egerv € T'(TM) ise yani v = v’ ( f = 0) ise asagidaki dzel sonug elde edilir:

Lemma 3.2.3. (M,g,S (T'M)) bir (M , f]) Lorentz manifoldunun lightlike hiperyiizeyi ve v de

M iizerinde bir concurrent vektér alani olsun. Bu durumda ¥X,Y € T (T M) icin

(Lng) (Xv Y) = (VUTQ) (Xv Y) +2g <X7 Y)

dir.

(3.2.12)

Tamim 3.2.1. <]\~4, §> Lorentz manifoldu ve (M, g, S (T'M)) de M mn bir lightlike hiperyiizey

olsun. VX, Y € I' (T M) igin

(Lug) (X,Y) 4+ 2R (X,Y) = 2\g (X,Y)
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olacak sekilde M iizerinde bir v vektor alani ve X € R var ise bir (M, g,v, \) dortliisiine bir
Ricci soliton ve v ye de potansiyel vektor alant denir. A > 0 oldugunda Ricci solitona daralan
(shrinking), A\ = 0 oldugunda Ricci solitona duragan (steady) ve A < 0 oldugunda Ricci solitona

genisleyen (expanding) denir.
Onerme 3.2.2. (M, g, S (T M)) bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Buradan ¥ X,Y € I (T'M) igin

2RO (X,Y) = 2Xg (X,Y) = flg (ANX,Y) + g (ANY, X)] =29 (X,Y)  (32.14)

— (V,rg) (X,Y)
veya buna denk olarak

RO (X YV)=(A-1)g(X,Y) = flg(ANX,Y) + g (ANY, X)] (3.2.15)
— 5 (Vurg) (X.Y)
dir.
Ispat: (3.2.13) esitliginden
(L,rg) (X,Y) +2R®? (X Y) = 2)0g (X, Y) (3.2.16)

elde edilir. (3.2.16) de Lemma 3.2.2 gdzoniine alinirsa (3.2.14) ve (3.2.15) elde edilir.

Ornek 3.2.1. (Light koni). R} uzayinda Lorenzt metrigin isareti (—,+,+,+) olmak iizere
standart kooordinat sistemi (1, T, 3, 14) e gore standart bazi {0xy, s, 0x3, 014} olsun. R}

in bir hiperyiizeyi M
{(t,tcosucosv,tcosusinv,tsinu) t>0,ué€ (0, g) , v e |0, 27?]}
ile tamimly olsun. Boylece M iizerinde R} in quasi-ortonormal catist

Oug = 0x + cosu cos vO0xy + cos usin vOx3 + sin udxy
N = 5 (—0x1 4 cosucos vy + cosusin vdrs + sinudzy)
Ouy =t (—sinucosvdxs — sinusin vz + cos udzy)

Ous =t (— cosusinvdxs + cos u cos vors)

olarak bulunur ve M bir lightlike hiperyiizeydir, burada{ug, u1,us} , bir U C M komsulugu
lizerinde bir lokal koordinat sistemidir. Kolayca gosterilebilirki Rad (TM) = Sp{dup},
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S(TM) = Sp{0uy,us} ve tr (TM) = Sp{N} dir. Bu durumda M iizerine indirgenen g

metriginin matrisi

0 0 0
lgl=10 ¢ 0
0 0 t?cos?u

olarak bulunur. U C M iizerinde baska bir koordinat sistemi {u,, iy, U3} olmak iizere
0ty = Oug Oty = tsinudug, + cosuduy, Oy = t cos udus.

M iizerinde bir null ¢atidir. Buna gére R} in {Oug N, Quy, Quy} catisina gore Ry in metriginin

matrisi
01 0 0
1 0 0 0
0 0 ¢ 0

0 0 0 t?cos’u
dir. M lightlike hiperyiizeyinin Ricci tensoriiniin {Oug N, Ouy, Ous } catisina gire bilesenleri

1 1
Roop = Rop = Rigp = Rya = Ryp =0, Ry = 5 Rig = Ro1 =0, Ra = —3 cos® u,

olarak bulunur ve M nin Ricci tensorii simetriktir [17]. M nin yer vektoriiv = v' = t€ dir ve
v bir concurrent vektor alamdir. Yukaridaki egitlikler ve (3.2.16) kullamilarak A = —% olarak

bulunur. Bb'ylece(M, g, v =t&, N = —%) bir genisleyen (expanding) Ricci solitondur.

Lemma 3.24. R} yari-Oklid uzaymun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
(M, g,S (TM)) olsun. Bu durumda ¥ X,Y € I'(TM) icin

RO (X,Y) =nizAyB (X,Y) — B(AxX,Y) (3.2.17)
dir.

Ispat: M nin bir lightlike catist {ey, ..., e,, &} olsun oyle ki {ey,....e,}, S(TM) nin bir
ortonormal catisidir. M = RZ” nin yar1-Oklid uzay oldugu gozoniine alinirsa,VX,Y, Z €

['(TM) igin (2.2.27) den
R(X,Y)Z=B(Y,Z)AxX — B(X,Z) AxY (3.2.18)
oldugu goriiliir. M nin Ricci tensoriiniin
ROY (X,¥) = Y g (R(er, X) Yoe) 1 3 (R (€. X) Y. N)
i=1
oldugunu biliyoruz. Buna gore (3.2.18) den

R(ei, X)Y = B(X,Y) Aye; — B (e, Y) Ay X
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olur ve burada e¢; = £ alinirsa
R(€.X)Y = B(X,Y) An¢

olur. Ayrica

G(R(&,X)Y,N)=B(X,Y)g(An&,N) =0

dir. Boylece

=> &B(X,)Y)g(Ayei, ) Zaz g(AnX, e) e, Y) (3.2.19)

= B(X,Y)nizAy — B (Z g1 (AnX, e) e, Y)
i=1
=B (X,Y)nizAy — B(ANX,Y)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Onerme 3.2.3. R?*2 yari-Oklid uzaywun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM)) ve
(M, g,v, A) Ricci soliton olsun. Bu durumda X € U (S (T'M)) birim vektor alant icin

nB(X,X)izAy — B(ANX, X)=A—1-2f[g(AnX, X)] (3.2.20)
dir.
Ispat: Kabul edelim ki S (7'M) nin bir ortonormal bazi {ey, ..., e, } olsun. (3.2.17) ifadesinden
R (¢;,e;) = nB (e;,€;) izAy — B (Ane;, €;) (3.2.21)
elde edilir. (3.2.15) denkleminde Y = X = ¢; alinir ve (3.2.21) kullanilirsa ispat tamamlanir.
Sonug 3.2.1. R?*? yari-Oklid uzaywn bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S (TM)) ve (M, g, v, \)
Ricci soliton olsun. Eger (M, g, S (T'M)) total umbilik ve konformal ¢arpani ¢ olan screen
konformal ise VX € T' (S (TM)) igin
n?[B(X, X)) ¢—[B(X, X)) =A—1-2fB(X,X) (3.2.22)
dir.

Uyan 3.2.1. (3.2.22) denklemi B (X, X) e bagli ikinci dereceden bir denklemdir ve B (X, X)
bir tek sekilde belirlendiginden bir tek ¢oziimii vardir, yani ikinci derece denklemin diskriminantt

A = 0 dir. Buradan ise
fP=1=X) (en®—1) (3.2.23)
elde edilir.
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Sonuc 3.2.2. Yari-Oklid uzay: R;‘” nin bir screen conformal total umbilik lightlike hiperyiizeyi
(M, g,5(TM)) ve v de R de concurrent vektor alani olsun. Eger (M, g, v, \) bir duragan

(steady) Ricci soliton ise v concurrent vektor alant I' (T'M ) ye aittir.

Onerme 3.2.4. <M, g) Lorentzian manifold, (M, g, S (TM)) M nin bir lightlike hiperyiizeyi,
v, M iizerinde bir concurrent vektor alani ve (M, g, v, \) de bir Ricci soliton olsun. Bu durumda
VXY € I'(TM) igin

ROV (X,¥) = (A= 1) g (X.¥) = 5 (B0, X)n (V) + B Y)n(X)] (3224
dir.

Ispat: v € T (TM) ve (M,g,v,\) Ricci soliton oldugundan, (3.2.13) yardimyla VXY €
['(TM) igin
(Lug) (X,Y) +2R"? (X,Y) = 2)g (X, Y) (3.2.25)

dir. v concurrent vektor alani I' (7'M ) ye ait oldugundan Lemma 3.2.3 denVX,Y € I' (T M) i¢in
(Log) (X,Y) = (Vug) (X,Y) + 29 (X, Y) (3.2.26)

olur. (3.2.25) ve (3.2.26) kullanilarak
RO (X, YV)=A=1)g(X,Y) — % (Vug) (X,Y) (3.2.27)

elde edilir. (3.2.27) de (2.2.24) den (V,g) (X, Y) yerine yazilirsa ispat tamamlanr.

Simdi I' (S (T'M)) nin bir ortonormal baz1 {ey, ..., e,} olacak sekilde I" (7"M) nin bir bazi

{e1, ..., en, £} olsun. Bu durumda

RO (ee) = (A= 1) g (eoey) — 3 [Bo.e)n(e) + Blo.ehn(e)] (228
—(A—1)

olur. (3.2.28) esitliginde X =Y = ¢ alinirsa
ROY (£,6)=0 (3.2.29)

oldugu goriiliir.

(3.2.28) ve (3.2.29) gozoniine alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

47



Sonug 3.2.3. (M, g, S (T'M)) bir lightlike hiperyiizey ve M iizerinde bir concurrent vektér alant
v olsun. (M, g, v, \) bir Ricci solitondur ancak ve ancak S (T M) Einsteindir ve R(*? (£,€) =0
dir.

Simdi screen homotetik lightlike hiperyiizeyler icin [28] de verilen asagidaki teoremi

hatirlatalim.

Teorem 3.2.2. <M (c) ,§> , ¢ > 0, Lorentzian uzay formunun bir screen homotetic lightlike
hiperyiizeyi (M, g, S (T M)) olsun. Eger M Einstein, yani R©:?) = ~g (v bir sabit) ise, -y negatif
olamaz [28].

(3.2.28) ve (3.2.29) ve Teorem 3.2.2 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.2.4. <M , §]> bir Lorentz uzay form ve (M, g, S (T'M)) de M mn bir screen homotetic
lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger (M, g, v, \) Ricci soliton ise \ > 1 ile bir daralan (shrinking)

Ricci solitondur.

3.3 Lightlike Hiperyiizeyler UzerindeTorse Forming Vector Alanlar

<M , g) bir yari-Riemann manifold olmak iizere her X € I’ <T M ) i¢cin v xv = puX +
¥ (X) v olacak sekilde p fonksiyonu ve i) 1—formu var ise v ye torse-forming vektor alani

denildigini biliyoruz.

Ornek 3.3.1. (M,g) bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (TM)) de M nin bir total
umbilik lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda &, M iizerinde bir torse-forming vektor alanidir.
Gergekten de,(2.2.22) den

Vx{=AX —7(X)¢

olarak yazilir ve &, M iizerinde y = X sabit, 1 = —71 (X)) olan bir torse forming vektor alanidur.

Ornek 3.3.2. R? standart koordinatlar (1, x5, s, ) ve dogal bazi {01, 0y, O3, 04} olan

(—, +, +, +) isaretli dort boyutlu Minkowski uzayt olsun.

Tl = ujsecus To = ujcos(us + uz) 3= ugsin(ug +uz) x4 = ujtanus
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ile verilen M hiperyiizeyi, R} de bir warped ¢arpim lightlike hiperyiizeyidir, burada uy # 0; us,
ug € (0, g) dir. Bu durumda T' M

Zy = secuz0y + cos (ug + ug) Oy + sin (ug + ug) J3 + tan uzd,
Zy = —uy sin (ug + ug) Oz + uq cos (ug + ug) O3

73 = uy sec ug tan uzdy — ug sin (ug + uz) Oy + ug cos (ug + uz) O3 + up sec® uzdy
ile gerilir ve tr (T M)
1 .
N = —— (secug tan uz0d; — cos (ug + ug) Oy — sin (ug + ug) 03 + tan uzdy)
tarafindan gerilir. RadT M = Sp{Z,} ve S (T'M) = Sp{Z, Zs} dir. Basit bir hesaplama ile
V2,20 = V2,70 =wZs, Nz Zy=Vg7 =uZs,

ve

B (ZQ, ZQ) = —Uup, B (ZQ, Zg) = —Uup, B (Zg, Zg) = —U1 — SeC2 us
elde edilir. Boylece 71 bir concircular vektor alanidir, yani i = uy ve ¢ = 0 dir.

Lemma 3.3.1. (M,q,S(TM)) bir Lorentz manifoldun lightlike hiperyiizeyi ve v de bir

torse-forming vektor alani olsun. Eger v € T' (T M) ise
Vxv=Vxv =X +1(X)v (3.3.1)

ve VX € I'(TM)
B(X,v) =0 (33.2)

dir.
Ispat: (2.1.26) ve (2.2.11) denklemlerinden, VX € T' (T M) igin
Vxv=Vxv+B(X,v)N=pX +9¢(X)v

elde edilir. Bu son ifade teget ve transversal bilesenlerine ayrigtirtlir ise (3.3.1) ve (3.3.2) elde

edilir.
M iizerinde bir torse-forming vektor alan v,
v=v"+af

olarak yazilabilir, burada v* € I' (S (T'M)) ve n (v) = a dur.
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Onerme 3.3.1. M lightlike hiperyiizeyi iizerinde bir torse-forming vektor alant v olsun. Eger

v = v® 4 a& vektor alaminda a sabit ise bu durumda

g9 (v*, Ayv) = an (¢€) + a i (v) + 7 (v)] (3.3.3)
dir .
Ispat: (3.1.3) den

9, 8) =g &) +n)n(E)

=1(v) =a

yazilabilir. Boylece VX € I' (T'M) i¢in

X[ (v, 9] =X[g(v,N)]
.y (@Xv, N) + <v, @XN>

elde edilir. Son esitlikte v nin torse-forming vektor alani oldugu uygulanirsa,
X0, 8] =g (X, N) + [ (X) + 7 (X)]n(v) — g (v, A X) (3.3.4)
olur. (3.3.4) VX € I' (T'M) igin dogru oldugundan bu esitlik X = v olmast durumunda
v[g(, Ol =vin(w)]=vlg(v®+af,N)] =0 (3.3.5)

ve boylece
0=n(pv) +[¢ (v) +7()]n(v) =g (v, Ayv) (3.3.6)

bulunur ki bu da (3.3.3) ifadesinden bagka bir sey degildir.

Onerme 3.3.2. (M, g, S (T M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v de M iizerinde

bir torse-forming vektor alant olsun. Bu durumda

o=—1)—1(v) (3.3.7)
dir.
Ispat: Eger M screen conformal ise w konformal garpan ile (2.2.26) ve (2.2.23) dan

g (v Ayv) = C (v°,v) = wB (v*,v) (3.3.8)
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oldugu goriiliir. (3.3.8) ifadesinde Lemma 3.3.1 g6zoniine alinirsa
g(v*, Ayv) =0 (3.3.9)
elde edilir. (3.3.3) de (3.3.9) kullanilirsa

n (@) + ¥ (v) +7(v)] =0 (3.3.10)

bulunur. Ayrica
n(p€) =g (6, N) = ¢en(§) = ¢ (3.3.11)

oldugu (3.3.10) da gozoniine alinirsa ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1. (M, g, S (T'M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v de M iizerinde bir

torse-forming vektor alani olsun. Bu durumda
Voo =V = —7 (v)v (3.3.12)
dir.

ispat: v, M iizerinde bir torse-forming vektor alani oldugundan V,v = @uv + (v) v dir. (3.3.7)

deki ¢ degeri yerine yazilirsa

Voo = v+ 1 (v)v (3.3.13)
=—ypWv—71@v+1(v)v
=-—7(v)v

olur ki bu da ispati tamamlar.

Tanim 3.3.1. <M , h) bir yari-Riemann manifold ve M iizerinde (1,1) tipli tensér alam F

olsun. Eger

Vo (t) = F (v (1)) (3.3.14)
ise v : I — M diferensiyellenebilir egrisi F-geodezik olarak adlandirilir.

Bir Riemann manifold iizerinde I geodezik egrisi bir geodezik egridir ancak ve ancak F' = [

dwr, burada I ozdeslik doniisiimiidiir [29].

Sonu¢ 3.3.2. (M,q,S(TM)) screen konformal lightlike hiperyiizey ve v € T (T'M) de
bir torse-forming vektor alant olsun. Bu durumda M iizerinde v nin her integral egrisi bir
F-geodezik egridir.
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Ozel olarak Sonug 3.3.1 igerisinde 1 (v) = 0 igin asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.3.3. (M, qg,S (T M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v € T (T'M) de

torqued vektor alant olsun. Bu durumda her v nin integral egrisi M de bir geodezik egridir.

Sonug 3.3.1 icerisinde 1 = 0 6zel durumu icin agagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 3.34. (M, g,S (T'M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v € I' (T'M) de bir

concircular vektor alani olsun. Bu durumda

p=-7(v)

dir.

Sonug 3.3.1 icinde ¢ = 1 ve ¢ = 0 6zel durumu i¢in agsagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.3.5. (M, g,S (T'M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v € T' (T'M) de bir

concurrent vektor alani olsun. Bu durumda
7(v)=—-1
dir.
Sonug 3.3.1 iginde ¢ = 0 icin asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.3.6. (M, g,S (T'M)) bir screen konformal lightlike hiperyiizey ve v € T' (T'M) de bir

recurrent vektor alant olsun. Bu durumda
Y (v) =—7(v)

dir.

Simdi v yari-Riemann manifold (M , g) bir torse-forming vektor alani olsun. Bu durumda v

vektor alani teget ve transversal bilesenlerine
v=0v"+fN (3.3.15)

olarak ayrilir ve burada v € T'(T'M) ve f = g (v, ) dir.
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Onerme 3.3.3. (M, g, S (T M)) bir <M , g) Lorentzian manifoldunun lightlike hiperyiizeyi ve v

de M iizerinde bir torse-forming vektor alant olsun. ¥X € T (T'M) igin
eX +1 (X)v" =Vxol — fANX (3.3.16)

ve

w(X)fN:B(X,UT)N—i—X[f]N—fT(X)N (3.3.17)
dir.
Ispat: v bir torse-forming vektor alani oldugundan VX € T'(T'M) igin
Vxv =X+ (X)v" + fY(X)N (3.3.18)
dir. Ayrica Gauss ve Weingarten formiillerinden

Vxv=Vxo! + VxfN (3.3.19)
=Vxv"+ B (X, v") N+ X [fIN — fANX — fT(X)N

elde edilir. (3.3.19) esitlikliginin teget ve transversal bilesenleri goz oniine alinirsa (3.3.16) ve

(3.3.17) bulunur.

Onerme 3.3.4. (M, g, S (TM)) bir lightlike hiperyiizey ve v bir torse-forming vektir alan
olsun. Eger v ve Rad (T M) radikal uzayt arasindaki agi sabitse VX € I' (T M) igin

Y(X)f=B(X,v") ve 7(X)=0 (3.3.20)
dir.

Ispat: v ve Rad (T M) radikal uzay arasindaki ag1 nin sabit oldugu varsayimindan X [f] = 0
oldugu agiktir. Boylece (3.3.19) esitligi

¥ (X) f=B(X") - fr(X) (3.3.21)
halini alir. Ayrica v nin bir torse-forming vektor alani oldugu kullanilarak VX € I" (T'M) i¢in
- 1 .
Vxv =X + ?B (X, 0" ) v—1(X)v (3.3.22)

yazilir. Boylece

g (?Xv,é“) = B(X,0") - fr(X) (3.3.23)

53



olur. Diger taraftanV mn Levi-Civita konneksiyonu oldugu kullanilarak
7 (Vxv,€) = =3 (Vx&v) = g (Vx&v) (3.3.24)
elde edilir. (2.2.22), (2.2.18), ve (3.3.24) kullanilarak
g (?XU, g) = B(X,07) + fr(X) (3.3.25)
oldugu goriiliir. (3.3.23) ve (3.3.25) birlikte gézoniine alinirsa
2fT(X) =0
oldugu goriiliir ki f # 0 oldugundan 7 (X) = 0 dir. (3.3.22) esitliginde 7 (X) = 0 alinirsa
V() f = B (X,7)
elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Sonug 3.3.7. (M, g,S (T'M)) total geodezik lightlike hiperyiizey ve v bir torse-forming vektor

alani ve f sabit olsun. Bu durumda v bir concircular vektor alanidrr.

3.4 Lightlike Hiperyiizeylerde Potansiyel Vektor Alam Torse Forming Vektor Alam Olan

Ricci Solitonlar

Bu kisimda lightlike hiperyiizeyler tizerinde potansiyel vektor alami torse-forming vektor
alam olan Ricci solitonlar incelenecektir. Bunun i¢inde ilk dnce daha sonra kullanacagimiz

lemmalar1 verelim.

Lemma 3.4.1. (]\Z/ , gj) Lorentzian manifold, M nin bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM)) ve

v de M iizerinde bir torse-forming vektor alant olsun. Bu durumda VX,Y € T (T'M) igin

(Lyrg) (X,Y) =®(X)g(v,Y)+®(Y)g (v, X) (3.4.1)
+ flg(AnX,Y) + g (ANY, X) + 7 (X)n(X) + 7 (V) n(Y)]

= X[fIn(Y) =Y [f]n(X) +2¢9 (X,Y)
dir.
Ispat: (3.3.16) den

g(Vxv"Y) =g (X, Y)+ ¥ (X)g(v"Y) + fg(AnX,Y) (3.4.2)
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ve
g (Vyo', X) =g (Y, X) + ¥ (V) g (v", X) + fg (AnY, X) (3.4.3)
bulunur. (3.1.2) esitliginde, (3.4.2) ve (3.4.3) degerleri yerine yazilirsa (3.4.1) elde edilir.

Ozel olarak v = v (ya da f = 0) olmas1 durumunda asagidaki Lemma elde edilir:

Lemma 3.4.2. (M , §]> Lorentzian manifold, M nin bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM)) ve

v de M iizerinde bir torse-forming vektir alani olsun. Buradan ¥V X,Y € T' (T M) igin
(Lug) (X,Y) = @(X) g (v,Y) + @ (Y) g (v, X) 4 209 (X,Y) (3.4.4)
dir.

Onerme 3.4.1. (M, g) Lorentzian manifold, M nin bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM)) ve
v de M iizerinde bir torse-forming vektor alant olsun. Eger (M ,g,v7, )\) bir Ricci soliton ise
her X, Y € I'(T'M) igin

R*(X,Y)=(A=¢)yg (XaY)—%(‘P(X)Q(U,YH‘I’(Y)Q(U,X)) (3.4.5)

lg (AnX,Y) + g (AnY, X) + 7 (X)n (X) +7 (V)7 (V)]

/
2
Ll
2

(X [fIn(Y)+Y [f]n(X))
dir.

Ispat: (3.4.1) deki L,rg degeri (3.2.13) esitliginde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Onerme 3.4.2. (M, g, S(TM)) bir lightlike hiperyiizey ve v € T (T M) de torse-forming vektir
alani olsun. Eger (M, g,v, \) Ricci soliton ise her X,Y € I' (T'M) i¢in
1

dir.
Ispat: Lemma 3.4.2 deki L, g degeri (3.2.13) esitliginde yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Simdi bir ornek verelim.

Ornek 3.4.1. R7 de standart koordinatlar {zy,...,x,} ve M = {x € R": 27 # 0} olan
7-boyutlu manifold olsun. Bu durumda I’ (TM )

0 0 0 0 0
6—517781_1, €2—$7a 2, 63—$7a 3, 64:3378—9547 65—$7ax5
0 0
€6 = —1’78%7 S = x78x7
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vektor alanlar tarafindan gerilir. M iizerinde g yari-Riemann metrigi
g(ehei) :§(§,§) = _g (66766) = 17 g(eiaej) :07 7’7&]7 Vlvj € {172737475}
ile tamimli Lorentz metrik olsun. Ayrica M iizerinde (1,1) tensor alant ¢

pe1 = —€2, Pez2 = €1, Pez = —C4, Pe€y = €3,
pes = —eg, peg =e5, s =0
seklinde tanimlansin. Buna gore VX,Y € I'(T'M) igin
X =-X+w(X)e;
ve
g(@X, YY) =g(X,Y) —w(X)w (V)

dir, burada w(X) = ¢ (X,<) dir. Boylece (]\Z,f},ﬁ,g) bir hemen hemen kontakt metrik
manifolddur. <M ,f],ﬁ,g) iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere dogrudan

hesaplamayla

ve
ler,s] = ei, lew,e] =0 VE#1€{1,2, ...,6}

elde edilir. Boylece <J\~4,§,77,§> bir indefinite Kenmotsu manifold ve ¢ da M iizerinde bir

torse-forming vektor alanidir. (M,g, 7, g) nin bir M hiperyiizeyi M = {x e M: Ty = $5}

olarak tamumlansin. Bu durumda

Rad(11) = Sp{§ = = (c2 - cu) |
S(TM) = Sp {617 €3, €4, €5, C} )

Itr(TM) = Sp {% (e2 + 66)} :

olmak iizere M bir lightlike hiperyiizeydir. Gauss ve Weingarten formiillerinden
Veei=—s, Vee; =0, Vec=0, V&=—¢ Vi#je{l,34,5}

elde edilir [30]. Boylece <, M iizerinde bir torse-forming vektor alamidir. Ustde elde edilen
kovaryant tiirev degerleri (2.2.31), (3.1.2) de yerine yazilir ve Ricci soliton denklemi (3.2.13)
da gozoniine alinmirsa potansiyel vektor alant s torse-forming vektor alani olan bir duragan

(steady) Ricci soliton elde edilir.
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Onerme 3.4.1 ve Onerme 3.4.2 onermelerinden potansiyel vektor alanlari torqued,
concircular, concurrent ve recurrent vektor alanlart olan Ricci solitonlar i¢in lightlike hiperyiizin

Ricci egriligi asagidaki tablo verilebilir.

Onerme 3.4.3. (M, g, S(TM)) bir lightlike hiperyiizey ve (M, g,v, \) bir Ricci soliton olsun.

Bu durumda asagidaki tabloya sahip oluruz:

v vektor alant | Ricci Egriligi
(1) | Torqued RO (v,v) = (A = ¢) g(v,0) — f[g (Anv,v) + 7 (v)  (v)]
(2) | Concircular R(OQ( Y)=(A—¢)g(X,Y)
Ty (AN X,Y) + 9 (AnY, X) 7 ()0 () 7 (V) (V)]
X000 +Y [fn(X)
(3) | Concurrent RO2(X,Y)=(A—-1)g(X,Y)
Iy (A X,Y) + 9 (AnY, X) + 7 ()0 (X) + 7 (V) 7 (V)]
+5 (X [fIn (V) +Y [fln (X))
(4) | Recurrent RO (X)Y) = M\g(X,Y)
—Llg(ANX,Y) + g (AnY, X) + 7 (X)n(X) + 7 (Y) n(Y)]
5 X fn () +Y [fln(X)).

Ispat: Eger v bir torqued vektdr alami ise ¥ (v) = 0 dir. Lemma 3.4.1 den (1) elde edilir. v nin
concircular vektor alani olmast durumunda ¥ = 0 olur ve (2) elde edilir. ¢ = 1 ve 1) = 0 olmasi

durumunda (3) ve (4) ispatlanir.
f = 0 6zel durumu i¢in agsagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 3.4.4. (M, g, S(TM)) bir lightlike hiperyiizey ve (M, g,v, \) bir Ricci soliton olsun.
Egerv € I' (T M) ise asagidaki tabloya sahip oluruz:

v vektor alant Ricci Egriligi
(1) Torqued ROD(v,v) = (A —¢) g(v,0)
(2) | Concircular ROD(X)Y)=(A—¢)g(X,Y)
(3) | Concurrent ROD(XY)=(A—1)g(X,Y)
(4) | Recurrent | RO (X,Y) = Ag(X,Y) — 2 (U (X) g(v,Y) + ¥ (V) g(v, X)).

3.5 Einstein Ricci Soliton Lightlike Hiperyiizeyler

(M : g) bir Lorentzian manifold ve M nin bir lightlike hiperyiizeyi de (M, g, S(T'M)) olsun.
VX,Y €T'(TM) igin

RO (X)Y) = kg(X,Y) (3.5.1)

ise (M, g, S(TM)) lightlike hiperyiizeyine bir Einstein lightlike hiperyiizey denir. Bir Einstein

lightlike hiperyiizeyin Ricci egriligi asikar olarak simetriktir. Einstein manifoldlar uzay form-

larinin genellestirilmisidir ve Ricci solitonlarda Einstein manifoldlarinin genellestrilmisidir.
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Dolayisiyla Einstein lightlike hiperyiizeyler iizerinde bir Ricci soliton vardir. Bu kisimda
Einstein lightlike hiperyiizeyler iizerinde soliton 6zelliklerini inceleyecegiz. Bunun icinde ilk

once Einstein lightlike hiperyiizeylerin bazi temel karekterizasyonlarini hatirlatalim.

Teorem 3.5.1. (M, g, S(TM)) bir M (c¢) Lorentz manifoldunun Einstein screen conformal
lightlike hiperyiizeyi olsun. Burada M bir C x M'¢arpum manifoldudur. Burada C' bir null
egrive M' de S(T M) nin integral manifoldudur [31].

Teorem 3.5.2. (M, g, S(TM)) bir M (c) Lorentz manifoldunun Einstein homotetic lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda c = 0 ve M bir C' x M, x Mg lightlike ii¢lii-¢carpim manifoldudur
oyle ki,

i) Eger k # 0 ise, M, ve Mg lardan birisi bir kiireye izometrik olan sabit egrilikli total umbilik

Riemann manifold ve digeri ise bir noktadtr.

ii) Eger k = 0 ise M, bir total geodezik Oklidyen uzay ve Mg da bir non-null egri veya M da
bir noktadir [31].

Onerme 3.5.1. (M, g,S(TM)), (n+ 2)—boyutlu bir (]\7[, g) Lorentzian manifoldunun
(n + 1)-boyutlu bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ve v de M iizerinde bir torse-forming vektor

alant olmak iizere (M, g, v, \) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda
divgran (v) =n (X = k) (3.5.2)

dir. Burada divg ), (M , §7) nin iizerindeki divergens tanmmumn S(TM) ye kisitlanmigin

gostermektedir.
Ispat: Eger M bir Einstein lightlike hiperyiizeyi olmak iizere (M, g, v, \) bir Ricci soliton ise
Onerme 3.4.2 ve (3.5.1) den VX, Y € T'(T'M) igin

kg (X,Y) = (A=) g(X,Y) - % (W (X) g(v,Y) + ¥ (V) g(v, X)) (3.5.3)

olur. Simdi S(T'M) nin bir {ey, ..., e, } ortonormal bazin1 gézoniine alalim. Her X, Y € T (T'M)
icin (3.5.3) esitliginde her i € {1,...,n} icin X =Y = ¢; alinsin. Bu durumda

o=A—k—=U(e)g(v,e;) (3.5.4)
elde edilir. Diger taraftan v nin bir torse-forming vektor alan1 oldugu kullanilarak

g (@eiv, ei) =+ V(e)g(v,e) (3.5.5)
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oldugu goriiliir. Bu durmda (3.5.5) den
divgray (v) = nep + Z U (e;) g (v,e;) (3.5.6)
i=1

olarak bulunur. (3.5.4) ve (3.5.6) kullanilarak ispat tamamlanur.

Bu 6nermeden agsagidaki sonuca sahip oluruz:

Sonu¢ 3.5.1. (M,q,S(TM)), (n+2)—boyutlu bir (M, g) Lorentzian manifoldunun
(n + 1)-boyutlu bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ve v de M iizerinde bir torse-forming vektor
alani olmak iizere (M, g, v, \) bir Ricci soliton olsun. Eger k = 0 ise asagidaki ifadelere sahip

oluruz:

i) divgerary > 0 olmast igin gerek ve yeter sart (M, g,v,\) Ricci solitonunun daralan

(shrinking) olmasudr.

ii) divsiran = 0 olmast icin gerek ve yeter sart (M, g,v, \) Ricci solitonunun duragan (steady)

olmasidir.

iii) divgrary < 0 olmast icin gerek ve yeter sart (M, g,v,\) Ricci solitonunun genisleyen

(expanding) olmasidur.

Onerme 3.52. (M, g,S(TM)) bir (M ,g}) Lorentzian manifoldunun Einstein lightlike

hiperyiizeyi, v de M iizerinde bir torqued ya da concircular vektor alant olsun. Bu durumda
divgray (v) =np =n (X —k) (3.5.7)

dir.

Ispat: Onerme 3.4.4 deki (1) ve (2) ifadeleri ve Onerme 3.5.1 den ispat tamamlanr.

Sonu¢ 3.5.2. (M,q,S(TM)), (n+2)—boyutlu bir (M,g) Lorentzian manifoldunun
(n + 1)-boyutlu bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ve v de M iizerinde bir torqued ya da
concircular vektor alant olmak iizere (M, g, v, \) bir Ricci soliton olsun. Eger k = 0 ise

asagidaki ifadelere sahip oluruz:

i) (M,g,v,\) bir daralan (shrinking) Ricci solitondur ancak ve ancak divsirary > 0 ve ¢ > 0
dir.

ii) (M, g,v,\) bir duragan ( steady) Ricci solitondur ancak ve ancak divgray = ¢ = 0 dir:
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iii) (M, g, v, \) bir genisleyen ( expanding) Ricci solitondur ancak ve ancak divgrary < 0 ve

@ < 0dir

Onerme 3.53. (M, g,S(TM)), (n+2)—boyutlu bir (M, g) Lorentzian manifoldunun
(n + 1)-boyutlu bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ve v de M iizerinde bir torse-forming vektor
alami olmak iizere (M, g, v, \) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda M bir Einstein lightlike

hiperyiizeydir.

Ispat: Onerme 3.4.4 deki (3) ifadesinden ispat tamamlanur.
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4. LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE RiCCi SOLITONLAR

Bu boliim ii¢ alt bolimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde half-lightlike altmanifoldlar
izerinde Ricci solitonlar, ikinci altbdliimde coisotropic altmanifoldlar iizerinde Ricci solitonlar
ve son olarak da r—lightlike altmanifoldlar tizerinde Ricci solitonlar incelenmistir. Lightlike
altmanifoldlar iizerindeki Ricci solitonlar hakkinda karakterizasyon teoremleri ve sonuglar

verilmistir.

4.1 Half-lightlike Alt Manifoldlar Uzerinde Ricci Solitonlar

<M : §> bir yari-Riemann manifoldu ve (M, g, S(TM)) de M nm bir half-lightlike
altmanifoldu olsun. Her XY, Z € I' (T'M) i¢in X e gore g nin Lie tiirevi

(ng) (X7 Y) =2y <X7 Y) - g([Z7X] 7Y) F g([Zv Y] 7X) (4.1.1)
=Zg(X,Y)=g(VzX,Y) =g (VzY,X)+g(VxZ)Y)+g(VyZ,X)

dir. (2.2.53) den iistteki ifade
(Lzg)(X,Y) =B(Z,Y)n(X)+ B(Z,X)n(Y)+9(VxZ,Y)+9(VyvZ, X) (412

veya

(Lzg) (X,Y) = (Vzg) (X,Y) +g(VxZY)+g(VyZ X) (4.1.3)
olarak yazilir. Birv € T’ (T M ) vektor alam
v=u0v' + N+ LU (4.1.4)

olarak ifade edilir, burada v' € T (TM), fi ve f,, M iizerinde diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar

fi=g@¢§) ve fr=¢eg(v,U)
seklinde tanimlanir, burada ¢ = § (U, U) = +1 dir.

Onerme 4.1.1. (M , §> bir yari-Riemann manifold ve M min bir half-lightlike alt manifoldu

(M, g, S(TM)) olsun. M iizerinde bir concircular vektér alani v olmak iizere
VXUT = QDX + flANX + fgqu)(7 (415)

B(X,v") ==X [A] - fip (X) = for (X), (4.1.6)
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D(X,UT) ==X [fo] = fip2 (X) = fap2 (X) (4.1.7)

dir.
Ispat: v bir concircular vektor alani ise (4.1.4) den

Vxv| =X =Vxv' +Vx (fiN)+ Vx (fU)
olarak yazilir. (2.2.45), (2.2.46), (2.2.47) denklemleri kullanilarak

X =Vxv+B (XWT)N‘FD (XaUT) U‘i‘X[fl]N‘i‘fl@XN‘FX[fﬂU+f2@XU
=Vxv+B(X,0")N+D (X, 0" ) U+ X[fi]N — fiANX + fip1 (X)N + fip2 (X)U
+ X [fo) U — foAuX + fopr (X)N + fopo (X)U

elde edilir. Bu denklem, teget, ltr (T'M) ve D kisimlarina ayrigtirilir ise ispat tamamlanir.

Onerme 4.1.1 de ¢ = 1 alinirsa v bir cocurrent vektor alam olur ve asagidaki 6nermeye

sahip oluruz.

Onerme 4.1.2. (M , g) bir yari-Riemann manifold ve M min bir half-lightlike alt manifoldu

(M,g,S(T'M)) olsun. M iizerinde bir concurrent vektor alani v olmak iizere
Vxv' =X 4+ LANX + fLAuX (4.1.8)

dir.

Eger v vektor alan1 M iizerinde ise, yani v = v ise asagidaki 6nermeye sahip oluruz.

Onerme 4.1.3. (M, g, S(TM)) half-lightlike altmanifoldu iizerinde bir concircular vektér alant
v=uv' olmak iizere

B(X,v")=D(X,v")=0 (4.1.9)

dir.

Onerme 4.1.3 iin bir sonucu olarak da asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.1.1. (]\7[ , §7) bir yari-Riemann manifold ve M min bir half-lightlike alt manifoldu
(M, g,S(TM)) olsun. Eger v =v" € I (TM) bir concircular veya bir concurrent vektor alan

ise g indirgenmis metrigi v' ye gore paraleldir, yani Vv g = 0 dir.
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Half-lightlike alt manifoldlar tizerinde Lie tiirevini hesaplayalim. (4.1.2) ve (4.1.5)

denklemlerinden

(Lyrg) (X, Y) =B (X0 )n(Y)+B (Y, v )n(X)+g(Vxv',Y)+g(Vyv', X)
4.1.10)

=B(X, 0" )nY)+B(Y,v")n(X)
+ 9 (X + LANX + LA X,Y) + g (Y + fLANY + o ApY, X)
=B(X, 0" )nY)+B(Y,v")n(X)+2p9(X,Y)

+ filg (ANX,Y) + g (ANY, X)] + 2f2 [(Ap X, V)]
elde edilir. Eger v concurrent vektor alani ise

(L,rg)(X,Y)=B(X,v")nY)+B(Y,v")n(X)+29(X,Y) (4.1.11)
+ filg (ANX,Y) + g (ANY, X)]| +2f5 [(Av X, Y)]

olur. Eger v vektor alam M iizerinde, yani v = v ise (4.1.9) ve (4.1.10) den

(Lo7g) (X,Y) = 2¢g (X,Y) (4.1.12)
sonucuna ulagilir. Eger v concurrent ve v = v ise de
(Lyrg) (X,Y) =2g (X,Y) (4.1.13)

dir.

Tamm 4.1.1. (]\Z/, gj) bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (T M)) de M nn bir half-lightlike
altmanifoldu olsun. Her X, Y € T'(T'M) i¢in

(L,g) (X,Y) +2R"? (X,Y) = 2)g (X,Y) (4.1.14)

olacak sekilde M iizerinde bir v vektor alami, bir A € R var ise (M, g,v,\) dortliisiine bir
Ricci soliton ve v ye de potansiyel vektor alanit denir. A > 0 oldugunda Ricci solitona daralan
(shrinking), A = 0 oldugunda Ricci solitona duragan (steady) ve A < 0 oldugunda Ricci solitona

genisleyen (expanding) denir.

Teorem 4.1.2. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) M mn bir half-lightlike

altmanifoldu ve v de M iizerinde bir concircular vektor alant olsun. Bu durumda v" potential
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vektor alant ile (M, g,v', )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her XY € ' (T'M) igin

ROY (X,Y) = —%B (X, 0" (V) - lB (v, Y)n(X) - ﬁ[g (ANX,Y) + g (ANY, X)]

2 9
(4.1.15)
— L9 (AuX,Y) + (A=) g (X,Y)

dir.
Ispat: Ricci soliton denklemi (4.1.14) de (4.1.10) yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3. (M, §> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) de M nin bir half-lightlike
altmanifoldu ve v de M iizerinde bir concurrent vektor alamt olsun. Bu durumda v potential

vektor alani ile (M, g,v", )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X, Y € ' (T'M) i¢in

! A

ROY (XY) = _%B (X, 0" )n(Y) - §B (v",Y) n(X) 5 [9 (ANX,Y) + g (AnY, X))]

(4.1.16)
— fog (A X, Y)+ (A —1)g(X,Y)
dir.

Ispat: Ricci soliton denklemi (4.1.14) de (4.1.11) yerine yazilirsa ispat tamamlanar.

Teorem 4.1.4. <M, §) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) de M nin bir half-lightlike
altmanifoldu ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda v"
potential vektor alani ile (M, g,v', )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X,Y € I' (T'M)
icin

RO (X, Y)=(\—¢)g(X,Y) (4.1.17)
dir. Bir bagka ifade ile (M,g,UT,)\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak M bir Einstein
half-lightlike altmanifolddur.

Ispat: Ricci soliton denklemi (4.1.14) de (4.1.12) yerine yazilirsa ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.5. <J\~4, Q) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) de M nin bir half-lightlike
altmanifoldu ve v = v’ de M iizerinde bir concurrent vektor alant olsun. Bu durumda v"
potential vektor alani ile (M, g,v', A) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X,Y € T' (T'M)
icin

RO (X Y)=(\—-1)g(X,Y) (4.1.18)
dir. Bir bagka ifade ile (M,g,UT,)\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak M bir Einstein
half-lightlike altmanifolddur. Ayrica eger (M g,V )\) solitonu duragan (steady) ise M nin
Ricci egriligi negatif tanimlidir.
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Ispat: Ricci soliton denklemi (4.1.14) de (4.1.13) yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Bu son dort teoremden asagidaki sonuglar1 elde ederiz.

Sonug 4.1.1. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) M mn bir total geodezik
half-lightlike altmanifoldu ve v de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Eger
(M, g,v,\) bir Ricci soliton ise her X, Y € T' (S (T'M)) igin

ROV (X,Y) =~y (A X, ¥) 4 g (4nY, )] (4.1.19)

— f29(AvX,Y) + (A= ¢) g (X,Y)
dir.
Sonug 4.1.2. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) M min bir total geodezic
half-lightlike altmanifoldu ve v de M iizerinde bir concurrent vektor alant olsun. Eger
(M, g,v, \) bir Ricci soliton ise her X, Y € T' (S (T'M)) igin
RO (X,¥) = ~I1g (A X.¥) + g (AnY, X)) (@.1.20)
— fog (A X, Y)+ (A= 1)g(X,Y)

dir.
Sonu¢ 4.1.3. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) M mn bir irrasyonel
half-lightlike altmanifoldu ve v = £ de M iizerinde bir concircular vektor alan olsun. Eger
(M, g,v,\) bir Ricci soliton ise her X, Y € T' (S (T'M)) igin

RO (X)Y)=(\A—¢)g(X,Y) (4.1.21)
dir.
Sonu¢ 4.1.4. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) M mn bir irrasyonel
half-lightlike altmanifoldu ve v = & de M iizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Eger
(M, g,v, A) bir Ricci soliton ise her X, Y € T' (S (T'M)) igin

RO (X, V)=(\-1)g(X,Y) (4.1.22)
dir.
Ornek 4.1.1. 5—boyutlu yari-Oklid uzay: R} nin isareti (—,—,+,+,+) olmak iizere bir
altmanifoldu M,

=

x4:(x§+:c§)%, x3:(1—x§) , Ts,%1,To >0
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ile tamimlansin. Altmanifoldun yer vektorii
NT (2 2\
<a:1,:1:2, (1—23)%, (27 +23)° ,:1:5>
dir. Buna gore M nin tanjant demeti

X1 = $48£K1 + 33'1(9.1'4
Xz = 1’461’2 + x28x4

X3 = —.13581]3 + 5(738.175
vektor alanlar tarafindan gerilir. Ayrica
g = I1X1 + ZEQXQ = mlﬁxl + Igal‘g + {B48IL‘4 (4123)

olmak iizere g (£,€) = 0ve ¢ (&, X;) =0, i = 1,2, 3, dir, yani £ bir dejenere vektordiir. Boylece
V' =1(0,1,0,0,0) olmak iizere

Sformiiliinden

1 1
N = 2_1:% (21, —22,0,24,0) = 2—J€ {21021 — 22025 + 24024}

olarak bulunur. Bu durumda

Rad (TM) = Sp{{ = 21011 + 220w + x4024},
S (TM) = Sp {Xl = 1‘481’1 -+ $18$4, Xg = —$5a$3 + .%'381’5},

1
ltr (TM) = Sp {N = @ {xlaxl — LEQ@LEQ + $48$4}}
2
dir ve U = 13073 + 15015 olmak lizere
g(&U)=0,g(N,U)=0,9(U,U)#0

olur. Buradan

D =Sp{U = x30x3 + x505}

elde edilir. Boylece (M, g, S(T'M)) bir half-lightlike alt manifolddur ve

V=X, Vyé=0, V=0 (4.1.24)
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olarak bulunur. Bu da gosterir ki & concircular vektor alamdir. Ayrica
B (X17 5) =g (AE*XD g)

Vx,§=—AcX1 —p1 (Xy)&vep (X1) =7(Vx,N,§) =0

oldugundan (4.1.24) yardimiyla
A&*Xl — _Xl

oldugu goriiliir. Buradan
B (X17§> - g(_X1a§> =0

elde edilir. Benzer hesaplamalar yardimiyla
B(Xs,§) = B(X1,X2) = B(X2,X3) =0, B(X1,X:) = X22

hesaplanir.

C(X1,€) = g(AnX1,§)

Vx,N=—-AnXi +p1 (X0)) N +p2 (X)) U, p1(X1)=0, p2(Xq)=0

kullanilarak

ANXl = (.2748.771 + $18£E4)

all Z_xg
bulunur. Yani

C<X17€) =

oldugu goriiliir. Benzer sekilde
1
C(X2,§) = C(X1,X2) = C (X2, Xp) =0, C (X1, X1) = 9
olarak hesaplanir.

D (Xl,f) =g (6)(157 U)
=g(X1,U)
D (lef) =0

dir buradan
D(Xzf) =D (XlaXZ) =D (leXl) =0, D (Xz,Xz) =1
elde edilir. (2.2.54) den

R0.2) (Xle) — R©.2) (XQ,XQ) — R.2) (Xl,XQ) =0
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bulunur. o, M iizerinde bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere v = ¢ (€ + U) ve v =
p& olmak iizere v bir concircular vektor alamidir. Boylece (M, g,v', )x), A = 1 ile bir daralan

(shrinking) Rici solitondur.

<M (c), g) bir yari-Riemann uzay form ve (M, g, S(T'M)) de ek boyutu 2 olan bir total

umbilik half-lightlike altmanifold olmak iizere M nin Riemann egrilik tensorii

RX,Y)Z=c{g(V,2)X —g(X,2)Y}+ Hi {g(V,2) AnX — g(X,Z) AxY} (4.1.25)
+ Hy{g (Y, Z) AuX — g (X, Z) AyY'}

dir [18]. Buna gore half-lightlike altmanifoldlar i¢in agagidaki teoremlere sahip oluruz.

Teorem 4.1.6. (M (c) ,§> bir yari-Riemann uzay form, (M,g,S(T'M)) bir total umbilik
half-lightlike altmanifold ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektor alam olsun. Bu

durumda (M ,g,v", )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak
A=c+ Y+ HliZAN + HQiZAU (4126)
dirve A = c+ ¢ + HyizAn + Hoiz Ay bir reel sabittir.

Ispat: S (TM) nin bir ortanormal ¢atis1 {ei,...,e,} olsun. (2.2.55) ve (4.1.25) den Vi &

{1,...,n} i¢in
R(OvQ) (ei7 ei) =c+ Hl'LZAN + H2iZAU

elde edilir. (4.1.21) kullanilarak (4.1.26) elde edilir.

Teorem 4.1.7. <M (c) ,§> bir yari-Riemann uzay form, (M,g,S(T'M)) bir total umbilik
half-lightlike altmanifold ve v = v' de M iizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Bu

durumda (M g, )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak
A=c + 1+ HliZAN + HgiZAU

dir.
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4.2 Coisotropic Lightlike Alt Manifoldlar Uzerinde Ricci Solitonlar

<M : §> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)), M nin ek boyutu 2 bir coisotropic
altmanifoldu olsun. Ilk énce M iizerinde g nin Lie tiirevini hesaplayalim. Her X, Y, Z € T' (T M)
icn (2.2.63) den

(Lzg) (X,Y) = Zg(X,Y) —g([2,X],Y) = g([Z2Y],X) (4.2.1)
=29(X,Y) —g(VzX,Y) = g(VzY, X)
+9(VxZ,Y) +9(VyZ, X)
(Lzg) (X,Y) = D1 (Z, X)m (Y) + Ds (Z, X) 12 (Y)
+ D1 (Z,Y)m (X) 4+ Do (Z,Y) e (X)
+9(VxZ,Y)+9(VyZ, X)
veya
(Lz9) (X,Y)=(V29)(X,Y)+9(VxZ)Y)+g(VyZ X) (4.2.2)
olarak elde edilir, burada n; (X) = g (X, N7) ve 2 (X) = g (X, Ny) dir.
<M : §]> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (T'M)), M nm bir coisotropic altmanifoldu
olsun. Herhangi birv € T’ (T M ) vektor alam

v=0v"+ fiN; + foNy

olarak yazilir, burada v € T (T'M) ve fi, fo, M iizerinde f; = g (v,&) ve fo = g (v,&)

seklinde taniml1 diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

Onerme 4.2.1. <M , g) bir yari-Riemann manifold ve M min bir coisotropic alt amanifoldu
(M, g, S(TM)) olsun. Eger v = v' + fiNy + foN, vektér alant M iizerinde bir concircular

vektor alani ise

Vxv' =X + LANX + AN, X, (4.2.3)
Dy (X,0") = =X [i] = fipr1 (X) = fapar (X)), (4.2.4)
Dy (X,v") = =X [fo] = fipi2 (X) — fopaz (X) (4.2.5)

dir.
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Ispat: v € T <T]\7[ ) bir concircular vektor alani ise
Vyv=0X =Vyxv' +Vy (fiN7) + Vx (f2N2)
olur. (2.2.58) ve (2.2.59) den
X =Vxv' +D; (X,v") Ny + Dy (X,0") N, (4.2.6)

+ X [fA] N1+ fi <_AN1X + Zpu (X) Nl>
=1

+ X [fa] No+ f (—ANQX + 22: par (X) Nl>

eX =Vxv' + Dy (X,0") Ny + ll?zl(X, v') Ny
+ X AN = fidy X + fipn (X) Ni+ fiprz (X) N
+ X [fo] No = foAn, X + fopar (X) N1+ fapaz (X) N

oldugu goriiliir. Bu son denklem teget ve transversal kisimlarina ayristirilirsa (4.1.5), (4.1.6) ve

(4.1.7) kullanilarak (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.5) esitliklerinin saglandig1 goriiliir.

Concircular vektor alaninda ¢ = 1 olmast durumunda v concurrent vektor alani olur ve bu

durumda asagidaki 6nermeye sahip oluruz.

Onerme 4.2.2. (M , g) bir yari-Riemann manifold ve M min bir coisotropic alt amanifoldu
(M, g,S(TM)) olsun. Eger v = v' + fiN; + foNy vektor alam M iizerinde bir concurrent
vektor alani ise

VXUT = X —+ flANlX -+ fQANZX

dir.

v =v' 6zel durumu i¢in asagidaki 6nermeye sahip oluruz.

Onerme 4.2.3. (M , g) bir yari-Riemann manifold ve M min bir coisotropic alt amanifoldu
(M, g,S(TM)) olsun. Eger v = v vektor alam M iizerinde concircular veya concurrent vektor

alani ise
Dy (X,v") =Dy (X,v") =0 (4.2.7)

dir.

Teorem 4.2.1. <M , §> bir yari-Riemann manifold ve M mn bir coisotropic alt amanifoldu
(M, g,S(TM)) olsun. Eger v = v vektor alam M iizerinde concircular veya concurrent vektor
alani ise indirgenmis metrik g,v' ye gore paralaldir. yani ¥V ,~g = 0 dir.
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(M : g) bir yari-Riemann manifold ve M nin bir coisotropic alt amanifoldu (M, g, S(T'M))
olsun. v = v + fiN; + foN, vektor alani M iizerinde bir concircular vektor alani ise, (4.2.1)

ve (4.2.3) kullanilarak her X, Y € I" (T'M) i¢in

(L,rg)(X,Y) =Dy (v",Y)m (X)+ D1 (v, X)mi (Y) (4.2.8)
+ Dy (v, YY) (X) 4+ Dy (v, X) o (V)
+9(Vxv',Y) +g(Vyv', X)
(Lyrg) (X,Y) =Dy (v".Y)mu (X) + Dy (v, X) m (V)
+ Dy (v, YY) (X) 4+ Dy (v, X) 2 (V)
+29 (X, Y) + f19 (An, X, Y) + f2 (A, X, Y)

+ f19 (AN, Y, X) + fo (AN, Y, X)

elde edilir. S (7"M) nin integrallenebilir olmasi1 durumunda Ay, , ¢ = 1, 2, sekil operatorleri self

adjoint oldugundan

(L,rg)(X,Y) =Dy (v",Y)m (X)+D; (v, X)m1 ()
+ Dy (v, Y) e (X) 4+ D (07, X) 12 (Y)

+ 2g (QDX’ Y) +2 [flg (ANIX’ Y) + f2 (AN2X7 Y)]
olur. Eger v concurrent vektor alani ise

(L,rg)(X,Y) =Dy (v",Y) i (X)+ Dy (v, X) 1 (Y) (4.2.9)
+ Dy (v, YY) (X) 4+ Dy (v, X) o (V)

+29(X,Y)+2[fig(An X, Y) + fo (AN, X, Y)]
elde edilir. v € T (T'M) olmak iizere, yani concircular vektdr alam v = v, M iizerinde ise
(L,79) (X,Y) =2pg (X,Y) (4.2.10)
dir. Eger v = v concurrent vektor alani ise
(L,7g) (X,Y) = 29 (X,Y) 4.2.11)
oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.2. (M , g) bir yari-Riemann manifold, M min bir coisotropic alt amanifoldu

(M,g,S(TM)) ve v de M iizerinde bir concircular vektor alam olsun. Bu durumda
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(M, g,v', >\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X,Y € T' (T M) icin

RO (X,Y) = %[_Dl " Y)m(X) =Dy (0", X)m (Y) = D2 (v, X) ma (X) (4.2.12)
- D2 (UT, Y) T2 (Y) -2 (flg (ANle Y) + f2 (AN2X7 Y))]

+(A=9)g(X,Y)
dir.
Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.2.8) kullanilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.3. (M , §> bir yari-Riemann manifold, M min bir coisotropic alt amanifoldu
(M,g,S(TM)) ve v de M iizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Bu durumda
(M, g,v', )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X, Y € T' (T M) icin
1
RO (X,Y) = S[=Ds (W Y)m (X) =Dy (0", X)m (Y) = Do (v, X) 1o (X) (42.13)
— Dy (UT, Y) 2 (Y) -2 (flg (AN1X7 Y) + f2 (AN2X7 Y))]
+(A-1)g(X)Y)
dir.
Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.2.9) kullanilir ise ispat tamamlanr.

Ustteki bu teoremler kullanilarak v vektdr alanmin dzel durumlar icin asagidaki teoremleri

ve sonuglari elde ederiz.

Teorem 4.2.4. (M , §> bir yari-Riemann manifold, M mn bir coisotropic alt amanifoldu
(M,g,S(TM)) ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektor alam olsun. Bu durumda

(M, g,v', )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X,Y € I' (T M) i¢in
RO (X V)=(\-¢p)g(X,Y) (4.2.14)
dir.

Teorem 4.2.5. <M , g) bir yari-Riemann manifold, M mn bir coisotropic alt amanifoldu
(M, g,S(TM)) ve v = v de M iizerinde bir concurrent vektor alam olsun. Bu durumda

(M, g,v", /\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak her X,Y € I' (T M) icin
RO (X, V)=(A=1)g(X,Y) (4.2.15)

dir, yani M bir Einstein lightlike altmanifolddur. Ayrica eger soliton duragan (steady) ise
(M, g,S(T'M)) nin Ricci egriligi negatif tamimlidur.
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Sonug 4.2.1. (M : g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S(T'M)) bir total geodezik coisotropic
lightlike alt manifold ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Eger

(M, g,v', )\) bir Ricci soliton ise
RO (X,Y) = fig (An, X, Y) + fog (An X, Y) + (A — ¢) g (X,Y)
dur.

Sonug 4.2.2. (M , g}) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S(T'M)) bir total geodezik coisotropic
lightlike alt manifold ve v = v' de M iizerinde bir concurrent vektor alani olsun. Eger

(M, g,v", /\) bir Ricci soliton ise
R(O’Q) (Xv Y) = flg (ANIX’ Y) + f2 (ANsz Y) + (>‘ - 1)9 (Xv Y)
dir.

Ornek 4.2.1. (=, —, —, +, +, +) isaretli yari-Oklid uzay: RS da bir M altmanifoldu

N|=

:E4:(xf+a:§) , $3:($§+x§)%, T1, T2, 23,24 >0

ile verisin. Bu durumda M nin yer vektorii
2 2\ (.2, .2\3
2 2
(Il,l‘z, ($5+l’6) 9 (l’l +$2) 7(1:5,(1:6)

dir. Buna gore M nin tanjant demeti T'M

Ul = (1 O O 1,0,0) ZE46£L’1 +$18£E4,
(27 + 23)?

U2 e (07 ]., 0, 1 O, 0) x48x2 + .1’281’4,
(351 +23)?
U3 = (0,0, T O, 1,0) 3:50335 + x38x5,
(23 +23)°

U, = (07 0, T 0, O, ].) ~ ZL’68{E3 + 1’381’6
(:cg + §)

2
vetor alanlar tarafindan gerilir. Ayrica

f = ;Ul + U2 = 1‘18.’131 + 2326%’2 + .%401’4,
4

ve

T xr
Co = 22Uy 4+ Uy = 23023 + 25075 + 16076
T3 €3
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vektor alanlart dejenere vektor alanlandir, yani g (§;,U;) = 0,1 = 1,2, j = 1,2,3,4, dir.

Boylece M bir coisotropic altmanifolddur ve
Rad TM = Sp{& = ©10x1 + 12029 + x40x4, & = 13013 + 15075 + 16076 }
S(TM) = Sp{X;1 = 24021 + 11024, X9 = 25013 + x3075}
dir. Buna gore lightlike transversal demet

1 1
ltr (TM) = Sp {Nl = = (21071 — 22072 + 14024) , No = —
2235 23

(.%’361173 — .1758.775 + $68$6)}
olarak bulunur. Dogrudan hesaplamalarla
V& =X1, Vx&=0, V=0, Vb=X,

Vabi =&, Va& =0, Vg& =0, V,éb =6
Ve, Ni =Ny, Ve Ny =0, Ve,Np =0, Ve,Ny =N,
elde edilir. (2.2.58) — (2.2.61) egitliklerinden

Dy (&1,&) = D2 (&2,&) = D1 (&41,6) =0

bulunur. Bunlar kullamlacak olursa R (X,Y) = 0 olur. o bir diferansiyellenebilir fonksiyon
olmak iizere v = ¢ (& + &) olarak alimirsa v = v dir ve Buradan (M, g,v", )\), A = lile bir

daralan (shrinking) Ricci solitondur.

Ornek 4.2.2. (—, —, +, +, +) isaretli yari-Oklid uzayt R} de bir M alt manifoldu
M = {u* v*w,u* cosv, v’ sinv,v’w : v € [0,27) ,u,v € R}

olarak verilsin. Bu durumda T M,

Uy = (2u, 2uw, 2u cos v, 2u sin v, 2uw)
U, = (0, 0, —u?sinv, u” cos v, 0)

Us = (0,v*0,0,u?)
vektorleri tarafindan gerilir ve Uy, Us vektor alanlart dejenere vektor alanlaridir. Boylece
Rad (TM) = Sp{& = 2u(0z1 + wdzs + cosvdx; + sinvdzy + wzs) , & = u’ (0xy + Ox3) }

S(TM) = Sp{X; = v’ (—sinvdxz;z + cosvzy) }
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1 1
ltr (TM) = Sp {N1 =5 (—0x1 + wixzy + cosvdxz + sinvdry + wdzs), No = — (—0xg + 8:55)}
u

2u?

olarak bulunur ve (M, g, S(TM)) lightlike alt manifoldu R} de bir coisotropic altmanifolddur.
Ayrica dogrudan hesaplamalar yapilirsa

- 2 ~ 2 ~ 2
Vx & =-X1, Vgoi=-& Vo&=-4
u u u

dir ve buna gore &, vektor alant M iizerinde bir concircular vektor alanidir. &, dogrultusunda g

nin Lie tiirevi

(Leg) (X1, X1) = 20
olarak bulunur. Riemann egrilik tensorii ise
R(X1,6) X1 = X1, R(X1,6)X:1=0

seklinde elde edilir. Bu hesaplamalardan R (X,Y) = 0 olur. Buradan goriiliir ki \ = u% ile

(M g, )\) hemen hemen Ricci solitondur, yani bu dérnekde \ sabit degildir.

Simdi [32] de Teorem 3.1 olarak verilen teoremi hatirlatalim ve bu teremden faydalanarak

teorem ve sonuglar1 verelim.

Teorem 4.2.6. (M (c) 7§> bir yari-Riemann uzay form ve M (c) nin total umbilik lightlike alt
manifoldu (M, g, S(TM)) olmak iizere M nin egrilik tensorii

RIX,Y)Z=c{g(V,2)X —g(X,2)Y} (4.2.16)

+ Z [Hi{g (Y, 2) AN, X — (X, Z) AN, Y }]

i=1
ile verilir, burada H = HiN + HyU dir [32].

Teorem 4.2.7. (M (c), g) bir yari-Riemann uzay form, M (c) nin total umbilik lightlike alt
manifoldu (M, g, S(TM)) ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Bu

durumda (M .g,v", )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak

A=c+ o+ HjizAp, 4.2.17)
dur.
Ispat: I'(S(TM)) nin bir ortanormal catist {e,...,e,} olsun. (2.2.65) ve (4.2.16)

denklemlerinden, Vj € {1, ...,n} igin,

2
RO (¢j e) = c+ Y HiizAy, (4.2.18)

=1

elde edilir. (4.2.14) ve (4.2.18) den ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.8. (M (c), g) bir yari-Riemann uzay form, M (c) nin total umbilik lightlike alt
manifoldu (M, g, S(TM)) ve v = v' de M iizerinde bir concurrent vektér alan olsun. Buna
gore (M, g,v", )\) bir Ricci solitondur ancak ve ancak

2
A=c+1+) HizAy, (4.2.19)

i=1

dir.

4.3 r—Lightlike Altmanifoldlar Uzerinde Ricci Solitonlar

(M : g) , (m+n)—boyutlu bir yari-Riemann manifold ve M nm bir r—lightlike,
m—boyutlu altmanifoldu (M, g, S(TM)) ve M boyunca TM bir quasi-ortonormal catisi
{&, & ety €m, N1yo oy Npytpiq, - -+, up } olsun. Bu durumda M nimn Levi-Civita
konneksiyonu V nin bir metrik konneksiyon oldugu gozoniine alinirsa, her X, Y, Z € T' (T'M)
icin,

Z¢(X,Y) = 3§ (%X, Y) n (@ZY, X) 43.1)
=g(VzX.Y)+g(VzY. X)+ > h(X,Z)mi (V)

=1
T

+ > (Y, Z)mi (X)

=1

olarak ifade edilir. Buna gore g nin Lie tiirevi,
(Lzg)(X,Y) =Zg(X,Y)—g(VzX,Y) —g(VzY, X) (4.3.2)
+9(VxZ,Y)+9(VyZ, X)
oldugundan, (4.3.2) esitliginde (4.3.1) yerine yazilirsa
(L26) (X.Y) = YW (X.2) 1 (V) + SR (V.20 (X) 4 (T4 ZY) + g (Vy Z.X)
i=1

i=1
(4.3.3)

elde edilir.

Simdi (M , §> bir yari-Riemann manifold ve M nin bir r—lightlike altmanifoldu
(M, g,S(TM)) ve M iizerinde bir vektor alan1 v olsun. Transversal demet ¢r (T'M) nin bir

bazi {Ny,- -+, Npy Uiy, - - -, uy } olmak tizere
v=0v' 4> fiNi+ Y patia (4.3.4)
=1 a=r+1
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olarak yazilabilir, burada i € {1,...,r} ve a € {r + 1, ...,n} i¢in f; ve p, diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir ve (4.3.4) ile goriiliir ki

[i=0(,&) ve pa=g(v,u,) (4.3.5)
seklinde tanimlanir.

Onerme 4.3.1. (M,f]) bir yari-Riemann manifold ve (M, g,S(T'M)) bir r-lightlike

altmanifold olsun. Eger v, M iizerinde bir concircular vektor alani ise

Vxv| =oX + Y fiAn X+ Y padu,, (4.3.6)
=1 a=r-+1
B (X, 0") ==Vxfi—= > frns(X) = D pably (X)), (4.3.7)
s=1 a=r+1
D* (X,v") = =Vxpabas ( Z fiia (X (4.3.8)

dir.

Ispat: v bir concircular vektdr alani ise

@XU = pX = @XUT + @X (Z szz> + @X ( Z Pa%x)

=1

dir. Buradan

@X:VXUT—FZhé (X,0") N; + Z D (X,v")u

=1 a=r+1
+Z(VXfZ)N + Z (vXpa> Uq,
a=r+1
_ZszNX"i‘ZZfz%J N+Zfl Z Vi (X
i=1 j=1 =1 a=r+1
_ Z Pau. X + Z paZHM(X)Ni—I— Z P Z 05 (X)u
a=r+1 a=r+1 i=1 a=r+1 B=r+1

dir. Bu son ifade teget ve transversal kisimlarina ayrigtirilir ise (4.3.6), (4.3.7) ve (4.3.8) elde

edilir.
Eger (M, g, S (T'M)) bir coisotropic altmanifold ise bu durumda v vektor alant
v=uv'+> fiN; (4.3.9)
i=1

olarak yazilir. Buradan da asagidaki onermeyi elde ederiz.
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Onerme 4.3.2. <M ,§> bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (TM)) de bir coisotropic

altmanifold olsun. Eger v bir concircular vektor alani ise

Vxo' =X+ fidnX, (4.3.10)
=1
h(Xw"T) ==Vxfi=> frs(X),ief{l,.r} (43.11)
s=1

dir.

Ozel olarak v = v' olmasi durumunda Onerme 4.3.2 dan asagidaki 6nermeler ve sonuca

sahip oluruz.

Onerme 4.3.3. (M , g) bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (T'M)) r-lightlike altmanifoldu

icinv = v, M iizerinde bir concircular vektor alani ise, X € T' (T M) igin
Vxv' =X (4.3.12)
ve
K (X,v') =0, D (X,v") =0 (4.3.13)
elde edilir, burada i € {1,....,r}ve o € {r + 1,...,n} dir.

Sonug 4.3.1. (]\Z7 g) bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (T'M)) r-lightlike altmanifoldu
icinv = v", M iizerinde bir concircular vektor alani ise V indirgenmis konneksiyona gore de

v bir concircular vektor alanidir.

Onerme 4.3.4. (M , g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (T'M)) bir coisotropic altmanifold
ve v = v' de M iizerinde bir concircular vektér alant olsun. Bu durumda X € T (T M) ve

ie{l,..,r}icin

Vyv' = pX ve hﬁ (X, UT) =0 4.3.14)
dir.
Ornek 4.3.1. Isareti (—, —,+,+, —, —, +, +) olmak iizere RS yari-Oklid uzaynda bir M alt
manifoldu

T3 =\/2? 423, xy=/224 22 ar=125=0

ile tamimlansin. Bu durumda M nin yer vektorii

2 2 2 2
(l'la X, \/xl + €y, \/1:5 + Xg, L5, L6, IE7,.T8)
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dir. Buna gore M nin tanjant demeti T' M

Ul = 1707L7070707070 ~ ('r3707x17070707070)
Vi + 23
Uy = (0,1, ——2—.0,0,0,0,0 | = (0,23,22,0,0,0,0,0)
Va3 + x5
U3 = 070707L71707070 ~ (0707071.57'%4707070)
U4 = 0’0707L70717070 ~ (0,0,0,1‘6,0,%’4,0,0)
NE T

elde edilir. Boylece

xT T
& = 22Uy + 22Uy = 21011 + 22020 + 23023

T3 T3
s L

52 = $_U3 + :L'_U4 = {E48£E4 + 37581‘5 + 3768-176
4 5

vektor alanlart dejenere vektor alanlaridir ve M bir 4—boyutlu lightlike altmanifolddur. Ayrica
Rad (TM) = Span {& = x10x1 + 22019 + x3013, & = 14024 + 5075 + 16026} ,

S (TM) = Sp {X1 = x38x1 + $18$3, Xg = x58x4 + .7748.735} 3
1 1

=) (—I18I1 — x28x2 -+ l’3a$3) 3 N2 =53 (:U46’x4 = 1’581’5 — $681’6>} y

2x3 2x]

S(TM*) = Span {u; = dx7, up = Oxs}

ltr (TM) = Sp {N1 =

olarak bulunur. Eger v = & + & olarak alimirsa bu vektor alani M iizerinde ¢ = 1 olan bir

concircular vektor alamdir.

(4.3.1), (4.3.13) ve (4.3.14) denklemleri goz6niine alinirsa asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.3.1. (M, qg,S (T'M)) manifoldu v = o7 nin concircular vektor alani oldugu bir

r-lightlike ya da coisotropic lightlike altmanifold olsun. Bu durumda g ile v paraleldir.

Onerme 4.3.5. (M , §> bir yari-Riemann manifold, M iizerinde v bir concircular vektor alant

ve (M, g,S (TM)) de bir r-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

(Lurg) (X,Y) =D " hi (X, 0T (V) + Y hi (YV,07) n; (X) (4.3.15)

=1

+29 (X, Y)+2)  fig (AN X,Y)

=1

+2 ) pag (A, X,Y)

a=r+1
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dir. Eger v concurrent vektor alani ise

(Lorg) (X,Y) = Z Ry (X, 0T) e (V) + ) b (Y 07) s (X) (4.3.16)

i=1

+29(X,Y)+2) fig (AnX,Y)

=1

+2 ) pag (A, XY)

a=r-+1

dir.
Ispat: (4.3.6) deki Vxv' degeri
(Lorg) (X,Y) = Z hé (Y, uT)vn; (X) + g (VxvT,Y) + g (VyvT, X)
i=1

de yerine yazilirsa (4.3.15) elde edilir. Eger v concurrent vektor alani ise ¢ = 1 olur ve p = 1

degeri (4.3.15) de yerine yazilirsa (4.3.16) elde edilir.

Lightlike altmanifoldun coisotropic altmanifold olmas1 durumunda asagidaki 6nermeyi elde

ederiz.
Onerme 4.3.6. (M , g) bir yari-Riemann manifold, M iizerinde v bir concircular vektér alan
ve (M, g, S (TM)) de bir coisotropic altmanifold olsun. Bu durumda

(Lurg) (X,Y) = 3 by (X 0Ty i (V) + 3 b (Y, 07) i (X) 4.3.17)

=1
+29 (X, Y)+2)  fig (AN X,Y)
=1

dir. Eger v concurrent vektor alani ise

r

(Lorg) (X,Y) = Z B (X, 0T) s (V) + ) B (Yoo i (X) (4.3.18)

=1

+29(X,Y)+2)  fig(AnX,Y)
=1

dir.

Bu son iki 6nermeden asagidaki iki sonucu elde ederiz.

Sonuc 4.3.2. (M, g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (T M)) bir r-lightlike altmanifold ve

v = vT de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda

(Lirg) (X,Y) =29 (pX,Y) 42 fig (AnX,Y) (4.3.19)

=1

+2 ) pag (Au,X,Y)

a=r+1
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dir. Eger v bir concurrent vektor alani ise

(Lirg) (X,Y) =2¢(X,Y) +2)  fig (A, X,Y) (4.3.20)

=1

+2 ) pag (A, X.Y)

a=r-+1

dir.

Sonug 4.3.3. (M, g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (T M)) bir coisotropic altmanifold

ve v = vT de M iizerinde bir concircular vektor alant olsun. Bu durumda

(Lirg) (X,Y) =29 (pX,Y) 42 fig (AnX,Y) (4.321)

=1

dir. Eger v bir concurrent vektor alani ise

(Lurg) (X,Y) =2 (X,Y) +2)_ fig (An,X,Y) (43.22)
i=1

dir.

Teorem 4.3.2. (M 5 g) bir yari-Riemann manifold, M iizerinde v bir concircular vektér alam
ve (M, g, S (T'M)) de bir r-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda (M, g,vT, \) nin bir Ricci

soliton olmast icin gerek ve yeter sart

RO (X)Y) = —% Yo (X m(Y) - % > (Y eT) s (X) (4.3.23)
=1 =1
+ (A=) g(X,Y) =Y fig (AN X.Y)
i=1

— Z Pag (A, X,Y)

a=r+1

olmasidir.
Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.3.15) kullanilirsa ispat tamamlanr.

Teorem 4.3.3. (M , §> bir yari-Riemann manifold, M iizerinde v bir concircular vektor alani
ve (M, g, S (TM)) de bir coisotropic altmanifold olsun. Bu durumda (M, g, v, \) nin bir Ricci

soliton olmast icin gerek ve yeter sart

1 < 1 «
RO (X,Y) = ~5 D (X 0T g (Y) - 5 > (YT (X) (4.3.24)
i=1 =1

+ (/\ - SD)Q(X’Y) - Zfzg (ANL'X’Y)

=1

olmasidrr.

Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.3.17) kullanilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3.4. (M, g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)) bir r-lightlike altmanifold
ve v = v de M iizerinde bir concircular vektér alant olsun. Bu durumda (M, g, vT, \) nin bir

Ricci soliton olmasi icin gerek ve yeter sart
RO (X, Y)=(A—p)g(X,Y) (4.3.25)

olmasidrr.

Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.3.19) kullanilirsa ispat tamamlanr.

Teorem 4.3.5. (M : g) bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (T'M)) bir coisotropic altmanifold
ve v = vT de M iizerinde bir concircular vektor alant olsun. Bu durumda (M, g, vT, \) nin bir

Ricci soliton olmasi icin gerek ve yeter sart
ROY(X,)Y)=(A—p)g(X,Y) (4.3.26)

olmasidrr.

Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) de (4.3.21) kullanilirsa ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.3.4. v = vT nin concircular vektor alani oldugu her r-lightlike ve concircular lightlike

alt manifold bir Einstein manifolddur.

4.4 Rigged Metrikli Lightlike Alt Manifoldlar Uzerinde Baz1 Karekterizasyonlar

<M : §> bir yar1-Riemann manifold ve (M, g, S (T'M)) de M nin bir r-lightlike altmanifoldu
olsun. Lightlike hiperyiizeylerde oldugu gibi (3.1.3) dekine benzer olarak r-lightlike altmanifold

M iizerinde bir non-dejenere g metrigi tanimlayalim.

Tamm 4.4.1. (]\7[, g) bir yari-Riemann manifold ve (M, g, S (TM)) de M nin bir r-lightlike
altmanifoldu olsun. (M,g,S (TM)) bir r-lightlike alt manifold olsun. (M,q,S (TM))
manifoldu iizerinde bir g metrigi, VX, Y € T' (T M) icin

GXY)=g(X,Y)+ D n(X)mi(Y) (4.4.1)

i=1

olarak tamimlanan metrige rigged metrik denir.

Bu tanima gore Rad T'M nin bir lightlike catis1 {3, - - -, &, } olmak iizere (4.4.1) den

g(fza&j) :51'_7'7 g(&zax) =T (X)a VX € F<TM)7 27.7 = 17 T (442)
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veE

g(X,)Y)=9g(X)Y), VXY e'(S(TM)) (4.4.3)

elde edilir.

Onerme 4.4.1. <M,§> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda her X &
' (TM) igin

Xg(v,v) =29 (X, v)+ 22 (77 (v) — g (An, X, ) (V)] (4.4.4)

i=1

dir.

Ispat: X € T'(T'M) igin (4.4.1) den
Xg(v,v)=Xg(v,v)+X (Z ; (v)> (4.4.5)

i=1

yazilabilir. (4.4.5) de (2.2.36) ve (2.2.37) kullanilirsa (4.4.4) ifadesine ulagilir.

Teorem 4.4.1. (M, §> bir yari-Riemann manifold, (M,g,S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v de S (T'M) ye ait bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda g metrigine

gore v nin boyu sabit olamaz.

Ispat: Kabul edelim ki § metrigine gore v nin normu sabit olsun. Bu durumda her X &
I'(S(T'M)) i¢in

Xg(v,v) =g(pX,v) =0
elde edilir. Bu da gosterir ki v € I'(Rad (TM)) ve v € I'(S(T'M)) oldugundan bu bir

celiskidir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Onerme 4.4.2. <M,§> bir yari-Riemann manifold, (M,g,S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v = vT de M iizerinde bir concircular vektor alanmi olsun. Bu durumda her
X,Y e '(TM) igin
Yg(X,0) =g (VyX,0)+ g (X, oY)+ > hi (Y, X)n; (v) (4.4.6)
i=1

=505 T (V) s (0) 5 (0) + oms (Y)

i=1 j=1

— g (ANY,0) + 755 (V) 13 ()] (X)

dir.
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Ispat: (4.4.1) den

Yg(X,v)=Yg(X,v)+Y Z m (X)) ny (v)] (4.4.7)
I=1
olur. (2.2.36) ve (2.2.37) ifadeleri (4.4.7) esitliginde yerine yazilirsa
Yg(X,v) = g(VyX,0) + Y B (Y. X)n (v) + g (X, ?yv> (4.4.8)
i=1
+ Z 9(Vy X, N;) — g (AnY, X) + Z%‘j (Y) mi (X)] m; (v)
i=1 j=1

i=1

+2_ |9 (ﬁyv, N@-> —g(AnY.0)+ ) % (V) <”)] 7 (X)

bulunur. v nin concircular vektor alani oldugu gézoniine alinir ve (2.2.39), (2.2.40) esitlikleri

(4.4.8) da yerine yazilirsa (4.4.6) elde edilir.

Teorem 4.4.2. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M,g,S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v = v7 de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. S (T'M) nin

integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart v € I' (Rad (T'M)) olmasidur.
Ispat: Kabul edelim ki v € T (Rad (TM)) ve X,Y € T'(S (T M)) olsun. Bu durumda (4.4.6)
esitliginden

Yg(X,0) =g (VyX,0)+ 9 (X, oY)+ > hi (Y, X)n; (v) (4.4.9)
=1

oldugu goriiliir. X ve Y nin (4.4.9) da rolleri degistirilirse

Xg(Y.0) = g (VyX,0) + g (Y,oX) + ) b (X, V) (0) (4.4.10)

i=1

olarak yazilir. (4.4.9) ve (4.4.10) in farklar1 alinirsa
7([Y, X],v) = Y§(X,v) — Xg(Y,v) (4.4.11)
elde edilir. v € I' (Rad (T'M)) ve X, Y € T' (S (T'M)) oldugu goz 6niine alinirsa
g([Y,X],v)=0 (4.4.12)

bulunur. (4.4.12) esitliginden agikca goriiliir ki [Y, X] € T'(S(T'M)) ve bu da S (T'M) nin

integrallenebilir olmas1 demektir.
Diger yandan kabul edelim ki S (7T'M) integrallenebilir olsun. Bu durumda her XY €
I'(S(TM)) igin (4.4.11) esitliginden
Y§(X,v) = Xg(Y,v) (4.4.13)
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saglanir. X, Y € I' (S (T'M)) i¢in X ile Y lineer bagimli ve X bir fonksiyon olmak iizere Y =
AX olarak alalim. (4.4.13) esitliginde yerine yazilirsa

AXG (X, v) = Xg(AX,v)

olur. Bu da gosterir ki A bir sabit fonksiyon ya da v € I' (Rad (TM)) dir. I' (S (T'M)) de
yazilan her Y = A X bir sabit fonksiyon olamayacagindan v € ' (Rad (T'M)) dir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.4.3. (M,g) bir yari-Riemann manifold, (M,g,S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v = v de M iizerinde bir concircular vektor alanm olsun. Eger (M, g, vT, \)

bir Ricci soliton ise v € I' (Rad (T'M)) dir.

Ispat: Ricci soliton denklemi (3.2.13) den R(®?) simetriktir. Teorem 2.2.5 den S (T'M)
integrallenebilirdir. Eger (M, g,vT, \) bir Ricci soliton ise Teorem 4.4.2 gdzoniine alinirsa

v € I'(Rad (T'M)) oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Onerme 4.4.3. <M,§]> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)), M mn bir r-lightlike
altmanifoldu ve v = v de M iizerinde bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda

ke{l,..r}icin
9 (AN, X, v) = XG (&, v) — omi (Y Z%l (4.4.14)
dir.

Ispat: (4.4.1) ve (4.4.2) den

g (&, v)

an fk nz ]

= Yg (’U, Nk)

:f]( Y, Nk) +9(U VYNk)

= o (V) — g (An,Y,0) + Zm )i (v)

=1

elde edilir, boylece ispat tamamlanir.
Ozel olarak v = &, k € {1, ..., r} olmak iizere agsagidaki onermeyi elde ederiz.
Onerme 4.4.4. <M,§> bir yari-Riemann manifold, (M, g, S (TM)), M mn bir r-lightlike

altmanifoldu ve v € T (Rad (T M)) de bir concircular vektor alani olsun. Bu durumda

85



i) v=_¢& ise v = —1,

ii) v=¢& ise k # aicin g, = 0 dir.
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