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OZET

Bu c¢alismanin amaci, lineer bigeometrik Volterra integral denklemleri igin
alternatif yeni ¢6ziim yontemleri kazandirmaktir.

Alt1 boliimden olusan bu calismanin birinci boliiminde, literatiir taramasi
yapilarak konunun tarihsel gelisimi, 6nemi ve kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verildi.
Ikinci boliimde tez ¢ahismas ile ilgili ihtiya¢c duyulan temel tanim, teorem ve 6nermeler
ifade edildi.

Uciincii bdliimde literatiirde yer alan bigeometrik integral denklem tanimimdan
faydalanilarak, integral denklemlerin siniflandirmalar1 en genel haliyle bigeometrik
kalkiiliise aktarilarak literatiire kazandirildi ve bigeometrik integral denklemler ile
bigeometrik diferansiyel denklemler arasindaki iligki irdelenip 6rneklerle ifade edildi.

Tez ¢alismasini olusturan asil bulgulara dordiincii ve besinci boliimde yer verildi.
Dordiincii boliimde homotopi pertiirbasyon metodu bigeometrik kalkiiliise aktarilarak,
olusturulan bigeometrik homotopi pertiirbasyon metodunun bigeometrik diferansiyel
denklemlere ve lineer bigeometrik Volterra integral denklemlerine uygulamasi verildi.
Besinci boliimde, bigeometrik kalkiiliiste bir fonksiyonun diferansiyel doniisiimii
tanimland1 ve bigeometrik diferansiyel doniisiim metodunu uygulamak i¢in ihtiyag
duyulan temel teoremler ispatlandi. Elde edilen ozellikler yardimiyla bigeometrik
diferansiyel denklemler ve lineer bigeometrik Volterra integral denklemlerinin
cozimleri drneklerle incelendi.

Son bdlumde ise tez ¢alismasinda elde edilen sonuclar ve degerlendirmelere yer

verildi.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen olmayan kalkilis, Bigeometrik kalkulis,
Bigeometrik integral denklemler, Lineer bigeometrik Volterra integral denklemleri, BG-
Integral denklemler ile BG-Diferansiyel denklemler arasindaki iliski, BG-Homotopi

perturbasyon metodu, BG-Diferansiyel doniisiim metodu.
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SUMMARY

The aim of this study is to provide new alternative solution methods for linear
bigeometric Volterra integral equations.

In the first part of this study, which consists of six chapters, a literature review is
made and information about the historical development, importance and application
areas of the subject is given. In the second chapter, the basic definitions, theorems and
propositions needed for the thesis are stated.

In the third chapter, by utilizing the definition of bigeometric integral equation in
the literature, the classifications of integral equations are transferred to bigeometric
calculus in its most general form and the relationship between bigeometric integral
equations and bigeometric differential equations is examined and expressed with
examples.

The main findings of the thesis are presented in the fourth and fifth chapters. In
the fourth chapter, the homotopy perturbation method is transferred to bigeometric
calculus and the application of the bigeometric homotopy perturbation method to
bigeometric differential equations and linear bigeometric Volterra integral equations is
given. In the fifth chapter, the differential transformation of a function in bigeometric
calculus is defined and the basic theorems needed to apply the bigeometric differential
transformation method are proved. With the help of the properties obtained, the
solutions of bigeometric differential equations and linear bigeometric Volterra integral
equations are analyzed with examples.

In the last chapter, the results and evaluations obtained in the thesis are given.

Keywords: Non-Newtonian calculus, Bigeometric calculus, Bigeometric integral
equations, Linear bigeometric Volterra integral equations, Relationship between BG-
Integral equations and BG-Differential equations, BG-Homotopy perturbation method,

BG-Differential transformation method.
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1. GIRIS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmaktadir. Integral denklemlerin ¢ok sayida cesidi mevcut
oldugundan, bu ¢esitlerin her birini kapsayacak teori olusturmak mumkin
olamamaktadir. Farkli 6zelliklerdeki integral denklemlerin inceleme metotlar1 da ayr1
olacagindan, integral denklemler konusu genis bir arastirma alanina sahiptir.

Integral denklemlerin giinlilk hayatta pek cok alanda uygulamalarindan
bahsedilebilir. Bunlar; matematik problemleri, fizik problemleri, mihendislik bilimleri,
kuantum mekanigi, matematiksel ekonomi, elektrik ve manyetizma, jeofizik, gazlarin
kinetik teorisi, biyolojideki kalitim olaylar1 ve kuyruk teorisi gibi alanlardir.

Yuksek mertebeden ve degisken katsayili integral denklemlerin analitik ¢oziimleri
elde edilememekte ya da elde edilmesi oldukca zorlu olmaktadir. Bu sebeple bu tur
problemlerin ¢6ziimunde nimerik metotlarin kullanilmasi etkili olur. Analitik metotlarla
verilen problemin ¢6zimi fonksiyon halinde ifade edilmektedir. Bazi problemlerin
analitik ¢6zim metodu olmasina Kkarsin bircogunun da bilinen metotlardan
faydalanilarak ¢6ziimiinii bulmak miimkiin degildir. Bu sebeple integral denklemlerin
yaklasik ¢cozimleri ile ilgili gok sayida ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarda yaklasik
cozimlerin analitik ¢cozimlere cok yakin sonuglar olarak elde edildigi gorilmiistiir.
Ayrica glnimizde bilisim teknolojilerinin olduk¢a gelismesi Sebebiyle yaklasik
yontemler analitik yéntemlere oranla daha fazla tercih edilmektedir.

Integral denklemlerle ilgili ilk ¢alismalar XIX. yiizyilda baslamistir. Bu ¢alismalar
baslangicta diizensiz ve gelisigiizel olarak yapilmisken, XIX. yiizyilin son donemlerinde
daha dizenli ve bilingli caligmalarmn yapildigi ve bazi sonuglarin elde edilmeye
baslandig1 gortlmektedir. Joseph Fourier 1822 yilindaki ¢alismasinda, bazi 6zel integral
doniisiimlerin inversiyon denklemlerini elde etmistir. Abel’in, 1823 yilinda ilk defa bir
mekanik problemi arastirdig1 esnada integral denklemle karsilastigi bilinmektedir. Du
Bois Reymond, 1888 yilinda yayimlanan ¢alismasinda integral denklemi deyimini 6ne
stirdiigii bilinmektedir. 1. G. Petrovsky, Francesco Tricomi, ve William V. Lovitt’ e ait
integral denklemler konusuyla alakali kaynak kitaplar vardir. Ayrica 1860-1940 yillari
arasinda yasammi siirdiirmiis olan Italyan matematik¢i Vito Volterra tarafindan, integral
sinirlarindan biri x degiskeni olarak almip lineer Volterra integral denklemleri

tammlanmis ve bu integral denklemler iizerine ¢alismalar yapilmistir. Integral



denklemlerin analitik ve sayisal ¢dziimlerine ulagsmak i¢in Adomian ayristirma metodu,
diferansiyel doniisiim metodu, ardisik yaklagimlar metodu, Runge-Kutta yontemi, seri
¢6zUm metodu, varyasyonel iterasyon metodu, homotopi analiz metodu gibi bir ¢ok
metot gelistirilmistir (He, 2006; Arikoglu ve Ozkol, 2008; Rahman, 2007; Wazwaz,
2011; Findik, 2012; Khatip, 2016).

Grossman ve Katz, 1967-1970 yillar1 arasinda Newton ve Leibniz tarafindan
olusturulan klasik kalkiiliise alternatif olarak yeni bir kalkiiliis tanimlamiglardir ve bu
konuda da bir dizi ¢aligmalar1 mevcuttur. Bu g¢alismalarin ardindan 1972 yilinda
Newtonyen olmayan Kkalkiiliisiin temellerini olusturan kitaplar1 yaymlanmistir
(Grossman ve Katz, 1972). Once geometrik, kuadratik ve harmonik kalkiiliisii iceren
kalkiiliisin bir ailesini tanimlamislar ve ardindan bikuadratik, biharmonik ve
bigeometrik kalkiiliisii olusturmuslardir. Klasik kalkiiliisten farkli olarak smiflarin
timiinii icine alan bu yeni yapiya Newtonyen olmayan kalkiiliis adi verilmistir.
Newtonyen olmayan kalkilis yerine *-kalkiiliis ifadesi de kullanilmaktadir. Klasik
kalkiiliiste kullanilan tiim kavramlarin, Newtonyen olmayan kalkiiliisiin i¢inde karsilig1
vardir. Newtonyen olmayan kalkiiliisiin miihendislik, fen bilimleri ve matematik gibi
birgok uygulama alani bulunmaktadir. Uygulama alanlarindan bazilari, ekonomide
esneklik teorisi, faiz oranlari, kanin akigkanligi, goriintii isleme ve yapay zekayi igeren
bilgisayar bilimi, biyoloji, diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz ve olasilik teorisi
seklinde ifade edilebilir. Yapilacak caligmalarin, bu uygulama alanlarma aktarimiyla
giinlik hayatta karsilasilan bazi problemlere farkli bakis acgis1 getirilecegi
disiiniilmektedir. Newtonyen olmayan kalkiiliisiin en popiiler olan smiflarindan biri
olan bigeometrik kalkiiliis birgok arastirmaci tarafindan ¢aligilmistir.

Grossman bigeometrik  kalkiiliste 6lciiden bagimsiz tirevi incelemistir
(Grossman, 1983). Rybaczuk ve Stopel bigeometrik kalkulis kullanarak malzeme
bilimindeki fraktal biiylimeyi arastrmistir (Rybaczuk ve Stopel, 2000). Aniszewska ve
Rybaczuk, ¢arpimsal bir Lorenz sisteminde bigeometrik kalkiiliisii kullanmistir
(Aniszewska ve Rybaczuk, 2005). Cordova-Lepe, bigeometrik kalkiiliis yardimiyla
ekonomide esnekligin 6lglimii tizerine ¢ahismustir (Cordova-Lepe, 2006). Boruah ve
Hazarika, bigeometrik kalkilisti G-kalkiiliis olarak tanimlamis, bigeometrik anlamda
tirev ve integralin temel 6zelliklerini incelemis ve niimerik analizdeki uygulamalari
lizerine arastirma yapmuslardir (Boruah ve Hazarika, 2018a,b). Boruah vd, bigeometrik
diferansiyel denklemlerin niimerik metotlar kullanarak c¢oziilebilirligini arastirmistir
(Boruah vd, 2021). Gungor bigeometrik Volterra integral denklemlerini tanimlamis ve

bigeometrik diferansiyel denklem ile iliskisini irdelemistir (Glngor, 2020a). Gungor



ardisik yaklasimlar metodu, ardisik c¢ekirdek metodu ve c¢oziicii ¢ekirdek metodunu
bigeometrik kalkulise aktararak bigeometrik Volterra integral denklemlerinin
¢oziimlerini incelemistir (Gungor, 2021;2023). Giingor, bu caligmalarint Newtonyen
olmayan kalkiiliise genisleterek, Newtonyen olmayan kalkiiliiste Volterra integral
denklemlerini tanimlamis; ¢Ozlici cekirdek metodu, ardisik yaklasim metodu ve
Adomian ayristrma metodunu Newtonyen olmayan Kkalkilise aktararak bu
denklemlerin ¢ozimunu irdelemistir (Glngor, 2022).

Bu tez ¢alismasinda, bigeometrik integral denklemlerin siniflandirmalar1 en genel
haliyle verildi ve bigeometrik diferansiyel denklemler ile iligkisi irdelendi. Bigeometrik
kalkilusteki temel kavramlar kullanilarak, homotopi pertiirbasyon metodu ve
diferansiyel donlisim metodu c¢oziim teorileri bigeometrik kalkiiliise aktarildi.
Bigeometrik kalkiiliise aktarilan bu metotlar ile bigeometrik diferansiyel denklemler ve
lineer bigeometrik Volterra integral denklemlerinin ¢ozimleri irdelendi ve numerik
ornekler verildi. Ayrica, bigeometrik diferansiyel denklemler ve bigeometrik Volterra
integral denklemler arasindaki iliskiden faydalanilarak ¢6ziimlerin incelendigi 6rneklere

yer verildi.



2. GENEL BILGILER

Bu Dbolimde, geometrik aritmetigin temel yapilari ele alinacak, Newtonyen
olmayan Kalkiiliis teorisi 6zetlenecek ve ¢aligma boyunca kullanilacak olan bigeometrik

kalkulls tanitilip bazi temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.1. Geometrik Aritmetik

Tanim 2.1.1. Tanim kiimesi R ve goruntl kiimesi de R kiimesinin bir alt kiimesi
olan birebir fonksiyona Urete¢c denir. I 6zdeslik fonksiyonu, exp fonksiyonu Uretec
fonksiyonuna 6rnek olarak gosterilebilir.

Goruntu kimesi A olan bir « iireteci goz Oniine alinirsa, x,y € A olmak (izere

asagida verilen islemler ve siralama bagintisiyla birlikte a-aritmetik olarak adlandirilir.

a-toplama xty = a{a t(x) + a 1(y)}
a-¢ikarma x=y = a{a”'(x) —a ()}
a-carpma x Xy =a{a (x) X a 1(y)}

a-bolme (y # 0 = a(0)) x/y = a{a '(x) +a 1(y)}

a-siralama x<yeallx) <al(y).

a Ureteci 6zdeslik fonksiyonu olarak segilirse, Vx € A icin a(x) = x olur, bu da

a~1(x) = x olmas1 anlamna gelir. Boylece,

a-toplama x+y =afa™(x) + a ' (y)} = af{x + y} klasik toplama
=x+Yy

a-¢ikarma x~y = a{a X (x) —a '(y)} =afx —y}  klasik ¢ikarma
=x—y

a-carpma xxy = afa (x) xa™1(y)} = a{x x y} klasik carpma



=xXy
a-bolme(y # 0) x]y = afa ' (x) +a1(y)} = afx + y} klasik bélme

seklinde yazilir ve a-aritmetik, klasik aritmetige indirgenmis olur.
a Ureteci, R den R* ya tanimlanan exp fonksiyonu olarak secilirse, her x € A

icin a(x) = e* olur, bu ise @~ 1(x) = In x olmas1 anlamna gelir. Buradan,

Geometrik toplama x@y=a{a(x)+al(y)}=elnx+ny} — .y
Geometrik ¢ikarma xOy=a{a(x)—al(y)}=elnxIny} =y -y
Geometrik carpma X @ y = a{a_l(x) X a‘l(y)} = e{lnxxlny} = xlny = ylnx

- o 1
Geometrik bolme xQy=afal(x) + a~1(y)} = eInx+nY} = yiny 3 = 1

Geometrik siralama X <exp Yy @ @ '(x) =Inx <a™'(y) =Iny

seklinde yazilir ve a-aritmetik, geometrik aritmetige indirgenmis olur (Grossman ve
Katz, 1972; Boruah, 2017).

Tamim 2.1.2. exp Uretec fonksiyonu ile tiretilen aritmetige geometrik aritmetik denir.
Tammm 2.1.3. {e*:x € R} kimesine geometrik aritmetikte tanimlanan reel sayilar
kiimesi denir ve Ry, ile gosterilir. Geometrik pozitif reel sayilar ve geometrik negatif

reel sayilar sirasiyla,
Rip = {X € Rexpix >exp 1} Ve Rgyp = {X € Reypi ¥ <exp 1}

seklinde tanimlanir (Boruah, 2017; Boruah ve Hazarika, 2018).

Geometrik sifir sayis1 e® =1 ve geometrik bir sayisi e! = e dir. Geometrik
tamsayilar, 1 sayisindan ardisik olarak e sayisinin geometrik toplanmasiyla ve 1
sayisindan ardisik olarak e sayisinin geometrik cikarilmasiyla elde edilir. O halde

geometrik tamsayilar,



-2

-1 2
.,e e 1,ee”, ..

seklindedir. Her bir n tamsayis1 geometrik aritmetigi gore e™ ile ifade edilir. e™ bir

geometrik pozitif tamsay1 ise

e"=e@PeP..Pe

n tane

olur (Grossman ve Katz, 1972).

Sonug 2.1.1. Reyp, lizerinde tammlanan

@ : ]Rexp X ]Rexp - Rexp:

(x,y) > x@y=afla (x) +a ()} =elnx+inyt = x.y
toplama islemi ve

O: Rexp X Rexp = Rexp,

(x’ y) - x @ y = a,{a,—l(x) X a—l(y)} — e{lnx.lny} — xlny — ylnx

carpma islemine gore (Rexp, @, ©) bir cisimdir (Boruah ve Hazarika, 2018).

Tamm 2.1.4. A c Ry, kimesindeki her x <q, y sayist igin x <eyp t <exp ¥
kosulunu gergeklestiren t € A geometrik sayilarinin kiimesi geometrik aralik olarak
adlandirilir ve bu exp-aralig1 y © x, exp-uzunluga sahiptir.

Onerme 2.1.1. x, Y, Z,t € Reyp olmak iizere asagidaki ifadeler gerceklesir:

i) X Sexp YISEXDZ<eyp yD2zVeXxO 2z <ep y O 2,

i) X Sexp YVEZ Sexp LIS XD 2 Sy y D tVEX O Z <y, YO L,

. x y
) X Seqp Y Vel <epzisex Oz <gpyOzve —eXpP Sexp - XD,

iv) 1 <exp X, Y V& X Sgyp Y iSE Eexp <exp gexp,
V) X Sexp Vi€ 1Oy Seyp 1O x
(Erdogan, 2016; Boruah ve Hazarika, 2018).

Tamm 2.1.5. x € R¢y,, 0lmak Gizere x sayismin geometrik karest,



x2lexp = x Ox= elnxInx — e(lnx)z = yInx

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde,

x3exp = x OxOx= (elnx.lnx)lnx — e(lnx)3
— (xlnx)lnx — xlnzx
Inx
Inx 4
xhexp = OxOxOx= ((elnx.lnx> ) = e(nx®)

— ((xlnx)lnx)lnx = yIn’x

v Inx

xPor = x OxQx O ..0x = ((((elnx.lnx)lnx)lnx) ) _ o(nx)?

e Inx

- ((((xlnx)lnx)lnx) ) _ Pl

yazilir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

Tamm 2.1.6. x € Ry, olmak lizere x sayisinin geometrik karekokii Vx P ile gosterilir

ve

1
\/Eexp — e(]n x)2

seklinde tanimlanir.

x € Reyp 0lmak lizere x sayisinin geometrik p. Kok

1

%exp _ e(]nxﬁ

seklinde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

Tamim 2.1.7. Herhangi bir x € Ry, sayisinin geometrik mutlak degeri

x ,x>1
|x|exp: 1 ,x=1
1/x ,x<1



veya

e”, ey > el
elyl — |ey|eXp = 1' ey — eO
e, e¥<el

seklinde tanimlanir. Bylece [x|cy, = 1 olur. Bu durumda,

A/ ¥ 2ex P — — ,|Inx|
x“exp = |x|exp =e

ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

Onerme 2.1.2. x,y,zt € Rexps P €N ve y,t # 1 olmak lzere agagidaki esitlikler

vardir:

. x z___ (xOD®u0O2)

)} 5 €XP &) [6Xp == exp,
. x z _ xOHewo2z)

i) S eXp e [ EXp == exp,

x z xOz
1l —-ex —exp = —exp,
) exp Ojexp =T rexp

X
. " yXP x t xQOt
y _Xx t _ X0t
iv) z # 1 olmak tizere 2 exp = exp O] , €Xp = 7= exp,
x Dexp xPexp
V) (; exp) = “pexp EXP,

Vl) (x ©) y)pexp = xPexp ©) ypexp.

Tamim 2.1.8. Geometrik faktoriyel !, semboliyle gosterilir ve

Nlep =e"Qe" 1 O..0e2Qe=e™

seklinde tanimlanir (Boruah ve Hazarika, 2018a).

2.2. Bigeometrik Kalkulus

Bu kisimda, dncelikle *-kalkulls tanitilmis ve ¢alismanin ana kismini olusturan
bigeometrik kalkilus ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Grossman ve Katz keyfi segilen iki trete¢ fonksiyon ile *-kalkiiliisii tanimlamistir
(Grossman ve Katz, 1972). x-kalkuluste genellikle tanim kiimesi i¢in a-aritmetik, deger

kiimesi f-aritmetik kullanilmaktadir.



Tamim 2.2.1. a ve f keyfi segilen Uretecler olsun.  ise aritmetiklerin sirali ikilisi olarak

(a-aritmetik, g-aritmetik) gosterilsin. x-kalkilis asagidaki gibi ifade edilir:

a-aritmetik p-aritmetik
Evren A B
Toplama + I
Cikarma - 3
Carpma X X
Bolme / /
Stralama < <

Burada segilen iiretegler keyfi oldugundan a-aritmetik icin gdsterilen butin
tanimlarin S-aritmetik igin de uygulanabilecegi anlasilabilir.
Fonksiyonlarin girdileri *-kalkillise gore a-aritmetik iizerinde, ¢iktilar1 ise S-
aritmetik tizerindedir.
a ve [ Ureteclerinin 6zel olarak secilmesiyle, klasik, geometrik, bigeometrik ve
anageometrik kalkulls, =- kalkilusten elde edilir. Asagida iireteclerin segimine gore

tanimlanan kalkiiliisler belirtilmistir.

Kalkulis a B
Klasik I I
Geometrik I exp
Anageometrik exp I
Bigeometrik exp exp

Bu kisimdan sonra Newtonyen olmayan kalkulls ailesinden biri olan bigeometrik

kalkulls ile ilgili temel tanim, teorem ve 6nermeler verilmistir.



Tamm 2.2.2. f:X © Reyp = Reyp fonksiyonu, a € X'exe ve b € Rey, Verilsin. Her
E>ep 1 GIN 1 <gyp [Xx O alexp <exp 0 kosulunu  saglayan herx € X igin

|f(x) © b lexp <exp € olacak sekilde bir & = () >exp 1 sayist varsa  f(x)
BG
fonksiyonunun a noktasindaki BG-limiti b dir denir ve g;lim f(x) = b veya f(x) = b
x—a
seklinde  gosterilir. ~ Buradan, 1 <exp [x O @ lexp <exp 6 = g <x<al ve

If(x) © b lexp <exp € = g < f(x) < be olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman
1983; Boruah ve Hazarika, 2018a).

Tamm 2.2.3. f: X C Reyp = Reyp bigimde taniml bir f fonksiyonu ve a € X verilsin.
Her & >ep 1 iGN 1 <gyp X © a |exp <exp 0 0ldugunda [f(x) © f(a@) lexp <exp €
kosulunu saglayan bir § = §(g) >exp 1 sayis1 varsa f fonksiyonu a € X noktasmnda
BG-sureklidir denir. Yani, f fonksiyonu a € X noktasinda BG-sureklidir gerekli ve

yeterli kosul a noktast f fonksiyonun tanim kiimesinin bir elemanidir ve

BGchiircll f(x) = f(a) dir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983).
Sonu¢ 22.1. gslimf(x) ve lim Inf(t) limitleri var olsun. gglim f(x) =
x—a t-Ilna x-a

exp { tlilrn Inf (et)} seklinde tanimlanir. Ayrica f fonksiyonu In a noktasinda siirekli
=ina

ise f fonksiyonu a noktasinda BG-sureklidir.

Tanm 2.2.4. f:(r,s) C Reyp = Reyp bigimde tanimli bir f fonksiyonu verilsin ve

a € (r,s) olsun. Eger

lim f(x) ef(a) f(x) v
5,0 xBa nn f@

limiti mevcut ise, bu limit fB%(a) seklinde gosterilir ve f fonksiyonunun a
noktasindaki BG-tiirevi olarak tanimlanir. Buradan f, BG-diferansiyellenebilirdir.

Eger f fonksiyonu, (r,s) exp-agik araliginin tim noktalarmda BG-diferansiyellenebilir
ise f fonksiyonu (r,s) exp-agik arahigi Uzerinde BG-diferansiyellenebilirdir.

f fonksiyonunun BG-tirevi, h € Ry, olmak lzere

lim f(x®h) S f(x) i f(hx)ﬁ
BGh—>1 n exp = hlf} f(x)

10



BG
seklinde tanimlanir ve B¢ veya ZX—B]; seklinde gosterilir (Grossman ve Katz, 1972;

Grossman 1983; Boruah ve Hazarika, 2018a; Kadak ve Ozliik, 2015).

Sonug 2.2.2. f5%(a) ve (In f(Ina))’ turevleri varsa

@

fBG (Cl) = exp [(lnf(el““))’] = eaf(a)

seklinde tanimlanir. Buradan BG-tiirev ve klasik tiirev arasindaki genel baginti ise

xf'

(%)
fBé(x)=e f(x;C = ex(nf(x))

seklinde ifade edilir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Boruah ve Hazarika,
2018a,b).

f (x) fonksiyonunun ikinci mertebeden BG-tirevi,

d?sGf

dx?2BG

fB(x ® h) © fBC(x)
A exp

— £(@)Bg £ i
f (x) BG}}_{T}

1
fBG(hx) ﬁ ehx(lnf(hx))’ Inh
_ lim[ ) [ ]

no1| fBE(x) | exanr@y’

1
= lim [ex[h(lnf(hx))’—(lnf(x))’]]ln h
h-1

1

e

= lim |e A\ fGo
h-1

_ ex[(ln fBG(x)),]

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde f(x) fonksiyonunun n. mertebeden BG-tiirevi,

dMsc f
dx"BG

f(n—l)Ba(x D hO f(n—l)Bc; (x)
A exp

— f(MWBg = i
f (x) BG }11_1}}

_ on B0 o)

11



seklindedir (Kadak ve Ozlik, 2015; Giing6r, 2020a).
Teorem 2.2.1. f,g:(r,s) C€ Reyp = Rey, BG-diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve ¢

keyfi sabit olmak tizere,
0 (F&) ®g@)” = fBx) ® g5 (x)

@  (f@) ©g()" =) 6 g% )
(B)  (FO))PE = (F()FO)e
olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Boruah ve Hazarika, 2018a,b).

Onerme 2.2.1. f:(r,s) € Reyp, = Rey, BG-diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a €

Rexp 0lmMak tizere,

dBe¢ d
7 EC (a Qf(x)) =a®

BG
Tepe /()

olur.
Ispat. Bigeometrik tiirev tanimindan ve bigeometrik kalkiilus ile klasik kalkiiliis

arasindaki iliskiden faydalanilarak,

BG dBG |
a7 (4 O ) = g (F™)
.(f(x)ln a)’
— ex f(x)ln a

Ln afeodna—1 ¢ )
=e f(x)lna

x-f,(x) Ina
= e fx)

BG

=a®d—f(x)

deG

elde edilir.
Onerme 2.2.2. f,g:(r,s) Rexp = Rexp BG-diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak

Uzere

[f () © g()I¢ = [f7¢(x) © g()] & [f () © g*¢ (x)]

12



olur.

Ispat. Bigeometrik tiirev ve klasik tiirev arasindaki iliskiden yararlanilarak,

[f(x) © g(x)]?¢ = [f(x)lng(x)] =e fenI®

xf(x)ln g(x).[(ln £G)! In g(x)+1n £(x).(In g(x))’]
=e Fen9x)

= ex[(ln F(x) Ing(x)+In £ (x).(An g(x))']
= e[ () In g®)] o[l £().(n g(x))']
= e[x(ln f(x)),]lng(x). e[x(lng(x))’]lnf(x)

=[fB(x) O g()] B [f(x) © gB¢ (x)]

elde edilir.
Tamm 2.2.5. Bigeometrik kalkiiliiste baz1 temel fonksiyonlarin BG-tlirevleri asagidaki
gibidir:

dB¢ dBG dBG

dxBG (C) =1 7 EC (sin x) = pXcotx P (cotx) — p~Xsecxcscx
d®e dBe BG

JXBC (cf(x)) = B4 (x) T (cosx) = e~*tanx g (secx) = eXtanx

dBe dBG dBG

dxBG (xn) =en P (tanx) — pXsecxcscx o (CSC x) — e—¥cotx

(Boruah ve Hazarika, 2018a,b).

Tamm 2.2.6. f(x,y), Ry, degerli bir fonksiyon olmak lizere, kismi BG-tirevi

aBG h, ’
FP9(6,y) = 2 f63) = polim” (@ yz O fuy)

ve

13



AP (e T TO1-Y e %
gyral oY) = sellh h P

fyBG (x, y) =

seklinde tanimlanir. Bu tanimdan faydalanilarak kismi BG-tiirev ile klasik kismi tiirev

arasindaki iligki,

L 1
. fx®Dhy O flxy) ~[f(hx, y)|or (£
pclim exp = lim [——= = lime LfG»
h—1 h h-1| f(x,y) h—1
In f(hx,y)-1n f(x,y) lim In f(hx,y)—In f(x,y)
= lime Inh = eh>1 Inh
h—-1

; Sy Ty

== e}ll—rg hx flhxy) = ex fey)

9BG
— ex.ax_BGln fxy)

seklinde ifade edilir. Boylece f (x,y) fonksiyonun BG-kismi tiirevleri,

8BG
£29 (x,y) = ¥ ume /)

ve

3BG
'mln fxy)

£EC(x,y) = €”

seklinde tanimlanir (Glngor, 2020a).

Tamm 2.2.7. [r,s] € Ry, arah@mmda tammli BG-siirekli pozitif f fonksiyonunun BG-

aritmetik ortalamasi MBC; f seklinde gosterilir ve {ay,ay, ..,a,} kimesi [r,s]
araliginin n-kath exp-pargalanisi olmak tizere n. terimi f(ay), f(ay), ..., f(a,)
degerlerinin geometrik ortalamasi1 olan exp-yakinsak dizisinin exp-limiti olarak
tanmimlanir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983).

Tamm 2.2.8. [r, s] araliginda tanimli BG-strekli f fonksiyonunun, bu aralik tizerindeki

Ins—Inr]

BG-integrali, [MB¢] f ][ bi¢iminde tanimlanir ve g frs f(x)dB¢x seklinde

gosterilir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983).

14



Sonug 2.2.3. [r, s] € Rey, araliginda tanimli BG-sirekli £ fonksiyonu igin,

Ins

BG jf(x)dBGX = exp[ f In f(et)dt

Inr

olur. Baska bir deyisle, [r,s] € Rey, araligmnda tammli BG-surekli pozitif bir f

fonksiyonunun BG-integrali,

fs In f(x) dx

r X

BG ff(x)dBGx =e

seklinde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Boruah ve Hazarika,
2018b).
Teorem 2.2.2. f,g:[r,s] € Rexp = Reyp BG-siirekli fonksiyonlar ve c keyfi sabit

olmak Uzere,

N

() 5o [ () @ g00)ax = g [ F(0)A%x B 55 [ gC)2%x

r

(2) Bcf(f(x) eg(x))dBGx = Bcff(x)dBGxe Bcfg(x)dBGx

c

3 s [ (F) dPox = ( | f(x)dBGx)

S t S
(4) Bcff(x)dBG = BG ff(x)dBGx@ Bfo(x)dBGx,r <exp U <exp S
T T t

olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Boruah ve Hazarika, 2018b).
Tammm 2.2.9. Bigeometrik kalkiiliiste bazi1 temel fonksiyonlarin BG-integralleri

agagidaki gibidir:

BGfldBGx =c BGfeXCOtdeGx = sinx BGfe—xsecxcscdeGx = cotx

15



BG f endBbx = x™ BG f e~ xtanxgBGy = cosx BG f ertanx Bty = sec x

BGjedeGx= e* BcfexsecxcscdeGx =tanx BGfe—xcotdeGx=cscx
nlnzx

ge | x"dBSx =e" 2

(Boruah ve Hazarika, 2018b).
Teorem 2.2.3. (Bigeometrik Kalkilusin Birinci Temel Teoremi) f, [r,s] € Reyp

araliginda  tammli  BG-surekli  bir  fonksiyon ve her x€[r,s] igin
gx) = 5 frxf(t)dBGt olsun. Buradan [r,s] uzerinde g®¢ = f olur (Grossman ve

Katz, 1972; Grossman 1983).

Teorem 2.2.4. (Bigeometrik Kalkiiliisiin ikinci Temel Teoremi) f5¢, [r,s] € Rey,

araliginda tanimli BG-surekli bir fonksiyon olsun. Buradan,

N

s | £ 03 = () £ ()

r

olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983).

Tamm 2.2.10. a:N - Ry, n = a, ile tammli a fonksiyonuna R, geometrik reel
sayilar kiimesinde bir geometrik reel say1 dizisi (exp-dizi) denir. Herhangi bir £ =, 1
sayisna karsilik her n > ny = ny(e) oldugunda |a, © alexp <exp € olacak sekilde bir
ny € Nvarsa, (a,) exp-dizisi a € Ry, sayisma exp-yakinsar denir (Boruah, 2017).

Tamm 2.2.11. Her n € N i¢in a, € Rqy, olmak lzere bir (a,) geometrik reel say1

dizisi igin
a,Pa,®..Da, P ..= epoan
n=1

sonsuz exp-toplamima exp-reel sayi serisi veya exp-seri denir (Duyar ve Erdogan,
2016).

16



Tamm 2.2.12. A, R, kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi ve n € N olsun.
faiA € Reyp = Reyp  fonksiyonlart i¢in - (f,) = (fi, f2, -\ fn, o) dizisine  bir
BG-fonksiyon dizisi denir (Sagir ve Erdogan, 2019).

Tamm 2.2.13. f;: A © Reyp, = Reyp 0lmak tlizere (f,,) BG-fonksiyon dizisi verilsin.
xo € A icin (f,(x,)) dizisi exp-yakinsak ise (f,) BG-fonksiyon dizisi x, noktasinda
BG-yakmsaktir  denir. Her bir x€A igin (f,(x)) exp-yakinsak ve
exprllilﬂlo fn(x) = f(x) ise (f,) BG-fonksiyon dizisi A kimesinde f fonksiyonuna
BG-noktasal yakinsaktir veya BG-yakinsaktir denir. Bdylece f fonksiyonuna (f;,)
BG-fonksiyon dizisinin BG-limiti denir ve Ba,{ijgfn = f (BG-noktasal) veya fnff
(BG-noktasal) seklinde gosterilir. O halde herhangi bir &€ =, 1 verildiginde n > n, ve
her bir x € A icin |f (x) © f(x)|exp <exp € Olacak sekilde bir n, € N sayisi varsa (f,)
BG-fonksiyon dizisi f fonksiyonuna BG-noktasal yakimsaktir (Sagir ve Erdogan, 2019).
Tamm 2.2.14. f;: A © Rey, = Reyp 0lmak tlizere (f,,) BG-fonksiyon dizisi verilsin.
Herhangi bir € >4, 1 sayisma karsilik her n > ng = ny(e) oldugunda her x € A igin

| f,0) O f (x)|exp <exp € Olacak sekilde & sayisina bagl olan fakat x degiskenine bagh
olmayan bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa (f,,), f fonksiyonuna A kiimesinde
BG
BG-diizgiin yakinsaktir denir ve g lim f,, = f (BG-dlzgin) veya f, — f (BG-diizgun)
n—-oo

ile gosterilir (Sagir ve Erdogan, 2019).
Tanmm 2.2.15. f;,: A S Reyp, = Reyp fonksiyonlarmn (f,,) BG-fonksiyon dizisi verilsin.

) i=hORD DS

exp-toplamma BG- fonksiyon serisi denir. n € N i¢in S, = exp Y.7-; fx exp-toplamina
exp k=1 [k Srisinin n. kismi exp-toplam denir (Sagir ve Erdogan, 2019).

Tamm 2.2.16. f;,: A € Reyp, = Reyp OlMak lizere o, 251 f, BG-fonksiyon serisi ve
fiA S Reyp > Reyp  fonksiyonu verilsin. S, = op Xk_y f, olmak tizere (S,)
exp-kismi toplamlar dizisi f fonksiyonuna BG-noktasal yakmsar ise exp Xip=1/n

BG-fonksiyon serisi A kiimesinde f fonksiyonuna BG-noktasal yakmsaktir denir ve
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exp Z;C):l fn = f (BG-noktasaI)

seklinde gosterilir. Bu durumda f fonksiyonuna BG-serisinin exp-toplami denir.

Eger S, 5 f (BG-dlizgin) ise oxp Xip=1 fn BG-fonksiyon serisi A kiimesinde f
fonksiyonuna BG-diizgiin yakmsaktir denir ve oy, Yip=q fn = f (BG-diizgiin) seklinde
yazilir.

exp 2n=1 fn (x) BG-fonksiyon serisinin  BG-yakmsak oldugu x sayilarmin
kimesine cxp 2n=1 fn BG-fonksiyon serisinin BG-yakmsaklik kiimesi denir (Sagir ve
Erdogan, 2019).

Tamm 2.2.17. ao,ay,...,ap, ... € Ry, sabitler olmak Gzere x © x, ifadesinin

BG-kuvvet serisinin genel hali,

[ee)

exp z an O (xBxp)"exr =ay @ [a; © (x O xx)] B [a, © (x © xp)?exe] D ...

n=0

seklinde ifade edilir. Eger x, = 1 ise BG-kuvvet serisi,

o)

exp Z a, ©x"x =a, @ [a; ©x] D [a, © x?exr] D ...

n=0

olur (Sagir ve Erdogan, 2017).

Teorem 225,  op 2nm0@n O (x © xo )" BG-kuvvet serisi  verilsin  ve
%exp = lim™" IanlexpeXp olsun. Bu durumda,

1) |x © xglexp <exp m ise seri BG-mutlak yakmsaktir,

2) |x © xolexp Zexp m ise seri BG-wraksaktir,

3) |x © Xolexp Zexp t ise seri BG-diizgiin yakmsaktir (1 <exp t <exp ™M)

(Sagir ve Erdogan, 2017).

Tamm 2.2.18. Teorem 2.2.5’de bahsi gegen m sayismna eyp Y=o @ © (x © x )"texp

BG-kuvvet serisinin - BG-yakinsaklik yaricapi, (xo © m,x, @ m) araligina da
BG-yakmsaklik araligi denir. Ug¢ noktalarin BG-yakinsaklik kiimesine dahil olup

olamayacagma kontrol edilerek karar verilir (Sagir ve Erdogan, 2017).
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Teorem 2.2.6. oxp Xno@n O (x © xo )" BG-kuvvet serisinin  BG-yakimsaklik
yarigapt m >ep 1 Ve f(X) = oxp 2ne1an © (x © xo)"e® olsun. Bu takdirde f

fonksiyonu (x, © m, x, @ m) araliginda her mertebeden BG-tirevlenebilirdir ve

(M)ge
_ (D f) (o) exp

n
Nleyp

dir (Sagir ve Erdogan, 2017).

Sonug 2.2.4. Bir BG-kuvvet serisinin toplami BG-yakinsaklik araligmin i¢inde her
mertebeden BG-turevleri mevcut ve BG-surekli bir fonksiyondur. Boyle bir BG-seri
terim terime BG-tlrevlenebilirdir ve BG-tiirevi almarak elde edilen BG-serinin
BG-yakinsaklik yaricapt ilk BG-serinin yakinsaklik yarigapi ile aynidir (Sagir ve
Erdogan, 2017).

Tanim 2.2.19. Yakinsaklik aralig1 i¢erisinde BG-kuvvet serisi bir fonksiyon tanimlar. O
halde exp Xn=1an © (x © xo)" e BG-serisi x = x, noktasmimn bir komsulugunda bir

f (x) fonksiyonunu temsil etmek (izere, x, noktasinin bu komsulugunda

o)

fx) = exp z an © (x © xp)"ex»

n=1

olur. Bu komsulukta k defa BG-tiirev alinip x = x, denilirse
FUB6(x) = kleyy © ar ,k =0,1,2, ...

elde edilir. Boylece

[00]

(Mpe
f(.X') = exp z fn'—(xO) exp @ (x 9 xo)nexp

n=1 “exp
BG-kuvvet serisi elde edilir ki bu BG-seriye f(x) fonksiyonunun x, noktasi
komsulugundaki BG-Taylor serisi (bigeometrik Taylor serisi) denir.

Tamm 2.2.20. R, degerli bir f(x) fonksiyonunun x, € Rey, noktasmda her

mertebeden BG-tiirevi mevcut ise, baska bir ifade ile f(x) fonksiyonu x, noktasmmn bir

19



komsulugunda BG-Taylor seri agilimma sahip ise bu fonksiyona x, noktasinda
BG-analitik fonksiyon denir.
Ornek 2.2.1. e*, ecoslnx  psinlnx  fynksivonlar1 herhangi bir X € Reyp = RY

noktasinda BG-analitik fonksiyonlardir. 1 noktasindaki BG-Taylor seri agilimlart,

x exp 2 exp x 3exp
ex=expzn eXp—eEBXEB eXpEB3 exp @ ...
n=0 P exp *exp
(Zn)exp
ecoslnx = exp Z(l 9 e)neXp @ (2 )I Xp
exp
xZexp x4exp x6exp
=e@2 expGB4 exp96 exp @ ...
‘exp ‘exp ‘exp
inl s ( ) x(2n+1)exp
esSmninx = exp Z 16e Texp © ——————€Xp
¢ (27’1 + 1)!exp
x3exp x5exp x7eXp
=x93 expGB5 exp@7 exp D ...
‘exp ‘exp ‘exp

seklindedir. Gergekten x € R* igin e'™* fonksiyonu analitik fonksiyon oldugundan,

o (nx)"

ln _ezn 0

e* = e®

(lnx) (Inx)3
_el+lnx+ 3t

(Inx)? (Inx)3
.e 20 e 3!

= el elnx

=e @ X @ (e(lnx)z)ﬁ @ (e(lnx)3)ﬁ @

2 exp X 3exp

exp @ 3
exp ‘exp

—eEBxGB exp P ...

bulunur. Benzer sekilde digerleri de gosterilebilir.

Tamm 2.2.21. I, Ry, lizerinde bir aralik olsun ve f:1 — R, fonksiyonu verilsin.
Her x,y € I ve y € [1,e] icin

fGOxDBEOY)OY) Sexp v Of(X) D (O V) O f(¥)
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kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna I araliginda BG-konveks fonksiyon denir (Giingor,
2020c).
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3. BIGEOMETRIK INTEGRAL DENKLEMLER

Bigeometrik integral denklemler, bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyonun
bigeometrik integral isareti altinda bulundugu denklemler olarak tanimlanabilir. Bu
tanimdan yola ¢ikarak BG-integral denklemlerinin siniflar1 detayli bir sekilde asagida

ifade edilecektir.

3.1. BG-Integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

Tek degiskenli fonksiyonlarda bir BG-integral denkleminin genel durumu;

b

P O P) =f)DAO g | K(x,t) © p(8)dPCt

a

seklinde ifade edilebilir. Burada a ve b exp-sabit; 1 € Reyp,; Y(x), f(x) ve K(x,t);
tanim bolgesi, @ Sexp X, t <exp b Olan bilinen Ry, degerli fonksiyonlar; ¢(x) ise
bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyondur. Ayrica K(x,t) fonksiyonuna BG-integral

denkleminin cekirdegi ad1 verilir.

3.1.1. Lineer ve Lineer Olmayan BG-integral Denklemler

¢ (x) bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyon olmak tizere;

b

Px)=f(x)D s | K(x,t) O ¢(t)dBGt

a

integral denkleminde, ¢(x) fonksiyonu exp-lineer (yani exp-kuvveti 1) ise lineer

BG-integral denklem ad verilir. Ote yandan,
b

X)) =f(xX) D pe | K(x,t) © p™exe(t)dPCt,n + 1

a
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BG-integral denkleminde ise ¢(x) bilinmeyen R.y, degerli fonksiyonunun

n. exp-kuvveti bulundugundan bu BG-integral denklemi lineer olmayan bir BG-integral
denklemidir.

3.1.2. Singiler ve Singiiler Olmayan BG-Lineer integral Denklemler

BG-integral denklemler, K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun BG-streklilik durumuna
gore  smiflandirilabilirler.  K(x,t)  cekirdek  fonksiyonu — a <y, X <exp b,
A <exp t Sexp b arahiginda BG-strekli ise BG-integral denklem, singuler (tekil)
olmayan BG-integral denklemidir. Eger K (x,t) cekirdek fonksiyonu a <y, x <exp b,

A <exp t Sexp b araliinda BG-siirekli degil ise singuler BG-integral denklemidir.

3.1.3. BG-Integral Denklemlerin Yapilarina Gore Siiflandirilmasi
¢ (x) bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyon, u(x), f(x) ve K(x,t) bilinen Ry,

degerli fonksiyonlar olmak (izere;

b

w(x) = g f K(x,t) © ¢(t)dPSt 1)

a
b

u(x) =f(x) @ ge | K(x, t) © p(t)dBt (2)

a

seklinde wverilen (1) ve (2) BG-integral denklemleri, birinci tip BG-integral
denklemlerdir. Bu denklemlerde bilinmeyen fonksiyon sadece BG-integral icindedir.
¢ (x) bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyon, f(x) ve K (x, t) bilinen R.y, degerli

fonksiyonlar olmak Gzere;

b

() = 5s [ KD © pO 3)

a
b

¢(x) = f(x) B e | K(x, 1) O ¢p()d*t (4)

a
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seklinde verilen (3) ve (4) BG-integral denklemleri, ikinci tip BG-integral
denklemlerdir. Bu denklemlerde, bilinmeyen fonksiyon BG-integralin hem iginde hem
de disindadir.

¢ (x) bilinmeyen Ry, degerli bir fonksiyon, u(x), f(x) ve K(x,t) bilinen Ry,

degerli fonksiyonlar olmak (izere;

b

ulx) © ¢(x) = f(x) @ pe | K(x,t) © p(t)d®4t ()

a

BG-integral denklemi, uginct tip BG-integral denklemdir. (5) BG-integral denklemi,
integral digindaki bilinmeyen fonksiyonun katsayisma gore birinci ve ikinci tip

BG-integral denkleme dontistiiriilebilir.

3.1.4. Homojen ve Homojen Olmayan BG-integral Denklemler

Bir BG-integral denkleminde, integralin disinda ve bilinmeyen ¢ fonksiyonu
haricinde f gibi bir fonksiyon bulundurmayan BG-integral denklemlere, homojen BG-
integral denklemi denir. f fonksiyonu bulunduran BG-integral denklemlere ise homojen
olmayan BG-integral denklemi denir.

Buradan hareketle, (3) ile tanimlanan BG-integral denklemi, homojen BG-integral
denklemi, (4) ile tanimlanan BG-integral denklemi ise homojen olmayan BG-integral

denklemi olarak adlandirilir.

3.1.5. BG-Volterra ve BG-Fredholm Integral Denklemler
BG-integral denklemler, BG-integral smirlarmin degisken ya da exp-sabit

olmasia goére de siiflandirilir.

X

FG) = 5o [ KCoH) © B0 ©)
$() = F) D 5o | K(x,6) O p()dEet @)
1@ O $() = F@) B 6 [ Ko D) © d()dt ®)

a
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seklinde tanimlanan denklemlere, sirastyla birinci, ikinci ve uguncl tip BG-Volterra
integral denklemleri denilmektedir (Glingor, 2020a). Bu tur denklemlerde, BG-integral
isaretinin Ust sinirinda (veya smirlarindan birinde) x degiskeni bulunur. x degiskenin

x = b gibi bir exp-sabit degerine esit olmasi halinde yazilabilecek;

b

FO) = s [ KGu0) © p@%t 9
’ b
d(x) =f(x) D 5 | K(x, t) © p(t)dPCt (10)
’ b
u(x) © ¢(x) = f(x) @ pe | K(x, t) © ¢p(£)d®C¢t 1D

a

denklemler ise sirastyla birinci, ikinci ve tguncu tip BG-Fredholm integral denklemleri

olarak tanimlanir (Giingor, 2020b).

3.1.6. Exp-Parametreli integral Denklemler
A € Rexp, A # 1 ve 4 # e kosullarini gergeklestiren bir exp-parametre olmak
Uzere su ana kadar ifade edilen BG-integral denklemlere, A exp-parametresinin

eklenmesiyle daha genel bir durum elde edilir. Ornegin;

X

pxX)=fX)BAO s | K(x,t) O p(t)d®Ct (12)

a
b

P() =f)DAO pe | K(x, ) © )"t (13)

a

denklemleri, A exp-parametresiyle verilen sirasiyla ikinci tip BG-Volterra integral

denklemi ve ikinci tip BG-Fredholm integral denklemlerine birer drnektir.
3.1.7. Konvoliisyon Cekirdekli BG-Integral Denklemler

K(x,t) bilinen R, degerli gekirdek fonksiyonu, x © t nin bir fonksiyonu olmak

uzere;
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X

F0) = a [ KGO0 O B0 (14)

a

X

dpx) =f(X) D ps | Kx©t) © ¢p(t)d®Ct (15)

a
X

ux) © dpx) =f(X) D 56 | Kx S t) © p(t)d®Ct (16)

a

seklinde tanimlanan integral denklemleri sirasiyla birinci, ikinci ve tg¢unct konvollisyon

tipi BG-Volterra integral denklemleri olarak tanimlanir.

b
F0) = 5 [ KG:© D O B8 (17)
’ b
dpx) =fx) D pc | Kx ©t) © p()dPCt (18)
’ b
ux) QO Ppx) =f(x) B ¢ | KxOt) © p(t)d5Ct (19)

a

denklemleri ise sirasiyla birinci, ikinci ve Gcuncl konvolisyon tipi BG-Fredholm

integral denklemleri olarak tanimlanir.

3.2. BG-integral Denklemler ile BG-Diferansiyel Denklemler Arasindaki
Iliski

Bigeometrik Volterra integral denklemler, BG-diferansiyel denklemlere
dontstiiriilebildigi gibi; benzer sekilde baslangi¢ kosullariyla verilen BG-diferansiyel
denklemler de BG-Volterra integral denklemlerine donistiiriilebilir. Buradan yola
cikarak bu kisimda gerekli olan tanim, teorem ve drnekler verilmistir.
Tamm 3.2.1. Bir y = f(x) fonksiyonunun, x bagimsiz degiskeni, y bagh degiskeni ve
y degiskeninin smirli sayida herhangi bir mertebeye kadar BG-tiirevleri arasinda
kurulmus olan bagmtiya bigeometrik diferansiyel denklem denir. Buna gore,

BG-diferansiyel denklemin genel ifadesi,
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dBGy dZBGy dnBGy
F(x,y, , ) e >=0
dxBG’ dx?BG dxm"BG

seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.2. f, Rey,, degerli fonksiyon olmak tzere,

Y D a; () Oy @ .. D a1 (1) O Y D () Oy = f(x)

seklinde yazilan denklem formu, n. mertebeden lineer BG-diferansiyel denklemi olarak
tamimlanir. a,(x) katsayilar1 sabit ise denklem sabit katsayili lineer BG-diferansiyel
denklemi olur fakat a, (x) katsayilar1 sabit degil ise denklem degisken katsayili lineer
BG-diferansiyel denklemi olarak adlandirilir (Gling6r, 2020a).

Tanimdan da gorildigi iizere bir BG-diferansiyel denklemin lineer olabilmesi igin
bagimli ve bagimsiz degiskenlerinin hepsinin exp-kuvvetleri 1 olmalidir. O halde
bagimli ya da bagimsiz degiskenlerin exp-kuvvetleri 1 den farkli ise veya bagimli
degisken ve bagimli degiskenin BG-tlrevlerinin geometrik garpimlart mevcut ise BG-
diferansiyel denklem lineer degildir.

Teorem 3.2.1. (BG-Leibnitz Kurah) 4, exp-agik kiimeleri olsun ve f: A X I - Rey,
olacak sekilde BG-strekli fonksiyonu verilsin. A x I kiimesi Uzerinde f£2¢ kismi
BG-turevi var ve A x I kiimesi lizerinde BG-strekli, ayrica A dan I ya tanimlanan u(x)

ve v(x) BG-surekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

v(x)
dBG
125G | BG f f(x, t)d?Ct
u(x)
v(x)
= o [ £ 087 @ [f(xv(w) © ] © [£(xu() © u?]
u(x)

olur (Giingdr, 2020a).
Ornek 3.2.1.

p(x) =e* P Bcf¢(t)d5’°‘t
1
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BG-Volterra integral denklemine karsilik gelen BG-diferansiyel denklemini bulunuz.
Verilen BG-integral denkleminin her iki tarafinin x* e gore BG-turevi alinir ve

BG-Leibnitz kurali uygulanirsa,

jx—ZMx) = ddeBGG e* @%<BG f ¢(t)dBGt)
X s 1
() = ¢ @ p [ 57O D [$0) © £ © [H(1) © 1]
1
=e* D ¢p(x)
bulunur. Boylece verilen BG-integral denklemine uyan diferansiyel denklemin
% (x) © p(x) = e*

oldugu gorilir. Baslangi¢ kosulunu belirlemek igin BG-integral denkleminde x =1

yazilirsa ¢ (1) = e bulunur. Bdylece

dPC(x) © p(x) =e*,p(1) = e

baslangi¢ deger problemi elde edilir.

Teorem 3.2.2. n bir pozitif tam say1 ve a € Ry, 0lMak Uzere a <q, x icgin,

BGf---(n) Bcf(b(t)dBGt...dBGt

_ e
(n— 1)!exp

exp O po f (x © Ve O (£)dB6t

olur (Giingdr, 2020a).
Ornek 3.2.2.

y(z)BG BxOyl Py=e?
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y(1) = e ve yB4(1) =1 baslangic kosullariyla verilen BG-diferansiyel denklemine

karsilik gelen BG-Volterra integral denklemini bulunuz.

d?B6

dx?2BG

= y®se = ¢(x)

olarak alinsin. Buradan,

dzBG dBG
= dxB6 yB¢ = ¢(x)

dx?BG

yazilir. Her iki tarafin BG-integrali alinirsa,
X X
BadeG(yBG) = B(;jqb(t)dBGt
1 1
X
Y © YO (1) = 5 [ B0
1

yB¢(x) = p¢ f d(t)dBCt

elde edilir. Bulunan esitligin her iki tarafinin tekrar BG-integrali alinirsa,

X X X
BGdeG(y) = BGf BGf‘P(t)dBthBGt
1 1 1

e

y(x)©y) =

Uexp

exp © z¢ f(x Ot) O p(t)dB4t
1

y(x) =e® (e ©) BG f(x ) t)¢(t)dBGt)

olur. Elde edilen ifadeler verilen BG-diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,

29



S D xO 5o f $(DATt D e B <e O o f(x 000 ¢(t)d‘%‘t> = o2

bulunur. Buradan,

P(0) =€ O 5 f *2 O 1) O (D"t

BG-Volterra integral denklemi elde edilir.
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4. LINEER BiGEOMETRIK VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERININ BG-HOMOTOPiI PERTURBASYON METODU IiLE
cOzumU

Bu bolimde homotopi pertirbasyon metodunun temel tanim ve teoremleri
bigeometrik kalkiiliise aktarilarak elde edilen BG-homotopi pertiirbasyon yontemiyle

lineer bigeometrik Volterra integral denklemlerinin ¢dziimleri incelenmistir.

4.1. BG-Homotopi Kavram, BG-Pertirbasyon Teorisi ve BG-Homotopi
Perttirbasyon Metodu

Bu kisimda, bigeometrik kalktliste homotopi kavrami ve bigeometrik kalkiliste
pertiirbasyon teorisi agiklanip BG-homotopi pertiirbasyon metodunun temel
Ozelliklerine ve bu yontemin bigeometrik diferansiyel denklemlere uygulamasi ifade

edilerek gerekli 6rneklendirmelere yer verilmistir.

4.1.1. BG-Homotopi Kavram
Tamm 4.1.1. f:X > Y, g:X > Y (X,Y S ]Rexp) BG-siirekli doniisiimler ve I = [1,e]
olsun. Her x € X igin H(x,1) = f(x), H(x,e) = g(x) esitliklerini saglayan bir H: X X
I =Y, BG-siirekli donilisiimii mevcut ise f ve g fonksiyonlar1 BG-homotopiktir denir.
H doniistimiine ise f ve g fonksiyonlar1 arasinda bir BG-homotopidir denir.
Ornek 4.1.1. f, g: X = Reyp X Reyp BG-siirekli doniisiimler olsun. Bu takdirde,

Hx,t) =[(e©t) O f)] D [t © g(x)]

seklinde tanimlanan H: X X I = Rey, X Reyp, dOniisiimii BG-siirekli oldugundan ve her

x € X icin,
H(x,1) = f(x)
H(x,e) = g(x)

ifadeleri gerceklestiginden, H doniisimii f ve g fonksiyonlar1 arasinda bir

BG-homotopidir. Yani, f ve g fonksiyonlar1 BG-homotopiktir.



4.1.2. BG-Perturbasyon Teorisi

BG-pertiirbasyon teorisi, tam olarak ¢0Ozilemeyen bir problemin nimerik
¢OzUmunu elde etmek igin faydalanilan matematiksel yontemler icerir. Bir probleme
kiclk bir terim ilave edildiginde tam ¢6zimi elde edebilecek sekilde formiil
gosterilebiliyorsa, verilen probleme BG-pertlrbasyon teorisi uygulanabilir. Bu teoriden
faydalanilarak bir problemin ¢6zumiini, tam ¢6zimi bulunabilen problemden yo6n
degistirmeyi Olcen kigik bir exp-parametrenin BG-kuvvet serisi turinden bulmayi
amaglar. BG-kuvvet serisinin ilk terimi, tam ¢6zimu bulunabilen problemin ¢6zimu
olurken, diger terimler ise ¢oziimde baslangic problemine goére ne derece yon
degistirdigini belirtir.

€ kucuk bir exp-parametre olmak Uzere u ¢6ziimiine yaklasim igin;

u=ug@eler Qu, Pe?er Qu, D ...

BG-serisi yazilsin. Burada u, kesin ¢6zimi elde edilebilen baslangi¢ probleminin
bilinen tam ¢6zumind, u,, u,, ... belirli bir yontemle tekrarlanarak bulunan daha yiksek
dereceden ¢ozlmleri ifade eder. Yeterince kigik & exp-parametresi icin bu BG-serisinin
BG-yakinsak olmasi yiiksek dereceden ¢éziimlerin daha az dnemli oldugunu belirtir. €
kiclk exp-parametresinin uygun olarak secilmesi, BG-pertirbasyon teorisinin etKili
sonuclar verebilmesi agisindan 6nemlidir.

Ornek 4.1.2.

u=e® e Q@ udexr (20)

bigeometrik cebirsel denklemi goz Oniine alinsm. Bu denklemin BG-pertiirbasyon
teorisi ile yaklasik ¢oziimiinil inceleyiniz.
(20) denkleminde € = 1 igin u = e bulunur. Geometrik sifirdan farkli yeterince

kiclk € yani € # 1 icin,

u=e@eQu, De?*> Qu, D .. 21D

BG-serisi goz oniine alinsm. Bu BG-serisi (20) ifadesinde yerine yazilirsa;

QU P Qu P ..=cOQ(e@eQu P e*® Qu, @ ...)%

olur. Boylece,
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EQUBEEP Qu; B ..=cQe@®eOeOQuy
@ e3Oe*exe O (uy @ uyexr) @...]

olup bu esitlik € degerlerinin ayn1 exp-kuvvetlerinin katsayilarina gore diizenlendiginde

eQ W, 0e)P e’ O (u,0e’OQuy) @ e’
O B6etQu, 8e3Quew)@d..=1

elde edilir. Bu esitlikten faydalanilarak;

u e=1 (22)
u,0elQu, =1 (23)
u; 8e3Qu, e’ Quyewr =1 (24)

denklem sistemi elde edilir. Buradan (22) denkleminin ¢6zimii

u, =e

bulunur. Boylece (23) ve (24) denklemlerinin ¢dziimlerinin sirasiyla

u, =e>Qu, =e3

ve

uz; =e3Qu, @ e Quylexr =el?

oldugu goriiliir. Bulunan bu degerler (21) ifadesindeki BG-kuvvet serisinde yerine

yazilirsa;

u=e@Pe@Pe’Qe?exr Pel?Qelexr P ... (25)

olup buradaki ¢ nokta, n >4 kosulunu saglayan e"exp kuvvetlerine sahip tum
terimleri temsil eder. Dolayisiyla (25) denklemi € =1 igin u = e olmak Uzere (20)

ifadesinin yaklasik ¢ozlimiidiir.

33



4.1.3. BG-Homotopi Perturbasyon Metodu

BG-homotopi perturbasyon metodu, BG-homotopi ile BG-perturbasyon teorisinin
birlestirilmesiyle elde edilmistir. Bu metodu agiklamak i¢in, A genel BG-diferansiyel
operat0r, B BG-sinir operatort, f BG-analitik fonksiyon ve I', Q bolgesinin smnirt olmak

uzere

A)O fx) =1 x€Q (26)

diferansiyel denklemi,

aBGy
B (y, 6x36> =1, x€T 27)

smir kosullari ile ele alinsin. A genel BG-diferansiyel operatorii genellikle L, BG-lineer
olan ve N, BG-lineer olmayan operatér olmak Uzere ikiye ayrilir. Bu sebeple (26)

denklemi cogu zaman;

Ly)®ONYOSfx)=1 xeq (28)

biciminde yazilir. x € Q ve BG-homotopi parametresi p € [1,e] olmak (zere

u(x,p):Qx[1,e] > Rey, g0z Oniine almsm. (26) denkleminin smir kosullarmi

saglayan baslangi¢ yaklasimi olarak y, segilirse;

Huw,p) = (e ©p) O [L(ulx,p)) ©L(yo(x)] ®p O [A(ulx,p)) © f(x)]
-1 (29)

BG-homotopisi elde edilir. Bu BG-homotopiden;

Hw1) =L(u(x0)O L)) =1  H@we)=A(ulx1)6 f(x) =1

esitliklerinin gerceklestigi kolayca gorulir. p parametresinin 1 sayisindan e sayisina
dogru degismesi; H(u,p) BG-homotopisinin, L(u) © L(y,) ifadesinden A(u) © f(x)
ifadesine yaklasmasi olarak yorumlanir. Buna gére L(u) © L(y,) ve A(u) © f(x)

ifadeleri BG-homotopiktir. p € [1,e] sayisinin kiiglik bir exp-parametre olmasindan
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dolay1 BG-pertiirbasyon tekniginden faydalanilarak BG-homotopi denkleminin ¢ozimai

p exp-parametresinin bir BG-kuvvet serisi olarak;

u(x,p) = ug(x) B p O uy(x) B p?exe O uy(x) B ... (30)

seklinde ifade edilir. Bigeometrik limit ve klasik limit arasindaki iliskiden yararlanilarak

BG}lji_r)r; u(x,p) = exp {tlilrr?e [In(u,. et v, gtinetinuz )]}
= exp {;inll[ln Uy + Inetnta 4 |petine’inuz 4 ]}

= exp {}i_)rrll[lnuo +t.lnu; + t%Inu, +...]}

= exp{lnuy + Inu; +Inu, +...}

= elno glnuy olnuz

= uy(x). uy (x). uy (x). ...

=uy(x) B u;(x) D u,(x) @ ...
BG
yazilir. Boylece p — e iken (26) denkleminin yaklasik ¢oziimii

y(x) = g ygrelu (x,p) = up(x) @ uy (x) D u(x) O ...

= exp Z ug (x) (31)

k=0

olarak bulunur. (31) BG-kuvvet serisi ¢ogu durum i¢in BG-yakinsaktir.
BG-homotopi pertirbasyon metodunun daha net anlasilmasi igin bazi1 bigeometrik
diferansiyel denklemlere uygulamasi asagida orneklerle ifade edilmistir.

Ornek 4.1.3. BG-homotopi pertiirbasyon yontemini kullanarak,

dBGy

deG

@ ylew =1

homojen BG-diferansiyel denkleminin y(1) = e baslangi¢ kosuluyla ¢dzimuni

inceleyiniz.
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x €N ve BG-homotopi parametresi p€[l,e] olmak Uzere

u(x,p):Q x [1,e] - Reyp g6z Oniine alnsm. BG-diferansiyel denkleminin baslangig
kosulu y, secilerek,

Huwp) = (e ©p) O [L{ulx,p) © L) ®p O [A(ulx,p) © fF()] =1

BG
seklinde BG-konveks homotopi tanimlansmn. Verilen denklemde A(y) = Zx—B’G' @ y2exp

BG
y _ 2 . -
—5c Ve N(y) = y?exe olmak lizere BG-lineer olan

ve f(x) = 1 dir. A operatorii L(y) = ‘;

ve BG-lineer olmayan operatorlerin toplami olarak ifade edilir. Bu durumda degerler
BG-konveks homotopide yerine yazilirsa;

dBG dBG dBG
Hwp) = (e ©p) O (dx;j o dey(;") OpO < ‘o uZexp> =1 (32)

CtKBG

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

aBGy
BG
ln dx
aBGy, In dBGulJnu
dxBG . p dxBG’

aBGy

_e = m(GEE) i

. pln<F‘33)_ pln(ulnu)

dBGy
¢t aBGy,
BG In|—== Inu
= :g(;yo P (deG ).pln(u )
deG
dBGu dBGyO dBGy0
=56 © e OP O e OPO uPexp

bulunur. (32) ifadesinden,
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dBGu dBGy0 dBGyo

dxBG S/ dxBG ®rO dxBG DpOuer =1
yazilir. Boylece,
dBGu dBGy dBGy
= 1O 5 OPO 5 Op Qulew (33)

esitligi elde edilir. y = gelim(ug @ p © u; @ p?e O u, P...) olmak lizere (33)
p—e

denkleminin ¢ozimuniin

Uu=usDp Qu, Bp?> Qu, D ..

BG-kuvvet serisi formunda oldugu kabul edilsin. Bu BG-serisi (33) ifadesinde yerine

yazilirsa,
BG dBGy0 dBGy0
W(uogap@ul@pze"p@uz@...) =1@ deG ep@deGep

OWe®pOu ®p?r Qu, @ ..)%w

olur. p exp-parametresinin ayni1 exp-kuvvetlerine gore katsayilar1 esitlenerek,

dBG dBG

Oexp- uo_ yo
p " dxBG  dxBG
dBGy d®%y
pleXp: TBGl = (1 e e) @ TBGO 9 uozexp
dB%u
Pzexpiﬁ=(19€)®ez®uo®u1
5 dBGu3 5 2
preri— e =(10e)0e” Ouy Oup S uyer
dBGu4
p4—exp:W:(196)6626110@113632@111@112

BG-diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerin x* e gore BG-integrali
alinirsa asagidaki ifadeler bulunur:
pPexp icin,
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dBGu dBGy
BGf(deG()) dBCx = BGf<deGO> d"ox

olup baslangi¢ kosulu goz oniine alindiginda

Up(x) =yo(x) = e

esitligi elde edilir.

plexe icin,

dBGu dBG
BG f <FB;> dBSx = g; f ((1 Be)O de}Z;O O uozexp>dBGx

olup bigeometrik ve Klasik integral arasindaki iligkiden faydalanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

W) = g f (16 ) O160 e?ew)dBx = 4 f (10 o) d¥x
)

— edex — e(ni-Ine)lnx — ,-Inelnx

— ((elnx)lne)_l — x(ln%)
=(10e)0Ox

esitligi elde edilir.

p2exp icin,

dBG
BG f < uZ) dBSx = ¢ f((l ©e)Oe?OuyOuy)dix

dxBG

olup bigeometrik ve Kklasik integral arasindaki iliskiden faydalanilarak gerekli
diizenlemeler yapilirsa,
u(x) = g f ((1 Be)0e2Pe®((16e)0 x))dBGx
= B¢ f(e‘2 OeOQx™1)dx = g f(?fl)‘”_2 d%x
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In? x

2——
:Bcfxdezee 2
In?x _ ( lnx)lnx — +Inx

=\e =X

=e

= x2exp

bulunur. Benzer sekilde BG-diferansiyel denklem sistemi ¢Oziulerek devam edilir.
Boylece,

upy(x) =e
u(x)=(16e)0Ox

u, (x) = x?%exe

us(x) = (19 e) © x>

Uy (x) = xex

¢oziimleri elde edilmis olur. p exp-parametresi e noktasina BG-yakinsarken (33)

denkleminin ¢ézim,
y= BGzlgiLT;(uo BpOQu @pr Qu, d...)

oldugundan

y(x) = e © x @ x%ex» © x3exp @ xtexr @ ...

bulunur.

y(x) = e © x @ x?exp © x3exp @ xtexr P
= e. (eln x)ln%_ (eln x)zl (e(ln x)3)ln%.
=e.(em*) " (e ®)’, (e(lnx)s)_l....

— gl-Inx+(ln x)%—=(In x)3+...

= e(1+;nx) = e(@)
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oldugundan bulunan bu BG-seri ¢dziimiiniin kapali formu olan

e

e®Px

y(x) = exp
esitligi problemin tam ¢dziimiinii verir.

Bigeometrik kalkiiliis ve klasik kalkiiliis arasindaki iliskiden faydalanilarak,
verilen problem y(1) = e baslangi¢ kosulu ile

xy'(x) + y(x)(Iny(x))* =0

diferansiyel denklemine doniisiir. O halde bu diferansiyel denklemin ¢6zimu,

1
y(x) = e1+lnx

olarak bulunur.

Ornek 3.2.5. BG-homotopi pertiirbasyon yontemini kullanilarak

Ve Dy OQyi=x

homojen olmayan BG-diferansiyel denkleminin, y(x,1) = e? baslangic kosuluyla
¢6zUminu inceleyiniz.

x€Q ve  BG-homotopi  parametresi p € [1,e] olmak  lzere
ulx,p):Qx[1,e] » Rexp g0z Oniline almsin. BG-diferansiyel denkleminin baglangig

kosulu y, secilerek,
Huwp) =(Op)O[L(ulx,p)) O L(yx)]|®p O [A(ulx,p) © fF()] =1

seklinde BG-konveks homotopi tanimlansin. Verilen denklemde
AW)=yE Dy OyE¢ ve f(x)=x dir. A operatori L(y) =y2¢ e
N(y) =y ® yE¢ olmak Uzere BG-lineer olan ve BG-lineer olmayan operatorlerin
toplam1 olarak ifade edilir. Bu durumda degerler BG -konveks homotopide yerine

yazilirsa;
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atBG atBG atBG

=1 (34)

aBGu aBGyO aBGu aBGu
Hu,p)=(Op) O © ®pO QuO5 5 60x

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

u 3 086y aBGyO 086y aBGy0 086y
(wp)=eO 0BG S/ JtBG S/ JtBG S/ JtBG ®rO JtBG
0B%u
@p@(anxBG GX>
aBGu aBGyo aBGu aBGy0 aBGu
= 5¢BG © 9¢BG ©r0O 9¢BG ©prO PYL ©pO 9¢BG
0B%u
EBpG(anxBGGx>
aBGu aBGy0 aBGyo aBGu
= 5¢BG S PYL ©r0O EYL ©rO uanBG O x
bulunur. Boylece (34) ifadesinden,
986y 3BGy, BGy, 9BGy .
aepc © gpe PP O 5 OPO (U0 550x )=
yazilir. Bdylece,
aBGu _ 1 aBGy0 aBGy0 aBGu 35
0tBG eaatBG ep®atsc Sr0O uanBGex (35)

esitligi elde edilir. y = gglim(ug @ p © u; B p?e® O u, M...) olmak lzere (35)
p—e

denkleminin ¢6zumunan,

u=u,BpQu Bp* Qu, d ..

BG-kuvvet serisi formunda oldugu kabul edilsin. Bu BG-serisi (35) ifadesinde yerine

yazilirsa,
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BG aBG yO

W ®P OB 0w ®.) =10 52 0p O

O((UBPrOQu ®p?* Qu, P ...)

9@

Sp

aBG
O 55 o @pOu Op*» O, GB---)@X)

olur. p exp-parametresinin ayni1 exp-kuvvetlerine gore katsayilar1 esitlenerek,

aBGuo-_ aBGy0

pOexp: 0tBG — QtBG
a Uuq BG yO
plexp:at—BG—(lee)@ tBGe @aBG @D x
aBGu2 aBG aBGuO
pzeXp: atBG = (1 e e) @ uO a BG e @ a BG
. 0%%uy 086u, 086, 08%u,
prer: — e = (196)@110@696—309%@69(—369112@ 356
. aBGu3 aBGu3 aBGu2 aBGu1
pe"piﬁ_(lee)@uo 9xBC 9u1@weuz@w
aBGu0
O O gm0

BG-diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerin t degiskenine gore BG-
integrali alinirsa asagidaki ifadeler bulunur:

pPexp icin,

aBGu0 aBGyO
BG f < atBG )dBGt = BG f < atBG >dBGt

olup baslangi¢ kosulu g6z 6niine alindiginda

_ _ 2
Ug =Yg = €

esitligi elde edilir.

plexr icin,
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aBGu aBG aBGu
BGf(atBGI>dBGt= BG'I‘((l@e)@TB?;()euo @ax—BGO@X>dBGt

olup bigeometrik ve Kklasik integral arasindaki iligkiden faydalanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

uqy(x) = Baj((lee)®1962®1@x)d36t= B(;f(lelEBx)dBGt

In x
—dt
— BGfdeGt=ef r =elnx.lnt:

— Inx)™t _ _Int
= (em)" = x
=x0Ot

esitligi elde edilir.

p2exp icin,

aBGu aBGu aBGu

olup bigeometrik ve Klasik integral arasindaki iliskiden faydalanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

w60 = 5 [ (1000 00) 6 OO D) dwt
= BG f(e—z O 1)d"%t

1 -2
_ BGfe—z dtB6 = ef%dt — e—2Int

— (e(ln 1_“)2)_1 — ((elnt)lnt)_l — (tlnt)_l
—(106) O t%ew

esitligi elde edilir.

p3exp icin,
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086y
BGf(@tB:) dB¢t
9BGy, §BG

aBG
= Baf<(1ee)®uo®ax—gaeu1®—uleu2® axBuGO>dBGt

axBG

olup bigeometrik ve Kklasik integral arasindaki iligkiden faydalanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

6@ =4[ ((160001)0x0t006 (1000w O1))d:

1
= BGf(le(XQtQt)el)dBGt= ngmdBGt

ln(t_ln xIn t)dt f—ln x.lnztdt _Inxln3t
=e t =e t =e 3

1\ 1

({9 ) = (@)
= (196)@e‘§®tsexp Ox

bulunur. Benzer sekilde BG-diferansiyel denklem sistemi c¢ozulerek devam edilir.

Boylece,
uy(x) = e?
u(x)=xQ0t

U () = (168 ¢e) © tlew
U =(10e) Qe O t3w O x

¢oziimleri elde edilmis olur. p exp-parametresi e noktasmna BG-yakinsarken (35)

denkleminin ¢dzimu,
Y= pelim(to @ p O u, ®p*r O @...)

oldugundan
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YX) =2 ®x Ot O tew O (e% O t*r Ox)® (ef—s O t%r O x) @..
bulunur.

y(x0) = (e2 Ot @ ez O thew @ L) @x0(to e O tie

@ eis Ot @ ...
5 1\ Inx 2\ Inx
— [ 2 (e(ln t)z)_l. (e(ln t)4)E. ] ) [(e(ln t)lnx) . <(€(ln t)3)_§> . ((e(]n t)5)1_5> . ]

In x In x
_ [ez_e—(1nt)2_ef—2(1nt)4_ ]_[e(lnt)ln’C_(e—§<1nt)3) _(ef—santf’) ]

1
_ (eZ—(ln 62+ (In )4~ ) _ (eln t— (In 63+ (In £)5— ) nE

— (ez)(sech(ln t)) (etanh(ln t))ln X

— eZ @ esech(ln t) @ X @ etanh(ln t)

oldugundan bulunan bu BG-seri ¢6ziimiiniin kapali formu olan

y(x) — eZ @ esech(ln t) @ X @ etanh(ln t)
esitligi problemin tam ¢oziimiinii verir.

Bigeometrik kalkiiliis ve klasik kalkiiliis arasindaki iliskiden faydalanilarak,
verilen problem y(x, 1) = e? baslangi¢ kosulu ile

t.y +x.Iny.y, = y.Inx
diferansiyel denklemine doniisiir. O halde bu denklemin ¢6ziimii ise

y(x, t) = (eZ)(sech(ln t))_ (etanh(ln t))ln x

olarak bulunur.
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4.2. Lineer Bigeometrik Volterra Integral Denklemlerine BG-Homotopi
Pertiirbasyon Metodunun Uygulanmasi

Bu bdlumde ikinci tip bigeometrik Volterra integral denklemlerinin BG-homotopi
pertirbasyon metodu ile ¢6zimi incelenecek ve metodun daha net kavranmasi igin

sayisal orneklendirmelere yer verilecektir.

X

X)) =fX)DBAO s | K(x,t) O p(t)d®Ct (36)

1

ikinci tip lineer BG-Volterra integral denklemi verilsin. BG-integral denkleminin

¢cozimi u(x) = ¢(x) olmak lzere F(u) fonksiyonel operatori;

F(uw) =ulx) © f(x) (37)

ve L(u) operatori;

X

L) =ux)Ofx)O10 g | K(x,t) ©Qu(t)dBit =1 (38)

1

esitligi ile ifade edilsin. p € [1,e] olmak Gzere wu(x,p):Qx[1,e] = Reyp
BG-homotopisi kurulsun. Bu durumda BG-konveks homotopi denklemi, F(u) ve L(u)

operatorleri kullanilarak,

Hup)=(Op) OFW) &pOLl) =1 (39)
seklinde tanimlanir. Olusturulan bu BG-homotopinin p = 1 ve p = e igin sirasiyla
H(u,1) = F(u), H(u,e) = L(u)

esitliklerini sagladigi kolaylikla goriiliir.

H(u,p), BG-homotopisi tam olarak tanimlanmis bir egri boyunca H(ug, 1)
baslangic noktasindan, H(¢p,e) bitis noktasina kadar siirekli bir yol izler.
BG-homotopiye yerlestirilmis olan p exp-parametresi 1 sayisindan e sayisma dogru

monoton artarken, F(u) =1 asikar problemi de siirekli olarak L(u) =1 orijinal
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problemine doniisiir. p € [1,e] kiiclk bir exp-parametre oldugu i¢in BG-pertlirbasyon
teknigi kullanilarak (39) BG-homotopi denkleminin ¢dzimi p exp-parametresinin bir
BG-kuvvet serisi olarak;

u(x,p) = ug(x) B p © uy(x) B p?exr O uy(x) B ... (40)

seklinde ifade edilir. (40) BG-kuvvet serisi (39) ifadesinde yerine yazilirsa;

Huw,p)=(€60p) O ((u(x) ®p O u(x) ®p?» Quy(x) D ...) © f(x))

X

DpO (u(x) OfX)O A0 p¢ | K(x,t) © (ug(x) ®p O uy(x)

1

@ p?exe O u,(x) P ...)dBt) =1

denklemi elde edilir. p exp-parametresinin ayni exp-kuvvete sahip terimleri bir araya

getirilerek diizenlendiginde,

H(u,p) = p° O (u,(x) © f(x))

@ plexp @ <u1(x) 6 BG K(x, t) @ Uy (t)dBGt>

1
X

@ p?exe O (uz(x) O g | Kix,t) © ul(t)dBGt> ®D..=1

1

bulunur. Buradan,

pPexp:uy(x) © f(x) = 1> uy(x) = f(x)
ple:uy () © e | K(x, £) © up()dPet =1

1

X

00 = g [ KCo ) O up(0)at

pZee:u,(x) © e | K(x,t) O uy()dBSt =1

1
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X

0,00 = g [ KGu) O u (0%t

1

elde edilir. Bu ifade genel olarak,

uy(x) = f(x)

X

Un+1 = BG f K(x, t) © u,(£)dB%t, n=0
1

seklinde yazilir. gglimu =uy, @ u; @ u, @ ... oldugundan BG-integral denkleminin
p-e

yaklagik ¢oziimii

[ee)

¢ = Ba}oi_rgu = exp Z ug (x) (41)

k=0

olarak bulunur. C6ziim varsa (41) ifadesi (36) denkleminin kesin ¢oziimiine yakinsar.
(41) BG-serisi genellikle BG-yakinsak olup yakinsama oranmi L(u) ifadesine gore
degisir. Sonug olarak (41) serisinden istenilen sonuca ulasilabilir.

Asagida BG-homotopi pertiirbasyon yonteminin daha net anlasilmasi igin lineer
BG-Volterra integral denklemlere uygulamasi 6rneklerle gosterilmistir.

Ornek 4.2.1. BG-homotopi pertiirbasyon yontemini kullanarak

$p(x) =e® g f(t ©x)0O ¢(t)dBGt

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6ziminu inceleyiniz.
[lk olarak, x € Q ve BG-homotopi parametresi p € [1,e] olmak Uzere
u(x,p):Q x [1,e] - Rey, 90z 6niine alinsin. Verilen problemin ¢ozimi u(x) = ¢(x)

olmak (izere BG-konveks homotopi denklemi

Hup)=(Op) OFwW®pOLw =1
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dir. Verilen BG-integral denklemi icin F(u) ve L(u) operatorleri,

Flu=ulx)Be

ve

L@ = u(x) © e © 5 f (¢ © %) O u(®)d™t

seklinde olup bu ifadeler BG -konveks homotopide yerine yazilirsa;

Hu,p) = (©p) O (ulx)©e)

®p O [u(x) 0eO u j 6% 0 u(t)dBGt] -1 (42)

olur. Bdylece bigeometrik kalkiiliis ve klasik kalkiiliis arasindaki iliskiden

faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda,

u(x)
In T 1 <u(x) - 1 >
H(u, p) = (g) ( ) .p e BG 1 (tex)Ou)dBGt

x) 1
In(¥2)+1
[n( e ) n(BGflx(tex)Ou(t)dBGt)

_ e
R
(22 -
_°€ ") .pln(@) : pln<Bcff(tex)®u(t>dBGt>
ln(w)
p e

u(x) 1n< 1 )
= 'p BGflx(tGX)Ou(t)dBGt

= u(x). In( pg [} (t0x)Ou(t)dBCt) -1
A Gl )

— wW)BeOpO Bcf(texmu(t)dBGt
1

w0 ©eOpO Bcfuex) O u()d?6t
1
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olup (42) ifadesinden
w) = e ®p O 5o f (¢ © ) O u(®)d™t 43)
1

esitligi elde edilir. ¢ = gelim(uy B p O© uy D p?ex» O u, @...) olmak lzere (43)
p—e

denkleminin ¢ozimuniin

u(x) = u(x) B p O uy(x) D pexe O uy(x) D ...

BG-kuvvet serisi formunda oldugu kabul edilsin. Bu BG-serisi (43) ifadesinde yerine

yazilirsa,

U () B p Ouy (x) B p*» O up(X) @ ..

=e®pO g f(t O x) O (w(t) B p O uy(t) @ pexr O uy(t) @ ...)dBt
1

bulunur. Bu ifadede p exp-parametresinin ayni exp-kuvvetlerine gore katsayilar

esitlendiginde,

plexp sy (x) =e

plew s u (1) = 5 f (t © %) O uy(t)d5et
1

pZexp : uz(x) = gc f(t (&) X) 0 ul(t)dBGt
1

BG-integral denklem sistemi elde edilir. Bigeometrik ve Klasik integral arasindaki
iliskiden faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda elde edilen BG-integral
denklemlerin ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur.

pPexp icin,

uy(x) =e
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olur.

plexe icin,

W) = g j (t © %) O up()dFt

= BGj(tGX)QedBGt
1

rine
xln<(E) ) x(In t—Inx)

fl t dt f— efl t dt

= e

1.1

_ W5 _ (((elnx)lnx)z>

h, ((xlnx)ﬁ>_1

X Zexp

=(16e)0O

exp
2lexp

elde edilir.

pZexp icin,

uz(x) = BG j-(t ©x) 0O u1(t)dBGt
1

X

tzexp
= BG f(t ©x)0O ((1 Oe) O T exp) dBCt
" ‘exp
—Int
n l/()_tc)ln(t 2 >\| s t
B K / xln(t 2 >.ln )
_ efl : dt _ efl : dt
—Int —Inx 04
_ efl"#dt _ e(l :i ))
1 1
= ((e,lnx)m3 x)lne4! = (xln3 x)m
x4’exp
T4, P



bulunur. Boylece

uy(x) =e
2exp
u(x)=(16e) O —exp
exp
x4exp
uy(x) = T exp
x6exp
uw(x)=016e0 o oxXP
‘exp
xsexp
uy(x) = T
‘exp

BG
¢cozlimleri elde edilmis olur. p — e iken (43) denkleminin ¢ozimi,
¢ = BGzlgi_rg(uo BpQu, @ p Qu, ®...)

oldugundan yaklasik ¢6ziim

x2Zexp xtexp xGexp xBexp
p(x) =e 9 exp @ 2 exp © G exp D 3 exp D ...
eXp exp exp exp
bulunur. O halde
2exp x4exp x6exp xsexp
p(x)=eO ——exp (a5 exp © ——exp D exp @D ...
2! ‘exp 4'-exp 6-exp 8-exp

x (Zn)exp

= Z(lee)nexp ol

exp

olup bu BG-serisi,

¢(x) — ecoslnx

52



kesin ¢ozlimiine yakinsar. Sonug olarak, verilen BG-Volterra integral denkleminin BG-

homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢6zimd,

¢(x) — pcoslnx
olarak bulunur.

Bigeometrik kalkiilis ve klasik kalkiiliis arasindaki iligkiden faydalanilarak

verilen problem,

In ¢ (x) = 1+f%(lnt—lnx)ln¢(t)dt
1

integral denklemine doniisiir. O halde bu denklemin ¢6ziimii de
(]5(36) — ecoslnx

olur.

Ornek 4.2.2. BG-homotopi pertiirbasyon yontemini kullanarak

$O0) =1 @ 5 f(t O 2) O $(t)d"t
1

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6ziminu inceleyiniz.
Ik olarak, x € Q ve BG-homotopi parametresi p € [1,e] olmak (zere
u(x,p):Q x [1,e] - Rey, gdz niine alnsin. Verilen problemin ¢ozimi u(x) = ¢(x)

olmak (izere BG-konveks homotopi denklemi,
Hup)=(Op) OFWdpO LW =1

seklinde tanimlansin. Verilen BG-integral denklemi icin F(u) ve L(u) operatorleri,
Flu)=ulx)® x

ve
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Lw) =ulx) ©x O 3¢ f(t O x) O ¢p(t)d5°t

olup bu ifadeler tanimlanan BG konveks homotopide yerine yazilirsa;

Hu,p)=(Oop) O (ukx) ©x) D

pO [u(X) O xO 5 f(t ©x)0O ¢(t)dtBG] =1 (44)

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Hup)=eOQ ux)0x)0p 0O ukx)ox) ®p O (ulx) © x)

©p0O s j(t O x) © ¢p(t)dtBe
1

— ) OxOpO Bcf(tex>@¢<t>dt36
1

olup (44) ifadesinden,
ux)=x®p O pg f(t O x) O u(t)dBet (45)
1

esitligi elde edilir. ¢ = gslim(ug @ p © uy D p?exr O u, @...) olmak lzere (45)
p-e

denkleminin ¢ozimunan,

u=u,BpQu Bp*r Qu, d ..

BG-kuvvet serisi formunda oldugu kabul edilsin. Bu BG-kuvvet serisi (45) ifadesinde

yerine yazilirsa,

U () Bp Ous (x) B p*» O up(X) @ ..
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=x®p O g f(t O x) O (ue(t) Bp O uy(t) D p2exr O uy(t) @ ... )dB5t
1

bulunur. Bu ifadede p exp-parametresinin ayni exp-kuvvetlerine goére katsayilar

esitlendiginde,
pPep:ug(x) = x

pre®:uy (x) = g f(t O x) O u(t)d5t
1

pzeXp5 u(x) = pg f(t O x) ©u,(t)dBCt
1

BG-integral denklem sistemi elde edilir. Bigeometrik ve klasik integral arasindaki
iliskiden faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda elde edilen BG-integral
denklemlerin ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur.

pPexp icin,
up(x) =x

olur.

plexp icin,

() = 5 f (¢t © %) O up()dP6t
1

X
= Baf(tex)G)tdBGt
1
Int
xln((ytf) > x(In2 t—Intinx
_ t:el%dt

-1

= e(_ng(x)) _ (((e(ln x))anX)%)

- (o

[y

55



X 3exp

=(16e)0O

ex
Blop P

elde edilir.

p2exp icin,

() = 5o j (t © %) O wy ()dF6¢

x
t3exp
= Be f(t ©x)0O ((1 SXIXO, 30 exp) dBGt
1 ‘exp
1 -1
/ ln<(t1n2 t)6> \
| ¢ |
In | (;) l —In?¢
k ) ln<t 6 >.ln &)
= eflx t at _ efffdt
—In2t
———— Int (Int-Inx) In>(x)
:elx . t xdt—e(lZ:)
- 1
= ((elnx)ln x)lneS! = (xln“x)m
x5exp
= exp
5!exp

bulunur. Boylece

uy(x) = x
x3exp
u(x)=016e O 3T XP
‘exp
x5exp
u,(x) = 2] exp
‘exp
x7exp
4300 = (10.6) O3 —exp
‘exp
xgexp
uy(x) = Y exp
‘exp
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BG
¢cozliimleri elde edilmis olur. p — e iken (45) denkleminin ¢ozim,

b= BGIl,i_r)r;(uO BprOu, ®p*> Qu, ®...)

oldugundan
x3exp x5exp x7exp x9exp
Px)=xO —expD—expO—exp@g—exp D ...
3lexp 5lexp 7 exp 9 op
bulunur. O halde
x 3exp x5exp x 7 exp x exp
P(xX)=xO—expD—exp O —exp D g—exp D ...
3lexp 5l exp 7 exp 9 op

(2n+1)exp

Qn+ Digg 7

= exp Z(l e e)neXp O
n=0

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak bulunan bu BG-seri ¢6zimunin

kapali formu olan
d)(x) = eSinlnx

esitligi elde edilir. Sonug¢ olarak, verilen BG-Volterra integral denkleminin BG-

homotopi pertiirbasyon metodu ile ¢6zimi
d)(x) = eSinlnx
olarak bulunur.

Bigeometrik kalkiiliis ve klasik kalkiiliis arasindaki iligkiden faydalanilarak

verilen problem,

Inp(x) =x+ f%(lnt —Inx)In¢(t)dt
1

integral denklemine doniisiir. O halde bu denklemin ¢6ziimii de

S7



(,b(X) — esin In x

olur.

Ornek 4.2.3. BG-homotopi pertiirbasyon yontemini kullanarak

S0 = (DD D s f(x 01 O ¢(6)dSt

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢ozimunu inceleyiniz.
Ik olarak, x € Q ve BG-homotopi parametresi p € [1,e] olmak (izere
u(x,p): QX [1,e] - Rey, gbz Oniine alinsin. Verilen problemin ¢ozimi u(x) = ¢(x)

olmak lizere BG-konveks homotopi denklemi

Hup) =8 p) OFwW®pOLw =1

seklinde tanimlansin. Verilen BG-integral denklemi icin F (u) ve L(u) operatorleri,

Fu) =ukx) © (e ®x)

ve

Lw)=ux)© (e®x) O ¢ f(x Ot) O ¢t)dBCt
1

olup bu ifadeler tanimlanan BG -konveks homotopide yerine yazilirsa;

Hup)=0p) O ux)o(edx)®dp

O, [u(x) ©(e®dx)O 5 f(x SEINO) u(t)dBGt] =1 (46)

olur. Boylece gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Hup)=eOQux) B (e®dx)0p0 (ux) © (e ®x))
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DrO U O E®)OpO Bgf(xet) O u(t)dbot

=u(x) e xOp0O Bcf(xet)Qu(t)dBGt
1

olup (46) ifadesinden
U =e@xDP O 5o [ (O QU (47)
1

esitligi elde edilir. ¢ = zclim(ug @ p © uy D p?e» O u, @...) olmak lzere (47)
p—e

denkleminin ¢ozimuniin

u(x) = ug(x) B p O uy (x) D pexe O uy(x) D ...

BG-kuvvet serisi formunda oldugu kabul edilsin. Bu BG-serisi (47) ifadesinde yerine

yazilirsa,

U X)) B Qu(x) Dp?» Qu,(x) D ...=e DxDp

O g f(x St)O W BpOu(t)® pZeXp Qu,(t) ® .)dBCt
1

bulunur. p exp-parametresinin ayni exp-kuvvetlerine gore katsayilar esitlendiginde,

plexp:yus(x) =e @ x

preeiuy(x) = g f(x Ot) O uy(t)dBst
1

pZeXp:u2 (x) = B¢ f(x e t) @ ul(t)dBGtBG
1

X

piexp:uz(x) = pg f(x Ot) Ou,(t)dB¢t

1
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BG-integral denklem sistemi elde edilir. Bigeometrik kalkilus ve klasik kalkulis
arasindaki iligkiden faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda elde edilen BG-
integral denklemlerin ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur.

pPexe icin,

uy(x) =e@x
olur.

plexp icin,

() = 5o f O 0) O up()dFt

= Baf(xet)G(eeBt)dBGt
1

n(Z)"E0 nenn(Z)
=1. ef1 t gt _ e’1 t a8

x(1+1Int).(In x—Int) (ln3x+1n2x)
=e’1 t a _ ,\"e "2

<1n3x> (lnzx)
=e\ 6 /. e\?2
1 1

_ ((e(]“ x))lnzx)E . ((e(l“ x))l“ x)i

— (x(lnzx))%. (x(ln x))%

= (x(w*@)yne”. () Yimem

X 2exp X 3exp
= o7 €xp <> '
2lexp 3lexp

exp

elde edilir.

p?ex icin,

X

0,00 = 5 [ (60 O u Ot = 1

1

Zexp t 3exp

exp &

exp> dBet

2l exp 3lexp

= Baf(xet)(D(
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2
(mTt+1nTt> In?t Int
In|t 6 T2 X
In| t In (?)
x
Xn(%) x

J; . dt efl . dt

In?t Int 2
T+T>'(1n xInt-In“t) In5% In%x

d
— efl P at _ e(1zo+ 24 )

1

= (e x))““*")ﬁl". ((eln x))‘nS’C)Z

— (X (In*x) )ﬁ (X (In3x) )ﬁ

x‘l'exp xsexp
= exp D exp
4loxp 5!exp
elde edilir.
p3exp icin,
X
400 = 5 [ 00 O w04
i
P 4exp t5exp
- Bcf(xet)@< —exp @D exp)dBGt
J 4exp 5.exp
In*t In3¢
o [d355) ( (o))
. \ / In \t /.11’1 (?)
n (7) dt [ dt
= e’1 t =el1 t
x(% %).(lnx.ln t-In?t) In7x  Inx
= el1 t dt _ 6(5040 W)
1 1

= ((e(ln x))lnf’x)m ) ((elnx)lnsx)m
1

— (x(lnéx))ln e’ (x(lnsx))ﬁ

X 6exp X 7exp

exp P
6!exp 7exp

exp

bulunur. Boylece

uyx) =e®x
( ) xzexp @ x3exp
u(x) = exp exp
! 2lexp 3lexp
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X 4exp X Sexp

u,(x) = T exp D S exp
x6exp x7exp
us(x) = Txp exp D Tiom exp

BG
¢cozlimleri elde edilmis olur. p — e iken (47) denkleminin ¢ozim,

¢ = selim(ug ®p Owy G p*» O uz B...)

oldugundan

x Zexp x 3exp x Yexp x Sexp x Gexp

exp D exp P exp P exp D
TIPSR S TRV T I - T

px)=eDx D

exp
6!exp

X 7eXp

52

exp @ ...
Wexp

2 x exp
= ex
exp Z Moy T

n=0

Texp . .. . . .
bulunur. ¢y, Z;‘{;O’;'—exp sonsuz exp-toplami e* ifadesinin bigeometrik Taylor seri

‘exp

acilimi oldugundan

$(x) =e*

esitligi elde edilir. Sonu¢ olarak, verilen BG-Volterra integral denkleminin

BG-homotopi pertirbasyon metodu ile ¢ozumi

p(x) =e*
olarak bulunur.

Bigeometrik kalkiilis ve klasik kalkiiliis arasindaki iliskiden faydalanilarak

verilen problem,
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Inp(x)=1+Inx+ f%(lnx—lnt)lnd)(t)dt
1

integral denklemine doniisiir. O halde bu denklemin ¢6ziimu de

p(x) = e*

olur.
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5. LINEER BiGEOMETRIK VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERININ BG-DIFERANSIYEL DONUSUM METODU ILE
cOzumU

Bu boélimde diferansiyel doniisiim metodunun temel tanim ve teoremleri
bigeometrik kalkiiliise aktarilarak elde edilen BG-diferansiyel doniisiim yontemiyle
lineer bigeometrik Volterra integral denklemlerinin ¢oziimleri incelenmistir.

Tanmm 5.1. Bir f:Reyp = Reyp, x = f(x) fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim

fonksiyonu,

d*Be f (x)

kaG

F(k) = exp © l (48)

k! rexp x=x0
seklinde tamimlanir. Burada k € Z, f(x) orijinal fonksiyon ve F(k) doniisim
fonksiyonudur. F(k), BG-diferansiyel doniisim fonksiyonunun, BG-diferansiyel ters

dontisiim fonksiyonu,

f(x) = exp Z F(k) Q (x e xo)kexp
k=0

N
~ fy(x) = exp Z F(k) © (x © xo)¥ex (49)
k=0

seklinde tanimlanir. Buradan (48) ifadesi (49) ifadesinde yerine yazilarak,

Z (—x S xO)keX_p exp O d Bs f (x)

f(x) = exp exp dxkBG (50)

X=Xg

elde edilir. (48) ve (50) ifadeleri x = x, igin genel olarak tanimlanmistir. Bu ¢alismada
xo, = €% = 1 durumu g6z 6niine alinacaktr.
Teorem 5.1. ¢, exp-sabit ve g(x) BG-analitik fonksiyon olmak (zere,

f(x) = ¢ © g(x) fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisim fonksiyonu
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F(k) =c O Gk

olur.

Ispat. f(x) BG-analitik fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu

d*sef (x)

kaG

F(k) =

ep@l

k! *exp x=1

olarak yazilir. Burada f(x) =c ® g(x) almip bigeometrik tirevin 6zelliklerinden

faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

d*5(c © g(x))

kaG

F(k) = T eXp © [
exp x=1

exp O [(c © g(x))®ss] _

k exP

exp O [((c © g(x))PO)*k-Dra] _

klexp

exp O [(c © g®¢ (x))(k_l)BG]le

klexp

exp O [((c © g7 (x))Pe)k-2sa] _

klexp
e

exp O [(c © g@ee )]

klexp x=1

exp © [C ©) g(k)BG(x)]x=1

klexp

[d*B6 g (x)]
dxkBG

exp O c®

klexp

[d"56 g (x)]
dxksc

elde edilir.
Teorem 5.2. g(x) ve h(x) BG-analitik fonksiyonlar olmak (zere,

f(x) = g(x) ® h(x) fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu
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F(k) = G(k) ® H(k)

olur.
Ispat. g(x) ve h(x) BG-analitik fonksiyonlarinin, BG-diferansiyel doéniisiim
fonksiyonlari, sirasiyla, G(k) ve H(k) olsun. f(x) fonksiyonunun BG-diferansiyel

doniisiim fonksiyonu,

d*sef (x)

kpg
dx x=1

F(k) = Ol

k.exp

seklinde tanimh oldugundan burada f(x) = g(x) @ h(x) yazilip bigeometrik tiirev
Ozelliklerinden faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

exp O d*56(g(x) @ h(x))

OO = dxkss

x=1

exp O [(g(x) ® h(x))(k)BG]x=1

klexp

exp O [((g(x) ® h(x))BG)(k_l)BG]x=1

k!sip

exp O (976 (x) @ h#6 (x))k—Dac]

kleoxp

exp ©) [((gBG(x) fas) hBG(x))BG)(k—Z)BG]le

kleoxp

exp © [(g(z)sa (x) ® h(Z)BG(x))(k—Z)BG]

klexp x=1

T €XD ©) [g(k)sa(x) fas) h(k)BG(x)]x=1
‘exp

e [d*B6 g(x) _ d¥BGh(x)
exp O dxkse dxkBG

Klexp -

[d*23g(x)
dxkse

d"BGh(x)
exp © l EB pO IWl

klexp

= G(k) © H(k)

exp

olur.
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Benzer sekilde f(x) = g(x) © h(x) icin F(k) = G(k) © H(k) ifadesi elde
edilebilir.

aBbg(x)
deG

Teorem 5.3. f(x) ve g(x) BG-analitik fonksiyonlar olmak Uzere, f(x) =

fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu

F(k) = e%+D O G(k + 1)

olur.

Ispat. f(x) BG-analitik fonksiyonunun, BG-diferansiyel déniisiim fonksiyonu

d*sef (x)

kpg
dx x=1

F(k) =

20|t

k-exp

g()

seklinde tanimli oldugundan burada f(x) = yazilirsa,

Y . o d*se (dBC g(x)
( ) r k! *exp L dxkse dxBG =1
olur. Boylece

e
(k + Dlexp

e 1 (k+1) ( 1

k+1

klexp
esitliginden,

d(k+1)BGg(x)

— p(k+1)
P = e o © |

e
(k+ 1Dlexp
=e®D O Gk +1)

elde edilir.

Bu teorem genellestirilerek asagidaki sekilde verilebilir.

d"BG g(x)
dx"BG

Teorem 5.4. f(x) ve g(x) BG-analitik fonksiyonlar olmak lzere, f(x) =

fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu
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(k+n !

Fk)=e @ O Gk +n)

olur.

Ispat. BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonunun tanimindan,

F(k) =

dkBG dnBGg(x)>
dkaG dx"BG

exp@l

Felexp =1

yazilir. O halde,

e 1 (k+1)-(k+2)- - (k+n) 1\ (kK+1)-(k+2): - (k+n)
7 exp = ekl = e (k+n)! (e(k+n)!)
‘exp

(k+n)!

( (k: )) k! (k+n)! o e
= | e(k+n)! =e kK ———€X
k+n)legp 7

esitligi kullanilarak, F (k) ifadesi

d(k+n)BGg (x)

dx (k+n)pe
x=1

(k+n)! e

F(k) = QTGWGXPO[
‘exp

(k+n)!

=e & OGk+n)

seklinde elde edilir.

Tamm 5.2. n,k € N ve k < n olmak zere n nin k i exp-kombinasyonlarinin sayisi

n . .. .
(k) notasyonu ile gosterilir ve
exp

L -
klexp (n— k)!exp © k!exp

seklinde tanimlanir.

Onerme 5.1. n, k € N ve k < n olmak Uzere,

(e @ (" 1), = (")

exp
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esitligi gerceklesir.

Ispat. exp-kombinasyon tanimi geregince,

! X
(o © (k2 1)y = i k)rlle:pr Kl P

@ n!exp
ex
=k + Dlggp O (k= Dlggp 7

seklinde yazilir. Buradan bigeometrik kalkiiliis ve klasik kalkiiliis arasindaki iliskiden

faydalanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

n! en!

n n e
(k)exp @ (k - 1)exp o Wexp 69 e(n—k+1)! @ e(k—l)! eXp

1 1
= (e™)@-R'k, (e™)@m-k+D! (k-1)!

n! , n!
= e((n—k)!k!T(n—k+1)!(k—1)!)

bulunur. Boylece

n! n! B (n+1)!
(n—k)!k!+(n—k+1)!(k—1)!_(n—k+1)!k!

esitliginden yararlanilarak

(1), @ ("), =eim)

_ (e (n+1)!)ln<(ek!)

1
In e(n—k+1)!>

e(n+1)!

ekl O g1 XP

(M + Dlexp

= ex
Kleoxp O M=k + Dlgyp 7

-("% )

exp

elde edilir.
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Onerme 5.2. g ve h fonksiyonlar1 [a,b] € Ry, kiimesinde n. mertebeden
BG-tlrevlenebilen  fonksiyonlar ise g ® h fonksiyonu da n. mertebeden

BG-turevlenebilirdir ve

(1)

drBGg(x) d(n_r)BG h(x)
g(x h(x)] (n)BG =

dx"BG dxM-1)BG

M:

r=0

dir.
Ispat. (51) esitliginin gergeklestigi tiimevarim yontemi kullanilarak gosterilecektir.

Onerme 2.2.1 geregince

dBGh(X)l ldBGg(X)

199 @ hele = 900 0 252 @[50 0 heo)

oldugu biliniyor. Buradan,

dBGh Ine dBG Ine
190 0 hw1* = o0 055 2| @ 2L 0 heo)
BG dBG
_ [e@g(x)@ — B(Gx)] [ ng(G)@h( )]

1! dBGh( )
:[61'66 oo eXP O g(x) © dx B;C

d®¢g(x)

®Lm®&@@® e @M)]

exp
l(l - 0)'exp @ 0'exp
BG
Lexp g(x)
@[(1 exp®0exp Xp@ dBG Gh( )l

BGh BG
:[((1)) ©4)0 dB(Gx)l I ) © O gre O )l

exp

1
1 dTBc g (x) d(l—r)Bch(x)
- expz ( ) O—rmse © gpam
T T/ exp dx"BG dx BG

dBh
exp O g(x) O — B(Gx)l

olup n = 1 i¢in ifadenin dogrulugu gorallr.

(51) ifadesinin n = k i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Boylece,
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drBGg(x) d(k—r)BGh(x)] (52)

k
[9(x) © h(x)]®ss = Zl ) © e © @

yazilir. Simdi ispat1 tamamlamak i¢in (51) ifadesinin n = k + 1 i¢in dogru oldugu, yani

k+1 de6g(x) _ d*1Msep(x)
90 ORI = oy ) (1) 0TGEE 0 | 69
r=0

esitliginin dogrulugu gosterilmelidir. (52) ifadesinin her iki tarafinm BG-tUrevi

alinarak,

d"BG g (x) d(k—r)aah(x)' BG

dx7BG dxk-1T)BG

©

[9(x) © h(x)]¥+Vme =

1~
T
N——

<
I
o
o
]
o

[d”B6 g(x) d(k—r)aah(x)'
i dxTBG dxk-7")BG ]

=

Il

[¢]

><

S
Mw

O]

<

exp

<
o

&

exp Z (k) O -dTBGg(x) d(k_r+1)BGh(X)

. 7/ exp dxTBG dxk-r+1)Bg
r= -

d(r+1)BGg(x) d(k_r)BGh(x)
dx(T+Dpg dx(k—1)Bé

52

B Zk: k o dreeg(x) _ d*T*+Decp(x)
= exp exp

dxTBG dx(k—r+Dp¢
k+1

d(k_r‘l'l)BGh(x) d"Bé g(x)
eBeszlr_lexp © l

dx(k-r+Dp¢ dxTBG

ifadesi bulunur.

("6 )y = (0)y = (o = G0, =

exp exp

oldugundan ve Onerme 5.1 den

k+1

d"BG dk+1-1)pcp
[g(X) 0 h(x)](k+1)BG = exp z l(k + 1) 0 gx) o (x)

T Jexp dxTBG dx(k+1-1)pg

r=0
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esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.5. f(x), g(x) ve h(x) BG-analitik fonksiyonlar olmak Uzere,

flx) =g(x) O h(x)

fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu

k
FUO) = ep ) G0 O Hlk = 1)
r=0

olur.
Ispat. f(x) = g(x) © h(x) oldugundan BG-diferansiyel doéniisiim fonksiyonunun

tanimi geregince,

d*56(g(x) © h(x))

dxksa

F(k) = exp © [

klexp

yazilir. Boylece Onerme 5.2 kullanilarak,

Fk) = dxTBG dx(k-71)Bg

x=1

k
dTBG dk-mscp
exp © [exp Z exp g(x) o (x)]

k! ‘exp

dreeg(x) _ d¥*"Beh(x)
exp
k!exp exp O [eXp Z r'exp O k—1)! lexp exp O dx7"BG O dxk—7T)Bg .

x=1

k
e drBGg(x)l [ d("‘r)BGh(x)l >

= o exp O 0 —ex O——

ep;(Ir'exp P dxTBG (k exp P dxk=Ts6 x=1

k

ewp ) G(r) @ H(k = 1)
r=0
elde edilir.

Bu teoremin genellestirilmis hali asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 5.6. f(x), g1(x), g2(x), ..., gn(x) BG-analitik fonksiyonlar olmak Uzere,

f(x) =g:1(x) © g2(x) O...0 gn(x)
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fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

k Kn-1 ko,
F(k) = exp Z exp Z o exp Z Gy (k1) © Go(ky — ky) O ...
Kn1=0  kpy_g=0 l1=0
@ Gn(k - kn—l) (54)

seklindedir.
Ispat. Teoremin ispatinda tiimevarim yonteminden faydalamilacaktir. (54) ifadesinin
n = 2 i¢in gergeklestigi, Teorem 5.5 den goriilir. Simdi (54) ifadesinin n = m igin

dogru oldugu kabul edilerek, n = m + 1 i¢in gergeklestigi gosterilsin. n = m + 1 icgin,

fx) = (g1(x) © g2(x) O...0 gm (%)) © Gms1(x)

yazilir. Burada,

gx) = g1(x) © g2(x) ©...0 gm(x)

olarak alinirsa G(k,,), g(x) fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu
olmak (zere Teorem 5.5 geregince f(x) fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisim

fonksiyonu,

k
F(k) = exp Z G(km) ©) Gm+1(k - km) (55)

Km=0

seklinde bulunur. Hipotez geregi,

km km-1 k2
GUm) = op D e ). o ew ) Gk O Gally =k O ..
km_]_:O km_2=0 k1=0

@ Gm(km - km—l)

oldugundan (55) esitligi,
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km—1

km ks
F(k) = exp i exp z exp z =+ exp z Gy (k1) O Gy(ky — ky)
Km=0
NOX¢

km 1—0 km 2—0 k1=0

@ ( km—l)] Q Gm+1(k - km)

seklinde yazilir. Bu ise (54) ifadesinin n = m + 1 i¢in dogrulugunu gosterir. Boylece
ispat tamamlanur.

Onerme 5.3. n € N igin,

dkBe

dxkBG

(xnexp) = e @ e(n—l) @ @ e(n—k+1) @ x(n—k)exp

dir.

Ispat. Klasik tiirev ve bigeometrik tiirev arasindaki iliskiden faydalanilarak k = 1 igin,

dBG dB n
e BG( nexp) = I BG( (Inx) )
(e(lnx)n)’

=e * e(lnx)™

e(In x)n.n.(ln x)n—l,%

=e x e(Inx)n

— en(n x)n-1

= (e@n0" )"

=" G x(n_l)exp
bulunur. kK = m — 1 icin,

d(Mm-Dpe

— (yTMex — pn (n-1) (n-m) (n—-m+1)ex
dx(m_l)BG (x p) e @e @ . @e Qx P

esitligi gerceklessin. O halde bigeometrik tiirevin tanimi ve 6zellikleri kullanilarak

d™mBG dBG [ q(m-Dgg

Nex — ex
dxmBG(x p)_deG dx(m=Dzg (actexe)
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dBG
dxBG

(en @ e(n—l) Q @ e(n—m) @ x(n—m+1)exp)

dBG
=e"0e" 0. 0™ O 5
dBG
dxBG
!
x.(e(lnx)n—m+1)
=e™" e(n—l) O.0 e(n—m) Oe e(Inx)t=m+1
e(lnx)n_m+1-(n—m+1)-(lnx)(n_m)-%

=e" e(m-1 0.0 e(n-m) O ex T

=e"(® e(n—l) 0.0 e(n—m) O (e(lnx)n_m
=en @ e(n—l) @ @ e(n—m) O e(n—m+1) O x(n—m)exp

(x (n—m+1)exp)

=e" O e(m-1 0..0 e(n—m) 0) (e(lnx)n_m“)

)n—m+1

elde edilir. Boylece tiimevarim yontemi ile ispat tamamlanmis olur.
Teorem 5.7. n€N olmak (zere f(x)= x™exr fonksiyonunun BG-diferansiyel

dontistim fonksiyonu,

e, k=n

F(k) =6(k—n) = { 1, diger durumlarda

olur.

Ispat. f(x) = x™ex fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

dkBG (xnexp)
P O [ s

F(k) =

|
Klexp .

dir. Onerme 5.3 geregince

F(k) = exp © [en 0 e(m—1) O...0 e(n—k+1) 0) x(n—k)exp]x=1

klexp

yazilir. O halde n = k igin,

e

F(k) = exp O [ Qe D O..0e' Oe]

klexp

Ko T O Klexp
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Il
®

bulunur. n # k ve x = 1 igin,

F(k) =

exp O [e" @ eV O...0 e+ O 1]

k!exp

exp ®O1
Kl P

=1

olur. Boylece istenen elde edilir.

Teorem 5.8. f(x) = e* fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

F(k) = T eXP
exp
olur.
: dkBG(e*) - > . . . e
Ispat. —2 - = e* oldugundan f (x) = e* fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim
fonksiyonu,
dkBG(ex)
F(k) = exp © [
Ielexp dxtec |,
o exp O [e¥]x=
‘exp
" exp©
exp O e
klexp
e
= exp
klexp

olarak bulunur.

Teorem 5.9. A, exp-sabit olmak izere, f(x) = e*©* fonksiyonunun, BG-diferansiyel

doniisiim fonksiyonu,

kexp

F(k) = exp

klexp
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olur.
Ispat. f(x) BG-analitik fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu

d*sef (x)

F(k): ep@[ dxkBG

Felexp x=1

seklinde taniml1 oldugundan burada f(x) = e?©* yazlirsa,

[dkgc(elex>
F(k) = exp O |——————=
(k) kexp p po 1
olur.
dkBG(elox)
N 7 _ gkex A0
dxksc = At Qe
oldugundan
— kex l@
F(k) = 7—exp O [1few © 0] _
exp
__ ¢ Kex
=7 exp O A'texp
exp
/’[kexp
= ex
Kl 7
elde edilir.

Teorem 5.10. f(x) BG-analitik fonksiyon olmak Uzere,

FG) = s [ g%t

fonksiyonunun k > 1 igin BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

Gk —1)

Fl) = ——

exp

77



olur.

ispat.
X

FG) = b [ g%

1

oldugundan BG-diferansiyel doniigiim tanimindan

e dkse r
FO) = e O | 56 [ 900t
‘exp

1

x=1

yazilir. BOylece Teorem 2.2.3 geregince,

F(k) = ex G M
k! rexp P dx(k_l)BG x=1
yazilir. O halde
1
e _r _1 \k 1 e
exp = ek(k-1)! = (e(k-l)!> ek () ———ex
Ko, P (k= Dlewp +
e o e
= —eX X
ek P D, P

esitligi kullanilirsa (56) ifadesi

e

F(k) = ° —€exp O W
‘exp

dk—Dac
g(x)
exp O I dx(k—Dpge

e
=e—kexp® G(k—1)

_Gk—1)

ex
ek p

seklinde elde edilir.

Teorem 5.11. f(x) BG-analitik fonksiyon olmak tzere,
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fx)=gkx)0O B(;fh(t)dBGt

fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

F(0) =1
ve
k
e
FOO) = exp z L exp®Gk—m) O Hm—1),k 2 1
m=1 €
seklindedir.

Ispat. f(x) BG-analitik fonksiyonunun, BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,

d*sef (x)

F(k) = Txkne

exp@[

k! *exp

seklinde tanimli oldugundan burada,

f(x) = g(x) O &e f h(t)dBGt
1

yazilirsa
X
d¥Bc s
F) = e O | gz (969 © s [ 0147
1 x=1
olur.
k = 1icin,
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F(1) =

e dBG p
e O [ e <g(x)® b f h(t)dBGt>]
‘exp 1 et

=e(®

g7 (x) O Bcfh(t)dBGtéBg(x) @h(x)]

=1

= G(0) © H(0)

olur.

k = 2 igin,

F(2) =

d?BG ;
¢ exp@[ <g(x)@ Bcjh(t)dBGt)]

2lexp dx?Ba
x=1

Z,e exp O [g@56(x) © j h(t)d®t @ e* © g®¢(x) O h(x)
1

‘exp
@D g(x) © hB%(x)] =4
exp O [e2 O G(1) © H(0) @ G(0) © H(1)]

2lexp

=eOQGA)OHO)D

e

exp © G(0) O H(1)

2exp

exp © G(0) O H(1)

e

=G(1)OHO)D

2exp

olur.

k = 3 icin,

F(3) =

e exp@[ngG <g(x)® Bcfh(t)dBGt)]

3lexp dx3Ba
x=1

e
‘exp

@ e 0 g5 x) O hlx) @ glx) O hPre(x)] _,

I®6(x) O po f h(t)d5t @ e® © gP5s(x) O h(x)
1

exp O [e3 © g@5e(x) O h(x) @ e3> O g®%(x) © h(x)

3lexp

Bgx)O h(Z)BG(x)]x=1
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exp O[O e?OGR2)OHO) D e’ OG6(1)OH)

3lexp

D G(1) OH(2) Oe?]

=0 6(2) OH0) & —;exp O 6(1) O H() B —5exp O 6(1) O H)

= G(2) O H(0) ®—;exp O G(1) © H(1) D —zexp O G(1) O H(2)

olur. Benzer sekilde devam edilerek genelleme yapilirsa istenen

k

FU) = oxp ) 2P © G(k —m) @ H(m = 1)

m=1

esitligi elde edilir.
Teorem 5.12. f(x), BG-analitik fonksiyon olmak zere,
X
£ = 5 [ 90 © )@

1

fonksiyonunun BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu,
F(0)=1

ve k > 1 igin,

k-1

e
FUO = 20D © o Z G(m) O Hk —m —1)
m=0

seklindedir.
Ispat. f(x) BG-analitik fonksiyonunun, BG-diferansiyel dniisiim fonksiyonu,

d*se f (x)

dxksc
x=1

F(k) =

o o0

k! ‘exp

seklinde tanimli oldugundan burada,
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£ = a6 [ 90 © Ot

yazilirsa

dkBa -
F(k) = ¢ exp © [ <BG fg(t) © h(t)dBGt)]

kpg
k!exp & 1 x=1
olur.
k = 1 igin,
F = Uexp exp O [deG (BG ! g(t) © h(t)d t)]le
=e O [gx) © h(x)]x=1
=G(0) ©® H(0)
olur.
k = 2 icin,
= € dZBG [ BG
F(Z) - Z!exp exp © m( BG -1]. g(t) ©) h(t)d t)] B
= 5 —exp O [g7° () © h(x) B g(0) © W ()]s
‘exp
= 56Xp OIGOHO) ®GO)OHM)]
olur.
k = 3 icin,
e d3Bé ;
F@) = ey 7 O | Zsee < BG f g O h(t)dBGt)]

1 x=1

=% exp O [g@56(x) © h(x) B €2 © "¢ (x) © hPS (x)

3lexp
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B glx) O h(Z)BG(x)]x=1
expO[e?OGR)OHO)De? OG() OH(L)

3-exp
@ G0)OHR)Oe?]
= %eXp O[6(2) OH(O0) D G(1) ©H(1) B G(0) © H(2)]

olur.

k = 4 icin,

F(4) =

d*BG ;
exp O dxne ( BG f /[(3XO) h(t)dBGt)]

1 x=1

4o

e
o

® e’ O g"° (1) (x) © h®re(x)  g(x) © RPBe(x)] _,

exp O [g®56(x) O h(x) @ e3 © g@s6(x) O hB¢(x)

expOe?OelOGB)OHO0)De2Oe?O6(2) ®OH()

4lexp

De’0e?OG(OHR)DBGO)OHB)Oe® O e?]
expOe? e’ O6(3) O H(0)® G(2) O H(1)

4lexp

O G(1) O H?2) B G(0) O H(3)]
- 5exp OIG(3) OHO)®G(2) OH(L) ®G(1) O H(2)
@ G(0) © H(3)]

olur. Benzer sekilde devam edilirse,

k-1

F(k) = e—ekexp O exp Z G(m) O Hk —m —1)

m=0

esitligi elde edilir.
BG-diferansiyel doniisim metodunun daha net anlasilmasi igin ilk olarak

diferansiyel denklemlere uygulamasi 6rneklendirmelerle verilecektir.

Ornek 5.1.
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BG

y
deG

e

©y=1 (57)

y(0) = e® baslangic kosulu ile verilen lineer BG-diferansiyel denklemin,
BG-diferansiyel doniisiim metodu ile ¢ozimuni inceleyiniz.

(57) denklemine, BG-diferansiyel doniisim metodu uygulanilirsa, Teorem 5.2,
Teorem 5.3 ve Teorem 5.7 den faydalanilarak, Y (0) = e baslangi¢ kosulu ile

Sk)Be* D OYk+1DDYHR) =1 (58)

ifadesi elde edilir. (58) ifadesi diizenlenirse,

1P e*D OYk+1) =6() DY)
e+t OY(k+1)=6(k) DYk

Yk +1) = g exp O [5G0 @ V() (59

bulunur. (59) ifadesinde k = 0,1, 2,3 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler elde
edilir.

k = 0icin,

Y(1) =eO[6(0) S Y(0)]
=e(QO[e®e?]

e(a+1)
=——exp

e(a+1)
Tl P

bulunur.

k =1 icin,

¥(2) = exp © [6(1) @ Y(1)]

= %exp o [1 @D e(a“)]
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e (a+1)
= exp

e (a+1)
= exp
2lexp

bulunur.

k = 2 igin,

Y(3) = exp O [62) @ Y(2)]

e e(a+1)
= —ex 1 ex
3P O |1 @5 —exp
e e(a+1)
=;exp® o7 EXP
e(a+1)
— 26 exp
e(a+1)
= exp
3lexp

bulunur.

k = 3 icin,

Y($) = —exp O [6(3) © Y(3)]

e(a+ 1)

= 5 exp © [1 @ expl

3lexp

e e(a+1)
=—7eXp ©)

exp
3lexp

e(a+1)

= exp
lexp

olarak bulunur. Boylece problemin ¢ézimd,

YOO = o ) Y(K) © xbew
k=0

e(a+1) e(a+1) e(a+1)

exp O x D exp © x%ex» P

2lexp 3lexp
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e(a+ 1)

b exp O xte @ ..

4eoxp

seklinde elde edilir. Bu BG-kuvvet serisinin yakinsakligindan

(a+1) e(a+1) e(a+1)
y(x) =e*® exp O x D exp O x2exe P exp © x3exp
Uexp 2lexp 3lexp
(a+1)
e
[an) exp O xtex @ ..
4lexp
xzexp
— (1 e e) @ e(a+1) @ e(a+1) @ X @ e(a+1) O 2T exp
rexp
x3exp x4exp
@ e(a+1) Q 3 exp 69 e(a+1) O l exp 69
‘exp *exp
xzexp x3exp x4‘exp
=(168e)@ e VOledx® exp D exp @ exp @ ...
2!exp 3!eXp 4!eXp
=(16e)@e@V e*
olup
yx)=(16e) @ el Qe
esitligi problemin tam ¢dziimiinii verir.
Ornek 5.2.
dZBGy dBGy
e DO 5 De? Oy =™ (60)

y(0) = e® ve yB4¢(0) =1 baslangic kosullar1 ile verilen lineer BG-diferansiyel
denklemin BG-diferansiyel doniisiim metodu ile ¢6zimuni inceleyiniz.
Teorem 5.3, Teorem 5.4 ve Teorem 5.7 kullanilarak, (60) denkleminin BG-

diferansiyel doniistimii,

et Qe OYk+2) Pt Qe D OYk+1) e OY(k)
= e O 5(k) (61)
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olur. Ayrica baslangi¢ kosullar1 Y (0) = e1° ve Y (1) = 1 olarak elde edilir. (61) ifadesi

dizenlenirse,

Dt ) O y(k+2) =e2* Q8Kk) O3 Qe D OYk+1) 02O Y(k)

e
Y(k+2) =mexp(§

[ O 6(k)O e Qe OY(k+1)Oe? QY (k)] (62)

bulunur. (62) ifadesinde k = 0,1, 2 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler elde
edilir.
k = 0 igin,

¥(2) = Zexp O [ O 8(0) O e’ O el O V(1) O e? O V(0)]
=iexp®[e“OeGe?’OeOleezOem]

e?

e
s 4 _ 2
—ezepre =e

olur.

k =1 icin,

Y(3) = ep O [* 0 8(1) O e’ 02 OV(2) O e O V(D]
=%eXp®[6246166366266266201]

= %exp O [1 6 e'?]

=(168e)e?

olur.

k = 2 icin,

Y(3) = —zep O [* 0 8(2) 0 e’ 0 e’ OV(3) O e? O V()]
e

= 0[e* 0100’0 (10e)0e*) Oe” O e’

e 14 u
=ﬁexpOe = es
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olarak bulunur. Boylece problemin ¢6zimd,

y(x) = exp z Y (k) © xkexp
k=0
=el"Pe@xPe? O x?xw Qe x3x P eg O xtexo @ ...

seklinde elde edilir. Bigeometrik Taylor seri agilimindan,

yx)=e"@eOx@e? O xxr O e? (@ x3ex @ e% O xtexo @ ...
4

4
e
2 3
2 P O X7 © gexp O x7erw

e

=€10@€2964@€4®X9
4

e
eﬁexpOx“eXP D.PelOe*OxPet © x2exr

16 32
() —& exp O x3ex» P 22 ©XP O xtexn @ ...

4

4
e
2 3
52 6Xp O X7 @ —exp O xo

e

zelzee4®e4®xe
4

e
GeﬁexpOx‘*exp D.Pel0e*OxPet © x2exr

16 32

e e
() —& exp O x3ex» P 72 &XP O xtexn @ ...

4

4
e
c 2 c 3
ezexpG)x exp ®e6exp O x%exp @ ...

e

2812984@640366

4 8
De? O <e O (O x) @%exp@x%xp eZ—6exp O K3 @ )

xzexp x3exp
:elzee4c)<eex€]92' exp93' exp@...)
‘exp ‘exp
2 2 4 x2exp 8 xSexp
BerOleB(*Ox)Be ®2| expBOe 63' exp @D ...
‘exp *exp
12 4 xzexp x3exp
=e“Be*(® e@xEBZ' exp93' exp D ...
‘exp ‘exp
2 2ex 2 3ex
De20 (e O (> Ox) @%exp e%exp & )
‘exp ‘exp

1
X2

1
=el?20e*Oex@Pe?(®ex
bulunur. O halde
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y(x)=e“ee4®eﬁ_1f®ez®exi2

esitligi problemin tam ¢ozimiind verir.
Ornek 5.3.

y@86(x) @ y(x) = e* (63)

y(0) =e ve yB¢(0) =e baslangic kosullar1 ile verilen lineer BG-diferansiyel
denkleminin BG-diferansiyel doniisiim metodu ile ¢6zimiinu inceleyiniz.
Teorem 5.2, Teorem 5.4 ve Teorem 5.8 kullanilarak, (63) denkleminin BG-

diferansiyel dontistimii,

et Qe QY +2) DY (k) =

ex
Klexp 7

olur. Ayrica baslangi¢ kosullar1 Y(0) = e ve Y(1) = e olarak elde edilir. Elde edilen

ifade dizenlenirse,

e+ © o (+2) O Y (k + 2) = exp © Y (k)

klexp

Y (k)

e
Pt 2) = G Dt P © s P

bulunur. Elde edilen doniisiimde, k = 0,1, 2,3,4 degerleri yerine yazilirsa asagidaki

ifadeler elde edilir.

k = 0 icin,
e Y (0)
V@) =5 —ew Oz exp
e e
=—7exp eﬁexp =1
olur.
k = 1icin,
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Y(1)

Y(3) = T o 23 oXP
exp
e e
=;expe;exp =1
olur.
= 2 i¢in,
e Y(2)
Y(4) = 21 exp © —exp
‘exp
e 1
=2 eXP 9 —~ €Xp
exp
e
= ex
Al P
olur.
k = 3 icin,
e Y(3
Y(5) = o CXp 9 ( )exp
‘exp
e 1
=gy __eXp 6 = €Xp
exp
e
= exp
S5lexp
olur.
k = 4 icin
e 4)
Y(6) = o exXp O —<exp
‘exp
exp
exp © exp exp
6 ‘exp
e

— €Xp 9 sexp =1

olarak bulunur. Boylece problemin ¢ozimd,
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y(x) = exp z Y(k) © x Kexp
k=0

e 4 e

exp O x*exr P

41 5!
‘exp ‘exp

=e@eOQxP1Ox%x 1O x3x P

exp

Qx’x0 P 10O xbex P ...

X 4exp X Sexp

exp D
Aoy PETI

=e@PxP exp D ...

seklinde elde edilir. Bigeometrik Taylor seri agilimindan

X 4exp X 5exp

exp D
Alop PYTI

yx)=e®x P exp D ...

e x4exp x5exp
=§eprlezO<e®x® exp P exp@...)]

4o 5lexp

e xZexp x4exp x6eXp
=;exp® e exp @ exp © exp® ... | P

2loxp I 6!oxp

x3exp xSexp x7exp xzexp
x 6 exp @ exp © exp®D .. | DleDxD exp

S 3L 7exp 2lexp
x3exp
&b 3 exp @D ...
‘exp

bulunur. O halde
— e cos Inx sin In x X
y(x)—;exp@[e PDe @e]

esitligi problemin tam ¢éziimiinii verir.

Simdi bu boliimiin esas kismini olusturan lineer bigeometrik Volterra integral
denklemlerinin, BG-diferansiyel doniisiim yontemi uygulanarak ¢oziimlerinin elde
edilmesi sayisal 6rneklendirmelerle gosterilecektir.

Ornek 5.4. BG-diferansiyel doniisiim yontemini kullanilarak

p(x)=e® Bgf¢(t)dBGt
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lineer BG-Volterra integral denkleminin, ¢(0) = e baslangig kosulu ile ¢6zUmuni
inceleyiniz.
Denkleme, BG-diferansiyel doniisiim yontemi uygulanirsa, Teorem 5.7 ve

Teorem 5.10 den faydalanilarak

o(k) = 5(k) ® (k_l)exp, k>1

ifadesi ®(0) = e baslangi¢ kosulu ile elde edilir. Bu doniisiimde k = 1, 2, 3, 4 degerleri

yerine yazilarak asagidaki ifadeler bulunur.

k = 1igin,
_ ( ) _ e
®(1)=6(1) B exp= 166 —exp exp
1! ‘exp
olur.
k = 2 igin,
(1) e e
®2)=612)P 2 oXp = 1P S2eXp = Ziom exp
olur.
k = 3 icin,
( ) Zlexp D e'/2 e
®3)=603)D exp=1@ —5—exp= p= exp
3lexp
olur.
k = 4 icin,
€ 1
( ) Slop P e/ e
®(4) =6(4) @ exp= 1@ —2—exp= ——exp= exp
et et 4lexp

coziimleri elde edilmis olur. Bdylece problemin ¢éziimii,
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B0 = wp ) BK) O x¥ow
k=0

e e e
=e® exp O x D exp O x2exe P exp ) x3exp
gy 2l 3o
® exp O xte @ ..
4.exp
bulunur. O halde
X X Zexp X Bexp x4exp
p(x)=e® ——exp D ——exp & ——exp @ ——exp @D ...
T, 2l 3lexp oo

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak

P(x) = e*

esitligi elde edilir.
Ornek 5.5. BG-diferansiyel doniisim yontemini kullanilarak ¢(0) = 1 baslangig

kosulu ile verilen,

X

d(x) = e O x © x3w @e%exp@ s | £ O p(O)AEsE

1

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢ozimunu inceleyiniz.
Denkleme BG-diferansiyel doniisiim yontemi uygulanirsa, Teorem 5.7 ve Teorem
512 den k > 1 icin,

dk)=e°OQ6k—-1)B6(k—-13) @%exp @eikexp
k-1

O e ) 8-1DO Ok —t—1)

ifadesi ®(0) =1 baslangig¢ kosulu ile elde edilir. Elde edilen bu doniisiimde
k =1,2,3,4 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler bulunur.

k = 1icin,
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(1) = €5 O 5(0) © 5(=2) @ %exp 0 :—lexp
0
@ epoS(t_l)Qq)(l_t_ 1)
t=0

=e6@eel@iexp(§e®1=e6
eZ

olur.
k = 2 igin,
P(2) = e° O 5(1) © 8(~1) B —;exp O —yexp
1
o epo6(t—1)@®(1—t)
t=0
e e

=e®*01616 22 &XP © 22 &XP O[[6(-1) O (1) & 6(0) © P(0)]

=1
olur.
k = 3 icin,

2
e e
D(3) = ¢° O 8(2) © 5(0) D exp O e O oxp Z 5(t—1) O d2 —1)
t=0
e e
=e*0160ed 22 &XP O] 23 &XP O[6(-1) O P2) D 6(0) © @(1)
@ 6(1) O ¢(0)]

— 1 e @ N e 6

= e ;exp@;exp@e

=1
olur.
k = 4 icin,

3
P(4) = e° 0 5(3) O 6(1) D ;exp O 5 exP O oy ) 8t =D O BB 1)
t=0
= £ 0101® e O—exp O [5(-1) O 2(3) B 6(0) © ¢(2)

04



@ (1) O P(1) B 6(2) © 2(0)]
= 1€B§exp®5exp9 1

=1

¢oziimleri elde edilmis olur. Buradan problemin ¢6ziimii,

¢(X) = exp Z (:D(k) Q xkexp
k=0
1Pe®OxP1Ox%2P1Ox3ex» @ 10O xtexp

=e®Ox

seklinde elde edilir.
Ornek 5.6. BG-diferansiyel doniisiim yontemini kullanilarak ¢(0) = e baslangic

kosulu ile verilen
D) = DD 45 (O 1) O HDt
1

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6zimunu inceleyiniz.
Denkleme, BG-diferansiyel doniisiim yontemi uygulanirsa, Teorem 5.7, Teorem

5.11 ve Teorem 5.12 den k = 1 icin

k

P) = 5() DSk = DD exp ) —exp O 8k —t—1) © (e~ 1)

t=1

k-1

O 2P O op ) 6t =D OBk —t - 1)
t=0

ifadesi ®(0) = e baslangic kosulu ile elde edilir. Elde edilen bu doniisiimde

k =1,2,3,4 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler bulunur.
k =1 icin,

1

(1) =5 SO B wp ) —ep O (1 -t 1) O b(t—1)

t=1
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0
O e O ap ) S(t-DOB(1—t—1)
t=0

—1@e@l1O1l=ec
e
= ex
T

olur.

k = 2 igin,

2

®(2) =52 B 5N D wp Y.

t=1

expO(1—-t)OP(t—-1)

('bﬁl o

1

eéexp o epow “1D)Od(1-1)
t=0

= 1918 [c08(0) O ®(0) B—yexp O 5(-1) © d(1)]

© —exp O [5(-1) © ®(1) B 5(0) © B(0)]

e e
= eee—zexp= '

exp
.

olur.

k = 3 icin,

3

P(3) = 5(3) © 5D D wxp .

t=1

expOR2-t)Od(t—-1)

mﬁ| o

2

eéexp o eXpZm _1DOP2-1)
t=0

~1910[c051) O (0) ®—zexp © 5(0) © O

® —exp O §(-1) © ®(2)| © s exp O [5(~1) © B(2)
® 5(0) © ©(1) B 5(1) © ©(0)]

e o e e e
= —ex —exp = —exp =
g2 P O 5 OXP = e exp 3lexp

exp

olur.
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k = 4 icin,

4

W) = 5B BB B wp ) —exP OG- O Dt —1)

t=1

3
egexp o eXpZm “1D)OdE-1)
t=0

~1910[c05(2) 00 ®_ex O 5(1) O &)
® =5 exp O 5(0) © P(2) B —exp O 6(-1) © 0 (3)]

S %EBXP O6(-D) O B) D §(0) © 2(2) (1) © (1)
® 46(2) © ¢(0)]

e

e e e
=3exp9§exp=ejexp= exp

4'-exp

¢cOzlimleri elde edilmis olur. Béylece problemin ¢éziimii,

$() = exp Z D(k) O xkew
k=0

e e
exp O x D exp O x2exp @

Uexp 2exp 3lexp

exp © x*e @ ...

exp O x3exp

=e®

52

4lexp

seklinde elde edilir. O halde

X X Zexp X 3exp x4exp

exp @ exp D exp D
Tlexp 2lexp 3lexp 4lexp

p(x) =e®D exp @ ...

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak

p(x) =e*

elde edilir.
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Ornek 5.7. BG-diferansiyel doniisiim yontemini kullamlarak ¢(0) =1 baslangic

kosulu ile verilen

P =1 D g f (t © %) © $()dFSt

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6zimiinu inceleyiniz.
Denkleme, BG-diferansiyel doniisiim yontemi uygulanirsa, Teorem 5.7, Teorem
5.11 ve Teorem 5.12 den k > 1 icin,

k-1

O) =5k =) D —;exp @ oy ) 8t =1 O bl —t 1)
t=0

k

O ey ) wexp OBk —t-1) O d(t—1)

t=1

ifadesi ®(0) =1 baslangic kosulu ile elde edilir. Elde edilen bu doniisiimde
k =1,2,3,4,5 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler bulunur.

k =1icin,

0
(1) = 5(0) D —exp O oy ) S(t=DOD(1—t 1)
t=0

1

O e Y PO —t—1) O b(t—1)

t=1

=e@PlBEl=c¢

olur.

k = 2 icin,

P2) = 5(1)® exp O oy ) S(t= DO B(1—1)

O e ) —exp O 8(1-) O Bt —1)

t=1
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—10 éexp O [6(-1) © (1) @ 5(0) © ®(0)]

©[e©5(0)0 20 ® —exp © 5(-1) © @ (1)]

=1

olur.

k = 3 igin,

P(3) = 6D B —5exp O op ) 8(t= DO B2 1)
t=0

3
O ey Y =exp O 8(2-0) @ Bt —1)
t=1

= 1@ exp O [5(-1) O &(2) ® 6(0) © ©(1) B 5(1) © B(0)]
6 [e ©8(1) © ®(0) & exp © 5(0) © B(1)

® —exp © 6(-1) O 0 (2)]

e e e

=5expO Zep=(10e)0

e

exp
3lexp

olur.

k = 4 icin,

3
P(4) =5(3) D P O oy ) S(t= DO DE—1)
t=0

O e Y =P OG-0 O bt —1)

= 1@ exp O [5(-1) © B(3) ® 6(0) © ©(2) D 5(1) © D(1)
® 6(2) © ©(0)] © [¢ © 5(2) © B(0) B —exp © 6(1) © B (1)
® — exp © 5(0) © O(2) ® —; exp © 6(-1) O &)

e
=1€B;exp®1=1
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olur.

k =5 icin,

D(5) = 6(8) D —5exp O op ) 8t =1 O b4 - 1)
t=0

5
O e Y =exp O 84— @ Bt —1)
t=1

=1@exp O [6(-1) O ¢(4) B 5(0) © ®(3) @ 6(1) © P(2)
SO P BB O P0)]S[e©s(3)O P(0)

® —exp © 6(2) © B(1) D 5 exp © 6(1) © ()
® — exp © 5(0) © O(3) B -z exp © 6(~1) O B(4)]

= [Sew 0100 0] @ [Sew O —ex)

e
= exp
5exp

cOzlimleri elde edilmis olur. Béylece problemin ¢éziimii,

d)(x) = exp Z (k) © xKexp
k=0

e
=1Pe@xP1Q x2ex» @(196)03, exp © x3exp @ 1 © x’texp
‘exp
e
&) exp O x°exp @ ..
5!exp

bulunur. O halde

X 3exp X Sexp X 7exp

exp & exp ©
3lexp 5exp 7 exp

d(x) =xO exp @ ...

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak

¢(x) = esSinlnx
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elde edilir.
Ornek 5.8. BG-diferansiyel doniisiim yontemini kullanilarak ¢(0) = e baslangig

kosulu ile verilen

P =e® g f (t © %) © p()dFSt

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6zimiinu inceleyiniz.
Denkleme, BG-diferansiyel doniisim metodu uygulanirsa, Teorem 5.7, Teorem
5.11 ve Teorem 5.12 den faydalanilarak k > 1 igin,

k-1

O() = 5() D~ exp © oy ) 8t =1 O bl —t = 1)
t=0

k

O ey Y wexp O 8k —t—1) Q@ —1)

t=1

ifadesi ®(0) = e baslangic kosulu ile elde edilir. Elde edilen bu doniisiimde
k =1,2,3,4,5 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler bulunur.

k =1 icin,

0
(1) =51 D —exp @ o ) SE-DO D1 —t 1)
t=0

1

O e Y PO —t—1) O bt—1)

t=1

=1

olur.

k = 2 icin,

P(2) = 52) D —exD O oxp ) 5t =1 O b(1-1)

2

O e ) exp O 8(1-) O d(t—1)

t=1
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—10 éexp O [6(-1) © (1) @ 5(0) © ®(0)]

©[e©5(0)0 20 ® —exp © 5(-1) © @ (1)]

e

exp

e
=§eXpee=(lee)®

2lexp

olur.

k = 3 igin,

D(3) = 6(3) B —5exp O oxp ) 8(t= DO B2 1)
t=0

3
O ey Y =exp O 8(2-1) @ Bt —1)
= 1@ exp O [5(-1) O &(2) ® 6(0) © d(1) B 5(1) © B(0)]
e ©5(1) © ©(0) & exp © 5(0) © B(1)
® —exp © 5(-1) O ¢ (2)]
e
= e—sexp O1=1

olur.

k = 4 icin,

3
P4 =5(H) D P O oy ) S(t= DO DG —1)
t=0

O e Y PO OG-0 O bt —1)

= 1@ exp O [5(-1) O B(3) ® 6(0) © ®(2) D 5(1) © D)
® 6(2) O ©(0)] © [¢ © 5(2) © B(0) B —exp O 6(1) © B (D)
® — exp © 5(0) © 2(2) ® — exp © 6(-1) O B(3))

= [5exp OUB6e @%exp] S [:%exp © :;Zexp]
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e e
=(16e) O _gexp © —gexp

e e
g2t XP = )

exp
exp

olur.

k =5 icin,

D(5) = 6(5) D —5exp O oxp ) 8t =1 O b4 - 1)
t=0

5
O ey Y =exp O (4-0) @ Bt —1)
t=1

=1 exp O[6(-1) © 2@ B 5(0) © 2(3) D 5(1) © ()
® 6(2) © 0(1) B 5(3) © P(0)] © [¢ © 5(3) © P(0) B —yexp
©6(2) © 2(1) ® —exp © 6(1) © ()
® = exp O 5(0) © P(3) B —sexp O 6(—1) © 0 (4)]

e
=;exp®1=1

¢cOzlimleri elde edilmis olur. Béylece problemin ¢éziimii,

B0 = ep ) () O xkow
k=0

e e
=e@1O0OxP(1O6e)O exp O x2ex» P 1O x3exr P exp
Z!exp 4!exp
e
Oxter 1O x> P(160e) O T oXp O xbexe P ...
‘exp
bulunur. O halde
xzexp x4’exp x6exp
p(x)=eB —exp@ —exp O —exp @D ..
Z.exp 4.eXp 6.eXp

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak
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(,b(X) = pC0s In x

elde edilir.
Ornek 5.9. BG-diferansiyel doniisim yontemini kullanilarak ¢ (0) = e baslangig

kosulu ile verilen

S() = X D e f(t O 1) O $(t)d"t (64)

lineer BG-Volterra integral denkleminin ¢6zimiinu inceleyiniz.
(64) denklemine, BG-diferansiyel donlsiim metodu uygulanirsa, Teorem 5.8,

Teorem 5.11 ve Teorem 5.12 den faydalanilarak k > 1 igin,

k-1

P) = —exp D exp O oy Y Ot =D O Dk —t — 1)
t=0

k!exp
K

O ey Y wexp OBk —t—1) @@t —1)

t=1

ifadesi ®(0) = e baslangic kosulu ile elde edilir. Elde edilen bu doniisiimde
k =1,2,3,4,5 degerleri yerine yazilirsa asagidaki ifadeler bulunur.

k =1 icin,

0
e
2 =g —ew & 7exp O exp;m ~DO®A-t-1)
L e
O e Y PO —t—1) O bt—1)
t=1
=e@PlB1l1l=c¢
olur.
k = 2 icin,
e 1
(D) =5 e B ;e O e Z 6(t-1D OO -0
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2
O wp Y =exp O 81— O d(t—1)
t=1

=Zep @ —exp O [6(-1) © ©(1) © 5(0) © ©(0)]
0[e©5(0)0 20 ® —exp © 5(-1) © @ (1)]

e e
=;exp@§expee=1

olur.
k = 3 igin,
e e :
®d(3) = o exp D ;exp O exp Z 5t—1)OP(2-1t)
t=0
& e
O ey Y = exp O 8(2-0) @ Bt —1)
t=1
= %exp @ %exp O [6(-1) © ®(2) ® 6(0) © (1) B 6(1) © ¢(0)]
O [e ©5(1) © ®(0) & exp © 5(0) © B(1)
® —exp © 6(-1) © 0(2)]
e e e
= gexp @;exp egexp =1
olur.
k = 4 icin,

D(4) =
Hexp

3
exp D —exp O op ) 8(t—1) O OB —1)
t=0

SR YL IcLERDLICLICER)
= rexp @ —exp O [5(=1) © @(3) © 5(0) © #(2) ® 5(1) © S(1)
®6(2) O 0(0)] O [¢ © 5(2) © B(0) B —exp O 6(1) © d(D)

® = exp © 5(0) © 2(2) D — exp © 6(-1) O B(3))
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e e
= P ®101=—exp

*exp

olur.

k =5 igin,

d(5) =

4
exp @ %exp Q exp Z 6(1: - 1) @ CD(4‘ - t)
t=0

5 !exp

5
O ey Y =exp O 8(4-0) @ Bt —1)
t=1

e

exp D %eXp O(-D) O 24 B 6(0) ©P(3) D (1) © P(2)

Slexp

®6(2) 0 2(1) B 6(3) O 2(0)] O [¢ © 5(3) © P(0) & exp
©6(2) © 2(1) B —5exp © 6(1) © (D) ® —exp O 5(0)

© (3) @ —sexp © 6(~1) © O(4)]

expP161

5!exp
e

exp
Slexp

cozimleri elde edilir. Buradan problemin ¢6zimu,

H() = exp Z ®(k) © xkeww
k=0

e

=e@PeOQxPD1Ox%?>x P10 x3x P

——exp O xlexp
4.exp

) exp O x°ex0 @ ...

5lexp

X 4exp X Sexp

exp P
Ao PETI

=e®@xP

exp D ...

bulunur. O halde
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X 4exp X Sexp

p(x)=eDx D exp @ exp @ ...
4!eXlD 5!eXp
e ) x4exp x5exp
=—2exp@e Olexp ' exp D ' exp D ...
e 4lexp Slexp

e xZexp x4eXp x6exp
=;exp@ e© exp @ exp © exp® ... | D

2!exp 4'!exp 6!exp

x3exp x5exp x7exp xzexp
x 6 exp @ exp © exp®D .. | DleDxD exp

3!exp 5!exp 7!exp 2!exp
x3exp
&) 3 exp D ...
‘exp

olup bigeometrik Taylor seri agilimindan faydalanilarak

(]5(36) — 5exp ©) [ecos In x fas) esin Inx fas) ex]

esitligi elde edilir.
Verilen
H(x) = e* @ e f(t O x) © ¢()d®5t (64)
1

BG-Volterra integral denkleminin her iki tarafinin x e gOre BG-tlrevi almirsa

BG-Leibnitz kuralindan,

BG x [ aBG BG
P (x) =e* D 3¢ IW((t Ox)0O d)(t))d t
BlxOx)0d(x) OxFlO[16x) O (1) O 15¢]

=e*@e O g f p(t)d"Ct
1

=e* O Baf¢(t)dBGt
1
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bulunur. ifade BG-integral isaretinden kurtulana kadar BG-tirev almaya devam edilir.

Tekrar BG-turevi alinirsa,

¢(2)BG (x) =e* O ¢(x)

bulunur. Boylece (64) BG-integral denklemine uyan BG-diferansiyel denklemin

@56 (x) B p(x) = e* (65)

oldugu goriiliir. Ornek 5.3 de bu bigeometrik diferansiyel denklemin ¢éziimiiniin

(]5(36) - 5exp ©) [ecos In x fas) esin Inx sy ex]

oldugu gosterilmisti. Bdylece (64) ve (65) denklemlerinin ¢éziimlerinin ayni oldugu

goralar.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Yapilan bu c¢aligmada, bigeometrik integral denklemlerin smiflandirmalar1 en
genel haliyle tanimland1 ve BG-diferansiyel denklemlerle iligkisi gosterildi. Homotopi
pertiirbasyon metodu bigeometrik kalkiiliise aktarilarak olusturulan BG-homotopi
pertlrbasyon metodunun hem BG-diferansiyel denklemlere hem de lineer BG-Volterra
integral denklemlere uygulamasi gosterildi ve uygulamalar nimerik ornekler ile
pekistirildi. Diferansiyel doniisim fonksiyonu bigeometrik tiirev yardimiyla
bigeometrik kalkilise aktarilarak BG-diferansiyel doniisiim fonksiyonu tanimlandi ve
temel Ozellikleri ispatlandi. Boylece BG-diferansiyel doniisiim metodu olusturularak bu
metot yardimiyla BG-diferansiyel denklemlerin ve lineer BG-Volterra integral
denklemlerin c¢ozimleri incelendi. Ayrica, bigeometrik kalkilis ve klasik kalkilus
arasindaki iliskiden yararlanilarak bu yOntemler yardimiyla baz1 diferansiyel
denklemlerin ve integral denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edildigi sonucuna varildi.

Gilingor (2021) calismasinda ¢6zUmi bigeometrik ardisik yaklasim metodu ile

elde edilen

PO =e® po f(t O x) O $(t)d?0t
1

ve

¢p(x) =x D pg f(t ©x)0O ¢(t)dBGt

lineer BG-Volterra integral denklemlerinin, BG-homotopi pertiirbasyon metodu ile
Ornek 4.2.1 ve Ornek 4.2.2 ve BG-diferansiyel doniisiim metodu ile Ornek 5.7 ve
Ornek 5.8°de ¢oziimleri incelenmis olup bu ydntemlerle de ayni sonuglara ulasildig:
gorulda.

Bigeometrik integral denklemler ve bigeometrik diferansiyel denklemler
arasmdaki iliskiden faydalanilarak da ¢oziimlerinin elde edilebilecegi Ornek 5.3 ve
Ornek 5.9°da irdelendi.



Integral denklemlerin ve bigeometrik kalkiiliisiin matematik problemleri, fizik
problemleri ve miithendislik bilimleri gibi bircok uygulama alanina sahip olmasi goz
oniinde bulundurularak yapilan bu galismanin, bahsi s6z konusu olan alanlarda farkli bir

alternatif olusturacagi ve bakis agis1 kazandiracag diistiniilmektedir.
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