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OzET

Bu calismada, herhangi bir diferensiyellenebilir M manifoldunun lineer
catilarinin asli lif demeti ile birlesik vektdr demetlerine lineer konneksiyonlarin
horizontal lifti incelenmistir. Bununla ilgili 3.3.1 teoreminin iki dnemli sonucu

verilmistir. Bunun yaninda teorem 3.3.3 ve teorem 3.3.5 ile E total uzayinin

V lineer konneksiyonunun torsiyon tensérii ve egrilik tensérii verilmistir.

K. Yano, S. Ishihara tarafindan tanjant demet ve K. Yano, E.M. Paterson
tarafindan kotanjant demet olmasi halinde ispatlanan benzer teoremler 3.3.6

ve 3.3.7 teoremlerinde genellestirilmigtir.
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ABSTRACT

In this study, horizontal lift of linear connections to vector bundles associated
with the principal bundle of linear frames of any differentiable manifold M was

investigeted. The two important results of teorem 3.3.1. were given. Beside,

in the theorem 3.3.3 and 3.3.5 torsion tensor and curvature tensor of V linear

connection on E total space are given respectively.
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1.GIRIS

Verilen bir M C” -manifoldunun tanjant manifoldunun tanimianmas: demet
kavramina isik tutmustur. Once manifoldun bir p noktasina bir vektér uzayi
karsilik getirmek suretiyle vektér demetleri elde edilmistir. Daha sonra bir E
manifoldundan M manifolduna tanimlanan érten submersion yardimiyla da
en genel demet yapilarina ulasiimis ve bunlar lif demetleri olarak

adlandirimistir.

S. Kobayashi ve K. Yano'nun M {zerinde verilen bir diferensiyellenebilir
elemanin (C” fonksiyonlar, vektér alanlari, 1-formlar, tensérler vs.) TM ye
vertical, complete ve horizontal liftlerini tanimlamalari yine M Uzerinde tanimii
diferensiyellenebilir elemanlarin vektér demetlerine liftlerinin tamimlanmasini

akla getirmistir.

Bu dustinceden yola gikarak J. Gancarcewicz ve N. Rahmani, “Horizontal Lift
of Linear Connection to Vector Bundles Associated with the Principal Bundle
of Linear Frames” adli makalelerinde M Uzerinde verilen bir vektér alaninin
horizontal lifti ile M Gzerinde tamimh bir kesitin E total uzayina vertical liftini
tanimlamiglardir. Ayrica E total uzayi Gzerinde verilen bir konneksiyonun da
horizontal lifti tammlanmistir ve bdylece konneksiyon yardimi ile tanimlanan
egrilik ve torsiyon tensérlerinin de horizontal lifti elde edilmistir.

Bu calisma yukarida bahsedilen ¢alismanin bir irdelenmesidir.

Calismamizin ikinci béliiminde gerekli olan temel kavramlar verilmis. Uclinci
bélumde liftlerle ilgili teoremler ispatlanmigtir. Son kesimde ise J.
Gancarcewicz ve N. Rahmani'nin bahsedilen g¢alismasinin diferensiyel

geometriye yaptigi katkilar incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar
2.1.1. Tanim ( m- boyutlu harita )

Bos olmayan bir kime M, M nin bog olmayan bir altkimesi U ve
¢ :U - IR™ bir dénistm olsun. Eger :

(i) @ birebir ;

(ii) o(U), IR™ de agik bir alt kime ;
ise, (U, o) ikilisine, M igin bir m- boyutlu harita denir (Brickell and
Clark,1970).

w Bir pe M noktas! i¢in pe U ise, bu haritaya p de veya p civarinda bir
harita, U kimesine p noktasinin koordinat komsuludu ve ¢ déntsimine de

haritanin koordinat déndsimu denir.

mIR" deu : IR" »IR, (&,....,.a" ) e IR"igin, u' ( @,....a" ) = a 1<i<m,
seklinde tanimli izdisum ( dogal koordinat ) fonksiyonlari gbzénine alinsin.

Bu durumda pe U igin ¢ nin koordinat bilesenleri,
(U0 o)P) =0 (P)= X (p)

olmak Uzere;

olup, béylece ¢ = (X ..., X" ) = ( X higsm ile ifade edilebilir ve {X ....., x™}
sistemine de (U, ¢) haritasina ait /okal koordinat sistemi denir (Brickell
and Clark,1970).



2.1.2. Tanim ( C* - atlas )
M kUmesi Uzerinde tanimli haritalarin bir sinift A = {(Uy ,0q )}ae1 Olsun. Eger:
(i) Ortme aksiyomu :

M=|J Us ;

a€l

(i) Bagdasabilirlik (veya C*-bagh olma) aksiyomu:
Us.n Ug =& olacak bicimdeki her bir (a, B) indis cifti igin,

?a00p" : p (Us nUp) = 9 (Us N Up)

dénusumit C k. sinifindan bir diffeomorfizm;
ise, A sinifina M Uzerinde bir C* - atlas denir. Burada kelN nin o olma
hali de gegerlidir (Brickell and Clark,1970).

2.1.3. Tanim( Denk atlaslar)

M kUmesi izerinde A ve A’ C¥ - atlaslar verilsin. Eger A U A', M Uzerinde

yine bir C* - atlas ise, A ve A' atlaslarina denk atlaslar denir (Brickell and
Clark,1970).

2.1.4. Tanim( C¥ - tam atlas )

M kumesi Gzerinde bir C* - atlas A = {(Ug ,0a)}aer Olsun. M Gzerinde taniml
her bir (Us ,0,) haritasiyla C* bagh olan herhangi bir ( U,¥) haritasida A
atlasinda igeriliyorsa A atlasina bir C*- tam atlas (veya C*-maksimal,

C* - diferensiyellenebilir yapi) denir (Brickell and Clark,1970).



2.1.5. Tanim(C¥ - manifold)

M kimesi Uzerinde tanimli  bir C* -diferensiyellenebilir yapi A ile
gosterilirse ( M, A ) ikilisine C* -sinifindan diferensiyellenebilir manifold
veya kisaca C* - manifold denir (Bricke!l and Clark,1970).

Bundan sonra ¢alismanin timtnde manifoldun C* oldudu kabul edilecektir.

m M Uzerinde tanimli denk C¥ - atlaslarin her bir denklik sinifi, M tzerinde
bir C¥ - tam atlas olusturmaktadir. Bu nedenle (M,A) C*- manifoldunun C*-
diferensiyellenebilir yapisini belirtirken A atlasinin, yalnizca, herhangi bir C*-

atlas olarak alinmasi da yeterlidir.

Bir C* - yapida bulunan haritalarin boyutu, C* - manifoldun boyutu olarak
tanimlanir. Kisalik igin (M, A) ikilisi yine M ile ifade edilebilir.

m Bir C” - manifold (M, A) ve A= {(Uy, 0a )}aec Olmak Uzere;
= {ScM : Vael,SnU, 2D icin,0.(SNUy), IR™ de agiktir.}

sinift gézéndne alinsin.ty nin M kimesi Uzerinde bir topolojik  yap!
olusturdugu kolayca gésterilebilir. Béylece 1w topolojisi ile birlikte M bir

topolojik uzay olur.
2.1.6. Tanim( indirgenmis topoloji )

Bir C*- manifold (M, A) olsun. M kiimesi Uzerinde, M nin diferensiyellenebilir

yapisindan olugturulan 1ty topolojisine, M Uzerinde diferensiyellenebilir
yapidan indirgenmig topoloji (veya M nin manifold topolojisi) denir (Brickell
and Clark,1970).



2.1.1. Sonug

(i) Herhangi bir W< U, igin,
W, M de agiktire> (W), IR™ de agiktir.
(it) U lar M de aciktiriar.

(iii) 8 = {Uq :a.el} sinifi, T nin bir bazini olusturur.
2.1.7. Tanim(Diferensiyellenebilme )

m ve n -boyutlu iki C*- manifold M ve N, peM ve F:M—N herhangi bir

dénasum olsun. Eger,
F =yoFog™:p(U)—y(V)

dénusumi  @(p) noktasinda C*- diferensiyellenebilir  olacak sekilde p
noktasinin U ve F(p) noktasinin da F(U) < V seklinde bir V koordinat

komsulugu varsa , F dénlUsUmine peM noktasinda Ck-

diferensiyellenebilirdir (veya C*- dénusimdiir) denir.Buradaki F déntstmu
(U,o) ve (V,y) haritalarina gére F nin koordinat temsili (veya lokal

koordinatlardaki ifadesi) olarak isimlendirilir (Brickell and Clark,1970).

Bundan sonra dénusumier aksi belirtiimedikge C”-diferensiyellenebilir

alinacaktir,

r F:-M—>N déntsimd verildiginde F’' nin tanim kiimesi M’ nin  ve gérintl
kimesi de N’ nin tamami olmasi gerekmez. Bu durumu belirtmek igin, F'nin

tanim kimesi domF ve degder kimesi de rangeF ile gdsterilir.
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m M de bir agik altkime Wc domF olmak Gzere; eger F, W nin her
noktasinda bir C*-dénusum ise; F, W Uzerinde C®- dénusumdur denir
(Brickell and Clark,1970).

m E§er F:-M — N, domF Uzerinde bir C*- dénusum ise FeC*(M,N) ve 6zel
olarak N=IR ise, 0 zaman FeC®(M) yazilir. Bir peM i¢in, p nin [kagUK] bir
komsulugunda C*®-diferensiyellenebilir olan reel degerli déntgtumlerin kimesi

C*(p) ile gosterilir.
2.1.8. Tanim(Diffeomorfizm)

Ayni boyutlu iki C*- manifold M, N ve F:M— N birebir ve érten bir déntsim
olsun. Eger :

i) FeC*(M,N);

i) F'eC¥(N,M);
ise, F doénusumine bir C*- diffeomorfizm ve bu durumda M ile N
manifoldlarina da C*- difeomorfiktirler denir (Brickell and Clark,1970).

Bir CX diffeomorfizm, kendisi ve tersi C- diferensiyellenebilir olan bir

homeomorfizmdir.
2.1.9. Tanim(Tanjant vektdr,Tanjant uzay )
Bir C*- manifold M, peM olsun.vf,geC”(p) ve a,b € IR igin;
vp: C*(p)—IR
f=vp(f)
dénusiima

i) Lineerlik :

vp(af + bg) = avy(f) + bvp(g)



i) Leibniz kurali :

vp(f.g) = ve(f).9(p) + f(p).vp(g)
ozelliklerini sagliyorsa, ve ye p noktasinda M nin bir tanjant vektdri denir ve
M nin bu sekilde tanjant vektorlerinin  kimesi Tp(M) ile g&sterilir. Tp(M) bir
reel vektdr uzay! olup bu uzaya M nin p noktasindaki tanjant uzayi denir.

(Brickell and Clark,1970).

m p noktasinda bir harita (U, ¢=( X )isism iS€ Tp(M) nin bir bazi,

VZi . }
— 1<1<m
{Oﬂ;xl P

kimesidir. Bu baza Tp(M) nin dogal ( veya koordinat ) bazi denir.

2.1.10. Tanim (Tiirev dénilisimii)
m ve n boyutlu iki C”- manifold sirasiyla M,N ve F:M— N bir C*- déntsim
olsun. F nin bir pe M noktasindaki tirev déntsimi, YvpeTp(M) ve YheC”
(N) igin;

(dFp(vp))(h)=vy(hoF)
seklinde tanimli bir

dFPITP(M)—)TF(p)(N)

dénuagtmudur (Okubo,1987).
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m dFp lineer olup, M ve N nin dogal bazlarina gére dFp donlisimUune karsilik

gelen [g—f@ matrisi, F nin p deki Jakobien maitrisi olarak isimlendirilir
X

ve Jr(p) ile gosterilir. Burada peU , (U, 0=( X M)1<ism, M ye ve (V,y=(¥))1gsn ,
N ye ait haritalar olup, y'oF=f!dénusumleri F(p)=(f'(p),....f(p)) seklinde F nin
koordinat bilesenleridir. Ayrica,

(rankF)p =rank(dF )= rank J¢(p)=(rank F )y

olarak tanimlanir.

a[M= UTPM olmak Uzere, eger U, Mnin bir acik altkimesi ise
PeM

UTPM ayrik birlesimi TM|U ile gosterilsin.peU icin TpU = TpM oldugundan,

peU

™|, =T™M
dir.

2.1.11. Tanim (Vektoér alani)

Bir  C*- manifold M, M nin bir agik alt kimesi U ve X:U->TM|, bir

dénisim olsun.
v IM|, —=U, tu(v)=p ; (eGer veTp(M) ise)
kanonik projeksiyon oimak Uzere ;

nmoX=Iy (6zdeslik d6nUsiimi)



ise, X e U Uzerinde bir vektdér alani denir (Brickell and Clark,1970).

m Genellikle vektor alanlari  tanim kUmeleri belirtiimeden XM —»TM

seklinde de ifade edilir. Bu durumda X in tanim kUmesinin M de bir agik
altkime oldugu anlasilacaktir ve M Uzerindeki vektor alanlarinin kimesi y(M)

ile gdsterilecektir.
n Xey(M), dom X= U olmak Uzere, Vfe C* (U) ve V pe U igin:

X(f)(p) = Xe(f)

tanimlansin. Eder X(f), U Uzerinde C®- diferensiyellenebilir ise, X vektér

alanina U Gizerinde C*- diferensiyellenebilir denir. Bu durumda

X:C*(U) — C=(U)

f — X

operatéri olarak  tanimlanabilir. Bundan sonra vektér alanindan sb6z

edildiginde C™ diferensiyellenebilir oldugu kabul edilecektir.

2.1.12. Tanim (Kotanjant vektor ve kotanjant uzay )

*

Bir C* - manifold M olsun. T,M tanjant uzayinin cebirsel duali T oM ye, M

nin p noktasindaki kotanjant uzay: ve bu uzayin her bir elemanina da p
noktasinda bir kotanjant vektér (veya kovektér )denir (Okubo,1987).

n TS(M)uzayl bir reel vektér uzayl olup, p noktasinda verilen bir

(U,0=(x))1sism haritasina gére dogdal bazi
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{dxi{pzlsiSm}

kimesidir. dx‘}p( ): 5, oldugu , dual baz olmasindan agiktir.

o xi ‘p
2.1.13. Tanim (1- form veya kovektor alam)

M nin herbir noktasina bir kotanjant vektér karsilik getiren
wM- U T M= T'M cw(p)e TS(M)
peM P

déntgtmune M Gzerinde 7-form (veya kovektér alani) denir (Okubo,1987).
» M manifoldu Gzerinde tanimh 1-formlarin kimesi y* (M) ile gésterilecektir.

2.1.14. Tanim ( Vektdr uzay tizerinde tensor )
Bir reel vektdr uzay1 V ve V nin dual uzay: V* olsun.

T: V’k x...xV*xVx...xV—> IR
\—_\f—_—l L—W__I
r-tane s-tane

seklinde herbir (r+s)- lineer dénasume V (zerinde r. dereceden
kontravaryant ve s. dereceden kovaryant (veya kisaca ( r,s)- tipinden) bir
tensér denir (Okubo,1987).
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m Bir vektoér uzayi Uzerinde tanimli (r,s) tipinden tensérierin kimesi T (V)
ile gésterilir. T (V), IR UGzerinde bir vektér uzay!r olup, boyV=n ise,

boy T, (V)=n""* dir.

m V vekidr uzay! yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi Tp(M)
alinirsa, M nin p noktasinda bir tensér uzay! TSY(TP(M))eIde edilir ve bu

uzayin her bir elemanina p noktasinda bir (r,s)- tensér denir.

2.1.15.Tanim (Tensor alani)

Bir C* - manifold M olsun. M nin herbir noktasina (r,s)-tipinden bir tensér
karsilik getiren bir déntisime M Uzerinde (r,s) - tipinden bir tensér alani denir
(Okubo,1987).

m O halde M Uzerinde tanimli bir tensér alani,

T:M - T (T,M)

PeM
p— T(p) e T, (T,M)

seklinde tanimli bir déntsimdar.

® M Uzerinde tanimli tensér alanlarinin  kimesi, 3;(M) ile gésterilir. J; (M)

C*(M) (zerinde bir moduldr.

m Ozel olarak :
3, M) =C*(M)
3, M) =¢(M)
3o =x*(M)
dir.



mAyrica, wy ..., Wr ex* (M), Xi,...%s € x(M) ve peM olmak Uzere;
(T(W1,...,Wr,X1 ,,,, X1))(p) = Tp(W1p,...,Wr p,X1p,...,Xsp)

sekiinde tanimlanirsa,

T: Z* (M) x..xx* (M)xg(M)xx;((M) - C®(M)

r-tane s-tane

seklinde C%(M) degerli bir (r+s)-lineer dénusium olur.

2.1.16. Tamm (Lineer konneksiyon)

Bir C* manifold M olsun.
Vi 4 (M) x % (M) = x(M)
XY)> V.Y

dénusuma, vf,g eC® (M) ve ¥V X ,Y,Z € x(M) igin:
() Vix+gy Z=fVxZ + g VyZ ;
(i) Vx (FY) = f VxY +( X )Y ;
(iil)Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ :

12

6zelliklerini sagliyorsa, V ddéntsumine M Uzerinde bir lineer konneksiyon

denir (Brickell and Clark,1970).

m V lineer konneksiyonun koordinat vektdr alanlarindaki degeri ;

m

o _ k 0
Vs _T“Zrij
axiax k=1 0 X

k



esitligi ile belirlidir. Bu esitlik ile tanimh l"ikj C”® - dénusUmlerine V lineer

konneksiyonunun bilesenleri veya Christoffel sembolleri denir (Brickell and
Clark,1970).

Bir V lineer konneksiyonunun X, Y e x(M) vektdr alanlarindaki degeri,

X=§:ai

ve Y= Y'b’ 4 _ olmak Uzere;
- Ox

esitligi ile belirlidir.

2.1.17. Tanim (Lie parantez operatoérii)

Bir C” - manifold M olsun. XY € x(M) , peM ve VfcC™(p) icin;

[X, Y15 (f) = Xp (Y(F)) -Yp(X(F))

seklinde tarimli

L1 x(M) x (M) =x(M)

dénUsumiine Lie parantez operatéri denir (Brickell and Clark,1970).

2.1.18. Tanim (Bir lineer konneksiyonun torsiyonu )

Bir C* - manifold M ve M Uzerinde bir lineer konneksiyon V olsun.
Tx(M) x x(M) — x(M)
(X,Y)— T(X,Y)=VxY-VyX-[X,Y]
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seklinde tanimh T dénasimine, V lineer konneksiyonunun torsiyonu denir
(Brickell and Clark,1970).

m Eger, T=0 ise V konneksiyonun torsiyonu sifirdir veya V simetriktir denir.

m T dénUstmuanun koordinat vektér alanlarindaki degeri ;

dir. Buna goére eger, T=0 ise Vik=1,....m igin;

h _rh
=T

olur.

2.1.19. Tanim (Bir lineer konneksiyonun egrilik tensor alani )

Bir C* - manifold M ve M Uzerinde bir lineer konneksiyon V olsun.

Rix(M) x x(M) x % (M) — x(M)
XY,Z) - R(X,Y)Z=Vx(VyZ)-Vy(VxZ)-V[x’Y]Z

seklinde tanimli R dénUsUlmuine V nin edrilik tensér alani veya egrilik formu
denir (Brickell and Clark,1270).
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2.1.20.Tanim (Bir tensor alaninin kovaryant diferensiyeli ve kovaryant
turevi)

Bir M C”- manifoldu Uzerinde V lineer konneksiyonu ve (0O,s)-tipinden T

tensor alani verilsin.vY?,...,Y® Xex(M) igin,

VT, LY X0=X(TY, YS) - T(VYL Y2 YS) - - TY! L VXYS)

seklinde taniml VT tensér alanina T nin kovaryant diferensiyeli ve ayrica,

Vx TOY'.Y3)= VT(Y',....YS X)

seklinde tanimli VxT tensér alanina da T nin X vektor alanina gére kovaryant

turevi denir (Carmo, 1992).

mTanimdan da anlasilacagi tzere, VT (0,s+1)-tipinden ve VxT tensér alani

da (0,s)-tipindendir.

2.2, Altmanifoldlar

2.2.1. Tanim (immersion)

m ve n - boyutlu C* - manifoldiar, sirasiyla, M, N ve F-M — N bir C* -
dénlstm olsun. Eger, tamim kimesinin her bir noktasinda (rankF), = mise, F

ye bir immersion denir (Brickell and Clark,1970).

m F, M den N ye bir immersion < [VpedomF i¢in (rankF),=boyM <>Vpedomf

icin dFp birebir] dnermesi dogrudur.

Ayrica, F nin bir immersion olmasi durumunda m<n olacagi aciktir.
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2.2.2. Tanim (Submersion)
m ve n boyutlu C* - manifoldlar sirasiyla, M, N ve F:M — N bir C®- dénlsim
olsun. EJer, tanim kiimesinin her bir p noktasinda (rankF), =n ise, F ye bir

submersion denir (Brickell and Clark,1970).

m F, M den N ye bir submersion <[VpedomF igin, (rankF),=boyN

<VpedomF igin, dF, érten] nermesi dogrudur.

Ayrica, F nin bir submersion olmasi halinde m>n olacagi agiktir.

2.2.3.Tanim (imbedding ve immersed altmanifold)

iki C* - manifold M, N ve F:M — N bir immersion olsun. Eder, F birebir ise, F
ye bir imbedding ve bu durumda F(M) ye (veya M ye ), N de bir immersed
altmanifold denir. (Bir immersed altmanifolda yalnizca, altmanifold da

denilmektedir).

m Bir immersion lokal imbeddingtir. Bu nedenle lokal ¢alismalarda immersion
yerine imbedding de alinabilir.

2.3. Diferensiyellenebilir Demet Yapilan
2.3.1.Tanim (Lokal garpim 6zelligi ve lokal ayrigma (trivialisation))

E,M,F C*- manifoldlar, m:E—>M bir C*- dénisim ve M nin bir acik 6rtusi

{Uau}aer 0lmak Uzere; eger,

(mowa) (Py) =p  ;peU, yeF

olacak bicimde yoUuxF—1'(Us)  diffeomorfizmlerinin bir {Wataer SINIfI

varsa, [F ye gbre ] mn, lokal carpim 6zelligine sahiptir ve D ={(Ua,Wo)}ael
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sistemi de, m nin bir lokal ayrismasidir denir (Greub, Halperin and
Vanston,1972).

2.3.2. Tanim (Diferensiyellenebilir lif demeti (fibre bundle ))

Bir n:E—M C®- dénusimu lokal ¢arpim 6zellijine sahip olsun. Bu durumda
£=(E,n,M,F) dértiistne bir diferensiyellenebilir lif demeti adi verilir (Greub,

Halperin and Vanston, 1972).

2.3.3. Tanim (Lokal koordinat gdsterimi (Representative))
E=(E,x,M,F) bir C>- lif demeti olsun . O zaman, D lokal ayrismasina , £ lif

demetinin bir lokal koordinat gésterimi denir (Greub, Halperin and Vanston,
1972).

m Bir £=(E,n,M,F) lif demetinde E ye £ lif demetinin fotal uzay:, M ye baz
(faban) uzayi, F ye lif modeli (veya standart lif) ve n ye fibrasyon veya
projeksiyon adi verilir. Ayrica, ranké=boyF olarak tanimlanir (Greub, Halperin

and Vanston, 1972).

(E,m,M,F) lif demeti bazen E total uzayi ile, bazen de, m:E—M C* -déntsimi

ile g&sterilir.
2.3.4. Tanim (Lif (fibre))
n.E—M bir lif demeti olsun. VpeM igin,
7" (p)=Ep={ucE | n(u)=p}

kUmesine p dzerinde bir lif denir (Greub, Halperin and Vanston, 1972).
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m TUm E, liflerin ayrik bilesimi E total uzayini verir: yani,

E=UJE,

peM

dir. Ustelik bir p € M icin, Ep, lifi, E de kapall imbedded altmanifolddur
(Sounders, 1989).

m boyEp=boyE-boyM sayisina & nin /if boyutu denir (Sounders, 1989).

n £=(E,n,M,F) bir lif demeti ve D={(U4, v« }«el I0kal koordinat temsilcisi olsun.
VpeU, igin,
Wap F—Ep

déntsuma,

YaplY) =Wa(p.y); yeF

seklinde tanimlanirsa ; y, lar diffeomorfizm olduklarindan, ., dontustmieri

de diffeomorfizmdir.

m D den Uy= Usn Up = & olacak bigimde (Uq, o) Ve (Ug, ) ikilileri segilirse ;

bu durumda,
\ua,\pg'1 ‘Ugp x F—»n'1( Uqs)

seklinde tarmimli , ve y; lar diffeomorfizm olduklarindan
\uga=\pg'1 0 Wa:Ugp x F ->Ugpx F

dénlsima ,

WpalPY)=(P,Wpp ' O Waply) ; PE Uap, ye F
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seklinde tanimhi bir diffeomorfizmdir.
Boylece, ¥V p € Ugp igin,
Wpap=Wpp O Wap: F—F
dénusumieri de diffeomorfizmdir (Greub, Halperin and Vanston, 1972).

2.3.5. Tanim (Lifli manifold)

E ve M C*- manifoldlar, m:E—>M bir C*- dénustm olsun. Egder,x bir 6rten

submersion ise,(E,x,M) GglUsune bir /ifli manifold denir (Sounders, 1989).

m (E,x,M,F) bir lif demeti olmasi halinde (E,x,M) nin bir lifli manifold olacag:

aciktir.

2.3.6. Tanim (Uyarlanmig koordinat sistemi)

Bir lifli manifold (E,x,M), boyM=m, boyE=m+n ve WcE agik altkimesi

Uzerinde bir lokal koordinat sistemi:
y:W—IR™"
olsun.pri:IR™"—IR™ olmak Uzere,
a,beW ve n(a)=n(b)=p= pri(y(a))= pri(y(b))

Onermesi dogru ise, y ye bir uyarlanmis (adapted) koordinat sistemi denir
(Sounders, 1989).
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m boyM=m, boyF=r ve boyE=m+n olmak uzere,bir (E,x,M,F) demeti ve bunun
lokal ayrismasindan bir (Ug,we) ikilisi alinsin. Bu durumda,E Gzerinde
uyarlanmis koordinat sistemi pri:UxxV— U, ve pra: UgxV—V izdisim
fonksiyonlari olmak tGizere;

Yoo Wa (UaxV)—IR™"
dénusumu,

ya=(Xi0pr1 oWy ,VkOprzO\ua'1) 1<igm,1<k<n

seklinde tanimlanabilir. Burada M de (U, (X))1<iem haritast ve F manifoldunda

da bir (V,(V*))1<ken haritasi segilmistir.

mvael icin, ©(Us)cE acik altkimesi Gzerinde bu sekilde tanimh koordinat

sistemi secilebilir. Ustelik yo(ya (UxV))cIR™" agiktir. Buna gére,

(Wa(UaxV),yo) iKilisi E igin bir harita olur. Béylece tanimlanan haritalarin
Ae={(ya (UaxV),Ya)}aer

sinifi E Gzerinde bir C*- yapi tanimlar.

m Kisalik icin (Xoprioy, ' v¥oprooy, ') yerine (X,v¥) da yazilabilir.

2.3.7. Tanim (Lif demetinin ¢apraz kesiti (Cross-section))

E=(E,n,M,F) herhangi bir lif demeti olsun.

oo =ly (6zdeslik)

olacak bigcimde tanimli, c:M—E C%- déntusumune & lif demeti (izerinde bir
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¢apraz kesit denir (Greub, Halperin and Vanston, 1972).
2.3.8. Tanim (Altdemet (subbundle))

€1=(E4,m1,M1,F4) bir |if demeti olsun. Eder EocE4 bir altmanifold olmak Gzere,
&2 =(E1 1 ‘E: , m2(Ez2), F2) dértlust bir lif demeti ise &, demetine £, demetinin

bir altdemeti denir. Burada F» bir C*- manifolddur (Carmo, 1992).
2.3.9. Tanim (Vektor demeti)

£=(E,n,M,F) bir C™- lif demeti olsun. Eder, asagidaki iki 6zellik sadlaniyorsa,
& ye bir vektér demeti denir :

(i) Vpe Migin " (p) =E, ve F reel vektor uzaylaridir

(i) Vpe M, yap :F—E, déntstmleri lineer izomorfizm olacak bigimde
€ nin {(Us,Wa)}aer lokal koordinat gosterimi vardir (Greub, Halperin and
Vanston, 1972).

2.3.10. Tanim (Alt vektor demeti)

&1=(Eq,m1,M1,Fq) ve &2=(E2,m2,M2,F2) iki vektdr demeti olsun. Eger asagidaki
Ug aksiyom saglaniyorsa &1 demetine £, nin altvektér demeti denir:
(1) €2, €1 nin bir altdemetidir;

(ii) 1e:E2—E1 ve wu:M2—M; inclusion déntsumleri olmak Uzere:

MOT2=T101lg (
(i) YpeMy igin,
e |E2P ‘Eap—E1 [tm(p)

kisitlanmig dénlsum lineerdir (Poor, 1981).
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m M nin tum noktalarindaki tanjant uzaylarinin ayrik birlesimi T™ = UTPM ve
peM

TM Gzerinde,
TtmiTM—)M

dénisima, r(v)=p, ( veT M ise ) seklinde tanimlansin.

M Gzerinde bir harita ( U, ¢ =(xX))1si<m 0lsun. Bu durumda U = =™'(U) olmak

Uzere;
E:U - ¢ (U)xIR™

dénUsumd,

Voo (V)= (X' 0 1M (v), dXi(V))1sism

seklinde tanimlanirsa, @ dénlsimi 1-1 ve érten olup, gérinti kimesi IR?™
uzaymnin bir agik altkumesidir. O halde (U, g ) ikilisi TM Uzerinde 2m-boyutlu

bir haritadir. M Gzerinde A={(U, ,0.)}«e1 atlasi verildiginde TM (zerinde, her

bir haritas! yukaridaki sekilde elde edilen bir,

atlasi tanimlanabilir. A sinifi bir C*- atlastir ve TM Uzerinde bir C*- yapi

olusturur. Bu yapiyla, TM 2m boyutlu bir C®- manifold olup, M nin tanjant
manifoldu olarak isimlendirilir. Lokal olarak,

TM= {(p.2) | peM, zeTM= [R™}

gdsterimi de kullanilir.
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n TM Uzerinde bir lokal koordinat sistemi dx'=y' alinarak

(X Xy y™
seklinde ve kisalik igin ¢=(x'y)1g<m veya y=(y)i<icm Olmak tizere ; o=(x,y)
yazilacaktir.¢ , koordinat donUsimiu  de ¢ .~(X.Y.) Seklinde ifade
edilecektir.
m (TM,tpm,M,IR™) dértllstnun bir vektdr demeti  oldugu kolayca gésterilebilir.
Bu demete , M nin tanjant demeti, strekli , 6rten ve C*- déntisUm olan nty ye
de dogal (kanonik) projeksiyon denir (Greub, Halperin and Vanston, 1972).
» M,n boyutiu bir manifold ve T'M bir peM noktasinda kotanjant uzay olsun.

Yani T M, ToM nin dual uzaydr. T'M nin her bir elemanina peM noktasinda

kovektodr denir.

T™M=U T'™™M

peM
kimesine M manifoldu Uzerinde kotanjant demet denir.

xt: TM — M bir projeksiyon déntistimi olmak tzere (T'M,x ,M,IR™) dértitisi:
bir vektér demetidir. (Yano and Ishihara, 1967)

2.3.11. Tanim (Vertical uzay ve vertical tanjant vektdr)
(E,m,M,F) bir lif demeti olsun. Vze E igin,

V. E ={Ase T,E |dn,(A;) =0}
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kimesi d(mm), T:E—-T,M lineer déntgimunin gekirdegi olup,T.E tanjant
uzayinin bir alt uzayidir. V; (E) uzayina E nin z noktasinda vertical uzayi ve
bu uzayin her bir elemanina da bir vertical tanjant vektdér denir (Greub,
Halperin and Vanston, 1972).

m (E,n,M,F) bir lif demeti olsun.

V(E)={AzeTE : dn,(Az)=0,zcE}
dusey vektorlerin kiimesi gézéntne alinsin. V(E), TE nin altmanifoldudur.
(V(E),me | vig),E,IR") dértlust bir vektor demeti olup, TE demetinin altvektor
demetidir. (r=boyF).

2.3.12. Tamm (Vertical altdemet)

V(E) demetine TE vektdr demetinin vertical altdemeti denir (Greub, Halperin
and Vanston, 1972).

2.3.13. Tanim (Lie grubu)

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger
asagidaki aksiyomlar sadlanirsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir.
(i) M nin noktalari G nin elemanlari ile ¢akisir.
(ie . MxM-—->M
(a, b) — aeb

iglemi her yerde diferensiyellenebilirdir (Ledn and Rodrigues, 1989).
M ye Lie grubunun temel manifoldu ve G yede temel grubu denir.

O halde kisaca bir Lie grubunu su sekilde tanimlayabiliriz:
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m G bir grup ve (a, b) — aeb™ seklinde tanimlanan ¢ : G x G — G grup islemi
C” sinifindan diferensiyellenebilir olsun. EGer G bir diferensiyelienebilir

manifold ise G ye bir lie grubu denir.

m M differensiyellenebilir bir manifold ve G bir Lie grubu olsun. Bir ¢:MxG— M
C” dénusiiml Va,beG ve xeM igin asagdidaki sartlar sagliyor ise ¢ ye G nin
M Uzerine sagdan bir etkisi denir (Ledn and Rodrigues,1989).

(i) 6(x, ab)= o(¢(x, a), b)

(i) d(x, e)=x

2.3.14. Tanim (Asli lif demeti (Principal Fiber Bundie))

G bir Lie grubu ve (E,n,M,G) diferensiyellenebilir bir lif demeti olsun.
(E,x,M,G)=P olmak Uzere asagidaki iki 6nerme dogru ise (P,T) ikilisine, yapt
grubu G olan diferensiyellenebilir bir asli lif demeti (principal fibre bundle)
denir.

(i) T: ExG — E fonksiyonu G nin E Ustline sagdan bir etkisidir.
(i) P nin YxeU, (U,cM de agik) ve Va,beG igin

Pafx, ab) = T(@a(x, @), b)
olacak bigimde bir {(Us, 0a)} koordinat gosterimi vardir.

Yukaridaki T etkisine asli etki, (ii) dnermesini saglayan {(U,, ¢.)} koordinat

gdsterimine de asli koordinat gésterimi denir (Ledn and Rodrigues, 1989).
m (E,n,M,G) bir asli lif demeti ise, zeE, aeG igin

n(za) = n(z)
dir.
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n (P, T) asli lif demeti olsun. zen™(x) ise
zG = n'(x)
tir. Yani z den gegen lif z nin yéringesine esittir.
2.3.15. Tanim (Lineer gati)

M, n boyutlu bir manifold olsun. xeM oimak tzere TyM nin sirali bir {x,...,Xn}

bazina x noktasinda bir /ineer ¢at denir (Ledn and Rodrigues,1989).
2.3.16. Tamim (Lineer ¢atilarin asli lif demeti)

M Ustindeki batin lineer catilarin kimesini LM ile gdsterelim. LM ye M
manifoldunun gatilarinin demeti (bundle of frames) denir.

T. LM —> M
déntgimu, YxeM igin ve YuelM (u, xeM noktasinda lineer ¢atl) icin
(U)=x

seklinde tanimlanir ve = ye LM nin projeksiyon déntsumu denir.

GL(n, IR) = { A |A=[a]] eIR"

n !

detA=0} clmlesi matris ¢carpimina gére bir
gruptur. Bu grup manifold yapisina sahiptir ve matris carpimi altinda bir lie
grubudur.

aeGL(n, IR) ve ueLM olsun. O halde a=[a;] ve u=(x1,...,Xn) igin;
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olsun. {Yi,....Y,} cumlesi x noktasinda bir ¢atidir. Ayrica (Y4,...,Yn)=ua

oldugundan

LM x GL(n, IR) — LM

(u,a) - ua

déntsumi GL(N, IR) nin LM Ustine saddan bir etkisidir.

1

(x',....x") M nin bir U koordinat komsulugunda bir lokal koordinat olsun. xeU

icin (816X )x,..., (B16x")x x noktasinda bir lineer ¢atidir. Béylece x noktasinda

her u=(X4,...,Xq) gatisini

X, =YX, 2

I‘I J
o OX

ile bir tek sekilde ifade edebiliriz. Burada [X;]e GL(n, IR) dir. O halde,

v: 7 (U) > UxGL(n, IR)
u — w(u)=(x, [Xg)

bire-bir, érten déntsumi bulunur.

m (X, X;) yi 7' (U) da lokal koordinatlar sistemi olarak alirsak LM n+n*boyutlu
bir manifold olur. LM, GL(n, IR) yapi grubu ve = projeksiyonu ile M Uzerinde
bir asli lif demetidir (Leén and Rodrigues,1989).

2.3.17. Tanim (Birlesik (Associated) demet)

(E,x,M,G) asli lif demeti ve F bir manifold olmak Jdzere G, F (zerinde soldan

bir etki olsun.

$:(ExF)xG — ExF
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dénusumu zeE, yeF, geG igin

o((z.y)9)=(zg, g’'y)

seklinde tanimlayahm.

((zy).e)=(ze, ey)

=(z, y)
ve

¢((z.y),ab)=(z(ab), (ab)"y)
=((za)b, b(a"y))
=¢((za, a'y),b)
=¢(¢((z.y).a),b)

oldugundan ¢ fonksiyonu G nin ExF manifoldu Gzerine sagdan bir etkidir. ¢

etkisinden elde edilen (z,y)G yéringelerinin kimesini ExgF ile gdsterelim.
nr. ExgF > M

dénisimini
ne((z,y)G)=n(z)

seklinde tanimlarsak (ExgF, ne,M,F) dértiist bir lif demetidir. Bu demete

(E,x,M,G) asli lif demeti ile birlesik lif demeti denir (Isham, 1989).
2.3.1. Uyan

Calismanin bundan sonraki bélumlerinde , kisalik igin tekrar edilen alt-Ust
indis ya da indisler Gzerinden toplam alinacaktir. Qrnedin ,
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(X=Xi—-‘7.j
ax'

pd

i

5 . . 74 .
(F=F‘J < ®dx~’j E(F=ZF‘1 L@dxlj
1j

ax! ax'

seklinde dusunulecektir.
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3. LIFTLER

w.E > M, lineer catilarin asli lif demeti LM ile birlesik standart lifi N boyutlu
vektér uzayi F olan bir vektér demeti olsun. E nin C* sinifindan kesitlerinin
kimesini I'(E) ve M uzerinde (E uzerinde) C® sinifindan tUm vektor
alanlarinin C*°(M)-modulunt (M) (x(E)) ile gosterelim. Burada C*(M), M

Gzerinde C* sinifindan reel degerli fonksiyonlarin kiimesidir.

3.1. Vektor Alanlannin Horizontal Lifti

3.1.1. Tanim (E lizerinde konneksiyon)

E total uzayi Gzerinde bir konneksiyon:

vV x(M)xI(E) - ['(E)
(X,S) > VS

f eC” (M), SeI'(E), VX, Yeyx(M) olmak Uzere,
i) VoS =1V, S

i) Ve S =V, S+V,S

iii) V,fS = fV, S+ X(f)S

iv) V (S, +8,)=V,S, +V,S,

sartlarini saglayan bir dénasimdar.

m (U, @), n-boyutlu C* M manifoldu Gzerinde bir harita olsun. Béylece E nin U

Uzerinde bir @ tirivializationu diffeomorfizmdir.

Ely= 27 (U)—2 > UxF

N /e
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diyagrami komutatiftir. Yani;

prio®= 1 < pri=ro @'
dir.

mE;, Ey, ..., En, F nin sabit bazi olsun. Ely nun ps,..., pn kesitleri
pa(x) =®7'(x, Ea), a=1,2,...N (3.1)

olarak tanimlanir ve U (zerinde E nin ftirivialization'u igin adapte kesitler

olarak isimlendirilir,

(x,Ea), {X}xF nin bir bazi ve
Ee=m'(x) —2s {x}xF

dénasumi lineer izomorfizm oldugundan pa(x) =®'(x, Ea) Ely nun bir

bazidir.

(U, x'...., x"), M Uzerinde lokal koordinatlar olsun. Asagidaki esitligi

sagliyacak sekilde U tizerinde tanimli bir tek l“iz fonksiyonu vardir.

\% 2P =Tups (3.2)

axl

y: (a, b) » M, C® sinifindan bir egri ve J,(E), y boyunca tanimlanan E nin
butun kesitlerinin kimesi olsun. J(E) nin bir elemani, mop=y esitligini
saglayacak sekilde p :(a, b) - E C” sinifindan bir dénugtmdur. Béylece E

de bir V konneksiyonu
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V,:J,(E) =1, (E)

dénusumu ile tanmimlianir ve y boyunca kovaryant turev olarak adiandirilir.
S=S%(pa0y) J(E) nin bir elemant ise (U, x',..., ") M nin lokal koordinatlar

olmak Uzere

ﬁys = gysa (P,0v)
=9(S*)(p,01) +S*V, (p,07)

d RS
:-d—S (P.ov)+8°V i, (p,07)
t dt oyt

d d .~
=—S*"(p.oy)+S* —¥'V o
it (p,0Y) dtv ;i (p,0v)

d a a d i
=5 S P.on 8" = T2 oy)(P,oY)

d d
— __Sa + I-“a il |sb
{dt ( nbOY) dt y }pa

oldugundan
~ d e o d i
V.S=<—8" + (T, —v'S 3.3
" {dt (ubOY)th }pa (3.3)

yazabiliriz. Burada; y' =x'oy,i=12,...,n, a=12,... N dir.
3.1.1. Teorem

v:(a,b) =M bir egri olsun. Eger bazi toe(a,b) igin y, E, ., =7"(v(t,)) nin

elemant ise
(1) S(to)=y
(i) V.S=0

olacak gekilde bir ve yalniz bir tane SeJ,(E) vardir (Crittenden, 1962).
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my, E nin sabit bir noktas! ve x = n(y) olsun. S:(-¢, €) — E, 3.1.1. teoreminin
(i) ve (i) sartlarini tc=0 i¢in sadlayan y=noS boyunca bir kesit olmak Uzere

bltan S(0) hiz vektdrlerinin kimesini Hy ile gdsterelim.

m (U, x',..., x"), M de lokal koordinatiar ve ®:E| =="'(U)—UxF, U

Uzerinde E nin bir tirivialization'u olsun. Béylece butin yen™ (U) icin

x(y) = X(n(y)) ;
YA(Y)=(pa) (y) ;

olmak Uzere E deki (z'(U), X, y? indirgenmis lokal koordinatlarini

tanimlayabiliriz.

m (7(U), X, y?) koordinatlarina gére elde edilen

—a—.,i , 1<i<n, 1<a<N
axl aya

cUmlesini
{6,,5,}, 1<isn, 1<asN

ile gbsterecegiz.

X =y(0), y nin bir hiz vektért ve S, 3.1.1. teoreminin (i) ve (ii) sartlarini

saglayan kesit olsun. S nin lokal ifadesi

S=(x, §°)
oldugundan
Soy=(x'oy,S%y)
=(y,S%oy)
dir. Bu durumda,



34

dS

a_dr
dt

= dt

0-+9§—

5 3.4
it (3.4)

a

t=0 1=0

dir.

3.1.1. Teoreminin (ii) sartindan,

d g

" (3.5)

d .
— _r.a - 1sb
(- ov)dtv )

t=0 t=0

bulunur. Es. 3.4 ve Es. 3.5 den,

S dyl a dyl b
S(0)=—1 0, —(I'yoy)—S°8
( ) dt - 1 ( ib Y) dt a

=X'3; ~X'Tiy"8,,

1

dir. Buna gore y degistikce X' bilesenleri degisir. Horizontal uzayin tanimina

gbre
S(0)= X' (3, ~Tiyy"8y) (3.6)

oldugundan y degistikge H, taranir. Bu esitlikte y ya baglh olan sadece x
bilesenleridir. Bu demektirki {6i —Toy*8, vektorleri Hy uzayini gerer. Ayrica

bu lineer bagimsiz oldugundan Hy nin bir bazidr.

H(E) = JH,

yeE

cimlesi 2n+N boyutiu bir manifold olup buna E nin horizontal demeti denir.

m VyeE icin TyE nin vertical altuzayini V\E =Kerdn = Ty(Exy) ile

gbsterelim.
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d7c|y C TVE - TyyM
dénlsumu orten oldugundan rank(dyr)=n dir.
boy(TyE)=rank(d,r)+boyKer(dyr)

esitliginden boyKer(dyn)=N bulunur.

ne VyE m Hy olsun.

neHy ise;

n= T]i 0; - ril;yazsb)
dir.
neV,E ise;

dn)=n'a,

oldugundan m'=0 bulunur.
VyE n Hy={0} ve boyV,E=N , boyH,=n oldugundan T,E uzayini V,E ve Hy
altuzaylarinin direkt toplami olarak

T,E = V,E @ H, (3.7)

seklinde yazabiliriz.

m  boyHy=boyT,yM ve dn],

Hy:Hy—>T,E(y)M déntsumi  bazi baza

dénusttrdtginden bir lineer izomorfizmdir.
3.1.2. Tanim (Horizontal lift)

X, M Uzerinde bir vektdr alani olsun.
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Xty = (dn,

H

(V))"l(Xnm) (3.8)

esitligi ile elde edilen X™E — TE dénisumi bir vektér alanidir. Bu vektér

alanina X in E ye horizontal lifti denir.

3.1.2. Teorem

VX, Y ex(M) ve fe C*(M) icin f'=for olmak Uzere;
(i) (X+Y)" = X" + Y"
(i) ()" = VX"
(i) X"( £y = (xp)Y

esitlikleri saglanir (Poor, 1981).

ispat

yeE olmak Uzere;

X+V)y =(dn | )X+ V)

= (@, | )7 Ky + Yay)

y

=@, | )7 ) @, | )7 (o)
=Xy +YHy

>X+Y)H =X +YH



(1861 'dood) Jip

(67¢) 10, A((A)) ¢ 1((K)) X - (M) X = £, X
2106 eJlefjeulpiooy jexo Siwuabiipul (A ‘x (N),x)
walod] ‘¢L'e

Jip
X)) = gy X e

A ,(3X) =
*(wo(3x)) =
X)) =

350 | ep) pep =

(A')ul

(A

50 | o)) ep =
(R0 . |'hep) =

(K D30 C P = £, 9,30

uX 3= (D=

A X, D=
&HX&AJ:

(%), | [ep)A)(woy) =
(“x(O)op) (| p) =

(©x), | ) = 4,009

Le
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ispat:
yeE olmak Uzere;

_~i .. .
Xy =X nmai olmak Gzere;

Hy, _ -1y .
Xty = (@7, | 7 x] 00

=X'| (dr

n(y) Iy

)7(8:)
Hy

=X’ (ai)H

n(y)

=X'| @i ~TRR(y))Y*3,)
= X' (n(y))d; - X' (YL (n(y))y "3,

bulunur.
3.2. E’nin Kesitlerinin Vertical Lifti:
3.2.1. Tanim (M Uzerinde bir fonksiyonun vertical lifti)

f: M — IR ye C* bir fonksiyon olsun. Bu durumda f'=for fonksiyonuna f nin E
ye vertical lifti denir.

3.2.2. Tanim (izdiigim (projection))

n. E — M, standart lifi F olan bir vektor demeti ve X ex(E) olsun. X ile M

tUzerinde = bagll (droX=Xom) bir X vektér alanina X nin izdisimi

(projection) denir.

3.2.1. Teorem

X ile n bagli olan Xex(M) vektdr alant tektir.
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ispat

domX=Q olsun. Bu durumda n(Q)cdomX dir. © demet projeksiyonu

oldugundan agik bir déntGsumdur. Yani n(Q) aciktir. X in n(Q) ye kisitlanmisgi

yeni bir vektér alanidir. Bu vektor alani tektir. Eger X ile = bagli olan bir
vektér alani Y ise n(Q) Uzerinde (X-Y)or=0 dir. O halde Vpenr(Q) igin
(X-Y)p=0 olup buradan X=Y bulunur.

3.2.2. Teorem

M Uzerindeki bUtin izdusUrulebilir (projectable) vektdr alanlarinin kimesi bir
Lie cebiridir.

3.2.3. Teorem

E Uzerindeki bir X vektdr alani M Gzerindeki bir X vektdr alani Gzerinde

projectabledir gerek ve yeter sart Vie C*(M) igin

(X (F9)) = (x(t)" (3.10)
dir.
ispat

Xex(M), X nin bir izdistum olsun.

XENY) =X, EXy)
=X, ((fom)(y))
= (dn|y(§"<y))f1
= Koyl
= (X)) (y)

™y)
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= XEV) = XE)Y

bufunur.

(X(£VY) = (X(£))" olsun.

X = (X',X*) oldugundan;

XN =X| ") +X*| 8,¢V)
’ ’ ! y (3.11)
=X'| 8,(£")
y y
X@ED" () =000
= (X'om)(y)(@; (D)) (3.12)

n(y)
= (X'om)(y); (F")]

Es. 3.11 ve Es. 3.12 Vf icin gecerli oldugundan ¢zel olarak X% ler icinde

gecerlidir. Buradan hipotez geredi X'(y)=(X'on)(y) oldugundan X

izdGsUrdlebilirdir.

m Eger E nin herbir y noktasi icin X, bir vertical vektor ise X vektér alani
vertical olarak adlandirilir. O halde X, eV|(E) dir. E Uzerinde bir vertical

vektdr alani M Uzerinde projectabledir ve projection sifirdir (Gancarcewicz
and Rahmani, 1989).

Asagidaki sonucu verebiliriz.

3.2.1. Sonug

X E Gzerinde bir vektor alani olsun. X 1n E Gizerinde bir vertical vektér alani

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart M Gzerindeki her f fonksiyonu igin
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olmasidir.
ispat

X ex(M) vertical vektér alani olsun.

(XENy) = (X* (93,], )(For)(y)
= dnf (X (y)8,] )],

= (X" ()], 8, )df]
=0

n(y)

dir.

Tersine X (fV) = 0 olsun.

XENE) = (X'(@, -Tpy*8,) + X*8, )(fom)(y)
=(X'(y)dn| (0,) - X (NTyy* dn 3,)+X* (v)dn|, (8,))f]
=XM1,
=X'(y)@.("))

n(y)

Hipotezden X' =0 bulunur. O halde X = X*8, oldugundan X vertical vektor

alanidir,
mE.y= 7" (r(y)) vektor uzayi oldugundan E nin her y noktast icin,

Yy VyE = Ty(Er(y) = Engy)
V=Vi5, =¥, (V)= Vip,|

n(y)

seklinde bir lineer izomorfizm tanimlayabiliriz.
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3.2.3. Tanim (E nin kesitlerinin vertical lifti)

S:M — E , E nin bir kesiti olsun. Yukarida tanimladigimiz izomorfizm yardimi

ile VyeE icin
S;’ =¥ (S,) (3.13)

seklinde tanimli vektér alanina S nin E ye vertical lifti denir (Gancarcewicz
and Rahmani, 1989).

S = S%. ve pi, p2, ps....pn adapte kesitler olmak Uzere E Uzerindeki
indirgenmis haritay! kullanirsak

sV = 8%, (3.14)
dir.

3.2.3. Teorem

Eger S, §' E nin kesitleri, f, g M Uzerinde fonksiyonlar ve fV=for olmak

Uzere;

() (S+8)=8"+gV
(ii) (fS)¥ = '8V
(iiiy V(@) =0

dir.
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V, 0, =Tio. +T028, (3.17)
Vs 8, =10 + T8 (3.18)

esitlikleri ile belirlidir.
Eger 3.3.1. teoreminin sartlarini saglattirirsak:

I“jik, I' lineer konneksiyonunun Christoffel sembolleri ve [}, i=1,2,3,....,n ;

a,p=1,2,3,...,N Es. 3.2 de tanimlandigi gibi olmak tzere;

Iy =T}, (3.19)
5 =@ + Tl - T )y, (3.20)
I, =0, (3.21)
Ty =Ty, (3.22)
Ii =0, (3.23)
™ =T (3.24)
I =0, (3.25)
T2 =0, (3.26)

dir.

ispat

8a=(pa)’ dir. Ayrica Es. 3.9 dan
(ai)H =0, - T3 y°5,
(1)

<
o
~
S
~—
jes)
1

5, (©; —rizyc6b)

i ”ﬁsa rigycﬁb
i =9, (ril:yc)be - rigycﬁﬁaab
i =%, (ri':yc)sb
-rizsa(yc)sb
i ~Tdy

&~

o5
&

Ba

8a

<1 0042 <N <@ <@
SIS

8,
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Vs 0, =170, +I,;8, ve 3.3.1. teoreminden,

ai’ )

6zsa @)" = F:iaj +(f‘fi -T;))3,

™ — b _ b
=>TI).=0 ve I, =I, bulunur.

(i) V5 8, =150, +158, =0 olusundan Ty, =0 ve Ty =0 dir. Cunki

(01,...,00,81,...,8n), Vyen(U) noktasinda bazdr.

(iif)

5, =V

G a»—r,*;y%bﬁ“
=V, 08, -Ty*Vs 3
_r'a +138,

a

ve

Vi =V a ()"

(a2
=(Va<p«)
=(Tip.)”
_I_‘HSL

:>F6 +T58 =TS8 dir.

a-ce 1a~c¢

(81,...,0n,51,...,8x), Vyer™ (U) noktasinda baz oldugundan
Il=0 ve T¢=IF dr

12

(iv)
ot @D =V ey (9= Ty 8y)
:V -rtybs, 05— Va, ~IyPs, ch 84

Air



:r.l.al+rd Tiy (r 0, +T38,)

'XJI

F i01 +Fij 8~ Ty’ rjasb

Fey*8a = Vo Tiey 8 =V o s TRy8,

0T y°8,
=0, (Tny" )84 + Ty V8, ~Tiny®Vs Tiysy
=8, (T5y° )8y + Ty Vo84 ~Tihy "8, Ty )3,

-~y Tey°V; 8,

=o;(T Ly )8d lbyb6 (r LY )5d ;LY Va 04
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=0Ty )84 ~ Ty T8, (v°)8, + Ty Tho, + Ty T8,

jcVa

=0, (I Y8~ Ty br 6d+r;cybri26b
=V 10" =138, +T{8, -y T}8, ~8,(Tiy* )8, +T;
—deTldS
=T}0, +T;/8, + TRl y"8, —0,(Ty*)3,
Vi (8" =(V,8)"
= (T30,)"

= rij (51)
= l—‘i_lial “Fi}rll:.ycsb

Es.3.27ve Es. 328den I} =T} ve I =(8,[%+ILIF -

ij ij 1™ je jeia

3.3.1. Teoreminin ispati

r“ 8,
(3.27)

(3.28)

I0e)y® bulunur.

Teoremin (i), (ii), (i) ve (iv) sartlarini saglayan E Gzerindeki V lineer

konneksiyonu tektir. CUnki 3.3.1. lemma ya gére V

nin Christoffel

sembolleri M Gzerinde verilen lineer konneksiyon tarafindan tek olarak tayin

edilir. O halde sadece V nin varligini ispatlamamiz yeterlidir.
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(U, ), M Uzerinde bir harita olsun. E[U Uzerinde indirgenmis haritaya gore
Christoffel sembolleri Es. 3.19 dan Es. 3.26 ya kadar olan esitlikleriyle verilen

V  lineer konneksiyonunu tanimlayabiliriz. E[U GUzerine bu V lineer

konneksiyonu i,j=1,...,n ve a,p=1,....N igin,

Vi @) = (V500"

@ooH (pa)v = (Vaipa)va
o H (3.29)
V(pa)v (al) =0a

<1

~ v _
V(pu)v (pﬁ) _09
dir.

U Gzerindeki batun X, Y vektér alanlari ve E|U nun batun S, S’ kesitleri icin

Vo Y'=(V ),
V. xS¥ =(VS)Y, (3.30)
%svx“ =§SVS'V =0

oldugu kolayca gésterilebilir.

vX, Yex(U) ve S, § E\U nun kesitleri olsun. X ve Y nin (U, X) haritasina

gbre koordinatlarini
X=X'a, Y=Yig

ile S ve §' nin E deki indirgenmis haritaya gére koordinatlarini S=S°p, ,

S'=8'"py ile gosterirsek 3.1.2. teoremi ve 3.2.3. teoremine gére;
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XH — (Xi)V(ai)H, YH — (YI)V(aJ)H, SV — (Sa)V(pa)V’ SIV — (Stb)V(pb)V
dir. Es. 3.29 u kullanirsak;

VY =V o a(Y)'@)"
o (YD (@)

= (XY (@) (YD @) +(Y)'V

xHY )
=(X)'V
0yt @)
=XHY (@, Y)Y (@) +(Y) (V8™
=(X)'(6,(Y)2; +Y'V,0))"
=(X'(0,(Y)3; +YV,8))"
=(VY)"
VS =V o n 897 (02)
=(X)'V w89 ()"
=(XD(@)" S (0) +8)V ;1 (P
=(XHV (@S ()" + 8 (V4000 ")
= (X'(3,(8" )P, +S5'V5,0.))"
=(VxS)"
VX = 6(S")"(pa)
=)'V, v &XHYE@)"
=) (P (XN @) +(XHTV v (0)")
=S¥ (6. (X)) (@)™
=0
V.sV=V

v(XHY ()"

sV 8 (0y)
=)'V, v ()"
=8 (P) ™) (Py) 8"V (o))

=(8,)"(8.(8™) " (py)")
=0

bulunur.
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Eger (U, X) ve (U',x"") M uzerinde iki harita ise E| ve E|, Uzerinde

sirasiyla V ve V' lineer konneksiyonlarini tanimlayabiliriz. Es. 3.30 dan

UNU' Gzerinde bitun X, Y vektér alanlari ve E‘ :(EIU)H(E|U,) nun

unu’

butin S, S’ kesitleri igin;

VY =(0)! =V, YF,

VuS' =(Vy8) =V,8Y,
V. x"=V X" =0,
V.S =V,ST =0

yazabiliriz. Bu nedenle 3.3.1. lemmadan E‘UﬂU’ tzerinde V ve V' lineer

~

konneksiyonlari ¢akisir. M Uzerinde bir atlas kullanarak E Uzerinde V

lineer konneksiyonunu tanimlayabiliriz. Bu V lineer konneksiyonu 3.3.1.

teoreminin sartlarini saglar ve teoremin ispati yapilmig olur.
3.3.1.Tanim (M den E ye ' nin horizontal lifti)

3.3.1. teoreminin (i), (i), (iii) ve (iv) sartlarini sadlayan E Uzerindeki lineer
konneksiyona M den E ye I' nin horizontal lifti denir (Gancarcewicz and
Rahmani, 1989).

Asagidaki iki sonug, 3.3.1. teoreminin dnemli agikar sonuglaridir.

3.3.1. Sonug

Eger V, M Uzerinde bir lineer konneksiyon ise TM Uzerinde asagidaki sartlari

sadlayacak sekilde bir ve yalniz bir V lineer konneksiyonu vardir. M

Gzerindeki bUtin X, Y vektdr alanlar igin
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DV . Y" =(V,.Y)"

X

iiﬁxﬂyv = (VY)Y

i)V ., Y" =0
i)V .YV =0

dir. Burada X", V ya gére TM ye X in horizontal liftidir (Yano and Ishihara,
1967).

3.3.2. Sonug

Eger V, M Uzerinde bir lineer konneksiyon ise TM (zerinde asagidaki

sartlari saglayacak sekilde bir ve yalniz bir V lineer konneksiyonu vardir. M

Gzerindeki butin X, Y vektér alanlari ve batin ¢, o 1-formlari icin;

DV . YH =V,
i)V a0" = (V)"
iii)6¢VYH =0

1v) V~7¢vcov =0

dir. Burada X", V ya gére TM ye X in horizontal liftidir (Yano and Patterson,
1967).

Simdi torsiyon tensérli ve lineer c¢atilarin asli lif demeti LM ile birlesik
(E,n,M,F) vektér demetine V lineer konneksiyonunun horizontal liftinin egrilik

tensdru Uzerinde duracagiz.
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3.3.2. Teorem

Lokal koordinatlari kullanarak, M Gzerinde her X vektér alani ve E nin S, §'

kesitleri igin
X", 8Y] = (VxY)Y (3.31)
S, 8'V]1=0 (3.32)
dir.
ispat

feC® olmak Uzere;

[x* sV} = X" (8¥ () -8¥ (X" (F))
= X(3, ~Ty*8,)(S"3, (£)) - (878,)(X (8, (£) ~ T y*3, ()
= X'8,(S*)8, (£) + X'S'0,(3, () - X'T2y"8,(S*)8, (£)
~XTSy"$*3, (3, () - $°X'8, (8, (E) + §*X'8, (T2)y*8, (f)
+SXTES, ()3, (£) + S XTLy*3, (3, (F))
= X'8,(S*)8, (£) - X'T2y"8,(S*)5, (F) +S* X'TE8, (f)
=X {6,(5°)8, ~T2y*8,(S*)8, +S°T25, Jf)

= [X%,8V]= X fi(58, ~TDy*5, ()3, +S'TL,
(Vx9)¥ =X'((6,)"8%, +$*(V4p.)")
= X (8 ~T2y"8,)8°8, +S*(Tapa)")

=X’ {(ai ($*)8, —~Tiny®8,(S")8, +S°T}28,

O halde
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XM, 8Y] = (vxY)Y
dir.

Al I CAR () BT M ()
_ 5, (S5, (f)) - S5, (S°5, (F)
= %5, (S5, (F) + S°S™5, (5, ()) — %5, (S*)5, (£) - S"*S*5., (5, (F))
=0

= [SV,S’V]: 0
bulunur.

m R, V lineer konneksiyonun egrilik déntisumi olmak Gzere X" YM-[X Y]

farkini (R(X,Y))° ile gdsterelim. Burada;

[XH,YH]:XH(YH)—YH(XH)
= X0, ~Tay 8, (Y2 (0; - Ty 84)) - Y (8; - Tty 84 )(X' (8 ~Ty*8y))
= X'6;(Y)8; - X'0;(T1)y 8, + Y X Ty Ty®s, - YI8,(X'),
+YIX'0;(I)y*d, - Y'X' Ty TRd,

(X, YT = (X(V) - Y(X))*
=(X'0;(Y")9; - Y'0,(X")3,)"
=X'8,(Y)9; - X'8;(Y)Iy's, - YI8;(X")8; - YI&;(X")y*s

Bu durumda

R(X, ) =X'8,(T},)y8, + YX Ty Ty8, + YIX'a,(I, )y*s,

o (3.33)
~YIXTLy 18, + X'a,(Y)ILy"8, + Y90,(X' )T y*s

dir. Yani (R(X,Y))° bir vertical vektér alanidir.
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3.3.3. Teorem

E, LM ile birlesik vektér demeti ve V, M Uzerinde lineer konneksiyon olsun.

Eger V, E de V nin horizontal liti ve V nin torsiyon tenséri T ise M

Uizerinde btun X, Y vektor alanlart ve E nin batlin S, S’ kesitleri icin T, V nin

torsiyon tensért olmak tzere;

TXP, Y™ = (T(X, ) - (R(X, Y))°,

T, sY)=T(".8V)=0
dir.
ispat:
3.3.1. teoremini ve Es. 3.31, Es. 3.32 yi kullanirsak;

T(X“,YH)=€7XHYH -V u X" —[XH,YH]
= (V) - (70" - Y - (YT YT
= (TX YY) - RX, Y))°
TX",8%)=¥ 8" -9, X" - [x* 5]
:(sz)v _(sz)v
=0

T(SV ,S,V) — gsvslv . §S'V8V _ [SV’SIV]
=0

bulunur.

V nin egrilik tensérinl hesaplamadan énce teoremi verelim.
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3.3.4. Teorem

Lokal koordinatlar kullanilirsa; X, Y, Z M Uzerinde vektér alanlari, S, E nin

kesiti ve R , M Uzerinde verilmis V lineer konneksiyonunun egrilik tensérl

olmak Uzere,
v o_
(R(X’Y»OS =0 (3.34)
~ Ho
V(R(m))oz =0 (3.35)
dir.
ispat
Es. 3.30 ve Es. 3.33 den
~ i
Ve =0
\% oZH =0
(RX, YY)

dir.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

3.3.5. Teorem

Eger V, LM ile birlesik bir E vektér demetinde M Uzerinde verilmis lineer

konneksiyonun horizontal lifti ve V nin edrilik tensoru R ise, M Uzerindeki
butin X, Y, Z vektér alanlari ve E nin bitln S, S’ kesitleri igin, V nin egrilik

déntsumi R(X, Y) olmak Gzere;
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RxH,YMz! = (R(X, Y)Z)",
RxH,YHsY = R(X,Y)S)",
Rx® sV)=o,
R(SY,8V)=0

dir.

ispat:

3.3.1. teoremini ve Es. 3.34, Es. 3.35 i kullanirsak; M Uzerinde bltin X, Y, Z

vektor alanlar ve E ninbttin S, S', S” kesitleri icin

ROCFLYNZ! =V, (VinZ) =V (V2 =V 2
= (Vx (Vv 2)" = (Vy (VxZ)™ =V yrl o gy p 2
= (Vx(Vy 2" =V (VD)™ = Vi 2" = Vi pa e oo 2
= (Vx(VyZ)" = (Vy (Vi)™ = (Vx1D" =V oo Z°

= (R(X,Y)Z)"

RXM,YM)SY =V (V. uS)-V (%XHS")—ﬁ[XH,YH]SV
= Vx (VxS = (Vx (V)" = Vi il gprapvpS”
= (Vx(VyS)" = (Ve (VxS =V 8" = Vi yul 1y S
= (Vx(VyS)' = (Vy (Vx9)" ~(VixyS)' -V s*

(RX,Y))°
= R(X,Y)S)"

ROCLSDY! =V (Vo Y =V (Vi Y =V ]
g H & H
==V (V)" =V o v Y

=0
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R, SV8Y =V 0 (V™) -V (V1 S™) = Vi o )
SIV
v

=V (Vx$)" -V
=0

Vx8)

RESY,SVIX =V (VX)) -V 0 (Vo X = Vigy o X°

=0

:R’(SV’SIV )SﬂV — 68\, (gs’v SIIV ) _ esw (esvsﬂv)_ 6[8\;’8,\/]5”\/
=0

dir.

3.3.6. Teorem

vV, LM ile birlesik bir E vektér demetinde V lineer konneksiyonunun

horizontal lifti olsun. V lineer konneksiyonu torsiyonsuz olabilmesi igin gerek
ve yeter sart, T torsiyonunun M Uzerindeki butun X, Y vektér alanlari igin sifir

olmasidir (Gancarcewicz and Rahmani, 1989).
ispat

TX™, Y") = (TX, V)" -R(X, Y))°
0= (T(X, Y)! - (R(X,Y))°

= (T, Y)" = RXY)°

dir. VyEnHy={0} oldugundan

T(X,Y)=0

bulunur.
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3.3.7. Teorem

V., LM ile birlesik bir E vektér demetinde V lineer konneksiyonunun

horizontal lifti olsun. V lineer konneksiyonun flat (R =0) olabilmesi icin gerek
ve yeter sart V nin R egrilik tensérintn M Gzerinde bitin X, Y vektér alanlari
icin sifir olmasidir (Gancarcewicz and Rahmani, 1989).

ispat

3.3.5. teoreminden,

RX®, yHzH = R(X, Y)2)",

oldugundan R=0 dr.
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4.SONUG VE ONERILER

M Gzerinde tamimh vektér alanlari ve kesitlerin liftierinin tanimlanmasiyla M
nin geometrisine esas teskil eden egrilik ve torsiyon tensér alanlari ve
buniarin liftleri ile aralarindaki bagintilar elde edilmis ve bdylece total uzayin
geometrisi ile taban uzayin geometrisi arasinda bir iligki kurulmustur. 3.3.6.
teoremi ve 3.3.7. teoremi esas olarak bunu ifade etmektedir.

M Uzerinde tanimli diferensiyellenebilir elemanlarin E total uzayina diger
liftlerinin olup olmadidi bir arastirma konusudur. Ormegin, TM dekine benzer
olarak vektdr alanlarinin ve kesitlerinin complete liftlerinde tanimlanabilmesi

umulmaktadir.

Bu konuda da ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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