KARADENIZ TEKNIiK UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

LINEER DENKLEM SISTEMLERININ ASIMPTOTIK SERI COZUMLERI

YUKSEK LiSANS TEZIi

Esma CEVIK

HAZIRAN 2024

TRABZON



KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

LINEER DENKLEM SiSTEMLERININ ASIMPTOTIK SERi COZUMLERI

Esma CEVIK

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
"YUKSEK LISANS (MATEMATIK)"
Unvam Verilmesi I¢cin Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 02 /05 /2024
Tezin Savunma Tarihi :04/06 /2024

Tez Damismam : Prof. Dr. Haskiz COSKUN

Trabzon 2024



ONSOZ

Bu ¢alismanin gerceklesmesinde, engin bilgi ve birikimleriyle yoluma 1s1k tutan, hayata
farkli bir pencereden bakmami saglayan, ii¢ y1l boyunca beni destekleyip, zora diistiigiim
anlarda elimden tutup bana cesaret veren, 6grencisi olmaktan daima gurur duyacagim ve
ornek alacagim; benim igin yeri ve degeri kelimelerle ifade edilemeyecek olan biricik
danisman hocam Prof. Dr. Haskiz COSKUN’ a sonsuz siikranlarimi sunar ve tesekkiir

ederim.

Ayrica basta Prof. Dr. Erhan COSKUN hocam olmak iizere, derslerini aldigim

Matematik Boliimii hocalarima tesekkiir ederim.

Son olarak hayatimin her aninda yardimini esirgemeyerek, aldigim kararlar1 her
zaman destekleyen, beni cesaretlendirerek bu yolda yiirimemi kolaylastiran canim esim

Ahmet CEVIK’ e ve biricik aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Esma CEVIK

Trabzon 2024

III



TEZ ETiK BEYANNAMESI

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Lineer Denklem Sistemlerinin Asimptotik Seri
Coziimleri” baslikli bu c¢alismayr bastan sona kadar danismanim Prof. Dr. Haskiz
COSKUN‘un sorumlulugunda tamamladigimi, verileri/ornekleri kendim topladigimi,
deneyleri/analizleri ilgili laboratuvarlarda yaptigimi/yaptirdigimi, baska kaynaklardan
aldigim bilgileri metinde ve kaynakcada eksiksiz olarak gosterdigimi, ¢aligma siirecinde
bilimsel arastirma ve etik kurallara uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi

durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ettigimi beyan ederim. 04/06/2024

Esma CEVIK

IV



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ ...ttt ettt bbbttt I
TEZ ETIK BEYANNAMESI .....coiiiiiiiieecicee ettt v
ICINDEKILER ..ottt ettt sttt asa ettt s st s s \Y
(O )20 S PR UPPRROPPPRP VI
N 1Y 01 AN 2 2SR USRPPPRR VII
SEMBOLLER DIZINT ...ttt VIII
1. GENEL BILGILER ..ottt 1
0 R € 5§ 1RSSR 1
2.YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME........cccccecsisiieeeeeeeeiennn, 5
2.1, ASIMPLOtIK COZUMICT ....o.vevinieiiieiiieisieeee e saens 5
22. X'= (Zl‘:’:OAkZ_k)X Denklem Sisteminin COZUMT ...........ccoevevierieieicecece e 6
2.3, ASTMPLOTIK SETT..cuiiiiiiiiieieiiirieie ettt 17
24. X' = (ToAxz ¥*T)X Denklem Sisteminin COZUMI .......cvveuvverrreerrriierrieeriee 36
2.5. Katsay1 Matrisinin Ozel Parametre Igermesi Durtimu ..........ccocoeveeverevneevereenrsnienns 58
2.6. X' = (TE_o A ®1)X Denklem Sisteminin COZUMIL .....veourrereerrerrreserisenrerees 59

3. SONUGCLAR ..ottt ettt sttt b e b enb e be e beene e 84
4. ONERILER ...ttt 87
5. KAYNAKLAR L.ttt e e et e e e et e e e e e nae e e e e ensraneeans 88

OZGECMIS



Yiiksek Lisans Tezi

OZET

LINEER DENKLEM SiSTEMLERININ ASIMPTOTIK SERI COZUMLERI

Esma CEVIK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Haskiz COSKUN
2024, 88 Sayfa

Bu ¢alismada;
X' =A(2)X

sisteminin asimptotik seri ¢oziimleri incelenmistir. A(z) matrisinin ti¢ farkli durumu dikkate

almmustir. 11k olarak;

A(z) = ¥ Ax (2)z7K,

z’nin negatif kuvvetlerini iceren katsay1 matrisi, daha genel olarak;

A(z) = ¥ Ax (2)z7 KT,

ve son olarak;

Az, 1) = Yo Ax ()p

hem bagimsiz degisken hem de p parametresini igeren formu goz 6niinde bulundurulmustur.
Elde edilen sonuglar, bagimsiz degiskenin artan degerleri i¢in ¢oziimlerle ilgili bilgi

icerdiginden elde edilen ¢oziimlerin yakinsakligi da incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Denklem Sistemleri, Asimptotik Coziimleri.
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Master Thesis
SUMMARY

ASYMPTOTIC SERIES SOLUTIONS OF LINEAR EQUATIONS SYSTEMS
Esma CEVIK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Haskiz COSKUN
2024, 88 Pages

In this thesis, asymptotic series solutions fort he systems of the form;

X' = A(z)X

are optained. Three different choices for A(z) are considered. The first one is;

A(z) = Xilo Ax (2275,
which includes powers of z. The second one is more general form;
A(2) = LiZo Ak (@27,
and finally the matrix A depends on both independent variable z and a parameter u that is
Az W) = XiLo Ax @u™,

Since the resultant series yield information about the solution for large values of the
independent variable, the convergence of the solutions are also analyzed.

Keywords: Linear Equation Systems, Asymtotic Solutions.
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1. GENELBILGILER

1.1. Giris

Genel olarak;
X' = A(2)X (1.1)
X(Zo) = XO (12)

sisteminde A(z) matrisinin analitik katsayilara sahip olmasi durumunda z, € R olmak

uzere,

A@ = ) Az —2)* (1.3)
k=0

seklinde yazilabilir. Genelligi bozmadan koordinat ekseninin 6telenmesi sonucu zy, = 0

almabilir. (1.3) esitliginin (1.1) de yerine yazilmasi sonucunda;

X' = A zk>X (1.4)
(2

elde edilir. (1.4) esitligini saglayan bir seri ¢éziimii;

X = Z Cpzk (1.5)
k=0



seklinde arastirilabilir. Burada Cy lar belirlenecek olan sabit katsayilardir. Cy katsayilarinin
belirlenmesi igin, (1.5) ile verilen X degerinin (1.4) de yerine yazilmasiyla ve benzer

kuvvetli terimlerin katsayilarinin esitlenmesi sonucunda;
X(O) = CO = XO

C1 = ApCy = ApXp

1 1
C, = 5 (AoCy +A1Cp) = 5 (Ao + A))X,

1 1 1 1 1
C; = §(A0C2 + A1C1 + AyC) = 8A03 + gAOAl + §A1AO + §A2)X0

elde edilir.

Ornek 1.1:
y'+@z-1y' +y=0
y(@ =1 y'(0)=0

denklemini sisteme doniistiirerek x, = 0 noktasindaki seri ¢oziimiiniin sifirdan farkl: ilk

dort terimini bulumuz.

Coziim:

X1=y , X2 =Yy = X1 Ty =X

= X' =y'=0-2)y-y=0-2)x; — %4

sistemi elde edilir. Burada,

A, = (_01 }) . A = (8 _01) dir.



X' = (i A(k)zk> X = [(_01 1) + (g _01) z] X sistemi i¢in

seklinde ¢6zlim arastiralim. X in bu degeri son esitlikte yerine yazilirsa;
(Cy + 2Cyz + 3C3z2 + 4C,z3 + -++)
= (AO + A1Z + A2Z2 + A3Z3 + )(CO + C]_Z + szz + C3Z3 + .-

Cl = AOC0 = AOXO )
1
C; = E(A0C1 + A,Co),

1
C3 == g(AOCZ +A1C1 + AzCo) )

1
C4_ == Z (A0C3 + A3C0 + A1C2 + A2C1)
elde edilir.

oldugu dikkate alinirsa;

(5 DE)C )=+ 0)=(2)



=t D) ()= 62)+(5))=(02)
4\ -1 V0 1, 0 -1\~1/, 4\\3/, /2 1,
katsayilar1 elde edilir ve denklemin bir ¢6zlimii asagidaki gibi olur.
-1 1
1 0 / 2) 2 ( / 12> 3
X= + z+ z° + z° +
)+ (e (Lr2)7 (1

Yukaridaki drnekte goriildiigii iizere z nin sonlu degeri i¢in (z, = 0) seri ¢oziimleri

kullanilarak belirli sayida terim hesaplanabilir. Bu tiir ¢dzliimler z nin pozitif kuvvetlerini

icerdiginden ancak z nin kiigiik degerleri i¢in anlamlidir. Bu nedenle,
y' = e'lzy (1.6)

seklindeki bir denklem i¢in kullanigh degildir.



2.  YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

2.1. Asimptotik Coziimler

Yukarida verilen ¢ézlimler z nin pozitif kuvvetli terimlerini i¢erdiginden sadece z nin
kiiciik degerleri i¢in anlamlidir. z nin biiyliyen degerleri i¢in (z — o0) farkli yaklasimlar

belirlenmelidir. Ornegin;

y' = e/ zy seklindeki bir denklemin ¢6ziimiiniin bulunabilmesi i¢in mevcut yaklagim

uygulanabilir degildir. Bu denklemin ¢6ziimii elementer fonksiyonlara bagl ifade edilemez.
Eger denklemin z — oo i¢in ¢oziimii arastirilmak istenirse e'/z fonksiyonu i nin

terimlerini i¢ceren seri acilimi kullanilarak;

’—(1+1+1+1+ )
y = 7 2722 673 y

yazilir. Daha genel olarak,

C2  C3 €4
y’=(c1+;+z—2+z—3+---)y

i¢cin

C C C
== (c1+—2+—2+—§+---)dz
y z 7? z

iki tarafin integrali alinirsa;

C
Iny = ¢;z + ¢,lnz R Co
zZ

ve denklem e lizerinde yazilirsa;



— dOeCllZCZ (1 _C_3+li_ ...) ’(eCO = dO) (2.1)

elde edilir.
Sonsuz terim igeren bu seri formu ¢oziimlerin z — oo i¢in nasil davrandigini

(¢coziimlerin yakinsak olup olmadigini) belirler. Benzer diisiince sistemlere de uygulanabilir.

2.2. X' = ( Akz‘k>X Denklem Sisteminin Coziimii
k=0

Bu tiir sistemler;

X' = (Z Akz‘k> X (2.2)

formundadir, yani;

A, A, A
Ly2423 )x (2.3)

X’=(A t— =t —
00 7 " z2 7 43

seklindedir. (1.6) denkleminin (2.1) ile verilen ¢ziimiine benzer olarak (2.3) sistemi i¢in

X= e}‘zz”Z Cz K (2.4)
k=0



seklinde ¢Oziim arastirilir. A, p uyum sabiti ve Cy sabitleri belirlenir. Bu ¢ozlimleri elde
edebilmek icin, (2.4) denklemi (2.3) de yerine yazilirsa ve benzer terimlerin katsayilari

esitlenirse;

Z Az <e7‘ZZFl Z Ckz_k>
k=0 k=0

[o.0] [0/0) [o.0]
_ 2 _ ke
= )\e"zz”z Cz K+ —er?zl Y Cz K —er?zt ) kCpz7K?
z
k=0 i=o =0

olur. Buradan;

ve dolayisiyla;

(Ag —ADCy = pCy — A1Cy
(Ap—ADC; = (u—1C; —AzCo —A4Cy

\ (2.5)
k-1

(AO - }\I)Ck = (|.l —k+ 1)Ck—1 - Ak_ICI, k= 2,3
1=0 J

bulunur.

Ancak Cy larin bulunabilmesi i¢cin A, matrisinin 6zdegerlerinin farkli olmasi
gerekmektedir. A, matrisinin 6zdegerlerinin ¢akisik olmasi durumunda uygun doniisiimler

kullanilarak doniistiiriilmiis sistem igin farkli 6zdegerlere sahip A,* matrisi kullanilir.



Ornek 2.1;

,_f[0 1y,10 oy,1c0 o0 ]
X _[(0 D+l V(G )
denkleminin lineer bagimsiz seri ¢oziimlerini bulunuz ve 2z — oo i¢in yakinsakligini

arastiriniz.

Coziim:

I I FP S O

Oncelikle A, matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

a-ai=|(g )= =17 )l=0

A=2-0)=0 = A =0, A, =-2.

Ozdegerler birbirinden farkli oldugundan

[ee]
X = e“zuz Cez K
k=0

seklinde ¢6zlim arastiralim.
A1 = 0 igin,

_ 0 1 _
I(Ay — M|Cy =0 = (o )G =0,

a
Co = (b) olarak alinirsa;

0 )E)=0 = b=0,G@keyf)

elde edilir.

Ohalde Co=(5)= a((l)) dir.

(Ag —ADC; = pCy — A1Cy esitligi kullanilirsa;



(e =a=ac=((5 D=0 D))

olur. C; = (;1) olarak segilirse:
(o )G =2()

y1 =ap X :
gm0 ) 2 wn=0, u=0 = ¢=(3), Cukeyf)

elde edilir. C, yi bulmak i¢in; (2.5) esitligini kullanalim.
(6 De=-cv)-(5 )G-6 D)
=)~ (2 )
= (8 _12) C, = ()2(;) bulunur. C, = (;z) olarak alinirsa,
Y2 = —X1

—2y, = 2a } S Y, =—X, X, =a > Cl:(g)

C, = (fza) (x5 keyfi)

Yine (2.5) esitliginden,;

(6 De-2(%)-(5 00)-6 DE)=-5)-C)-(C)

> (8 —12) Cs = (Za ;22);2+ a) = (_52;(2) ’

X
elde edilir. C; = (yz) icin,
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Y3 = —2X; } 5 5

30 +5( )+

-1

lineer bagimsiz bir ¢oziimii elde edilmis olur. Diger lineer bagimsiz ¢oziimii elde etmek igin;

A, = —2 dzdegeri i¢in,

I(Ag—AM|Co=0 = (g é)cozo . Go=(})

(g é)(g)=0 > 2a+b=0,b=-2a

Co = (—;a) =a (_12) (a keyfi) olarak bulunur.

(2.5) esitligi kullanilirsa;

G oo =w=ma=((5 )= 9)a()

=(E u21)a(_12):a(—2$+2)
—2u+2=0 = 2u=2 =u=1

X
elde edilir. C; = (yi) olarak alinir ve elde edilen p degeri bir dnceki esitlikte yerine

yazilirsa;

(6 oG =2(21+2)
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Xq

a— 2x1) , (x4 keyfi) olur.

2X1+Y1=a$ y1=a—2X1 = C1=(

Benzer sekilde (2.5) esitligi kullanilirsa;

(6 0@=0-DG-2)-(5 ()6 Da-2x)
- (_3a) B (a —02x1> - (Za — :+ 2x1)

2 1 _ 0
= (O 0) C, = (a + 2X1>
elde edilir ve dolayisiyla;

a
a+2x,=0 = 2xy=—-a = Xl:_E

X
elde edilir. C, = (yz) icin,

0

(g (1)) Ci) = <a +2(- %))
Y, +2x, =0 = y, =-2x, = (= (—);sz) (x, keyfi)

(2.5) esitliginden;
G S0 (Ca) - D)6 D)
=(2)-Da-(5,)

= ((2) (1)) Cs = (2x2 —_;( Y 2x2) = (4x_2X—2 2)

a
4X2_a:0$ 4X2:a ﬁXZZZ
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AN

X = C1X1 + C2X2

O30 e(5)+

-1

Cozimiinden gorildigi tizere lim X(z) yakinsaktir.
Z—>00

Problem 2.1: zy" —(1+z)y'+2zy=0 denkleminin z - o0 igin asimptotik seri

¢Oziimlerini bulunuz.

Coziim:
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A, vektoriiniin 6zdegerleri;

ao-at=|( )= DI=1C 2=

1—+/3i 1++/3i
=5 AM1-D)+1=0 A?-2A4+1=0 = A= 5 » =
bulunur.
1—+/3i
}\1=
2
i¢in;
(—1+\/§i . \
a
I(Ag—ACo=0 = 2 Co = . =}

\ V. 1+2\/§i/

~1+3i )
> a+b=0 1_\/§1
= a=>b
1++/3i 2
—a+ b=20
2
a 1
= c0=(1—\/§ia>=a<1—\/§i> a keyfi
2 2

elde edilir. (2.5) esitligi kullanilirsa;

—1++/3i

1 0 '
2 L+ 3 C1=<<(L)l H)_(g (1))>a<1—2\/§1>

-1
2
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1 [
1 0 : _ i
:(O u_l)a<1—2\/§1>:a (u_1)< 1‘|2‘\/§1>

—1++/3i
(=

>X1 +yi=mua (2.6)

—X; + <1 " ﬁl) y1 =a(u—1) <_1+\/§1>

—1—/3i

(2.6) denklemi ( ) ile ¢arpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;

—1-+3i\ 1—+/3i
(F55)ma=ae-n(52)

—1-+/3i 1-+3i\ -1+4++3i
(593

_1—\/§i
)

il

olur. Bu p degeri (2.6) da yerine yazilirsa;

—1++/3i 1 —+/3i
(FF =)

1 —+/3i 1 —+/3i
ne (5% (15,

= C = < (1—2 31) X1X_1|_ (1—;/51) a) (2.7)
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Yine (2.5) esitligi kullanilirsa;

=
—1+\/§i ) <—1;\/§i>x1
2 —
Tl (1-30) (130
o)) (s,
X2\ . .
bulunur. C, = (Yz) i¢in,
(—1 ; \/§i) g\ = <—1 : \/§i> ‘47, 2.8)
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—3 ++/3i -3 +V3i\ _ 1+ /3i
o R e R e

(2.8) denklemi

=)

ile carpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;

—4+2V3i\  (3-+3i
S A

(—9—\/§i>
> x=a|l————

14

elde edilir. Be deger (2.7) de yerine yazilirsa;

ool o T \
(3

—9 —+/3i -9 — \/_1
)
130\ /5 -3\ | 1-3f1
(=)

elde edilir. Denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri;

X, = ae<

Fh ) ) ol

> (1 - 3\/§i>
14
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50)

1+\/§i> <1+\/§i> 1 1 14
X2=ae< 2 )\ 2 1++3i|+=
5 z| (14 3V3i
14

olur.

2.3. Asimptotik Seri

Tanim 2.1: Herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in

(0]

f(z) = 2 agz ™k

k=0
n-1
lim z" (f(z) — z az X = a, n=01,2..
Z—>00
k=0

saglantyorsa f(z) fonksiyonu asimptotik seriye sahiptir denir.

f(z):z » o
n-1
lim z" (f(z) — Z az ) =a,
i k=0
oldugunu gosterelim.

lim z" (f(z) — (ag + a;z7* + a,z72 + -+ + a,_,z 1)
Z—00

[0e]

a; 4
f(z) = E apz K=a — =4
(z) Kk o+ - +ZZ +
k=0
. a; a a; ap dp—1
llm n a — — o e — — — e
lim z7(ag +—+ S+ —(Q+—+ S+ + =)

a a
lim 2" [ + 4 - |

Z—00 zh Zzn+1
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dn+1 dp42
+ 2
Z

lim (arl +

Z—00

+...):an

Lemma.2.1:

(0]
X= e)‘ZZ“Z Crz K
k=0

bir asimptotiktir seri belirler.

Ispat:
Z—>00

n-1
lim z" (e 2z HX — Z ez ™ =C, n=0,1.
k=0

oldugunu gosterelim.

co
X= e}‘ZZ“Z Ciz K
k=0

oldugu g6z Oniine alinirsa;

o n-1
lim z" (e‘“z‘“e}‘zzuz Crz X — Z Crz™X)
Z—00
k=0 k=0

C, G, ¢, G, Ch-1
'[ll n +—+—+ 00— +—+—+ cco+
;Lanz (CO Z 72 (CO Z z2 )

Zn—l

Lim (€, + 252 4 22 4 ) =

Z— 00 z2

oldugu goriiliir.

2

Teorem 2.1. z — oo icin n2=mT , m=2k+1 , k={0,1,2..}

olmak iizere;
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denkleminin ¢6ziimleri sonlu sayida terim igerir.

Ispat: Oncelikle verilen ikinci mertebe denklemi sisteme doniistiirelim;

!

X1=Yy, X=Y = X TY =X
! 12} 1 4 mz m2
- Xy, =Y =—;y+ —1+m y=——X2+ _1+P X1
Buradan,
0 1 0 O
0 1 10 O 1
otz el 2 D )
(-1+2) -2 (_1 0) z(o —1) 2\ 0
sistemi elde edilir.
0 O
(0 1 _(0 O _
p=(2 o) o M= 21 AZ‘(‘“TZ 0)'
A, matrisinin 6zdegerleri hesaplanirsa;
(0 1y _ (A O\ _ |/~ 1) _
(Ao — Al = |(—1 0) (0 A)| B |(_1 _A)| =0
> A+1=0 = A2 =-1
= )\1 =i , Az = —1
oldugu goriiliir. A; # A, oldugundan
X = e“zuz Cez K
k=0
seklinde ¢6ziim aragtiralim.
A, =1iigin,
_ -i 1 _ _(a
(Ao—NIC=0 = (T _)G=0 , G=() abeRr
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gerekli islemler yapilirsa;

—ja+b=0

—a—isz} = ai=b = C():(a-)=a(}) a keyfi

ai
elde edilir. Benzer sekilde;

(Ao —ADCy = uC — A1C
- (0 Da=t-ae=((5 -0 5%):()
=0 wa1)2(D)=2(a")

esitligin her iki tarafi soldan (} 2) ile ¢arpilirsa;
G DG De=6 Dalut)

(1__11 iii> C1= a(ui+ti+i)

-i 1 _ H
(o o0& =2(ui+i) @29)
1
aui+i)=0 = 2ui+i=0 > 2u=-i = h=-5
oldugu goriiliir. Bulunan bu p degeri (2.9) de yerine yazilirsa;
1
—i 1 _ [ -= _ (%1
(o o)cl _a< 2) o b= (yl)
0
. 1 a L
:—1x1+y1=a(—§) ve yl——§+1X1 , G = _E-Hxl

bulunur.
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(2.5) esitligi kullanilirsa;

2 4 2
3 3
__Xl O 0 - Xl
= 2 am? | — . A=
3  3a i —X11+§ 3  3a am? a
_§X11+Z __Xll I__Ll. Xll_z
=
3
(—i 1 ) C. = 2™
-1 -/ 1 a am?
Xt
e b .. b 1 0.
elde edilir. Esitligin her iki tarafi soldan (i 1) ile garpilirsa;
3
. —=Xq
1 0/—-i 1 _(1 0 2
(i 1)(—1 —i)CZ_(i 1) 1 _ a am?
Mt T
3
. __Xl
-1 1 _ 2
= ( 0 0) Q= 3 1 4 am? (2.10)
T T T
it 2 am? 0 iz am?
— —_—— = = —_— e —
Xl + 7 2 Xl =7 2
a1l m?\ ai (4m? — 1)
:> = — — e c— = — J—
=oi\a ") T
elde edilir ve bulunan bu deger C; de yerine yazilirsa;
ai ai
—(m?-1) —(m?-1)
C1 = 8 = 8
a ai a
— _ 2 _ —(-3—-4 2
> Tgm* =1 g( m*)

elde edilir.

. X2
Benzer sekilde C, = (yz) olsun,
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(2.10) esitliginde C, yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
. 3
—-i 1 _[—=x1
(0 0) C2 = ( 0 >

_ 3 3fai
> —1X2+y2=—§X1=—§ g(m -1)

) 3ai
= y2=1X2_E(m2_1)

bulunan y, degeri C, de yerine yazilirsa;

elde edilir.

(2.5) esitligini gdz Oniine alalim;

X2 0 O %(m—l)
o=y st ()
X2 16(m D 4 0 g(—3—m2)
X2
_(0 O)( 3ai )
— v, — —— 2 _
0 1/ \ix, 16(4m 1)
5
= c 1%_ —(anzi 5 1)—(. +3ai( 2 1)
dl R — —i —(m* —
— 2%yl + —— (m? — 1) g (M —1 *2 T 76

2 32
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5
_ i
B 5 15ai am?i 3ai
i a0 2 1) — 2 _ e I
2x21+ 32 (m*—-1) 32 (m* — 1) +ix, 16 (m*—1)

5 5
R R
i+ A o D5 —m =) \ =i+ (m? = 1)(9 = m?)
5 Xol + 55 (m m 5 X2l + 2o (m m
bulunur ve dolayisiyla
5
i 1\, _ 2%
el 5 .
0 i A m2 — 19— m?)
2°% 732

elde edilir. Esitligin her iki tarafi tekrar (} (1)) ile soldan ¢arpilirsa;

5
1 0y—i 1y, _(1 0 2
(1 1)(_1 _1) ’ (1 1) —%Xzi+§—;(m2_1)(9—m2)

5
. __XZ
( ! 1)C3 = 2
0 O 5 3 _+a1 2 _ 19 5
2 X2l= o X, 37 (m )(9 —m*)

5

ai
—4x,i + 3—2(m2 —1)(9 —m?)

ai
=  —4x,i +3—2(m2 -1 -m?)=0
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_ﬂ 2 _ _ 2
4x,i = 3 (m*—-1)(9 —m?)

_a(m?* - 1)(9 -m?)

Z X 128

ve elde edilen bu x, degeri C, de yerine yazilirsa;

a(m? — 1)(9 — m?) —(1-m?)(9 — m?)
= 128 _ 128
2 ailm* = 1)(9—m?) 3ai " —i(1 —m?) (=15 — m?)
128 e D 128

bulunur. Bulunan bu katsayilarin X de yerine yazilmasiyla denklemin lineer bagimsiz X; ve
X, ¢ozlimleri asagidaki gibi elde edilir. Bu ¢oziimlerin lineer kombinasyonu genel ¢oziimii

elde etmemizi saglar.

[ Pz _q —(1 - m?)(9 — m?)
X, = aeizz Vs | (1) L1 8 (m* = 1) N i/ | 128 \
Yo\ lsemy) \—1(1 — m?)(=15 —m?) /

8 128

—i(1 = m?)(9 — m?)(m? — 25)
L1 3072
z3| (1 -m?)(9 —m?)(m? + 35)

3072

+ -
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—(1-m?)(9 —m?)
— ap—iz, 71 1 1 __(m - 1) / 128
X, = ae 2z /2 [(—i) +;<1 ~ > \1(1 m?)(—15 — m?)

128
/i(l —m?)(9 — m?)(m? — 25)
1 3072 > ]

+ 2_3\(1 — m?)(9 — m?)(m? + 35)
3072

X= C1X1 + C2X2

i (m? - 1) —(1 - m?)(9 — m?)
3 . - [y L 8t 1 128
= ¢, (cosz + isinz)az / l(l) + E(l V.. m2)> + 72 (—i(l —m?)(=15 — m2)>

8 128
—i(1 —m?)(9 — m?)(m? — 25)
+i< 3072 ) N }
z3| (1 -m?)(9 —m?)(m? + 35)
3072
i —(1-m?)(9 —m?)
i 1[—gm* =D\ 4
+ c,(cosz — isinz)az /2 l(_ll) + E(l f_g B 2)) + 72 i(1— m2)1(2_815 _ m2)>
m 128

(1 = m?)(9 — m?)(m? + 35)
3072

i(1 —m?)(9 —m?)(m? — 25)
1
n Z_3< 3072 >

seklinde ifade edilir. Ozel olarak m=1 alinirsa;

HEE

1y 10
+ c,(cosz — isinz)az Ya [(_1) + ;(i)]
2

. . -1
X = ¢, (cosz + isinz)az /2
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. -1 . -1
c,(cosz + isinz)az /2 c,(cosz — isinz)az /2

+ -1 1
c,(cosz — isinz)az /2 (—i — Z)

-1 1
c,(cosz + isinz)az /2 (i — Z)

sonlu terimi elde edilir. m=1,3,5... degerleri i¢cinde sonlu terimlerin elde edilecegi goriiliir.

Teorem 2.2:

o Dy + 22 —n” 0
— C =
y- Ty 72 y
denkleminin seri ¢oziimlerinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul b > 0 olmasidir.

Ispat: Oncelikle verilen denklemi sisteme doniistiirelim:

—_ —_ ! il -
1=y X =y = X FY =X

4 { . 1/0 0
(e Bl 9ede (e )
Ay = (_Oc é) Ay (8 —Ob) A2 = (% g>

olarak elde edilir. A, matrisinin 6zdegerleri;

ao-a1=1(5 )= (G DI=ICE Sl=0

> MP+c=0 = A =-c

= }\1 = \/El B )\2 = —/ci
dir. Ozdegerler farkl1 oldugu igin;
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oo
X = e)‘zzuz Cez K
k=0

seklinde ¢Oziim arastiralim,

A, = +/ci alalim,

—A/ci a
(A —AlCo=0 = (‘/a ! )C():O . G=(,)

_\/El+a1:O

= —cai+a, =0 = a; =+/dia,
—ca—\/Eia1=0} ! !

Co = (\/glai) =a (\/151) a keyfi

(2.5) esitliginden;
(8 e)emor-mn=((§ 1)-G %))

=0 wrn)a(e) =2+ ova)

Esitligin her iki tarafi soldan (ﬁl 1) ile carpilirsa;
c i

<£i T)(ﬁ T)Clz(ﬁi i)a(\/zuiib\/z&

(c—c \/Ei—\/Ei>C =a<\/Eui+\/Eui+b\/Ei>
c—ci Vei+ve/ ! Vepi —Vep — bye
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( 0 0 )c _a< 2v/cpi + by/ci )
c(1—1i) Ve(+1/)™ ™ “\{epi — ve(u + b)
2+/cpia + bvcia= 0 = 2+/cpia = —b+/cia

b
= 2pi=-ib = u:—z

= —g cia+b\fa—b\/5a = —b\fa(i+ 1)
Ve(i+ Dy; = —c(1 —i)x; — bfa (i+1)

i+ 1Dy, = —Vc(1 —Dx, — %(i +1)

Ve —-1x; ba(i+1)
=705 26+ 1)

—c(=2i)x; ba . ba
=—5 7 Vau-3

X1
- o ()

(2.5) esitliginde p . Cy, C1, A1, A, degerleri yerine yazilirsa;

o) ) (2 (e

2



(-b—=2) - ba
Gy (_
“\(-b-2) - ba
Ve -

(—\/Ei 1

C, = —b—
—C —\/Ei) <—( b=2) + b) Veixg + ba

bulunur. Esitligin her iki tarafi soldan (

(& D w)e=(a

Vi <_b2_ 2) X, +

vei

—b—Z)Xl_(b—Z)

29

o
=
N———
I
(@)
»|
o

0
m - b%a
a) (—le\/Ei + T
acm? ~ b?a
1) =T+ buve -

2

Vi
Vei i

1

2

2

y (oo

(b—2) - ba
Vet oo T

(_bz_ 2) 1

1) .
ile carpilirsa;

bai iacm?® bZai
Vexy +——— ———

2 4

4

)
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_ ba; b acm?

) —2+/cix; + - (_E + 1) -

e _ bai/ b jacm?
7((—b—2)1—b+2)X1+7<—E+1)— 4

ise;

(c(lo— i) \/E(io+ 1)) C

bas b acm?
—2\/E1x1+—(—— 1)

+ —_——
2\ 2 4
B \/E(( b — 2)i b+2) +bai( b+1> jacm? (211)
2 ! T\ 4

ba; b acm?
o + (D4 1) -2

2 2

ba; b acm?
2\/EiX1 = 7(—5 + 1)

ba( b+1> acm?2
X =——|—=
YaaiN 2

v/cbai /b a\/Eim2
- 4c ( >+

bulunur ve dolayisiyla;

v/cbai /b a\/Eim2

(— - 1) +

= Cl = 4c 2 8
ba( b 1) acm? ba

4

+
2

8 2

oldugu goriiliir.

_ (X2 . . )
C, = (YZ) icin, (2.11) den;
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Ve bai/; b jacm?
c(1 = %, +Cli+ Dy, = ((-b =i = b +2)x, +7(—§+ 1) -=

esitligi elde edilir ve verilen esitlikte x; degeri yerine yazilirsa;

Ve _ Vcbai /b avcim’) bai/ b jacm?
i (225 )

1 bai(b 1)_l_iacm2 (b —2) b+2)+bai< b+1) iacm?
—2\2 2 8 : 2 \ 72 4

= Ve(i+ Dy,

= o(=1+ D)x, + (%(g— 1) +i;"1C:l )((—b— 2)i—b+2)

+bai( b+ ) iacm?
2 2 4

her iki tarafi vc(i + 1) ile bolersek;

2

Y2

_c(=1+1) 1 <bai (b > N jacm?

- D\ ) (-0-2i-b+2)

8

+L<__+1)_ﬂ
2Vci+ 1D\ 2 4/e(i+1)

= cix2+(1_2—ci)\/E<%<g—1)+iT6m )((—b—z)i—b+2)

Jeba(i+1)/ b (1 + i)vcam”
te— (a1 —

2c g8 \2 16

Y= (1-1ic <E (12) ) N jacm?

>((—b—2)i—b+2)



32

_Weba(i+1)/ b
B 4¢ ( 2

olarak tanmimlanirsa ;

C2 = (\/Eix;:fy + B)

olur.

(2.5) esitligi kullanilirsa;

(Ay —ADC; = (—g—z)cz—(éz 0)( 4c

1) a4+ i)v/cam”

8

ba( b+1)
4 2 8

(2.12)

+/cbai /b (E _ 1) N avecim’

acm28 ba _(8 _Ob)C2

2
. <_g B 2) — — aib\/EmZ b X aiC\/Em4
(—5—2)(\/Eixz+y+ﬁ) 16 (5_1>+ 32
- (—b(\/Eix3+ Y+ B))
—b—4
X2

2
aib/c em’

( b )(\/_1x2+y+[3)—

( ; 2) _ aicyem”

32

-b—-4

2

X2

+b(Vcix, + v+ B)

4
aicv/em

(b )(\/_1x2+y+[3)—a

2

1b\/_m (b—Z)_

32
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Ve 1

esitligin her iki tarafi soldan ( _ ) ile carpilirsa;
N

(c(10— ) \/E(io+ 1)) Cs =

aibycm” ( - 2> B aicyem”

{ﬁm Y+ (C) (Ve +y + ) — e

2 32
\\/El( Y, + 1(b - ) (Veix, +y +B) + abi/smz (b ~ 2) + ac£m4

gerekli islemler yapilir ve matrislerin birinci satirlari esitlenirse;

Vei(— 4)x2 (b )(\/—1X2 £y +p) _alb\/—m (b;Z) _aic?:/zzm4 _
:>\/_1(b+4)x2 ( b+4)\/_1x2—(b;4)(v+8)_aib1\/6€m2<b;2>_aic?z/zEm4

alb\/_m (b—2> aic\/Em4

4/cix, = (b )(Y B) — 5 32

Xy =

1 /b—4 alb\/Em2 b—2 aic\/Em4
4\/'< )(Y B~ e ( 2 >_128\/Ei

—+Jci/b—4 abm? /b —2\ acm*
- (5
C 2 64 2 128

elde edilir. (2.12) den;
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—+/ci /b — 4 abm? /b —2\ acm?
¢, 4c <T>(Y+B)_2 64 ( 2 )_142‘8
1/b—4 abycim /b —2\ acyVcim
\Z(T)(”B)_ 64 ( 2 >_ 128 TYTR
—+Jci/b—4 abm? /b —2\ acm*
4c (T)(Y+B)_ 64 ( 2 >_128

om0 =)

olur. Bulunan bu degerlerle denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri

[ {x/Ebi(b > c1m2\ ]
) s 1 o=
X, = aelVezz b/2|(.1)+— dc \2 8 +=C+ |
[1 c Z|b/ b cm?2 b zZ
\z(‘z+ )‘? ‘z/

X2=ae‘i‘/zzz_b/2< ! )+— e
—ivc VA b( b > cm? b z2

X = ¢;X; + ¢, X, elde edilir. Denklemin seri ¢dzlimlerinin yakinsak olmasi i¢in b nin pozitif

olmasi gerekliligi gdsterilmis olur.
Ayni1 problem i¢in;

SOIlllg 2.1: b=c=1 olarak ahrsa;
. 1 ) ZZ ]12

denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri;
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~(1 - m?)(9 - m?)

IR T VA G AN N 1 128
Xy = ac'’z /2 (i)+; 1 o] 22| =it - m?)(—15 - m?)
=(=3-m?)
8 128
/—i(l —m?)(9 — m?)(m? — 25)
L1 3072 N ]
z3 \ (1 —m?)(9 — m?)(m? + 35)
3072
[ i, ~(1-mH)(© —m?)
X _ae_izz—1/2|(1)+1 g(m* =D +1/ 128 \
2= [\-i/ "7\ 1 , 22 \1(1—m2)(—15—m2)
[ =(-3-m?)
8 128

i(1 = m?)(9 —m?)(m? — 25)
1 3072
z3\ (1 —m?)(9 — m?)(m? + 35)
3072

elde edilir. Bu sonuglarin teorem 2.1 deki ¢éziimlerle uyumlu oldugu gortiliir.

Sonug¢ 2.2: b=0 i¢in

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlert;

Y= (1—ie (E (0 ) N jacm?

2¢c g8 \2 16

> )((—0—2)1—0+2)

(1 — i)Vc [iacm? ,
= e <16 >(—21+2)

i+ 1)am?/c am?y/c
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_Nc0a(i+1)/ 0 (1+ i)\/Ealm2
P —("3*1) -5 —
B 1+ i)\/Eam2
=

_am*c (1+i)\/Eam2_ iv/cam”
-8 8 B 8

y+B

_\/Eim2 m” <1 sz)
) 1 1 1 16
X =ae“\/EZ|( ) )+— 8 b
z l —ivc) ' z cm? z2 | —iv/cm? - cm?
\ 8 / \ 16 8

elde edilir. ¢ > 0 olmasi durumunda her iki ¢6ziimiinde yakinsaktir.

2.4, X' = (Z Akz‘k”) X Denklem Sisteminin C6zimii
k=0

Lemma 2.2:

y’=zr(a0+%+2—;+---)y

denkleminin ¢6ziimii z — oo i¢in;
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oo
y = e(aozr+1+alzr+..-+arz)zpZ dkz—k
k=0
seklindedir.

ispat:

a; A Ar  Ary1  Argp )y
ZZ VA Zr+1 Zr+2

dy a; ap dr Ary1  Arg2
—_— r — — see — cee
—Z(aO+Z+Z2+ +Zr+Zr+1+Zr+2+ )y

?y =(zfagta;z" 1 +a,z" %2+ +a,+a 27 a2 %+ )dz

yazilir ve her iki tarafin integrali alinirsa;

dp a; _1 A2 dry2  Ary3
Iny =zt —— + 2" — 4+ 2" + -+ a,z+apqlnz — — + -4
y r+1 r r—1 r ! z 7?2
ifadesi elde edilir.
g a; ap ar
= b ) — = b ) = b ] y = b
r+1 0 r Lorop—1m 72 r—(r—-1) T

olarak almirsa;

Ar+2 _3ar+43
r+i .. ar+1 _— - +ee
y = eboz +b.z"+ +brz)e1nz e z 72 Co

eM?=1+A+ %AZ + %A3 + -+ acilmu kullanilirsa;

a a
y = eboz t14byz o tbrz) jaryy (1 _ TXH2 48 Co
VA z2
— oboz't14bzl+-4brz) arsq _ Ar+2 _ ar+3 - ...
y =e Z CO CO - CO Zz

aryq = W alnirsa;
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o8}
y = e(bozr+1+blzr+..-+brz)zpZ dkz—k
k=0

oldugu goriiliir. Benzer ¢oziimler belirli kosullarin saglanmasi durumunda sistemler i¢in

mevcuttur.

Teorem 2.3: A, matrisinin farkli 6zdegerlere sahip olmasi1 durumunda

X' = (Z Akz‘k”) X (2.13)

k=0

denklem sisteminin ¢ézlimleri
co
X = e(a0z" +a1z"+-+arz) z Ckz_k+“
k=0

seklindedir.

ispat:

X' = <Z AkZ—k+r>X

k=0

Al AZ Ar Ar+1 Ar+2
X'=Zr<Ao+?+Z—2+"'+F+Zr+1 T2 >X

sistemini ele alalim.

dX
dz

(A +ﬁ+&+-~+ + +
Z 0 7 72 7 ZT+1 ZT+2

A, A A
_: r+1 r+2+~--)X

dX r r-1 r-2 -1 -2
X - (z"Ag + Azt + Azt + AL+ Az F Azt 4 )dz

yazilir ve her iki tarafin integrali alinirsa;

Al AZ Ar+2 Ar+3
+z'—+ 72"t + 4+ Az + Aryqlnz — -
r+1 r r—1 r r+l

InX = z+1

T3>+ InCo

ifadesi elde edilir.
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B g Mg A2 _p A _p
r+1 0 r Lrr—q 20— (r—1) r
olarak alinirsa;
Aryz A
X = eBozr"’l+Blzr+~~~+Brz)elnzAr+1e_rTH_;TH+"‘CO
1 1
ef?=1+A+ ;AZ + ;A3 + +++ agtlimi kullanilirsa;
X = eBoz "1 +B1z ++Brz)  Arsq (1 _Ariz _ A_r;'3 - .. ) Co
VA Z
b eBozr"’l+Blzr+m+Brz)ZAr+1 (CO __ar42 G ar42-3 Co — )
Z
Ap;1 == p almirsa;
[o0]
r+1 ry.. =
X = e(aoz +az"+ +arz)z Cyz k+p
K=0
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Lemma 2.3:
(o]
r+1 ry.. —
X = e(aoz +az"+ +arz)z Cyz k+p
K=0
bir asimptotik seri ¢oziimiidiir.
Ispat:
(o]
r+1 ry.. —
X = e(aoz +az"+ +arz)z Cyz k+p
K=0
olarak tanimlanirsa:
n-1
. —(anz™ 14, 28 - _ _
lim zte~ (202" +ayz"+++arz) , —py _ Cyz k C,

Z—>00

k=0
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oldugunu gosterelim.
co n-1
lim z" (Z Cpz K — z Ckz"k>
i k=0 k=0

Cl CZ 1 2 Cn—1
=limz™Cn+—+—=+ o+ —(Cp + — + — + ---
lim 2°(Co + —+ Z 4= (Co+—+ F+ -+

. Cn+1 Cr1+2
=Zh_)r£1o(Cn+ - + 2 -|—~~)=Crl

boylece

co
X = e(a0z"* +a1z"+++arz) z Ckz_k+“
k=0

bir asimptotik seri ¢oziimiidiir.
Teorem 2.3 {in bir uygulamasi olarak asagidaki problemi g6z oniine alalim.

Problem 2.2: y" —zy = 0 denklemininz — oo i¢in asimptotik seri ¢6ziimlerini bulunuz

ve yakinsakligini arastiriniz.

Coziim:

— —_ ! —_ —_
X1=Y, X, =Yy = X1 =y =X
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ao-ul=|(3 )= D=1 Z)l=0

= A2 =0 = M=2A=0

1
Xl = y —t X1’ = y’ = XZZZ
= 7 S Il v — 77>
X =22y = X =722 z 2y =17 22y —217 2y
1 1 3 1 1 1
e ZZXl —_—7 ZXZZZ = ZZX1 __XZZ_l
2 2
1
! 0 %
X=[1 1 X
ZZ —_X2
2
1
2=t = z=1t> = zl1=t2

2t2

1
X, = X,72
1 1
5 -1
XZ = ZZX1 - —Xzz
2
dx; dx;dz 1

_——_— — §2t:2t2
at - dzar et *2

dx, dx,dz 1
— =t —72x%, ——X,Z 12t = 2t%x, — x,t7!
dt  dz dt 17272 o
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0 2t?
X’:<2t2 j%) - (g —01)%+((2) g)tz] (214)

oldugundan, (2.14) ile verilen denklem sistemi (2.13) formundadir.

a-at=|G o) RI=1G Sl=0

= M—4=0 = N=4

> M=2, A, =-2 olur. Teorem 2.3 den
X = e(a0t3+a1t2+a2t)tu2 th—k (2.15)
k=0

seklinde ¢6zlim arastiralim. (2.15), (2.14) de yerine yazilirsa;

X' = (32,3 + 2a,t + a,)e(dot’ tart?+azt)gu Z Ct K + elaoti+ait?+ast) %t“ Z Ciet ¥
k=0 k=0

oo
_ e(aot3+alt2+azt)t|.l z kckt—k—l
k=0

_[(0 O l 0 2\ (at3+at2+at)uOO -k
_[(0 —1>t+(2 0>t]e o ”;th

=

C, C C C, C C
(3a0t3+2a1t+a2)<C0+Tl+t—22+t—:+---)+%(Co+—1+—2+—3+---)
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(C1 2C, 3C,

—+—=+— .. | =(At? +Ast™1)|(C +C—+—+&+---
t2 t3 t4’ wen - 0 3 O .

Ayni dereceli t lerin katsayilari esitlenirse;

azco + Zalcl + 330(:2 = A()CZ )
Zalco + 330(:1 = A0C1
330(:0 = A()CO

a,Cqy + 2a,Cy + 3a7C3 + pCy, = ApCz + A3C
a,C, + 2a,C3 +3a,C, + (0 —1)C; = AyCy + A3Cy
a,Cs; + 2a,C4 + 33,C5 + (L —2)C, = AyCs + A3C, ’
a,C4 + 2a2,C5 + 33,C¢ + (L —3)C3 = AyCy + A3C5
a,Cs + 2a,Cq + 33,C; + (0 —4)C, = AyC; + A3C,

esitlikleri elde edilir. (2.16) esitliginden;

(Ay—32,)Ca =0 . Co= (')

X2

(0 -(2 2)-0)

(2 s (e) =0

_330)(1 + 2X2 =0

2X1 - 330X2 =0

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.17) esitligi 2 ile ve (2.18) esitligi 3a, ile carpilir ve iki esitlik taraf tarafa toplanirsa;
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(4 —9a,%)x, =0

2 2
= ay=3 veya a,=-3

bulunur. ay = —% secelim. (2.17) den;

2
-3 <_§)X1 +2X2 =0

> X=X, = (p= (_X;l)=a (—11)

elde edilir.

X
C, = (Xi) alinir ve (2.16) esitligi kullanilirsa;

23 () =(; 3)()

2&11&1 = 2X3 + 2X4 =0 (219)
—Zala = 2X3 + 2X4, =0
esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

4a;a=0 = a; = 0 bulunur. a; degeri (2.19) da yerine yazilirsa;

—X3=Xx4 = (= (_)(;4):1) (—11)
elde edilir.

— X5 .
C, = (X6) ve tekrar (2.16) dan;
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a,a = 2X5 + 2% =0 }
—dpad = 2X5 + 2X6 =0 (220)
esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa;
2a,a=0 = a, = 0 olurve (2.20) de yerine yazilirsa;
X5 1
—xs =xs , Co = (5 )=(_,)
oldugu goriiliir.
. X7
(2.16) esitligi ve C3 = (Xg) kullanilirsa;
1 0 0 1\ _ (2 2\(%7
Ha (_1) 4 (0 —1) a (_1) 4 (2 2) (xg)
( pa )_ (0) - (2(X7 + XS))
—Ha a 2(x7 + xg)
na = 2(x; + xg) }
—pa—a = 2(x; + Xg) (2.21)

esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa;

Ha=-pa—a = p=-5

bulunur. Bu deger (2.21) de yazilirsa;

—za= 2(x7 +xg) = 237 %7 =Xg

ve buradan da;
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X7 d
’ (‘za‘x7) (‘13—0‘)

olarak elde edilir. (2.16) esitliginden ;

K% l)—(g f’l)\b(_a%@ )

0 -

S s b=0o50c = -y 1
7 —E = = = 1—O:> C4—€(_1)

olur. Tekrar (2.16) kullanilirsa;
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elde edilir .(2.16) esitliginden;

-7
— d
2 (0 0 1 (2 2
-7 (0 —1) (——a—d>_(2 2)C6
0 — 4
2
7 d
z -G e
—5J\-=a—-d 2 2)°°6
0 —
2
ise
—7d
2 2
5a_ 5d (3 2)¢
8 8
gerekli islemler yapilirsa;
—7d 5a 5d —12d 5a —5a
—=—=+—= = —_— = > d=———
2 8 8 2 8 48
olur.
—5a —5a
d 48 48
= 1 = =
= G ——a—d a b5a 7a
4 —_t — R
4 48 48

bulunur. Bulunan bu degerlerin yerine yazilmasiyla lineer bagimsiz ¢oziimler elde edilir.

-5
2 L1 48 |1
t
X=ae 3 t2 ( 1)+ 7 _t3+
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-5
23 1 aa 3
X, = ae 3z % (_11) + 487 72 + -
48
Benzer adimlar takip edilerek a, = § segilirse;
5
23 1 1a -3
sz =1 48 =
X, =be3™z 4 (1)+ - z2 +
48

elde edilir. X, ¢Ozlimiiniin yakinsak olmast i¢in b=0 alinmalidir.
Teorem 2.3 {in uygulamasina bagka bir 6rnek icin asagidaki problemi inceleyelim.

Problem 2.3: zy”" — (1+2z)y’ +z3y =0 denkleminin z > © icin asimptotik seri

¢oziimlerini bulunuz ve yakinsakligini inceleyiniz.
Coziim:

— [ I I
X1=Y,X2 =Y = X1 =Yy =X

A, vektoriinlin 6zdegerleri hesaplanirsa;
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= AZZO $7\1=7\2=0

cift katli kok elde edilir. Bu durumda verilen denklem sisteme doniistiiriilirken asagidaki

gibi farkli doniisiimler kullanilarak farkli 6zdegerler elde edilir.
X\ =y , X;=2"y = X =y =X
! " -1,

= x,/=y'=-z%"+z71y

=—z71%, + 271 (1 + 2)x, — zx; = X, — 72X

= (G Dx=1C o)+ D @222)
w=(lo) o m=( )

Ay" vektoriiniin 6zdegerleri;

== (5 o)-( I=1C S)l=0

= AM+1=0 = AM=i, A, =-i

elde edilir.

A =1 i¢in
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X = e(aoZ“aﬂ)zuz Cez K (2.23)
k=0

seklinde ¢ozlim arayalim. (2.23), (2.22) de yerine yazilirsa;

(o]
2
(2ayz + a,)e(@0? +a12)ZuZ Crz K
k=0
(o] (o]
+ Ee(aozz+alz)zu Z Ckz—k _ e(aozz+alz)zu 2 kckz—k—l
Z

=(Ay'z+ Al)e(aOZZ“LalZ)z“Z Cz K
k=0

C, C C
+ 3+--~)+E<C0+—1+
Z Z Z

G &s
73

C, Cs
= (2a02+a1) (C0+ Z + +"‘>

2
z2 73

(c1 2C, 3Cs

; C, C G
ZZ Z_3 Z4 ...>=(A0 Z+A1)<C0 +?+Z_2+ +"'>

73
ayni dereceli z lerin katsayilar esitlenirse;

2a,Co = Ay*C, \
2a,Cy +a,Co = Ay*Cy + A, C,
2a,C, +a,Cy 4+ pCo = Ap"C, + A1 Cy
23,C3 +a,C, + (u—1)C; = Ap*Cs + A, C,
2a9Cy +a;C3 + (0 —2)Cy = Ay*Cy + A, Cq > (2.24)
2a,Cs +a;C4, + (u—3)C3 = A,"Cs + A,Cy

J

X
Esitlikleri elde edilir. C, = (yg) aliir ve bu esitlik kullanilirsa;

(0 H-( 2))6-0)
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(5 2a)G) =0

bulunur.

_za()XO + Yo = O }
_XO - 230Y0 == 0

—4a02X0 + 230Y0 2 0 }
_XO - ZaoyO =i 0

i i
(=1-4a,*)xo = 0= a0=§ veya a0=—§

elde edilir. a, = % secelim

—221)(0 +y,=0=2ixg =y, = Cy= (i);;)za G) a keyfi

X
¢, = (YD ve (2.24) kullanilirsa;

(3 2)-C 9):()=C e

a;a = —ixq +y;

(2.25)
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aaql —ia = —xq —iyy
(2.25) denklemi i ile garpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;

2aa;i—ia=0 = a; = % bulunur. Bu deger (2.25) esitliginde yerine yazilirsa;

1 . :
Ea=—1x1+y1 = Ea-&-lxlzy1

X
—(a
5 ¢ = <_ . ixl) (2.26)

X
olarak elde edilir. (2.24) esitligi kullanilir ve C, = (yz) alinirsa;

1(aX1 >+ (H)-(° 0)<axl )_(—i 1Yo
2\5+ix)) TG T o D\ Hin) T )

2

X1
2 Hay (5 _ (-1 1\ (X2
N RO R G AT
4772
X1
[ I
L L T A
g T THITS T
X
?1+|Ja:—iX2+yZ (227)
3+iX—1+ ai—i—ix =—Xp;—1
) 2 K > 1 2 Y2

(2.27) denklemi i ile ¢arpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;
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2ai=—- = u=-—

a i
4 8

bulunur. Bu deger (2.27) da yerine yazilirsa;

Xp .

?—§a= —1X5 +y2
Xy 1

= ?—§a+lxz=y2

X2
C,=(x1 1 . 2.28
Z (7—§a+1x2> ( )

X
elde edilir. (2.24) tekrar kullanilir ve C5; = (yz) alinirsa;

1 Xy i X1 0 0 X2 . 1
- i - a il X i = B
2 (_1 — —a+ix2> * ( 8 1) <— + ix1> (0 1) (—1 — —a+ix2> (—1 —i) Cs

2 8 2 2 8

X5 iy

il -5 26
Xq ia+ix2+x1 ia a X1+ia _ -1 —i/\¥3
4 16 2 '8 16 2 Mg ™

gerekli islemler yapilirsa;

. .
2Z4x (—— - 1) = —ix; + y3 (2.29)
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Xy al X, a | _
—§+1—6—7—§—1X1=—X3—ly3

(2.29) denklemi i ile ¢arpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;

X, ai ix, a Xol X1
8+16 2 2 1X1+2+8 1X1—O
9ix. = ai a
M1=7672

ai+ a
= = — 4 —
LY

elde edilir ve bu deger (2.26) de yerine yazilirsa;

ai+ a (1 4 1)
— — a — —
C. = 4 32 _ 4 32
1 a N ai a (1 N i >
27322/ \*\a"32
elde edilir. x; degeri (2.28) de yerine yazilirsa;
XZ XZ
C, = <ai a i ) = < a ) (2.30)
= — +ix
8 + ) 8a+1x2 o4 2

esitligi bulunur. (2.29) denkleminden;
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Cs; = (xz (ai a )( i ) _ ) = ( 65ia X,
SR I Y R | __—°
> + 4+32 5 + 1x3 + +

bulunur.

X
(2.24) esitligi tekrar kullanilir ve C, = (y4) alinirsa;

X3

256

1x3>

0 .
65ia x
1)<——+ 2+1x3>

256

X3 i
£ (-5-2)x 0
_651a+x2+ix_3 + i a (1 . _<—%+X§+ix3)
512~ 4 ' 2 <_§_ )@-"(5_ 1>X2
_ (-1 1
B (—1 —i) Cs
gerekli islemler yapilirsa;
X3 1
5 TgXe~ 2%, = —ixy +y, (2.32)
6Sia+X2+ix3+( i 2) a +(1 2_) +651a+x2+ _
512 '~ 4 | 2 8 “)eat\g T d) et mg T TR T X s

(2.32) esitligi i ile carpilir ve iki esitlik taraf tarafa toplanirsa

(2.31)
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al  a 4 ai + a
—_—— = = —_ - R
§ 32 *2 = 128732
bu deger (2.30) de yerine yazilirsa;
ai + a a (1 4 i)
C, = 128 32 _ 32 4
2 — . . . —_—
N A
8 64 8 128 32 32 4
(2.31) de yerine yazilirsa;
X3 X3
Cy = ( 65ia  ai a | ) = < ai a ) (2.33)
——t—t— ——+—+
256 ' 256 64 2 PITIELS
esitlikleri elde edilir. (2.32) esitliginde x, yerine yazilirsa;
X3 i(ai a) 2<ai+a>+_ _
2 8\128 ' 32 128 " 32) T e T e
ve bu sayede
X4 X4
C4:<X3 1<ai+a) 2<ai+a>+_ ):( 5ai 63a+x3+_ )
2 ~8\128 " 32 128 " 32) " % 256 1024 2 '

elde edilir. (2.24) esitligi kullanilirsa;

5ai
256

g

X4 ) i X3
63a x3 +(___3>< ai a )
——1024+?+IX4 8 4+64+1X3
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X4
— (8 2)( 5ai  63a +x3+_ >
256 1024 ' 2 X4

X4 i
2 (~5-2)=

| 5ai 63ax3ix4+<13>(aia_>

512 2048 4 2

0
_< 5ai  63a +X3+_ >
256 1024 ' 2 ' Xa

elde edilir ve gerekli islemler yapilirsa;

—iXs + ys

_ 5ai  63a x5 ix4 i ai a
x5 =~z g0t 1t 2t (57 3) (Tt et ) o
63a X3 .
T lo2at 7 T

(2.34) denklemi 1 ile ¢arpilir ve iki denklem taraf tarafa toplanirsa;

97ai _ 97a _ 97ai  97a
_— = = —_—
128 2048 O3 12288 " 768 3

elde edilir. x5 degeri (2.33) de yerine yazilirsa;

97ai N 97a a (97 + 97i)
C. = 12288 768 _ 256\ 3 48
3 a ai N 97ai 97a a (95 95i)
64 4 768 12288 256 \48 3

bulunur. Bulunan tiim katsayilar ¢oziimde yerine yazilirsa denklemin lineer bagimsiz

¢cOziimleri;
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1+ 1 (1+i) 1 (97+97i>

i, 1 —i T T551\1 " 1 S5zl T 5o

X, =ae§ZZ+§zZ§ (1)+ 41L 3i2 s 4 256\ 3 48
2t3

1

32 L
7 1 <_+1) 72 1 (95 951) 73

32\ 256\48 3

32 256\48 3

olur. Ustel terim z nin pozitif kuvvetlerini icerdiginden z — oo i¢in ¢dziimlerin iraksak

oldugu goriilmektedir.

2.5.  Katsay1 Matrisinin Ozel Parametre i¢cermesi Durumu

Asimptotik seri ¢oziimlerinin énemli bir diger smifi ise katsayr matrisinin 6zel bir

parametre igermesi durumudur. Yani;
X' = A(z, WX

Burada A matrisi hem z bagimsiz degiskenine hem p parametresine baglidir. Genel

olarak A(z, ) matrisi asagidaki formdadir.

Az, p) = p (2 Aku‘k> =u (Ao(z) + AILEZ) + Ai (ZZ) + Ail(;) n )
k=0
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burada matris katsayilar1 z nin fonksiyonudur. A, matrisinin 6zel olarak diyagonal olmasi

durumunda ;

sisteminin bir ¢oziimii;
X = eufal(z)dz Z Vku_k
k=0

seklindedir. Bu durum n=2 olmasi durumunda asagidaki teoremde incelenmistir.

2
2.6. X' = (Z Aku‘k“) X Denklem Sisteminin Coziimii
k=0

Teorem 2.4: z — o igin,

2
X' = (z Aku—k+1>x
k=0

A, matrisinin diagonal olmas1 halinde denkleminin bir ¢éztimii;

2
X = eufal(z)dz Z Vkp-_k
k=0

seklindedir.
Ispat:
- AL A
X' = (A + 2+ 22)X

Az, 1) (A + ! + AZ)
Z,1L) = —+—
H H 0 IJ- uz
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daha acik halde yazilirsa;

A (2) n A, (22)> X
2 2

X' = u(AO(Z) +

!

A, (z)
- = (qu(Z) +A.(2) + )
X H

her iki tarafin integrali alinirsa;

fXY’ = f uAO(Z)dz+fA1(z)dz+fA2:Z) dz

In(X) = f (uat)(x) uaf(x)) dz + fAl(z)dz + %f A,(z)dz + Inc

esitligin her iki tarafi e lizerinde yazilirsa;

[pfal(x)dz 0 ] 1
X=el 0 kS ax00dz] of Ax(2)dz gl 42D inc
- epfal(x)dz 0 efAl(Z)dZ e%fAz(z)dz C
0 eufaz(x)dz ' ' )
_ ep.fal(x)dz 0

“ nja x)d | | 1" Z dZ 2 | A,(z)dz
2 Z Z /A

B(z) = [I+fA1(z)dz+%(f Al(z)dz)z +l

olarak tanimlanirsa;

_ eufal(x)dz 2

X T /D (X)dz] B(2) II + % f A,(2)dz + % (5 f A, (z)dz)

v c
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_ eufal(x)dz 0 ]i kX
X= [ 0 eufaz(x)dz k—OVk(Z)u [y]

elde edilir. Buradan;
X, = et 2000 Ny )k
k=0

seklinde bir ¢6ziim elde edilmis olur.
Teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki problemi ele alalim.

Problem 2.4: y'' + (A — q(z))y = 0 denkleminin A — oo i¢in asimptotik seri ¢oziimlerini
bulunuz ve ¢oziimlerin yakinsakligini inceleyiniz.
Coziim: A = p?

1=y, X=ypl = x'=y =ux

= X' =y =[(-A+a@)yJut = [(-2+ a@)xe[u!

0 1l 0 1
X' =(q@ -2 0 |X= q(z) — p? o IX
! u

p@ =" o) M= 40=(g o

A, (z) diyagonal degil, 6ncelikle diyagonal hale getirelim.

ao=ni=|(5 0= RI=1CT Sl=o0
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A1 = —iigin,

(Ao —24D|V; =0 = (_1 1)Vl =0 ’ Vi = (g)

B0y iy s um(B)ma() sk

A, =1igin,

|(Ap — 2DV, =0 = (__i _11)V2 =0 ' V2 = (;)

—Nl .

11 12
T AT = (% —21> (—01 é) (—11 }) = < L1
2 2 2 2

X=TY = X'=TY+TY = X' =TY

v=[u(% D+i(0y ST

her iki tarafi, T~! ile soldan ¢arpalim.
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- e (O Bl O

. q@)i  q@i

|l (i o0 2 2

‘l”(o i)+ﬁ< q(2)i q(z)iﬂY
&y 9

q(@)i  q(2)i
_ (-1 0 _ _ 2 2
Ao = (0 i) » A=0, Ay = (_ q(2)i _q(z)i)

2 2

Y= ey @k
k=0

seklinde ¢6ziim aragtiralim.

Y' = —ipe W2 Z Vi()pK + e~ Z V' (z)pk
k=0 k=0

) q@i  q@i
— -i 0 2 —iuz
= l“( 0 i) * E(_ q(@)i q(Z)IN " Z V@K

2 2




64

Vi(2) n \2 (ZZ)
2 [

+ ) + (VO’(Z) AONN/ EZ) + )
n m

Vi(z) Vi(2) n )

—ip <V0 (z) +

+

1
= [Apn+4 -]<V(z)+
[OH 2M 0 n L2

ayni dereceli u lerin katsayilari esitlenirse;

—iVy(z2) = AyVp(z) = (Ag+iDVy(z) =0 )
—iVi(2) + Vy'(2) = AVi(2) = V' (2) = (A, +iDV,
—iV,(z) + Vi (z) = AgV,(2) + A,V (2) = V' (z) = (Ay +iDV, + A,V
V,(z) = (Ag +iDV; + A,V

> (2.35)
Vk_ll(Z) = (AO + ll)Vk + A2Vk_2 k = 2,3, J
esitlikleri elde edilir. Bu esitligi kullanirsak;
. a(z
(o +IDVo@ =0 Vo = (7))
-1 0 i 0 .
<(0 D+ (g i))v‘) 0
_ (Po(2)
= V= (P”) (2.36)
bulunur. (2.35) esitligi kullanilirsa;
' 0 0
V'@ =(; ,)Vi@
po'@y_(0 O
= 0 )= (o 21) Vi (z) (2.37)
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pPo'(z) =0 = fpo’(z)dz =f0dz = po(z) =a (asabit)

olur ve bu deger (2.36) da yerine yazilirsa;

= V, = (8) elde edilir ve (2.37) den

Vv, = (pléz)) oldugu gortiliir.

elde edilir. (2.35) esitliginden

qai
(plo(Z))_ %1ai :(0 )
y -,
by ()~ o oo
qai N0 2
2

Vv, = ( p2(z)

) olarak alinirsa;
p2(zo)

gai
/; _ 27 0
p:'(z) 2

Jpl’(z)dz = f%dz

I

0 2i

)V2(@)

)V2(@)

a
> p@=3 f a(2) dz

(2.38)

(2.39)
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bulunur. Bu deger (2.38) de yerine yazilirsa;

Vv, = (%f q(z) dZ)

0

olur.

(2.39) da gerekli diizenlemeler yapilirsa;

0 .
. 0 qal .
(%) B (Zipz (Zo)) 7 27 2ip2(70)

qa
= = —
p2(zo) 4
elde edilir ve dolayisiyla;

gqa

4

p2(2)
V, = ( ) (2.40)

olur.

(2.35) esitligi tekrar kullanilirsa;

’ @i q2)i i
0/ q ai
2P\ 000 2 2 )z a@d
q SrZ)a = (0 21) Vst _a@i  q(@)i (2 f qOZ Z>
2 2

pr =123 [amaz) = -2 [a oz

2

o= %[ s =3[ o)

ifadesi elde edilir ve (2.40) da yerine yazilirsa;
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olur.

Y = qe-ikz (é)+l<%fCI(Z)dz>+l2 _%<f q(z)dz) 4.

U

yi = ae~1VAz ll + )f% (%f q(z) dz) + A1 <_%(f q(z) dz)z + %) + l

Vo = 2eiV2Az I—i + )\_% (%f q(z) dz) +A71 <é (f q(z) dz)z + %) + l

q fonksiyonunun sinirli olmasi durumunda y; ve y, ¢Ozlimlerinin yakinsak oldugu
sonucunu ortaya koyar.

Bu sonucun bir uygulamasi olarak q(z)=cosz olarak alinirsa;

. 1/1i 1
y1 = ae” vz [1 +172 (% sinz) +A7t <_§ (sinz)? + 9) + ]

: 1/1 i i
y, = aelV?z [—i +A2 (— sinz) +271 (— (sinz)? + q_) + ]
2 8 4
olarak bulunur.
Problem 2.5: y"' —pe?’y’ —uy = 0 denkleminin p nin biiyiik degerleri i¢in asimptotik

seri ¢ozlimlerini bulunuz ve ¢oziimlerin yakinsakligini inceleyiniz.

Coziim:

X1=y , R=yput = x'=y=ux
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= x =y"'ut = [pefy +wylut =efpxp + xy

C-(0 Lx-10 D+ il

r=(y o)+ M= o)

A, diyagonal degil. Diyagonal hale getirelim;

ao=a1=|(g &)= =17 1 y)l=0

—A(eZ—K)ZO = }\120, 7\2=ez

A1 = 0 i¢in;

|CAg —A:DIV; =0 o (O ez)V1:O g Vl:(

b=0
e’b=0

} = 0=b =>V1=(3)=a((1)) a keyfi

A, = e”igin;
I(Ag — A,D|V, =0 = (‘ez 1)V2=0 , V2=(
—e’c+d=0 = e*c=d =V, = (eﬁc) =c (elz) c keyfi.

Oz vektérlerin yazilmasiyla elde edilen T matrisini ve T nin tersini bulalim;

1=y ) , ™ =aa (o 7))

o )
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P 0 D6 2

=(o ¥

X=TY olarak tanimlanir ve iki tarafin tiirevi alinirsa;

X'=TY+TY

)(

1
0

D6 8-

elde edilir. Her iki taraf T nin tersiyle ¢arpilirsa;

T 1X' =T IT'Y+ T ITY' olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

T IX' — T7IT'Y = Y’ elde edilir.
X’ = [Al + AO“‘]X Ve X:TY
T-1([ Ay + Agu]TY) — T'T'Y = Y’

[T~[A, + Agu]T— T IT']Y =Y’

elde edilir.

7= o)

Ay, A, T, T™L, T’ (2.42) de yazlirsa;

6 G 0+ G )l

olur. Gerekli islemlerin yapilmasiyla;
(G D+ 6 DG

(& =)+ (@ 2

(2.41) de yerine yazilirsa;

-G o)

)=

Ju=(

0

o ) =y

1

0 -1

e12) B (0

1ﬂY:W

o Hly=y

(2.41)

(2.42)
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(5 29+ (@ a)y=Y (2.43)

elde edilir. Yeni A," diyagonal matrisi elde edildi.
«_(0 O _(—e* 1—e7*
A0 - (0 ez) ’ Al - ( e~z e Z — 1)

Y = eudeZ Z Vku_k
k=0

seklinde ¢6ziim aragtiralim.

Y = Z Vi (2.44)
k=0

(2.44), (2.43) de yerine yazilirsa;

Ayni dereceli p lerin katsayilar esitlenirse;
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A’V =0 )
Vo' = A,V, + A,V
V' = AV, + AV,
V,' = Ay Vs + AV, > (2.45)

po(2)

(2.45) esitligi kullanilir ve 'V, =<
* P

) alinirsa;

0 0\(po@) _ 2 _
(0 eZ) (pg(z)>_0 = e?pi(z) =0

= pi(z) =0, pj(z) keyfi

1
= V, = (poéz)) bulunur. (2.46)

1
Yeniden (2.45) esitligi kullanilir ve V; = <p;EZ ) olarak alinirsa;
p1{z

)
)
1 / 1 -z -z 1
po(2) > _(0 0\(p1 (z) —e 1—e (po(z)>
( 0 (O ez> p3(z) * ( er e ’*-— 1) 0
1 ’ —p~Znl e |

po(z) ) — < 0 ) n e “py(2z) _ e “py(2) 547
( 0 e”p3(2) e ?pi(z) e?p2(z) + e %pi(z) (2.47)
elde edilir. Vektorlerin 1. bilesenlerinin esitlenmesiyle;

po(z)' = —e~*p5(2)

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa;
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J‘pé(z)’

dz =J—e‘zdz
pe(2)

= In|pi(z)|=e % + c

olur. Iki tarafin iistelinin alinmasiyla;

po(z) = exp(e™) ¢

elde edilir. Bu deger (2.46) da yerine yazilirsa;

Vv, = (eXp(eO_Z) C1)

olur. (2.47) deki vektorlerin 2. bilesenleri esitlenirse

e’pt(z) + e7*py(z) = 0

= pi(z) = —e *exp(e™) ¢
o halde;
1
p1(2) )
V =( 2.48
1 —e ?Zexp(e™?) ¢y (2.48)
bulunur.

p2(2)
(2.45) esitligi kullanilir ve 'V, ={ ° 3 aliirsa;
pz(z)

( pi(2)’ )
2e 2%exp(e™?) ¢, — e 22 (—e ) exp(e™?) ¢y

1( ) A —p~Z %( )
- (8 (:)Z) (gg(z)) * ( e(iz el‘ze— 1) (—e_ZZIZ‘XPZ(e_Z) C1>
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gerekli islemler yapilirsa;

pi(2)' = (—e™)p1(z) + (1—e7*)(—e"**exp(e™*) c)
pi(2)’ +e7?p1(z) = (—1+e™*)(e > exp(e™®) c;) (2.49)

U integral ¢arpani hesaplanirsa;

U =efE™dz = g=¢™ = gxp(—e7%)

(2.49) denklemini U ile ¢arparsak;

exp(—e™) (pi(2)' +e7?pi(2)) = exp(—e™*) (~1+e *)(e **exp(e™™) c;)

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(exp(—e™) pi(@) = (—e# + e™¥)c,

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa;

f(exp(—e_z) pi (z))’dz = f(—e_2Z + e73%)c,dz

1 1
exp(—e ) pl) = (e 3¢ ),

ve her iki taraf exp(—e™%) ile boliiniirse;

1 1
o1 = (b~ Lo ety

elde edilir. bu deger (2.48) de yazilirsa;

1 —-2Z 1 -3z —-Z
v, = Ee —§e exp(e™®) ¢y

—e ?Zexp(e™?) ¢y

olur. O halde (2.44) den;



74

1

1
-z 1 a—2Z _ _ ,—3z -z
y = (exp(e )C1)+E (Ze 3e )exp(e )¢y 4o

0 —e ?Zexp(e™?) ¢

X = TY oldugundan,
1

1
-7 1 a2z _ _ 32 -Z
X=(1 1) (exp(e )c1)+_ (Ze 36 )exp(e )¢y 4o
" —e ?Zexp(e™?) ¢

exp(e™?)c 1 (— L e %% — 1e_3z) exp(e™?) ¢;
X = ( 1) +E 2 3 + -

0 —e Zexp(e™®) ¢y

denklem sisteminin bir ¢éziimii elde edilir. p — oo i¢in ¢dziimiin yakinsak oldugu goriiliir.

Teorem 2.4 {in baska bir uygulamasi agagidaki 6rnekte verilmistir.

Problem 2.6:

y'+(VA=q)y' + A= qy =0
denkleminin z — oo i¢in asimptotik seri ¢éziimlerini bulunuz.
Coziim:

A=n
X1=y , =yput = x'=y =ux,

= x'=y"w=[(-VA+q)y' + (-2 +Qylu?
A = p? alinirsa;

X' = [(=p+ @y’ + (—p* + Qylp™!
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= (q—u>x2+<§—u)x1

o AN P YO R e

u

70 1 (0 0 (00
AO_(—I —1)’ Al_(O q)’ A2_<q 0)

A, diyagonal degil. Diyagonal hale getirelim;

(Ao —Al| = |(_01 _11) - (é (})\)l - |(:}1\ _11_ }\)| =0

A=1-N+1=0

—1—+/3i —1++/3i
> M24A+1=0 = NM=——+", hh=——
2 2
-1 —+/3i
M= —————
2
i¢in,
1 ++/3i
2
Ay — MDDV, =0 = V, =0 )
|( 0 1)'1 1 —1+\/§i 1
2

1+ +V3i
( 2\/_1>a+b=0

. —1-W38h
—1++3i < 2 )a_
—a+<T>b=O



76

—1++/3i
ZZT
i¢in,
1—/3i
2 1 C
(A= 2DIV,=0 = =0 = (g)
_1 >
1 —+/3i ]
< 2 )C+d_0 <—1+\/§i>
(—1—\/§i> 2
—c+ | —5— d=

C
: 2
V= (Z1+V3i =( r) keyfi
=V, ( _ d C 143 c keyfi

Ozvektorlerin yazilmasiyla elde edilen T matrisini ve T nin tersini bulalim;

T=<—1E\/§i —1-|2-\/§i) ’

3+4++/3i V3i
-1 1 (—1+\/§i —2): 1 (—1+\/§i —2): 12 6
detT\ 1 ++/3i 2 4/3i\ 1 +V3i 2 3-+3i —V3i

12 6
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3++31  V3i
- 12 6 |(0 1 2 2 )
T 1A,T = (
° 3-v3i —V3i (—1 —1) —1-+3i —-1++3i
12 6
—V/3i 3 -+3i —1—+/3i .
_| 6 12 ( 2 2 ) _ 2 A
V3 34431 |\-1—V3i —1+3i . —14+v3i|
\ 6 12 \ 2
X=TY olarak tanimlanir ve iki tarafin tiirevi alinirsa;
X' =TY+TY
T’ = 0 oldugu goz 6niline alinirsa:
X' =TY' elde edilir. Her iki taraf T nin tersiyle ¢arpilirsa;
T 1X' = T7ITY' olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
T X' =Y elde edilir. (2.50)
1
X, = Aou‘l‘ Al + EA2:|X
ve X=TY (2.50) de yerine yazilirsa;
1
T-1 ([A0u+ A, + ;AZ] TY) =Y
[T—l [Aou + A+ iAZ] T] Y=Y (2.51)
elde edilir.
Ay, AL, A,, T, T™1 (2.51) de yazilirsa;
3+V31  V3i
r_ 12 6 0 1 (0 O) 1(0 0)]( 2 2 )
Y=l —V3i [ (_1 _1)“+ 0 ¢/ ilqg o/l\c1-v3i —1+v3Ei Y
12 6

olur. Gerekli islemlerin yapilmasiyla;
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—V/3i 3-/3i 0 qv3i qv3i 0
V' = 6 12 n 6 Y ( 2 2 ) v
NS TRETY R VT I N S | A BV S BV
6 12 6 6
—1-+/3i 0 q(3—V3i  q(-3-v3i) qV3i  qv3i
Yy = 2 " 6 6 + 1 3 3 Y (2.52)
0 —1++3i -q(3—v3i —q(-3-V3i) w\ —qv3i -qv3i ’
2 6 6 3 3
elde edilir. Yeni A," diagonal matrisi bulundu.
-1-v3i 0 aB-v3i  q(-3-V3i)
* _ 2 v 6 6
Ay = 0 —14+4/3i ’ A -q3-v3i -q(-3-v3i) |’
2 6 6
/q\/§i q\/§1\
3 3
A, =
| —avBi —qVEi
3 3
—1—3i ®
d
Y= euf< 2 ) Zz Vien K
k=0
u<_1_ 3i>Z ©
—e\ ? Z Viep ¥ (2.53)
k=0
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. 1 u<7_1_\/§i>z -
= [AO H+A1 +EA21|€ 2 EVku_k

k=0

-1 —+/3i vV, V, v, Vv,
_ |V =+ = ) Vo 4+ — 4+ =+ ...
u( > >(°+u+u2+ +<°+u+u2+

* 1 Vl V2

Ayni dereceli p lerin katsayilar esitlenirse;

—1 —+/3i )
AO*VO = <—> VO
2
-1 —/3i
VOI = AO*Vl + A1V0_ <T> Vl
D —1 —+/3i s (2.54)
Vl = AO VZ + A1V1 + A2VO_ T VZ

esitlikleri elde edilir. Bu esitligi kullanirsak;

—1-+3i
(AO* + (#) 1) Vo(z) =0, V, = (3%)

—1 —3i <1+\/§i>
— 0
2
2 + A
—1++/3i 0 <1+\/§i>
2 2

=(8 v%i)"o ise V3ib(z) =0 ve b(z) =0
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v, = (pO(gZ)) (2.55)

bulunur. (2.54) esitligi kullanilirsa;

_(c(2)
Vi= (d@))

a(3-+3i)  q(-3-+3i)
' (2) o@) _ (0 0
= (p oZ )_ \_q(36_\/§i) —q(—36— V3i) / (p oZ ) - (o @i) Vi (256)
6 6

Vektorlerin 1. bilesenleri esitlenirse;

Do’ (z) — <M

6 )po(Z) =0

Po'(z) _ <q(3 - @))
Po(2) 6

olur ve iki tarafin integrali alinirsa;

[0, - [ (1243,

po(z) 6
Inpy(z) = <(3_—6\/_31)> J qdz
olur. Her iki taraf e ilizerinde yazilirsa;
i =l 1

bulunur, (2.55) den
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(0

0

olur. (2.56) esitliginin ikinci bilesenlerinin esitlenmesiyle;

(=)0 -

Py(z) yerine yazilir ve esitlik diizenlenirse;

(—q(l ;r\/§i)> (e _

ise

p1(2)

v, = (—q(l + \/§i)> e(@)fqdz
6

elde edilir. (2.54) esitligi tekrar kullanilirsa;

/ * _1_\/§i
Vl _A1V1_A2VO= AO - T I VZ

p1'(z)
—q(1 +3i) <@>quz
<f> ¢
qB-+v3i  q(-3-+3i) b.(2)
_ 6 6 _ ; (3-v3i) ]
—q(3 — V3i —q(—3 - \/§1) <M> e<q—6 >fqd

6 6

(2.57)
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3i 3i
) q\é—l Cl\é—l <(3 \/—1)>f dz\ (0 0 )V
—qV3i —qv3i |\° 0 ~\0 V3i/ 7
3 3

vektorlerin 1. bilesenleri esitlenirse;

a3 —V3i) |

6 1(2) —

YN AYE : (3—v3i)
p.'(2z) — (=3 ﬁl)( q(1+\/§1)>e<T)fqdz

6 6

Q\/§i (@) [qdz

3

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

q(3 —3i)
6

q_ﬂ<

p:'(2) - p1(2) =

>I @ (6+1)=0

q(3 — V3i)
6

q\/—1<

pi'(z) ————p1(@») = >f o (6+1) (2.58)

U integral carpani hesaplanirsa;

o fq(3g\/§idz B (_3;‘/§i)fqdz

U=

bulunur. (2.58) denklemi U ile iki taraftan ¢arpilirsa;

AB-V3) )
6

p:'(z) —

o 05 (e
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(-3+V3i) ' V3i
(e 5™y 0@

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa;

f <p1(z)e(_32@)fqdz>l dz = f qT@(%+ 1) dz

(—3++/3i) 3i
pi(z)e & 9% = J—q\é—l (%+ 1) dz

CED f q_\/§1(g

pi(z) =e ¢ 3 6+1)dz

bulunur. Bu deger (2.57) de yerine yazilirsa;

(3—\/§i) \/5
e 6 fqdzf%(%+1)dz

Vi = (_q(1+\/§i)) e(@)fqdz

6

elde edilir. (2.53) den;

u(_l_z\/gi>z <(3_\/§i)>fqdz ) e_(3‘—g/§i)-fqdzfq\fi (%4- 1) dz
~ V3i Y 1 ..
e ( 0 >+” (@ﬂwﬁ '

bir ¢éziimii elde edilir. Coziimiin yakinsakligit p parametresinin pozitif veya negatif
olmasina ve q fonksiyonunun dzelliklerine gére incelenebilir. Ornegin q fonksiyonu smirl

veya integrali mevcut ve sinirli olmasi durumunda ¢oziimiin yakinsak oldugu goriiliir.



3.  SONUCLAR

Bu c¢alismanin literatiire katkilar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir;

1. Genel olarak X' = A(z)X , denklem sisteminde A(z) katsayilar matrisinin analitik

olmas1 durumunda, yani;
A@ = ) Az 20"
k=0

olmak iizere , z, € R igin,

X = Z Cx(z — zo)k
k=0

seklinde ¢6ziimleri mevcuttur. Ancak bu ¢ézlimler z nin pozitif kuvvetlerini igerdiginden
z nin sadece sonlu degerleri i¢in anlamlidir. Eger denklem sisteminin z — oo i¢in

¢Oziimleri arastirilmak istenirse farkli yaklasimlar belirlenmelidir.

Bu calismada esas olarak z — oo i¢in farkli durumlarda asimptotik ¢oziimler

incelenmistir. Bu amagla ilk olarak

X' = Z Az KX (D
k=0
sistemi i¢in Ay matrisinin farkli 6zdegerlere sahip olmasi durumunda,

—-k+p

X=eM) Cuz

k=0
seklinde ¢Oziim aragtirllmistir. Burada A, p “uyum sabitleri” ve Ci katsayilar

hesaplanmustir.

2. Asimptotik seri ¢oziimleri kullanilarak yakinsaklik incelenmistir.
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3. Baz1 oOzel ikinci mertebe degisken katsayili denklemler ic¢in asimptotik seri
¢Oziimlerinin belirli varsayimlar altinda sonlu terim igerdigi gdzlemlenmistir.
(Teorem 2.1,2.2)

4. A, matrisinin farkli 6zdegerlere sahip olmasi durumunda,

X' = (Z AkZ—k+r>X
k=0

denklem sisteminin
(o]
X = e(a0z™* +a;z"+-+arz) z Ckz—k+u
k=0

seklinde ¢ozlimleri aragtirilmistir. (Teorem 2.3 )

ozellikle =1 icin ornekler incelenmistir. Problem 2.2 de ele aliman 6rnekte A,
katsayilar matrisinin Ozdegerleri katli olmasmna ragmen uygun donisiimler
kullanilarak elde edilen yeni sistemdeki A," farkli 6zdegerlere sahiptir.

Bu tiir asimptotik ¢oziimler fiziksel baz1 problemlerde olduk¢a 6nemli bir yere
sahiptir. Ornegin ¢dziimiin z - o igin yakinsak olmasi istenirse érnek 2.1 de pozitif
kuvvetli terimin katsayisi sifir olarak secilmelidir. Dolayisiyla ¢oziimiin sadece X; e
bagli olmas1 durumunda yakinsaktir.

5. (1) deki katsay1 matrisinin 6zel bir parametre i¢ceren durumu, yani;

Az, p) = (Z Aw“‘“)
=0

X" = A(z, WX

ele alinarak

denklem sisteminin z = oo i¢in asimptotik seri ¢oziimleri incelenmistir.

Burada A, matrisi diagonal formda bir matristir.

a; - 0
m=(2 )
0 - a,

olmasi1 durumunda
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X' = (Z Akli_kH)X

k=0

sisteminin bir ¢oziimii;
[ee]
X = eufal(z)dz Z Vku_k
k=0

olarak arastirilmistir. (Teorem 2. 4)
Ilgili problemler ayrica verilmistir.

6. Teorem (2.4) yardimiyla ;
y"+(A=-a(@)y =0
denkleminin ¢oziimleri A — oo igin ayrica hesaplanmaistir.
q(z) = 0 durumu denklemin ¢dzliimiiyle uyumludur.
7. Ozel olarak ikinci mertebeden
y' — e’y —uy =0

denkleminin asimptotik seri ¢ézlimleri @ = oo igin incelenmistir.



4. ONERILER

(1) deki A, matrisinin 6zdegerinin katl1 olmas1 durumu incelenebilir.

. Teorem 2.3 deki r degerinin, r > 1 olmasi durumunda 6zel denklem sistemi
incelenebilir.

. Teorem 2. 4 de verilen

X' = (Z Aku—k+1)x

k=0

sistemi i¢in asimptotik ¢oziimler

Xl — (Z Aku_k+r>x
k=0

sistemine genellestirilebilir ve ¢dzlimlerin yakinsakligi q fonksiyonuna bagli olarak

arastirilabilir.

Xl — (Z Aku_k+1>x
k=0

denklem sisteminde Ay matrisi diyagonal olmayan duruma genisletilebilir.

. Yine aym sistemde Ay, matrisinin nilpotent olmasi durumunda c¢ozlimler
arastirilabilir.

. Yukaridaki sonuglar kullanilarak y"” + (A — q)y = 0 denkleminin asimptotik seri
cozlimleri farkli q fonksiyonlari i¢in bulunabilir.

. Uygulama olarak belirli q degerleriyle hesaplamalar gerceklestirilir. Coziimlerin

yakinsak olmasi i¢in q fonksiyonuna bazi hipotezler yiiklenebilir.
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