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LINEER DIiFERANSIYEL OPERAT(")RLER. VE ONLARIN
GREEN FONKSIYONUNUN INSASI UZERINE

Murat iCIiK

Bozok Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi

2012; Sayfa: 93
Tez Damismani: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV
OZET

Bu calismada, Lineer Diferansiyel Operatrler ve Onlarin Green Fonksiyonunun Insasi
anlatildi, 6nce gerekli olan temel tanimlardan Lineer uzay, Reel lineer uzay, Kompleks lineer
uzay, Lineer bagimli eleman, Lineer bagimsiz eleman, Lineer manifold (lineer uzayda alt
uzay), Lineer operatdr, Lineer diferansiyel ifade, smir sartlar1 ve lineer diferansiyel
operatoriin tanimlart yapildi. Farkli farkli simir sartlarinda I(y) diferansiyel ifadesi farkli
farkli L operatorleri dogurdugu anlatildi. Ters operatoriin genel tanimi anlatilarak ters
operatoriin Ozellikleri ile ilgili lemmalarin ispati incelendi. Lineer diferansiyel operatorler
icin Green fonksiyonunun tanimi yapilarak bir lineer diferansiyel operatoriin Green
fonksiyonunun ingas1 yontemi ve parametre bulunduran sinir deger problemlerinin integral

denkleme getirilmesi anlatild1 ve 6rnekler ¢oziildii.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Ifade, Siir Sartlari, Lineer Diferansiyel Operatdr, Green

Fonksiyonu, Green Fonksiyonunun Insasi
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ADDITION TO THE LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS
AND THEIR CONSTRUCTION OF GREEN'S FUNCTION

Murat ICiK

Bozok University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Maths
Master of Science Thesis

2012; Page: 93

Thesis Supervisor: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

ABSTRACT

In this study, Linear Differential Operators and Differential Operators Construction of
Green's Function was described. The necessary basic definitions -the linear space of real
linear space, the complex linear space, linear-dependent element, independent of linear
elements, linear manifold (subspace linear space), linear operator, linear differential
expression, boundary conditions and linear differential Description of the operator were
explained.It is also explained that L (y) differential expression in different boundary
conditions born different L operators. After explaining the general description of the inverse
operator , lemmas related to features of the inverse operator were proved. Green function for
linear differential operators was defined and the construction of green fuction of a linear
differential operator and the introduction of integral equation of boundary value problems

containing a parameter have been defined and described and also examples have been solved.

Keywords: Differential expression, since the boundary conditions, the linear differential

operator, Green function, Green function construction
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1. GIRIS

Bu calismada, Lineer Diferansiyel Operatorler ve Onlarin Green Fonksiyonunun
Insas1 anlatildi 6nce gerekli olan temel tanimlardan Lineer uzay, Reel lineer uzay,
Kompleks lineer uzay, lineer bagimli eleman, lineer bagimsiz eleman, lineer
manifold (lineer uzayda alt uzay), lineer operator, lineer diferansiyel ifade, smnir
sartlar1 ve lineer diferansiyel operatoriin tanimlart yapildi. Farkli farkli smir
sartlarinda [(y ) diferansiyel ifadesi farkli farkli L operatorleri dogurdugu anlatildi.
Ters operatoriin genel tanimi anlatilarak ters operatoriin Ozellikleri ile ilgili
lemmalarin  ispatt incelendi. Lineer diferansiyel operatdrler ig¢in Green
fonksiyonunun tamimi yapilarak bir lineer diferansiyel operatoriin  Green
fonksiyonunun ingas1 yontemi ve parametre bulunduran sinir deger problemlerinin

integral denkleme getirilmesi anlatild1 ve 6rnekler ¢oziildii.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lineer Diferansiyel Operatoriin Tanim ve Esas Ozellikleri
2.1.1 Lineer Uzay

X, ¥, z ... Elemanlarindan olusan bir E kiimesini ele alalim bu kiime de cebirsel

elemanlarin toplamin1 yani Vx,y e E aldigimizda x + y € E ve Vx € E elemani

icin A skaler sayisiyla carpiminin da Ax € E tanimlandigini kabul edelim bu iglemler

asagidaki sartlar1 sagladiginda E kiimesine Lineer Uzay denir.

) x+y=y+x

2) x+y)+z=x+W+2)

3) 30€eEveVx€Eicin x+0=x
4) Aux) = (Aw)x

5 1Ix=x ve Ox =0

6) Ax+y)=Ax+ Ay

7 A+ wx=Ax+py

Burada ki A ve u sayilar1 reel sayr oldugunda lineer uzaya; Reel Lineer Uzay,
kompleks sayilar oldugunda ise Kompleks Lineer Uzay olarak adlandirilir. Lineer
uzayda (—1)x = —x bi¢iminde gosterilir ve —x elemanma x eleman1 nin eksi
elemant denir. x + (—x) = 1(x) + (—1)x = (1 — 1)x = 0x = 0 oldugundan iki

elemanin farki islemi su sekilde tanimlanir, x —y = x + (—1)y bi¢imindedir.

Ornek 2.1.[a, b] Araliginda tanmimlanmus siirekli fonksiyonun kiimesi, fonksiyonun
toplamina ve skaler sayiyla ¢arpimina gore lineer uzay olusturur. Gergekten de iki
stirekli fonksiyonun toplami da siireklidir. Bir skaler sayiyla carpimi da siireklidir.

[a, b] araliginda tanimlanmis tiim siirekli fonksiyonlarin lineer uzayr Cp,p; seklinde

gosterilir. [a,b] araliginda tanimlanmis n. mertebeye kadar (n.mertebeden tiirev
dahil olmak tizere) diferansiyellenen fonksiyonlarin kiimesinde bu fonksiyonlarin
toplamin1 ve skaler sayiyla ¢arpimini tanimladigimizda bu kiimede lineer uzay olur,
n.kez siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlarin toplami da, skaler sayiyla carpimi

da n.kez siirekli diferansiyellenebilirdir. Bu lineer uzay ise C ﬁl’b] bi¢ciminde



gosterilir. Lineer uzayda elemanlarin lineer bagimliligi ve lineer bagimsizligi da
tanimlanabilir E lineer uzay olsun x;, x, , x3, .. , X, bu uzaydan alinmis
elemanlar ve a4, a,, as ... @, skaler sayilar olsun a;x; + a,x, +...+a,x, toplamima

X1, X3 ,X3, .. ,Xy elemanlarinin lineer kombinasyonu denir.
a1 X1 +ayx; +az xzt+...ta, x, =0
esitligi;

a) Timi sifira esit olmayan a4, ay, as, ..., ay,, sayilari i¢in saglaniyorsa bir baska
ifade ile a;x; +ay x, + a3z x3 +...+ta, x,= 0 esitligini saglayan en az bir tane
sifirdan farkli a4, a,, as ...a, sayist bulabiliyorsak x;,x, ,x3, ... , X, elemanlarina

Lineer Bagimli elemanlar denir.

b) a; x; + a, x, +...+a, x,= 0 esitligi yalniz ve yalmiz ¢y = a, =+ =a, =0
degerleri i¢in saglandiginda x,x5,X3, ... ,x, elemanlarma Lineer Bagimsiz
elemanlar denir. Lineer E uzayinda m — sayida lineer bagimsiz eleman var ama bu
uzayda m+1 sayida alinmis tiim elemanlar lineer bagimli oldugundan lineer E
uzayna m-boyutlu lineer uzay denir. n boyutlu lineer E uzayinda n sayida lineer
bagimsiz olan her bir vektorler sistemine bu uzayda baz denir. Her n dogal sayist i¢in
lineer E uzaymmda n sayida lineer bagimsiz eleman bulunursa bu uzaya sonsuz

boyutlu lineer uzay denir.

Ornek 2.2. C|, ) uzay1 sonsuz boyutlu lineer uzaydir.Bu uzayda 1, ¢, t2,¢3, ... , t™, ...

fonksiyonlar sistemini alalim Vn € N i¢in 1,¢, t2,t3, ..., th e C [a,p] €lemanlari [a, b]

araliginda lineer bagimsiz elemanlar olur.

Ornek 2.3. Cla,p) Uzay! sonsuz boyutlu lineer uzaydir. Ciinkii {t™}}525 © Clgy

olmasindan dolay1 bu uzay sonsuz boyutlu lineer uzaydir
2.1.2. Lineer Manifold

E herhangi bir lineer uzay ve E bu uzaydan alinmis bir kiime olsun Vx,y € E igin

bu elemanlarin lineer kombinasyonlar1 yani keyfi a ve [ sayilan i¢in ax + By



lineer kombinasyonu da E kiimesinin eleman: oldugunda E kiimesine lineer E

uzayinda Lineer Manifold denir. Lineer manifolda Alt Uzay da denir.
2.1.3. Lineer Operator

E herhangi bir lineer uzay ve D bu uzaydan alinmis bir alt kiime olsun D kiimesinden
aldigimiz her eleman belirli bir kuralla E uzayindaki bir y elemanma karsi
getirildiginde D kiimesinde bir A operatorii tanimlanmis demektir ve bu y=A(x)
seklinde gosterilir. D kiimesine ise A operatoriiniin tanim bolgesi denir. D(A) veya
D, biciminde gosterilir. A: D — E seklinde ki A operatoriiniin degerler kiimesi R(A)

asagidaki bigiminde gosterilir.
R(A)={y=Ax); x€eDy, ve y€E}

Varsayalim ki D(A), A operatoriiniin tanim bolgesi ve D(F), de F operatoriiniin
tanim bolgesi olmak tizere A ve F operatdrleri verilmis olsun D(A) € E ve D(F) c E
D(A) = D(F) = D oldugundan Vx € D(A) i¢in F(x) = A(x) esitligi saglandiginda bu
operatorlere esit operatorler denir ve F = A ile gosterilir. D(A) € D(F) oldugunda ve
Vx € D(A) icin F(x) = A(x) esitligi saglandiginda F operatdriine A operatoriiniin
D(F) kiimesine genisletilmesi denir. A operatoriine ise F operatoriiniin D(A)
kiimesine kisitlanmasi denir. A operatoriiniin tanim bdlgesi D(A) < E lineer E

uzayinda lineer manifold olustursun bu A operatorii i¢in Vx,y € D(A) aldigimizda;
A(x +y) =AM + A(y)
esitligi ile Vx €D(A) ve keyfi A sayisi igin,
A(Ax) = 1A(x)

esitligi saglandifinda A operatdriine Lineer Operator denir. A operatdrii lineer

operator oldugunda A(x) ifadesi sadece Ax seklinde gosterilir.
Teorem 2.1. Her bir lineer operatdriin degerler bolgesi de lineer manifold dur

Ispat: Y1,Y2 € R(A) ve A1,A, skaler sayilar olduklarmni varsayalim Ax; = y; ve

Ax, = y, esitliklerini saglayan x; x, € D(A) alalim su halde A operatdriiniin lineer



oldugunu da kullanarak;
113’1 + Azyz = /11Ax1 + AZ sz =A(Alx1 + Azxz)

esitligini yazabiliriz bu esitlikte (A, x; +24; x3) € D(A) elemaninin A;y; + A,y,
elemanina dondstigi gorilir boylece (1,y; + A,y2) € R(A) oldugu icin  R(A)
bolgesi lineer manifold olur bdylece teorem ispatlanmis olur. Biz burada sadece

lineer operatorleri ele alacagiz.
2.1.4. Lineer Diferansiyel ifade

Asagidaki sekilde tanimlanmas;
I(y) = P(y™ + P (x)y™ D + P,(x)y® 2 + - + Py (%) 2.1

esitligine lineer diferansiyel ifade denir. Burada ki Py(x) , P;(x) ,P,(x), ..., P,(X)
fonksiyonlarma bu diferansiyel ifadenin katsayilart denir. Bu fonksiyonlar [a, b]
araliginda tanimlanmis fonksiyonlardir (2.1) ifadesindeki en yiiksek mertebeli

terimin mertebesine, (2.1) diferansiyel ifadesinin mertebesi denir. Burada

1

o P,(x) ,P,(x),... , Py(xX) fonksiyonlarinin [a,b] arahiginda tanimlanmis
0

stirekli fonksiyonlar olduklari varsayilir. Diferansiyel ifadede y(x) fonksiyonunun
n mertebeden tiirevini gosteren n sayisina diferansiyel ifadenin mertebesi denir.

Dikkate alalim ki (2.1) diferansiyel ifadesi C[Tzl’b] uzayinda tanimlanmistir. Boylece
[ operatorii [ : C[’Zl,b] - ([qp) dOniigen lineer bir operatordiir. Yani her bir
y € Clgp) icin 1(y) € Ciqp) olur. Boylece [(y) ifadesinin Cfj ,; de tanimlanmus
degerleri Cp, p) olan bir lineer operatdr oldugu goriiliir. Bu operatorii ileride L, ile

gosterecegiz. [ lineer operator oldugundan asagidaki esitlikler yazilabilir.
L(yr+ y2) =1y + U(y2)
[(Ay) = Al(y)
2.1.5. Simir Sartlari

y = y(x) fonksiyonunun x = a ve x = b noktasindaki kendisinin ve (n—1) inci



mertebeye kadar (n—1 inci mertebe dahil) tiirevlerinin degerlerini uygun olarak;
Y@ =Y,y (@ =y, y'(@ =yi . ,y* V(@) =y 2.2)

y(B) =y,, D)=y, , y'(B) =y ...,y D(b) = ylfn_l)Seklinde gosterelim.

Boylece vy, , V4, o 5 - ycﬁ”‘l) s Vb > Vh > Vp s e ,ylfn_l) degiskenlerinin lineer

kombinasyonunu (lineer formunu) U(y) ile gosterelim;

U) =g ya+arye + -+ an g ¥ +Boyp + By yp + +Bur v Y (23)

Seklinde yazilan lineer formunu ele alalim. Buradaki

g, Aqy ey Opy—q ve BO, Bl,...,Bn_l
(2.3) esitliginin katsayilaridir. Bu sekildeki (2.3) lineer formundan m tanesinin, yani
U,(y),U,(y), Us(¥), ..., U, (y) lineer formlarinin verildigini varsayalim,

U,(y) = aly,+...+a)_; yén_l) +BY v, + B vy, + -+ B, ylgn_l) (2.4)

(y = 1,2,3,4,...m ) Seklinde lineer formlar yazabiliriz
U,(y)=0 y = 12,34, .. (2.5-a)
(2.5-a) sinir sartlarinin agik sekli asagidaki gibi yazilir,

_ -1 -
Ur() = adya + @il yé + o+ aho yg By, + B+ e+ Brayy D = 0

—_ -1 —
U(0) = adya + @yt + 4+ a2y 4By, + B2yt + -+ B2y = 0

_ -1 -
Ui () = aftyg + al yi + -+ aly yO 0488y, + B v+ 4By Y = 0



n-1

Z al vy 2 BY ysz) -0 (2.5-b)

(2.5-a) veya (2.5-b) esitliklerine sinir sartlart denir. (2.5-a) veya (2.5-b) sartlarinda
aldigimiz  fonksiyonlar1 C, [’;'b] uzayindan aliriz. Bu wuzay [a,b] araliginda
tanimlanmis n. mertebeye kadar ( n. mertebede dahil) tiim tiirevleri var ve siirekli
fonksiyonlarin lineer uzay1 oldugundan veya kiimesi oldugundan (2.5-a) ve (2.5-b)
sartlarinda aldigimiz fonksiyonlarin her biri [a, b] araliginda n. mertebeden siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. C[T}Lb] uzaymdan alinmig, (2.5-a) ve (2.5-b)

sartlarin1 saglayan tim y (x) € C{}Lb] fonksiyonlarin kiimesini D ile gosterelim

bdylece D kiimesi;
D={yxE C[T}Lb]; U,(y) =0 ve y=1234,.m (2.6)

Seklinde yazilabilir. Ozel olarak y(x) fonksiyonlarinin U, y»=0 y=1234,.m
sinir sartlarini sagladigini istemedigimizden D = C[Tzl’b] olur. (2.1) lineer diferansiyel
ifadesini ve (2.5-a) esitligindeki sartlarla (2.6) esitligi ile tanimlanan bir D
manifoldundan keyfi bir y (x) € D elamanim alip (2.1) ifadesinde y’nin yerine
yazdigimizda [(y ) = U(x) fonksiyonunu elde ederiz. (2.1) diferansiyel ifadesindeki
Py (x), P; (%), P,(x), P3(X), ... P,(x) Fonksiyonlarini1 [a, b] araliinda tanimlanmis
stirekli fonksiyonlar oldugu varsayimindan U(x) fonksiyonu da [a,b] arahiginda
stirekli fonksiyon olur. Boylece burada D kiimesinden C, ;) uzayima bir operator
tanimlamis oluruz. Bu dontsimii [(y) = U bigiminde gosteririz. Burada

tanimladigimiz operatorii L ile gosterelim Ly =U Vy € D i¢in,
L:D - C[a,b]

doniistiiren bir lineer operatdrdiir. Bu lineer operatdriin tanim bdolgesi D = D(L)
olur. Bu L lineer operatorii, (2.1) lineer diferansiyel ifadesi ve (2.5-a) sinir sartlari
yardimiyla insa edildiginde bu L operatoriine “Lineer Diferansiyel Operatér” denir.

Cogu zaman L lineer diferansiyel operatoriine, (2.1) lineer diferansiyel ifadesinin ve



(2.5-a) smir sartlarinin dogurdugu operatér denir. (2.6) ifadesinde (2.5-b) smnir

sartlar1 olmadigi zaman D = C[Tcll,b] olur. Bu durumda diferansiyel operatorii, (2.1)

lineer diferansiyel ifadesi dogurur. Bu lineer diferansiyel operatorii L, ile gosterilir.

L; Operatoriiniin tamim bdlgesi D(L;) = Cfg p; olur. Burada dikkat edelim ki farkl
farkli (2.5) veya (2.5-b) sinir sartlarinda (2.1) diferansiyel ifadesi farkli farkli L

operatorleri dogurur. Bu L operatorlerinin tanim bolgesi D(L,) = C[’fl,b] ve her bir

y € D(L) igin L(y) =L,(y) esitligi saglanir. Fakat operatoriiniin uygun D(L)
bolgelerine kisitlanmalar1 olan L operatdrlerinin ele alinip incelenmelerinin bazi
pratik problemlerin ¢oziimiinde ¢ok biliylk Onemi ve faydalar1 vardir. Bu
nedenle,(2.1) lineer diferansiyel ifadesinin ve (2.5-a) sartlarinin dogurduklar farkli
farkli L operatorlerinin ayr1 ayr1 ele alinip incelenmesi gerekir. Burada
Ui(y , Uy(y), Us(y),...,Un(y) lineer formlarindan bazilar1 digerlerinin lineer
kombinasyonlar1 seklinde gosterilebilecek sekilde verilebilir. Boyle formlara uygun
yazilmis (2.5-a) smir sartlar1 diger formlara uygun yazilmis sinir sartlarinin sonucu
olurlar. Bu nedenle verilmis sinir sarlarindan bazilarinin atilmasi gerekir. Bu
nedenlerden dolayr  U,(y) formlarimin Onceden lineer bagimsiz olduklarim

bilmemiz gerekir.

Ul(y)’ Uz(y), LA Um(y)

Lineer formlarinin lineer bagimsiz olmasi i¢in lineer formlarin katsayilarindan olusan
(AiB) matrisinin rankinin m sayisina esit olmasi gerekir, yani lineer formlarin m

sayisina esit olmasi gerekir diger bir ifadeyle rank(A:B) = m olmalidir. Burada;

1.1 .1 1 1
Oy a1 Az ...Apy_q ﬁ& p1 ﬁzl ﬁ%—l

(AIB) = : : :
agt ait ait .ag-y Be BTN BT - Prta

2.7)

Ozel halde m = 2n ise bir baska ifadeyle sinir sartlarinin sayist m = 2n oldugunda ve
rank (AiB) = 2n sart1 saglandifinda uygun olarak (2.5-a) sinir sartlar1 asagidaki
sekilde yazilir

(n-1)

Ya=y, =yi ==y P =y, =yp =y ==y" V=0 (28



[(y) lineer diferansiyel ifadesinin ve (2.8) sinir sartlarinin dogurdugu diferansiyel

operatorii L, ile gosterecegiz.
2.1.6. Homojen Sinir Deger Problemi
Asagidaki
() =PREy™ +PE@y"™ +PEy" P+ +BEy =0 (29
homojen lineer diferansiyel denkleminin;
Uu,(y) =0 y=1234,..m (2.10)

homojen lineer sinir sartlarini saglayan C[r:l'b] uzayinda bulunan y (x) ¢0ziimiiniin

bulunmasi problemine homojen sinir deger problemi denir. (2.9) ve (2.10) homojen
sinir deger probleminin (2.10) sinir sartin1 (2.5-b) gibi daha agik sekilde de ifade
edebiliriz. (2.1) diferansiyel ifadesinin ve (2.10) homojen lineer sinir sartlarinin
dogurdugu lineer diferansiyel operatorii L ile gosterelim. Bu durumda (2.9) ve (2.10)
homojen smir deger problemini ¢ozmek i¢in burada tanimladigimiz L
operatoriiniin D(L) tanim bolgesinden dyle bir y(x)€ D(L) fonksiyonunu bulalim ki
bu fonksiyon L operatoriinii sifira doniistiirsiin yani Ly=0 olur. Boylece (2.9) ve
(2.10) homojen sinir deger problemini ¢6zmek L y=0 sartin1 saglayan y (x) € D(L)
fonksiyonunun bulunmasina getirilmis olur. Dikkate alalim ki her bir lineer homojen
sinir deger probleminin en az bir tane sifira esit olan y=0 ¢6ziimiiniin oldugu agikar
dir. Lineer homojen (2.9) ve (2.10) sinir deger probleminin aynen sifira esit olan
y(x) = 0 ¢oziimiine bu problemin “trivial” ¢6ziimii denir. Fakat bu (2.9) ve (2.10)
homojen sinir deger probleminin trivial olmayan, yani aynen sifira esit olmayan
¢Oziimii de olabilir. Simdi biz burada Lineer homojen (2.9) ve (2.10) sinir deger
probleminin trivial olmayan, yani aynen sifira esit olmayan ¢ézliimiinlin varliginin
sartlarii belirleyelim. Bunun i¢in n-mertebeli lineer homojen, (2.9) diferansiyel

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemi,

V1 =Y1(0),y2 = ¥2(x), ¥3 = y3(x) , ¥4 = ¥4 (%), ..., Yn—1 = Yn-1(X), Yn = yn(x)

biciminde gosterelim su halde (2.9) denkleminin genel ¢oziimiinii



y(x) = c1y1(x) + 2y, (%) + c3y3(x) + -+ + cpyn (%) (2.11)

seklinde yazabiliriz. Buradaki c4, c,, c3, ..., ¢, katsayilar1 keyfi sabit sayilardir sinir
sartlar1 lineer oldugundan dolayr (2.9) ve (2.10) lineer homojen sinir deger
probleminin ¢oziimii de (2.11) seklinde olacaktir. (2.9) denkleminin (2.11) seklinde
bulunan genel ¢ozlimiini (2.10) smir sartlarinda y fonksiyonunun yerine yazarak

(2.11) formundaki ¢, ¢y, C3, ... ¢, katsayilariin asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.

cUi(y1) + Ui (v2) + c3U 1 (v3) + o+ U () = 0
Uz (1) + U (v2) + c3Uz(y3) + -+ ¢ Us(v) = 0

LU (1) + U (72) + c3Un(y3) + -+ + calUp(y) = 0J

Boylece (2.11) formiilii ile bulunan y(x) fonksiyonunun (2.9) denklemini
saglamasiyla birlikte bu fonksiyonun (2.10) smir sartlarini da saglamasi igin (2.11)
formiiliindeki ¢4, c,, c3, ... ¢, katsayilart (2.12) lineer homojen cebirsel denklemler
sisteminin ¢0zimii olmasi gerekir. (2.12) sisteminin matrisini U ile gosterelim o

halde (2.12) sisteminin U matrisini i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz;

<U1(y1) Ui(v2) Ui (y3) .. Ui(Yn-1) U1(3’n)>
U= : : : (2.13)

Un) Un(2) Un(3) o Upernet) Um0

(2.12) sisteminin (2.13) esitligi ile tanimlanan U matrisinsin rankini r ile gosterelim
O zaman (2.12) sisteminin cq, ¢y, C3, ... ¢, Sabitlerine gore n-r sayida bagimsiz
¢oziimler sistemi olur. Bu nedenle (2.9)-(2.10) homojen lineer sinir deger
probleminin (2.11) seklinde n-r sayida trivial olmayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olur.
Boylece, uygun olarak biz (2.9)-(2.10) lineer homojen sinir deger probleminin

¢ozlimiiniin varlig ile ilgili asagidaki lemmalar1 ispatlamis olduk

Lemma 2.1. (2.13) matrisinin ranki r oldugunda (2.9) - (2.10) lineer homojen sinir

deger probleminin n-r sayida (2.11) bigiminde lineer bagimsiz ¢oziimleri vardir.
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Lemma 2.2.

a) (2.9)-(2.10) lineer homojen sinir deger probleminin trivial olmayan ¢dzlimiiniin
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (2.13) matrisinin rankinin (2.1) diferansiyel
ifadesinin n mertebesinden kiigiik olmalidir.

b) (2.10) homojen sinir sartlarindaki, sartlarin m sayis (2.1) diferansiyel ifadesinin
mertebesini gosteren n sayisindan kiigiik oldugunda, yani m <n sart1
saglandiginda (2.9)-(2.10) lineer homojen siir deger probleminin trivial olmayan
¢Oziimi vardir

¢) (2.10) homojen sinir sartlarindaki, sartlarin m sayis1 (2.9) diferansiyel ifadesinin
mertebesini gosteren n sayisina esit oldugunda, yani m = n sartt saglandiginda
(2.9)-(2.10) lineer homojen sinir deger probleminin trivial olmayan ¢ozlimiiniin
olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.13) quadratik matrisinin (bu halde U matrisi

quadratik matris olur) determinantinin sifira esit olmasidir.

Burada dikkate alalim ki (2.13) matrisinin ranki (2.9) diferansiyel denkleminin lineer
bagimsiz (fundamental) ¢oziimlerini y,(x), y,(x), y3(x), ..., yp(x) Sisteminin
secimine bagl degildir. Gergektende (2.9) diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz
y1(x), y2(x), y3(x), ..., yn(x) ¢Oziimleri sistemini (2.9) diferansiyel denkleminin
basgka bir lineer bagimsiz y; (%), ¥o(x) , y3(x), ... ,y,(x) ¢dziimleri sistemi ile

degistirdigimizde bu degisim asagidaki lineer doniisiimle gerceklestirilir.

n

y(x) = Z a;jyj (x) ; i=123,..n (2.14)
j=1

Bu lineer doniisiimiin matrisinin determinant1 sifirdan farkli olur. Bdylece, bu
doniisiimde (2.13) esitligi ile tammlanan U matrisi (2.14) déniisiimiiniin A=(a;;); =1
matrisi ile ¢arpildiginda ve detA # 0 sarti saglandiginda (2.14) doniisiimiinde U
matrisinin ranki sabit kalir. (2.13) matrisinin rankina (2.9)-(2.10) lineer homojen
sinir deger probleminin ranki denir. Burada dikkate alalim ki ele aldigimiz (2.9)-
(2.10) lineer  homojen  smir deger  problemi  asagidaki sekilde
genellestirilir. U (y) , Uz (¥), Us(¥), ..., Un(y) ifadeleri Cfg ) uzayinda tanimlanmis

lineer bagimsiz siirekli lineer fonksiyoneller sistemi olduklarini varsayalim.
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[(y) ise (2.1) esitligi ile tanimlanan n mertebeli lineer diferansiyel ifade oldugunu
varsayallm O zaman homojen lineer (2.9) diferansiyel denkleminin (2.10) lineer
homojen sartlarin1 saglayan y (x) € C [721,1;] ¢Ozlimiiniin bulunmasi problemine
genellestirilmis homojen sinir deger problemi denir. Bu kisimda (2.9) ve (2.10) lineer
homojen smir deger problemi i¢in alinan sonuglar genellestirilmis homojen (2.9) ve

(2.10) smir deger problemleri i¢inde gegerlidir.
2.1.7. Lagrange Formiilii, Adjoint (Dual, Eslenik) Diferansiyel ifade

Burada,

n n—-1
y

d"y d
l(y) = P(X)W'F P1(X)W+ et By (x)y

diferansiyel ifadesinin Pp(x), k = 0,1,...,n Kkatsayilarinin uygun olarak, (n — k)
mertebeli tiirevi de dahil olmasiyla [a, b] araliginda Pj (x) fonksiyonunun (n — k)
mertebeye dek tiim tiirevleri var ve her birinin [a, b] arahiginda siirekli olduklarini
varsayalim. y(x) ve z(x) fonksiyonlarinin C[(;%] uzaymdan alinmis keyfi

fonksiyonlar olduklarini varsayalim. Asagidaki integrali ele alalim;

b
[ Pz © @ ax

a

Bu integraldeki z(x) fonksiyonu z(x) fonksiyonunun kompleks eslenigini gésterir.

Ele aldigimiz iistteki integralde k kez, kismi integrasyon formiiliinii uyguladigimizda
b

[ Pk @76y 100 dx

a

integrali asagidaki gibi olur.

b
[Proi 02y * @], + (-DF j (P (0)200) ™y (x) dx (2.15)

Bu (2.15) esitliginde k=n,k=n-—1,..,k =0 olacak sekilde aldigimizda

asagidaki esitlikleri buluruz,

12



b

b
f Paet (02C0Y' (1) dx = [Py 02y @) - J (Pao1(0)z(0)) y(x) dx

a

b b

f P, ()20 (x) dx = f (P.()Z@)y(x) dx

a a

Buldugumuz bu esitlikleri taraf tarafa topladigimizda asagidaki esitlik bulunur.

b b
[ 107G ax = 201.0) + [ YT dx 2.16)
Burada,
[(y) = P)y™(x) + PL()y™V(x) + -+ + P (x)y(x) (2.17)
— n) _
I'(2) = (D" (Po@)z(x))  + -+ P (0)z(x) (2.18)

0= (Yo Yar 98", Y0, Vs s )

_ ' (n-1) ’ (n-1)
(= (Za,Za,...,Za s Zpy Zy ey Zp,

Olmak tizere P(n,{) fonksiyonu uygun olarak,

’ (n-1) ’ (n-1)
YarYa "'tya 'yb'yb' "'ﬂyb

’ (n-1) ’ (n-1)
ZayZgy ey Zg yZpy Zpy s Zp,

Degiskenlerinin bilineer formudur. (2.18) formiilii ile tanimlanan [*(z) diferansiyel
ifadesine, (2.17) formiilii ile tanimlanan diferansiyel ifadenin eslenik (gosma,dual)

diferansiyel ifadesi denir. (2.16) formiiliine Lagrange formiilii denir.

b
j 1)z dx

13



integrali icin yaptigimiz islemleri uygun olarak;

b

f l*(z(x))m dx

a

integrali i¢in benzer sekilde uygulayarak asagidaki formiilii buluruz:

b b

f 1(2(0)y @) dx = 90, 0) + f 2OI™) dx 2.19)

a a

Bu formiilde Q(n,{) ifadesi nve { vektorlerinin uygun olarak koordinatlarinin
bilineer formudur. (2.19) formiiliinden [(y) diferansiyel ifadesinin uygun olarak
[*(z) diferansiyel ifadesine eslenik diferansiyel ifade oldugu bulunur. Bagka bir ifade

ile L(y) ve I*(y) diferansiyel ifadeleri biribirine esleniktirler, yani

;) =1"G) = Ly) (2.20)

Boylece, (2.17) ve (2.18) esitlikleriyle tanimlanan [(y) ve [*(y) diferansiyel ifadeleri
biribirine esleniktirler (dualdirler).Eslenik diferansiyel [*(y) ifadesine (2.18)

formiliiniin uygulanmasiyla eslenik diferansiyel ifadenin asagidaki ozellikleri

bulunur.
L+ =4L"+1
ve
aD* = A (2.21)
Ozel halde burada;
U(y) =1y

esitligi saglandiginda [(y) diferansiyel ifadesine 6zeslenik (kendi kendisine eslenik)
diferansiyel ifade denir. (2.20) ve (2.21) formiillerini kullanarak asagidaki Lemma

kolaylikla ispatlanir:
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Lemma 2.3.

a) Ozeslenik diferansiyel ifadelerinin toplami da 6zeslenik diferansiyel ifadedir.

b) Ozeslenik diferansiyel ifadenin reel A skaler sayisiyla carpimindan olusan
diferansiyel ifade de Ozeslenik diferansiyel ifadedir. Simdi biz burada tiim
Ozeslenik diferansiyel ifadelerin genel seklini bulalim. Asagidaki lemma

dogrudur.

Lemma 2.4. Her bir 6zeslenik diferansiyel ifade asagidaki sekildeki diferansiyel

ifadelerin toplam1 seklinde gosterilir.

Lo ) = (PCIY D))’

i) = 3| (P @) + (Py@0) ] L 2=

Bu diferansiyel ifadelerdeki P(x) fonksiyonu yalniz reel degerler alan ve gereken

mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyondur.

Ispat: Bu lemmay ispatlamak igin 6nce asagidaki integralleri ele alalim;

b b
[ Losb@)a@ax  ve [ by (y)aGax

Bu integrallerin her birine kismi integrasyon formiillerini uygulayarak [,4(y) ve
l,9_1(y) diferansiyel ifadelerinin her birinin 6zeslenik diferansiyel ifadeler oldugu
kolaylikla goriilir. Bu ylizden de, Lemma2.3. e dayanarak l,4(y) ve ly9_1(y)
diferansiyel ifadelerinin toplamlarinin 06zeslenik diferansiyel ifade oldugunu
ispatlamis oluruz. Simdi tersine, (2.17) diferansiyel ifadesinin 6zeslenik diferansiyel
ifade oldugunu varsayalim. Ozeslenik. [(y) diferansiyel ifadesinin l,5(y) ve
l9_1(y) seklindeki 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplami seklinde gosterildigini

ispatlayalim. Boylece, sarta gore

) =)
0zdesligi saglanir. Burada [*(y) ifadesi asagidaki formiille tanimlanir:
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) = DM @y) ™ + (01 (E )+ AR D)y
= (DR )y ™ + [(=D)™nPy(x) + (1)) |y @D + -

Burada,

ly) =1"(y)

esitligini kullanarak,
Py(x) = (=1)"Py(x) (2.22)

esitligini buluruz. Simdi biz burada n sayisinin 6nce ¢ift say1 oldugunu varsayalim.
O zaman (2.23) esitliginden, P,(x) = Py(x) esitligi bulunur. Boylece, n sayisi ¢ift
say1 yani n = 2u seklinde ve (2.17) diferansiyel ifadesi 6zeslenik oldugunda Py (x)
katsayisinin yalniz reel degerler alan fonksiyon olmasi gerekir. Simdi biz burada,

(2.17) diferansiyel ifadesinden 6zeslenik diferansiyel ifade olan,

(W)

Lu@) = (Po()y ™)™ = Py(x)y™ + puPy(x)y ™= + -

ifadesini ¢ikaralim O zaman biz (n — 1) dereceli 6zeslenik
ly) — L)

diferansiyel ifadesini buluruz. Simdi de n sayisinin tek sayr oldugunu varsayalim,

yani n = 2u — 1 seklinde dogal say1 olsun. O zaman bu hal i¢in (2.23) esitliginden;
Py(x) = =Py (x)

esitligi bulunur. Buldugumuz bu esitligin saglanmasi igin Py(x) fonksiyonu , P(x)

yalniz reel degerler almak iizere burada;

Seklindedir. (2.17) esitliginden,
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Ir . NS (k=1)
by-1) = 5| (PGIY# )™ + (PGy @)
1
= iP(x)y@1 + EniP’(x)y(z“_z) + -
1
= Po()y™ +5nPy()y ™Y + -

Ozeslenik diferansiyel ifadesini ¢ikarirsak derecesi (n — 1) sayisina esit olan

L) = Lu-1()

seklinde Ozeslenik diferansiyel ifadesini bulmus oluruz. Buradaki kullandigimiz
islemleri bu sekilde devam ettirirsek, yani (2.17) diferansiyel ifadesinden ardisik
olarak &zeslenik [,,(y) ve l;,_4(y) seklinde diferansiyel ifadeleri ¢ikararak

sonugcta sifir dereceli (mertebeli) 6zeslenik,

Ly(y) = P(x)y

ifadesini buluruz. Boylece, bu sekildeki islemler sonucunda 6zeslenik sifir mertebeli
ifade buluruz. Bu ifade Ustte gosterdigimiz [,(y) = P(x)y ifadesi ile ¢akigir. Bu
ifade de, P(x) fonksiyonu, reel degerli fonksiyon olur. Bununla da Lemma 2.4
ispatlanmis olur. Ozel halde, yani (2.17) diferansiyel ifadesi reel katsayili 6zeslenik
diferansiyel ifadesi oldugunda, o zaman (2.17) diferansiyel ifadesinde [,,_1(y)

seklinde diferansiyel ifadeler bulunamazlar. Bu nedenle de reel katsayili (2.17)

0zeslenik diferansiyel ifadeleri i¢in asagidaki lemma dogru olur.

Lemma 2.5. Her bir reel katsayili 6zeslenik diferansiyel ifade mutlaka ¢ift mertebeli

diferansiyel ifadedir ve bu diferansiyel ifade;

1) = (Py)y®@) ™ + (PL)y @)™ 4o (P (0)y) + By

seklinde gosterilir. Bu agilimdaki Py(x), P;(x), -, P,(x) fonksiyonlar1 reel degerli,

reel degiskenli fonksiyonlardir.
2.1.8. Eslenik Simir Sartlari, Eslenik Operatorler

Burada u, ,u,, ..., u;, lineer formlarmin ve
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r -1 ’ -1
YarVor o ¥V vy

degiskenlerinin lineer bagimsiz formlar1 olduklarmi varsayalim. Burada m < 2n
halinde u, ,u,, ... ,u,, formlarma d6yle yeni ;41 ,Ums2, .. ,Uzpy lineer formlarini

ilave ederek 2n tane

Uy, Up, e, Usp

lineer formlar1 sistemine tamlastiralim ki bu uy ,u,, ... , Uy, sistemi lineer bagimsiz
sistem olsun. u; , U, , ... , Uy, formlari lineer bagimsiz olduklarindan,

(n-1) (n-1)

yarycllr""ya 4 yb'yl;""’yb

degiskenlerini u; ,u,, ... ,Uy, formlarinin lineer kombinasyonlar1 seklinde ifade
edebilitiz. v, Vs, vV, vy, vh ,ylgn_l) degiskenlerinin  u; , Uy, ... , Usy

formlar ile ifade edilmis lineer kombinasyonlarini;
b

b
f 132G dx = P(n, ) + f YT @ dx

a
Lagrange formiiliindeki P (7, {) bilineer formunda;

YarYar - »ycgn_l): Vb Yp s 'ylgn_l)

degiskenlerini uygun olarak yerlerine yazalim. O zaman P(n,{) ifadesi

Uy, Uy, ... , Uy, degiskenlerinin lineer homojen formu olur. P(n,{) i¢in bulunmus
olan bu ifadede u,y,u,,..,u,, degiskenlerinin katsayilarina uygun olarak
ZgrZg e zc(ln_l), Zy  Zp s e zl(,n_l)degiskenlerinin lineer homojen formlar olurlar.
Bu formlar1 uygun olarak Von »Van-1,-- , V1 seklinde gosterelim. O zaman

Lagrange formiiliinii asagidaki sekilde yazabiliriz. Lagrange formiiliindeki

V1,Vg, ... , Vap formlarinin da uygun olarak lineer bagimsiz olduklari ispatlanir.
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b

b
f y(0)]z(x) dx = wyvan + UpVpp_q + - UppVy + f y()l[z(x)] dx (2.23)

a

Asagidaki

v=0v,=0,..,V5_m =0 (2.24)
sinir sartlarina (ve bu sartlara denk olan sinir sartlarina)

u=0u,=0,..,u, =0 (2.25)

smir sartlarinin  eslenik smir sartlart denir. Siir sartlarnn kendi eslenigine
esdeger(denk) oldugunda bu sinir sartlarina 6zeslenik sinir sartlar1 (kendi kendisine
eslenik olan sinir sartlari) denir. [*(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.24) smir
sartlarinin dogurdugu diferansiyel operatore,l(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.25)
siir sartlarinin dogurdugu diferansiyel L operatoriiniin eslenik operatorii denir ve L*
ile gosterilir. (2.23) formiiliinden ve (2.24) ve (2.25) smir sartlarindan L ve L*

operatorleri i¢in asagidaki bagint1 bulunur.

b b
[ 1y ax = [ yeTaG) ax
b
,2) = f Y ()7 dx (2.26)

a

skaler ¢arpim gosterimini kullandigimizda (2.26) esitligini kisa olarak;

(Ly,z) = (y,L*z) (2.27)

seklinde yazabiliriz. L* eslenik operatoriiniin  tanimindan asagidaki  sonug
bulunur: [(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.25) smr sartlarmin  dogurdugu L

operatoriniin 6zeslenik operatér olmasi igin gerek ve yeter sart [(y) diferansiyel
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ifadesinin ve (2.25)siir sartlariin uygun olarak 6zeslenik olmalaridir L operatorii

0zeslenik operator oldugunda (2.27) formiilii agagidaki sekilde yazilir,

(Ly,z) = (y,Lz) (2.28)
2.1.9. Eslenik Sinir Deger Problemi
L* Operatoriiniin L operatoriine eslenik operator oldugunu varsayalim. O zaman
L'z=0 (2.29)

homojen sinir deger problemine

Ly=0 (2.30)

homojen sinir deger probleminin eslenik sinir deger problemi denir. (2.29) sinir

deger problemi detayli bir sekilde
I*'(z) =0 (2.31)
homojen diferansiyel denkleminin

Vo(z) =0 , 9=12,..,2n—m (2.32)

homojen sinir sartlarini saglayan asikar olmayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemidir.
Burada [*(z) diferansiyel ifadesi L operatoriinii doguran [(y) diferansiyel ifadesinin
eslenik diferansiyel ifadesidir. (2.32) sartlar1 ise L operatoriini doguran
u (y) =0,u,(y) =0, ..., u, (y) = 0 smur sartlarina eslenik olan sartlardir.Simdi
biz burada (2.31) probleminin r ranki ile (2.30) problemine eslenik olan

L'z=0
probleminin 7’ ranki arasinda baglant1 bulalim. Bu amagla n mertebeli adi tiirevli

lineer homojen,

(n-1)

1*(2) = (D" (P @2)™ + (D)1 (P 02) " + -+ B0z = 0
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denkleminin lineer bagimsiz z; = z,(x),z, = 2,(x) , ..., 2z, = z,(x) ¢odzliimleri

olduklarini varsayalim. O zaman (2.31) ve (2.32) sinir deger probleminin matrisi

Vi(z1) Vi(z) < Vi(zy)
V= V€(Z1) Vz(Zzz) VZ(ZT:l) (2.33)
Von-m (Zl) Vonem(Z2)  + Vonom(2n)

seklinde yazilir. V' matrisinin rankim1 7’ ile gosterelim, yani r’ =rank(V) O
zaman burada uygun olarak r’ < n sarti saglandiginda (2.31) ve (2.32) smir deger
probleminin n — r’ sayida lineer bagimsiz ¢6ziimleri olur. Simdi (2.23) Lagrange
formiiliinde (2.30) denkleminin asikar olmayan her hangi bir y = y(x) ¢dziimiinii ve

(2.31) homojen lineer diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz,

Zl(x) ,Zz(X) ) ""Zn(x)

¢ozlimlerinden birini, mesela zy = zg(x) ¢oziimiini z = z(x) fonksiyonu olarak
alalim. O zaman (2.23) Lagrange formiiliindeki integraller sifira doniisiirler ve (2.30)

denkleminin asikar olmayan ¢6ztimii olan y = y(x) fonksiyonu da

ul(y) = 0' uZ(y) = 0, ,um(Y) = O

sinir sartlarini sagladigindan dolayr (2.23) Lagrange formiilii bu sartlarda asagidaki
sekli alir;

Um+1 (VD Vanem(Z9) + Umi2(MDVan—m+1)(Z9) + -+ Uz (¥IVi(29) =0
Bu esitlik de sirast ile ¥ = 1,2, ..., n aldigimizda

um+1(y) 'um+2(y) ) :uZn(y)

lineer formlarinin bulunmast i¢in asagidaki lineer homojen cebirsel denklemler

sistemi,
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Um+1 (DD Von-m(Z1) + U2 (D Von-m+1)(21) + - + Uz (Vi(29) = 0\
um+1(3’)V2n—m(zz) + um+2(y)V2n—(m+1)(Zz) + et uZn(y)Vl(Zz) = Of (2_34)

um+1(y)V2n—m(Zn) + um+2(y)V2n—(m+1)(Zn) + ot uZn(y)Vl(Zn) =0

Bi¢imindedir. Bu (2.34) sisteminin en azindan n —r sayida bagimsiz ¢oziimleri

vardir. Bunlar mesela,

um+1(yj) :um+2(yj) y e ;uzn(yj) , J=12,.,n—7r

¢oztimleri olabilir buradaki y;(x),y,(x),y3(x), y4(x), ..., V—r(x) fonksiyonlari
(2.30) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemidir.Boylece (2.34) sisteminin
matrisinin ranki 2n —m — (n—r) =n—m+r sayisin1 asamaz. Ancak (2.34)
sisteminin matrisi (2.33) esitligi ile tanimlanmis V matrisinin satir ve siitunlarinin
yerlerinin degistirilmesinden alinan matristir. Bu yiizdende (2.34) matrisinin ranki V

matrisinin ' ranki ile ¢akisir. Buradan da,
r<n—-m+r (2.35)

esitsizligini buluruz. (2.35) esitsizliginin yalniz esitlik oldugu durumu ispatlayalim,
burada ele aldigimiz L(y) = 0 ve L*(z) = 0 smir deger problemleri birbirleriyle
karsilikli eslenik olduklarindan, buradaki islemlerde sinir deger problemlerinin
rollerini  degistirebiliriz. Bu yiizden de bu degisimi yaptigimizda r' ve r
parametreleri de rollerini degistirmis olacaktir. m sayis1 uygun olarak 2n — m sayist

ile rollerini degistirir. Boylece,
r<n—Qn-m)+r’

esitsizliginden,

r<m-n+r' (2.36)
esitsizligini elde ederiz. (2.36) ve (2.37) esitsizliklerinden ise
rs<n—-m+r (2.37)
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esitligini buluruz. Boylece biz asagidaki lemmalar1 ispatlamis olduk.

Lemma 2.6. (2.30) siir deger probleminin ranki r, (2.29) sinir deger probleminin
ranki olan r' sayist ile uygun olarak esleniktiktir ve r'=n-—-m+r
esitligi vardir. Ozel halde burada m = n oldugunda (2.37) formiiliinden 7' =r

esitligi elde edilir.

Lemma 2.7. Lineer bagimsiz siir sartlarinin sayis1 diferansiyel ifadenin derecesine
esit oldugunda siir deger probleminin ranki eslenik sinir deger probleminin ranki ile

cakisir.

Lemma 2.8. Lineer bagimsiz sinir sartlarinin sayist diferansiyel ifadenin derecesine
esit oldugunda uygun homojen sinir deger probleminin yalniz asikar ¢oziimii olursa,
o zaman bu problemin eslenik smir deger probleminin de yalniz asikar ¢oziimii

vardir.

2.2 Diferansiyel Operatoriin Karakteristik Degerleri ve Karakteristik

Fonksiyonlar
Burada ilk 6nce karakteristik deger ve karakteristik fonksiyonu tanimlayalim.
2.2.1. Karakteristik Degerlerin ve Karakteristik Fonksiyonlarin Tanim
Ly = Ay (2.38)

denklemini ele alalim bu denklemde L lineer operatdér, A ise skaler degerli
parametredir. A parametresinin bir 4 = Ay degerinde L operatoriiniin tanim bolgesi

D(L) kiimesinde
Ly, = 20y0 (2.39)

esitligi saglanacak sekilde yy(x) £ 0 fonksiyonu bulunursa ,A parametresinin
A =1y degerine L operatoriiniin karakteristik degeri ve uygun olarak y,(x)
fonksiyonuna ise L operatoriiniin A = A, karakteristik degerine uygun karakteristik

fonksiyonu veya karakteristik denklemi denir. L operatdriiniin (2.1) ifadesiyle
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u (y) = Z achgk) + Z BV W = 0

uy(y) = Z ak)’ék) + Z 51%3’1?() =01
(2.40)

() = Z a yé’” + Z By =

(2.40) smr sartlarmin lineer diferansiyel operatorii oldugunu var sayalim. L

Operatoriintin her bir karakteristik y(x) fonksiyonu uygun olarak L operatdriiniin
D(L) = {y(x) € Cfp: us(y¥) =0, 9=12,..,m}

tanim bolgesinde oldugundan bu operatoriin karakteristik fonksiyonlari (2.40) sinir

sartlarin1 saglamasi gerekir. Artik L operatdriiniin tanimindan,

=1(y)

esitliginin de saglanmasi gerektiginden (2.39) esitligi L diferansiyel operatorii

i¢in,
I(y)=Ay (2.41)

seklinde yazilabilir. Boylece L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerleri A

parametresinin dyle degerleridir ki, bu degerlerde, homojen,

l(y) =4y

ug(y) =0, 9=12, m} (2.42)

sinir deger probleminin agikar olmayan ¢ézlimii vardir. Bu asikar olmayan ¢oziimler
A parametresinin bu degerlerine uygun karakteristik fonksiyonlardir. Dikkate alalim
ki, ayn1 bir A karakteristik degerine uygun farkli karakteristik fonksiyonlarin lineer
kombinasyonu da bu A parametresinin bu degerlerine uygun karakteristik fonksiyon
olur. Gergekten de sifira esit olmayan y;(x),y,(x) € D(L) fonksiyonlar1 igin A

parametresinin A = A, degerinde
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Ly, = AoY1

veE

Ly, = ApY2

esitlikleri saglandigi zaman keyfi alinmis ¢; ve c, sabit sayilari i¢in,

L(c1yy + €2¥2) = Ag(c1y1 + c2¥2)

Esitligi saglanir. Bu ise yukarida sdylenilen fikrin ispatidir. Burada verilmis A
sayisinda (2.1) diferansiyel ifadesinin (x) # 0, P;(x), ..., B,(x) Katsayilar1 [a, b]

araliginda siirekli fonksiyonlar olduklarinda
Ly) =2y (2.43)

denkleminin n sayida lineer bagimsiz ¢6zlimii oldugundan goriilir ki aym bir
karakteristik A sayisina uygun olan karakteristik fonksiyonlarin (karakteristik
vektorlerin) kiimesi sonlu boyutlu olursa bu uzaymm boyutu [(y) diferansiyel
ifadesinin n mertebesini asamaz. Verilmis bir karakteristik A sayisinda, bu
karakteristik saytya uygun olan karakteristik fonksiyonlarin lineer uzaymin boyutu
(2.42) smur deger probleminin verilmis karakteristik A sayisina uygun lineer bagimsiz
¢ozlimlerinin sayisina esittir. Bu sayiya A karakteristik sayisinin tekrarlanma veya
katlanma mertebesi denir. Simdi biz burada L lineer diferansiyel operatdriiniin
karakteristik degerlerinin varlig1 i¢in sart belirleyelim. Gereken sarti bulmak i¢in

(2.43) diferansiyel denkleminin

-y ={0 JF? 9= 2.44
Y| (a,a)—{l’jzﬁ L 9=123,.n (2.44)

baslangi¢ sartlarini saglayan lineer bagimsiz (fundamental) c¢ozlimler sistemini

yl(x: A) ) yz(X, A) y e fyn(x’ A) (245)
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ele alalim, lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri hakkindaki genel teoremlerden
gorilir ki, x bagimsiz degiskeni [a, b] araligindan alinmig her bir degerinde (2.45)
¢Ozlimlerinin her biri A parametresinin (tiim kompleks degerlerinde) tam analitik

fonksiyonlart olurlar. Lemma (2.2) ‘deki sonuglara dayanarak (2.42) smir deger

probleminin,
w ) wi () o u ()
U=|% g)ﬁ) Uz ()’2) Uz (:Yn) (2.46)
umtyl) umtyz) uméyn)

matrisinin r = rank(U) rankinin €(y) diferansiyel ifadesinin derecesi(mertebesi)
olan n sayisindan kii¢iik oldugu halde asikar olmayan ¢6ziimii oldugunu goriiyoruz.
Dikkate alalim ki m < n sart1 saglandiginda r < n sart1 da saglanir. Boylece, r < n
sart1 saglandiginda A parametresinin her bir degerinde (2.44) sinir deger probleminin
asikar olmayan ¢ozlimii olur. Buradan da m < n sart1 saglandiginda A parametresinin
her bir degerinin L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeri oldugu goriiliir.
m = n Oldugunda, yani boyle bir sart saglandiginda (2.46) esitligi ile tanimlanan U
matrisinin 7 = rank(U) rankinin 1 sayisindan kiigiik olmasi igin gerek ve yeter sart
U matrisinin n mertebeli tim determinantlarinin her birinin sifira esit olmalaridir.
Fakat dikkate alalim ki, bu determinantlarin her biri A parametresinin tam analitik

fonksiyonlaridir. Bu yiizden de yalniz agagidaki haller miimkiin olur:

1. U Matrisinin n mertebeli tiim determinantlarinin her biri aynen sifira esittir. Bu
halde A parametresinin her bir degeri, daha dnce gosterdigimiz hale uygun olarak,
karakteristik deger olur.

2. U Matrisinin n mertebeli determinantlarindan en azindan bir tanesi denk olarak
sifira esit degildir. Bu sart saglandiginda bu determinantin yalmiz sifirlar
karakteristik degerler olur ki, bu degerlerde U matrisinin n mertebeli

determinantlarinin her biri sifira doniismiis olsun.

Burada dikkate alalim ki denk olarak (aynen) sifira esit olmayan tam analitik
fonksiyon ya higbir noktada sifira donligmiiyor, yani tam fonksiyonun ya sifir1 yok,

ya da tam fonksiyonun sayilabilir ¢oklukta sifirlar1 vardir ve tam fonksiyonun
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stfirlarinin sonlu limit noktasi olamaz, tim bu hallerin her birini toparlayarak

asagidaki alternatifi yazalim;

Lemma 2.9. Her bir diferansiyel L operatorii i¢in yalmiz asagidaki haller

mumkundiir;

Her bir A sayist L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeridir ve diferansiyel
operatoriiniin  karakteristik degerleri kiimesi sayilabilirdir ve bu operatoriin
karakteristik degerler dizisinin sonlu limit noktas: yoktur(6zel halde L diferansiyel

operatoriiniin karakteristik degerler kiimesi bos da olabilir).

Dikkate alalim ki, m = n hali en 6nemli ve ilging bir haldir. Bu yiizden de bundan
sonra, genelde bu hali ele alacagiz. m = n halinde (2.46) esitligi ile tanimlanan U
matrisi n Xn boyutlu kuadratik(kare) matris olur, bu halde U matrisinin

determinantin1 A(4) ile gosterirsek:

w) w@2) o wOm)
A(Y) = u2§3’1) uz(:}’z) uz(:Yn) (2.47)
Un(¥1) um@2) - umOn)

seklindedir. A(A1) Determinant1 A parametresinin tam analitik fonksiyonudur. A(A)
Determinantina L diferansiyel operatoriiniin (ayn1 zamanda (2.42) smir deger
probleminin) karakteristik determinanti denir. Ustte yapilmis aragtirmalarin sonuglari

m = n hali i¢in asagidaki sekilde ifade edilir:

Lemma 2.10. L diferansiyel operatoriiniin m = n  halinde karakteristik degerleri
A(A) fonksiyonun sifirlarindan olusur. A(4) Fonksiyonu aynen sifira esit oldugunda
her bir A sayisi L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeri olur. A(A)
fonksiyonu aynen sifira doniismediginde L diferansiyel operatoriiniin karakteristik
degerleri sayilabilirden fazla degildir ve bu karakteristik degerler dizisinin sonlu

limit noktas1 yoktur.

Ozel halde A(1) fonksiyonun sifiri olmadiginda, L diferansiyel operatoriiniin

karakteristik degeri yoktur.L diferansiyel operatoriiniin A karakteristik degeri A(4)
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fonksiyonun tekrarlanan(katli) kokiide olabilir. Bu hal i¢in asagidaki lemma

dogrudur.

Lemma 2.11. 2 = A, sayis1 A(41) Kkarakteristik determinantinin 9 mertebeden
tekrarlanan kokii olursa A, karakteristik degerinin tekrarlanma mertebesi 9 sayisini

asmaz.

Ispat: v sayis1 A(1,) determinantina uygun U matrisinin ranki oldugunda A,
karakteristik degerinin tekrarlanma sayist (mertebesi) n — r sayisina esit olur. diger
yandan determinantin diferansiyellenmesi kuralina esasen, A = A, noktasinda A(4)
determinantinin (n —r — 1) mertebeye dek tiim tiirevleri ((n —r — 1) mertebeli
tirevleri de dahil) sifira doniistirler. A, sayist A(A4) fonksiyonunun ¥ tekrarlanma

katsayili kokii oldugunda
n-r—-1<v-1
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikten,
n—-r)<9d

esitsizligi bulunur. Ozel halde ¥ = 1 oldugunda n —7 < 1 olur. Diger yandan
n—r =1 esitsizligide saglandigindan ve A(4,) = 0 oldugundan ¥ = 1 hali igin

n —r = 1 esitligini buluruz, boylece asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 2.12. A, sayisi A(1) karakteristik determinantinin sadece sifirt oldugunda
L diferansiyel operatoriiniin A, karakteristik degerinin tekrarlanma mertebesi 1
sayisina esit olur. L Operatoriiniin karakteristik A = Ay degeri A(A) karakteristik
determinantinin sade sifir1 oldugunda, bu A, karakteristik degerine L diferansiyel

operatoriiniin sade karakteristik degeri denir.

2.2.2 Eslenik Operatorlerin Karakteristik Degerleri Ve Karakteristik

Fonksiyonlar1 Arasinda Baginti

Burada n = m oldugunu varsayalim. O zaman asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 2.2. A, sayisi L operatoriiniin Y, mertebeden tekrarlanan (katl1) karakteristik
degeri oldugunda, uygun olarak A, sayis1 eslenik L* operatoriiniin 9, mertebeden

tekrarlanan (katli) karakteristik degeri olur.

Ispat: L operatoriiniin, [(y) diferansiyel ifadesinin ve ug(y) =0, 9 =1,2,..,n
smir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operatér oldugunu varsayalim. L*
operatoriiniin ise [*(y) diferansiyel ifadesinin ve vy(y) =0, 9 =1,2,...,n smir

sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operatér oldugunu varsayalim. Burada;

L) =1) — Ay

aldigimiz zaman [, (y) diferansiyel ifadesinin eslenik diferansiyel ifadesi,

L) =) — oy

esitligi ile tanimlanmis olacaktir. Simdi A = 4, sayismin L operatoriiniin 9,
mertebeden tekrarlanan karakteristik degeri oldugunu varsayalim. O zaman bu

sartlarda
LO)=0

uy(y) =0, 9=12,..,n

sinir deger probleminin 9, sayida lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. O zaman Lemma
1.7°ye esasen n = m sartinda verilmis sinir deger probleminin r ranki ile eslenik

sinir deger probleminin 7’ ranki ¢akistigindan dolayi eslenik
i) =0
vﬁ(y)=01 19:1,2,...,”

smir deger probleminde 9, sayida lineer bagimsiz ¢oziimii olacaktir. Bu ise A,
sayisinin L* operatoriiniin 9, mertebeden tekrarlanan kokii oldugunu gosterir.

Hatirlatalim ki y(x) ve z(x) fonksiyonlar1 i¢in (y,z) = 0 sart1 saglandiginda yani,

b

(,2) = j Y (7@ dx = 0

a
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sartt saglandiginda y(x) ve z(x) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda ortogonaldir denir

ve y L z ile gosterilir.

Teorem 2.3. A sayisinin L operatoriiniin karakteristik degeri y = y(x) fonksiyonu
ise L operatoriiniin A karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonu oldugunu
ve u sayisiin ise eslenik L* operatoriiniin karakteristik degeri oldugunu, z = z(x)
fonksiyonunun ise, L* operatoriiniin bu u karakteristik degerine uygun karakteristik
fonksiyonu oldugunu varsayalim, Burada A # g sartininda saglandigini

varsaydigimizda, (y,z) = 0 sart1 saglanir.

Ispat: Teoremin sartlarini dikkate alirsak , Ly = 1y ve L'z = uz bu esitlikleri
dikkate alarak uygun olan asagidaki esitlikleri buluruz:

(Ly,2) = (Ay,z) = A(y,2)
W, L'z) = (y,uz) = i(y, 2)

Burada L ve L* eslenik operatorler olduklarindan
(Ly,z) = (y,L"z)

esitligi saglamir. Ustteki esitlikleri taraf tarafa ¢ikararak ve sonuncu esitligi

kullanarak asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

1-D»z2)=0
A # i Sartindan (y, z) = 0 elde edilir.

2.2.3 Ozeslenik Operatorlerin Karakteristik Degerleri Ve Karakteristik

Fonksiyonlar
Teorem 2.4. Oz eslenik operatdrlerin tiim karakteristik degerleri reel sayilardir.
Ispat: L 6z eslenik operatdr olsun,
(Ly,z) = (y,L2)

esitligi saglanir. Bu esitlikte z = y aldigimizda
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(Ly,y) = (v, Ly)
esitligini buluruz. Diger yandan
. Ly) = (Ly,y)

esitligi dogrudur. Bu esitlikten de (Ly,y) sayisinin kendi eslenigine esit oldugu
gortliir. Buradan da (Ly,y) sayisinin reel sayr oldugu bulunmus olur. Simdi A
sayis1 L operatoriiniin karakteristik degeri y = y(x) fonksiyonu ise L operatoriiniin A
karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonu oldugunu varsayalim. O zaman

(2.43) esitligini kullanarak

(Ly,y) = 2(y,y)

esitligini buluruz. Burada (y,y) > 0ve (Ly,y) reel say1 oldugundan

_ Ly,y)
A=

karakteristik sayisinin reel say1 oldugunu buluruz. Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 den

asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.5. Oz eslenik operatdriin farkli karakteristik degerine uygun karakteristik

fonksiyonlar1 karsilikli olarak ortogonal olurlar.

Dikkate alalim ayn1 bir 4 = A, karakteristik degerine uygun karakteristik
yl(x) ,yz(x), 'yn(x)

fonksiyonlarini karsilikli olarak ¢ift ¢ift ortogonal olarak seg¢ebiliriz. Bunun i¢in ayni
bir A = A, karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonlarin lineer uzayinda
ortogonal baz segmemiz gerekir. Bu ortogonal baz 6z eslenik L operatoriiniin ayni bir

karakteristik degerine uygun ortogonal karakteristik fonksiyonu olurlar.
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2.2.4. Karakteristik Degerlerin Bulunmasi Problemine Ornekler

Ornek 2.4.
[(y) =—=y"
diferansiyel ifadesinin ve
y(0) =y(1)
y'(0) =y'(1)

sinir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operatoriin karakteristik degerlerini ve

fonksiyonlarini bulalim,

Coziim: Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

—y'" =2y (2.48)
y(0) = y(1)
y©) =y 1) 249
(2.49) denkleminin genel ¢6ziimii;
y(x)=A cos(ﬁx) +B sin(ﬁx) (2.50)

seklinde yazilir. Bu ¢oziimdeki A ve B katsayilar1 keyfi sabit sayilardir. (2.50) genel
¢oziimiindeki A ve B katsayilarini dyle segelimki (2.49) sinir sartlart da saglansin. Bu

amagla (2.50) ¢oziimiiniin x degiskenine gore tiirevini alalim,
y'(x) = —AVA sin(vAx) + BV cos(VAx) (2.51)

(2.50) ve (2.51) ifadelerini (2.49) siir sartlarinda dikkate alirsak A ve B katsayilari

i¢in asagidaki denklem sistemini buluruz.

A (cos(\/ﬂ) - 1) + Bsin(\ﬁx) =0

A (—VZsin(VIx)) + B(VAcos(vA) — V1) = 0 (2.52)
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(2.52) denklemi A ve B katsayilarmma goére homojen cebirsel lineer denklem
sistemidir. Bu sistemin A ve B bilinmeyenlerine gore asikar olmayan ¢oziimiiniin

olmasi i¢in (2.52) sisteminin

V) -1 in(v2a
AGD) = cos( ) Sln( x) (2.53)
—VAsin(vax) Va(cos(v2) —1)
determinantinin sifira esit olmasi gerek ve yeter sarttir. Boylece
AGH) = cos(V1) — 1 sin(Vax) ~
—V2 sin(ﬁx) \/i(cos(\/z) - 1)
veya
\/7\(1 — cos(\/X)) =0 (2.54)
dir. Boylece (2.48)-(2.49) sinir deger probleminin karakteristik degerleri
A, = (2nn)? , n=10,1,2,... (2.55)

sayilar1 olur. Burada her bir (uygun olarak) A4, , n=0,1,2,... Karakteristik

degerlerine iki tane lineer bagimsiz
Cos(2nnx), Sin(2nnx) , n=1,2, ... (2.56)

karakteristik fonksiyonlar1 karsilik gelir. Boylece n = 0,1,2, ... olmak {izere her bir
An sayist L(y) = —y' diferansiyel ifadesinin ve (2.49) sartlarmin dogurdugu L
diferansiyel operatoriintin iki kath karakteristik degeridir. Aman =0 i¢in 45 =0
karakteristik degerine y,(x) = 1 karakteristik fonksiyonu uygun olur. Bu yiizden de
tanima esasen A, = 0 karakteristik degeri L operatoriiniin bir katli karakteristik

degeridir. Boylece L operatoriiniin karakteristik degerleri;

=0, 1, =02m)? n=12,..

sayilari, bu karakteristik degerlere uygun karakteristik fonksiyonlari,

yO(x) = 1;
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v, V(%) = cos(2mnx)
y, P (x) = sin(2mnx)
fonksiyonlaridir.
Ornek 2.5.

Bir ucu sabitlestirilmis diger ucu serbest olan c¢ubugun boyca deformasyonu
probleminin spektral probleme getirilmesi, x = 0 ucu serbest olan, ama x = [ ucu

sabitlestirilmis [ uzunluklu ¢ubugu ele alalim,

y O

N

P

x=1

Sekil 2.1 Cubugun Boyca Deformasyonu

cubugun serbest x = 0 ucuna x = 0 noktasinda ¢ubugun ekseni {lizerine yoneltilmis
ve ¢ubugu [ ucuna dogru sikistiran P kuvveti yiiklenmistir. P kuvvetinin kii¢iik
degerlerinde ¢gubugun dogrusal sekli bozulmaz. Boylece p kuvvetinin kiigiik degerleri
i¢in ¢cubugun dogrusal sekli kararli olarak bozulmadan durur. Ancak 6yle kritik bir P,
degeri bulunurki , P > P, esitsizligini saglayan P kuvvetleri i¢cin ¢ubugun dogrusal
sekli bozularak yay halini aliyor. Cubugun baslangic egilme anini ele alalim. Bagka
bir deyimle cubugun dogrusal durumundan az saptigindan sonraki denge durumunu

ele alalim.
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N

Sekil 2.2 Cubugun Baslangi¢c Egilmesi

Bu hal i¢in ¢ubugun deformasyona ugramis seklinin denklemi asagidaki bi¢imde

yazilir.
Py = —Ely" (2.57)

Buradaki I ¢ubugun enine kesitinin aksial momentumudur, E Young modiiliidiir.
(2.57) denkleminin sol ve sag yanindaki ifadeler ¢ubugun x koordinathi noktasinin
kesitindeki egme momentumunun ifadeleridir. Cubugun en sade fiziksel halini ele
alalim. Mesela, ¢ubugun fiziksel ozelliklerine nazaran homojen oldugunu, enine
kesitinin her bir noktada sabit oldugunu varsayalim. Bu sartlarda EI = sabit olur.

Bu sartlar saglandiginda,

A:E

alalim. O zaman bu sartlarda (2.49) denklemini asagidaki sekilde yazalim,

= dy (2.58)
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Sekil 2.2° de goriildiigii gibi y(x) fonksiyonu i¢in asagidaki sinir sartlarinin

saglanmasi gerekir:
y(0)=0 , y(O=0 (2.59)
(2.58) denkleminin genel ¢oziimiinii,
y(x)=A cos(\/ix) +B Sin(\/ix)
(2.59) sartlarmin birincisinde yerine yazdigimizda A = 0 buluruz. Ikinci sarttan ise,
AQ) = V2 cos(\/I l) =0

elde ederiz. A; = 0 halinde (2.58)-(2.59) probleminin asikar ¢6ziimii alindigindan
bu problemde A, = 0 karakteristik deger degildir. Fakat asagidaki denklemin,

Cos(VAl) =0

2n—1 \?2
/'ln=( o] n) , n=1.2,..

¢cOziimleri (2.58)-(2.59) probleminin karakteristik degerleri olur. Bu karakteristik

degerlere uygun karakteristik fonksiyonlari ise,

2n—1
yn(x)=BnSin( 5] nx)

olur. Burada B, ler keyfi sabit sayilardir. Buldugumuz karakteristik degerleri

kullanarak verilmis ¢ubuk i¢in

2

: _EI(Zn—l )
n = T

Kritik yiikleri buluruz. Buradan da kritik P,, yiiklerine uygun, olan ¢ubugun,
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o /2n—1
yn(x)=51n< T nx)

denge durumlarini buluruz. Denge durumlar1 Sekil 2.3 teki gibidir.

Py

y1(x)

Sekil 2.3 Cubugun Denge Durumlari
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3. LINEER DIiFERANSIYEL OPERATORUN GREEN FONKSIYONU

3.1. Ters Operatoriin Genel Tanimi

Varsayalim ki bize A ve B operatdrleri verilmis olsun. A operatdriiniin tanim bolgesi

D, degerler bolgesi R, olsun. B operatorii ise B : R, — D, doniistiiren operator
olsun. Vx e D, icin B(Ax)=x esitligi saglandiginda B operatoriine A operatoriiniin

ters operatorii denir ve A™' gibi gosterilir. Burada ki A ve B operatérleri lineer

operatorlerde olmayabilir, boylece Vx € D, icin,
AT (Ax)=x (3.1)

esitligi saglandiginda A~ operatdriine A operatoriiniin ters operatorii  denir.

Asagidaki lemmalar dogrudur.

Lemma 3.1. A operatdriiniin tersi A~ operatérii oldugundan A" operatdriiniin de

ters operatorii vardir ve (A7) = A olur.

Ispat: A operatériiniin ters operatorii oldugundan tanima esasen her bir x € D, igin
A7'(Ax) =x esitligi saglanir. Bu esitligin her yanimi soldan A operatdrii ile ¢arpalim.

O zaman; A-A™'(Ax) = Ax olur. Burada Ax=yeR,=xeD(A™") igin,
AAy) =y (3.2)
Vy € R, i¢in dogrudur. Buradan da A=(A™")" oldugu agiktir.

Lemma3.2. A operatorii lineer operatér oldugunda, A operatoriiniin tersi A

operatorii varsa, A~ operatorii de lineer operatér olur.

Ispat: vx,,x, €D, ve va,q, sayilar igin; A(ax, +a,X,)=0,Ax, +0,Ax, bu sart
saglandiginda A operatorine Lineer operatordiir denir. A':R, »>D, A”

operatOriiniin lineer operator oldugunu gostermek icin keyfi alinmis



Vy,y,eD(A™)= R, , VA,\, sayilar1 igin (3.2) esitligini kullanarak, asagidaki

esitligi ACLA 'y, + LA 'y,) = LAA 'y, + L,AA 'y, = Ay, + A, v, elde ederiz.

Bu bigimdeki vy,,y, eD(A™")= R, VA,, A, sayilar1 igin
AAAT Y + A ) = Ay + Ay,
esitligini buluruz bu esitlikten ise
AAT Y + ATy, = AT (A, + Ay Y,)

esitligini elde ederiz. Boylece A™ operatdriiniin lineer operatdr oldugunu gostermis

olduk.
Lemma 3.3. Lineer A operatoriiniin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Ax =0 (3.3)
denkleminin yalniz ve yalniz “ trivial ” yani aynen sifir ¢dziimiiniin olmasidir.

Ispat: (= gerekliligin ispat1) Varsayalim ki A operatdriiniin A" operatdrii vardr.
Gosterelim ki (3.3) denkleminin yalniz trivial ¢oziimii vardir. Bunu gostermek icin

(3.3) denkleminin her iki tarafin1 A™' ile ¢arpalim.
AT (Ax)=AT'0
A" (Ax)=0=>x=0
bulunur.

< (yeterliligin ispat1) Varsayalim ki (3.3) denkleminin yalniz x =0 ¢ézimi

vardir. Bu durumda gosterelim ki Vy e R, i¢in
Ax =y (3.4)

denkleminin tek bir tane x € D, ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Aksini farz edelim.

Varsayalim ki bu denklemin ikinci birx' € D(A) ¢6ziimii olsun o zaman
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Ax =y (3.5)

esitligide  saglanir (3.4) ve (3.5)esitliklerini  taraf tarafa  ¢ikarirsak,
Ax-x)=0=x-x =0=x=x oldugunu buluruz. Boylece ispatladik ki Ax=y
denkleminin tek bir tane ¢ozliimii vardir. Simdi biz ~ VyeR, elemanma karsi
Ax =y denkleminin tek x € D, ¢Oziimiinii kars1 getirelim. Bu yontemle biz A

operatoriiniin tersi olan A™ operatoriinii tanimlamis oluruz. Bdylece Ax =0
denkleminin yalniz x =0 trivial ¢6ziimli oldugunda A operatoriiniin tersi olan A™

operatori vardir bunu Lemma 3.3 de ispatladik.
3.2. Lineer Diferansiyel Operatoriin Tersinin Bulunmasi Problemi

Lineer diferansiyel L operatdriinii

dny dn—ly
L(y) =P0(x)W+P1(x)W+---+Pn(x) (3.6)
diferansiyel ifadesinin ve
n-1
U, = ) (a yék) +B) =0, y=123,..n (3.7
k=0

sinir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operator oldugunu varsayalim. Uygun

homojen smir deger probleminin yalniz trivial y(x) =0 ¢6zliimiiniin oldugunu

varsayalim. Oyle bir sart bulmaliyiz ki homojen lineer n mertebeli (3.6) diferansiyel
denkleminin homojen (3.7) sartlarin1 saglayan yalmz sifir (trivial) ¢Oziimiiniin

oldugunu garanti etsin. Dikkate alalim ki (3.6) diferansiyel denkleminde P (x) =0,
P,(x),P (x),P,(x),...,P (x) katsayilar1 [a,b] aralifinda siirekli fonksiyonlar
olduklarinda  (3.6) denkleminin [a,b] araliginda lineer bagimsiz olan n tane

y,(X),y,(X),...,y,(x) ¢ozlimleri sistemi olur. Bu denklemin genel ¢oziimii,

y(x) =cy,(X)+C,y,(X) +...+c,y, (X) (3.8)
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seklinde bulunur. Burada c,,c,,...,c, keyfi sabit sayilardir. Boylece (3.6) lineer

kombinasyonunun (3.7) sartlarint da saglamasi gerekir. (3.8) denklemini (3.7)

sartlarinda yerine yazalim. O zaman;

Ui(y1) Ui(y2) Ui (yz) . Ui(v)
U,(y1) U (32) Ux(yz) ...Ux(v)
L =[|U; )| i,j=123,...,n

Upn(r1) Un(yz) Un(ys) .Un(m)
matrisinin ranki n sayisina esittir. Boylece, buradaki sart yani L(y) = 0 denkleminin

yalniz trivial ¢6ziimii oldugunda det U = 0 sart1 saglanir yani;

Bu sart saglandiginda L operatoriiniin L' tersi vardir ve bulunabilir. Biz gosterdik ki
L' operatorii de lineer operatordiir. L' Operatoriiniin tanim bélgesi L operatdriiniin
degerler bolgesi ile cakisir. Burada esas problem L' ters operatoriinii agik sekilde

(formiille) insa etmektir. Biz burada L' operatoriiniin siirekli gekirdekli integral
operator oldugunu gosterecegiz. Bu integral operatoriin ¢ekirdegine L diferansiyel

operatoriiniin Green Fonksiyonu denir.
3.3. Green Fonksiyonunun insas

(3.6) ifadesinin ve (3.7) smur sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin

Green Fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan G(x,&) fonksiyonuna denir. G(x,£)
Fonksiyonu [a,b] araliginda alinmis her x ve & degiskenleri icin hem G(x,£)
fonksiyonunun kendisi hem de G(x,£) fonksiyonunun x degiskenine gore (n—2).
mertebeye kadar ((n—2). mertebede dahil olmak iizere) tim tiirevleri

G, (x,£),G. (X,£),...,G" 2 (x,8) tirevleri x ve ¢ degiskenlerinin a <x,£<b

araliginda alinmis her bir degerinde stirekli fonksiyonlaridir. [a,b] araliginda keyfi

alinmis ve degismez saglanan her bir &€ i¢in [a,£) ve (§,b] araliklarinda G(x,€)

fonksiyonunun [a,£) ve (&,b] araliklarinda (n—1) ve n.mertebeden x degiskenine
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gore siirekli olan GV (x,£) ve G (x,£) mertebeden tiirevleri vardir. Ama

XX...X

G(x,&) fonksiyonunun (n—1) - inci mertebeden x ‘e gore tiirevi x = £ noktasinda

Birinci ¢esit siireksizdir ve sigrayist sayisina esittir. Yani,
0
n-1 n-1
G(E+0,¢)— G —-0¢) =
S CE+ 0.0~ 55 6E =00 =50

esitligi dogrudur. G(x,£) her bir [a,£) ve (§,b] araliklarinda, (3.6) denkleminin
¢Oziimiidiir. Yani £(G) =0 denklemini [a,£) ve (&,b] araliklarinda sagliyor ve

G(x,£&) fonksiyonu (3.7) sinir sartlarini sagliyor.

Teorem 3.1. Ly=0 denklemini yalmiz trivial (aynen sifir) y(x)=0 ¢oziimi

oldugundan bagka deyimle, (3.6) denkleminin (3.7) smir sartlarin1 saglayan yalniz

trivial ¢6ziimii oldugunda L diferansiyel operatoriiniin tek bir tane G(x,&) Green

fonksiyonu vardir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin (3.6) diferansiyel denkleminin [a,b] araliginda

lineer bagimsiz olan n tane y,(x),y,(X),...,y,(X) ¢oziimleri sistemini ele alalim.
Dikkate alalim ki bu diferansiyel denklemde P (x)=0 olmak iizere
P,(x),P,(x),P,(x),...,P (x) fonksiyonlar1 [a,b] aralifinda siirekli fonksiyonlar

oldugunda bu diferansiyel denklemin [a,b] araliginda n- tane lineer bagimsiz
¢oziimleri olur. O zaman bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimi, (3.8) seklinde

yazilir. Burada c,c,,...,c, keyfi sabit sayilardir. Green fonksiyonunun iigiincii
ozelliginde denir ki G(x,£) fonksiyonu [a,§) ve (§,b] araliklarinda ¢(G)=0

denklemini sagliyor. Bu nedenle;

ay,(x)+a,y,(x)+...4+a,y, (x), a<x<g

G(x,8) =
(68) b,y,(x)+b,y,(x)+...+b y (x), {<x<Db

Green fonksiyonunun birinci 6zelliginden G(x,£) ve G (x,£),G_ (x,£),...,G 2 (x,£)

XX...X

tiim tiirevleri [a,b] araliginda siireklidir. Ozel halde x =¢ noktasinda da siirekli
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oldugundan,

ay,©) + ay,©) + ... +ay,(©) —[by (&) + by, + ... +by, (O] =0
[25,©) + 2,,0) + - + 2,y,©)] = [by,(©) + by, + .. + by, (91 =0

[,y (©) +a,y0 O+ 42,y O]~ by" P (© +byyy (€ +.. 4,y ()] =0
esitlikleri yazilir. Burada Green Fonksiyonunun asagidaki,
n—-1 n-1
Gt OE+0.0) ~ 55 GE =00 =5
sartindan uygun olarak,
[alyi“’” ©)+ayy ")+ +ay, (‘i)] —[by" (©) +b,yy (O by (O] = - Potﬁ)

esitligini elde ederiz. Burada,

b,—a, =c¢,
b,—a, =c,
b —a =c,

ile gosterirsek o zaman c,c,.,...,c, sayilariin bulunmasi i¢in asagidaki lineer cebirsel

denklemler sistemini bulmus oluruz.

Yi()e, + y,(8)e, + ... + y, (&), = O]
v (&), + y,(E)e, + ... + y, (&), = O
v (&), + yr,(E)e, + ... + y, (&), = O

Yi"PEC, + Y8V, .+ yd (&), =0
vy (E)e, +y8 T (e, +. vy (E)e, =
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denklemleri sistemini buluruz. Bu cebirsel denklemler sisteminin determinantini

yazalim.

v, () ¥,(&) Y. (©)
y,(€) ¥, (&) ¥, (6)

N/ (ORI ZAy (S B A ()
A COTIS S (O A ()

Bu determinant y,(X),y,(X),y;(X),...,y,(x) fonksiyonlarinin = Wronskii

Determinanti veya wronskiyani denir. y,(X),y,(X),y;(X),...,y,(x) fonksiyonlar1 n

mertebeli bir diferansiyel denklemin [a,b] araliginda lineer bagimsiz ¢oziimlerinin
wronskii determinanti oldugunda bu determinant [a,b] araliginin hi¢bir noktasinda
sifira doniisemez. Sistemin determinant1 sifirdan farkli ise bu sistemin tek bir tane

¢Oziimii vardir. Bu ¢6ziim Cramer yontemi ile de bulunabilir. Boylece;

¢ :bl_al
¢, =b,—a,

Cn :bn_an

esitliklerinde c,c,,...,c, degerlerini hesapladik simdi biz b,,b,,...,b_ katsayilarin
bulalim. Eger biz b,,b,,...,b_ lerin de tek olarak bulundugunu gostersek o zaman
G(x,£) fonksiyonunun tekligini de gostermis oluruz. Ayni zaman da ingasini da
vermis oluruz. b,b,,...,b ~ katsayilarmi1 bulmak i¢in Green fonksiyonunun
U (y)=0, v=12,...,n smir sartlarin1 saglamasi, 6zelligini kullaniriz. Bunu

kullanmak i¢in U (y) ifadelerini iki ifadenin toplami seklinde gosterelim.

n—1
U,(y) =Y oyy +ZB;y§° v=12,....n
k=0
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n—1
k=0
n—1
U,,(y)=> By
k=0
Boylece

Um=U,.(y+U,, ()

seklinde yazabiliriz.

U,(G)=0v=12,....n

U,(G)=U,,(G)+U,, (G => aU, (y)+> bU,,(y)
i=1 i=1

Burada,

a,=b,—c
a,=b,—c,
a, =b, —c,
alalim. Yani
a =b. —c.

1 1 1

olur. Boylece buluruz ki,

UG =Y bU, ()~ YU, , () =0

dir. Buradan b,b,,...,b ~ katsayillarinin bulunmas: ic¢in asagidaki cebirsel

denklemler sistemini elde etmis oluruz.
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b, U, (y)+b,U (y,)+...+b, U (y,) =D cU,(y)
i=1

b, U,(y)+b,U,(y,)+...+b U,(y,) = ZCiU2a(yi)
i1

blUn (yl)+b2Un (YZ) +... +ann (yn) = ZCiUna(yi)

i=1
cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. Bu sistemin determinanti
Ly=0

Denkleminin yalniz trivial ¢6ziimii oldugundan sifirdan farklidir. Bu nedenle bu

sonuncu sistemin tek bir b,,b,,...,b, ¢ozlimleri vardir.

a.=b. —c

1 1 1

esitliklerinden de a,,a,,...,a, katsayilar1 tek olarak bulunur. Boylece L diferansiyel

operatoriiniin Green fonksiyonunun varligini ve tekligini ispatlamis olduk.

3.4. Green Fonksiyonu Uygulamasi ile Diferansiyel Operatérlerin Tersinin

Bulunmasi

Simdi varsayalim ki Ly =0 denkleminin yalniz trivial ¢éziimi y(x) = 0 olsun, O
zaman L operatdriiniin ters operatdrii vardir ve Vf(x)eR(L) i¢in y(x)=L"f
esitligi dogrudur. Simdi biz burada y=L"f esitliginin her yanm soldan L ile

carptigimizda
Ly =f (3.9)

Denklemini buluruz. (3.6)-(3.7) esitliginden goriiyoruz ki L operatoriiniin tersini
bulmak i¢in biz (3.6) diferansiyel denkleminin (3.7) sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii
bulmamiz gerekir. Boylece biz burada [a,b] araliginda tanimlanmis her bir siirekli

f(x) e C,, ., fonksiyonu i¢in (3.6)-(3.7) probleminin ¢6ziimiinii Green fonksiyonunun

[a.b]
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yardimi ile nasil ¢oziildiigiinii ve bununla da L diferansiyel operatoriiniin bu

operatoriin Green fonksiyonunun yardimi ile ters L' operatoriiniin insa edilmesi

yontemini burada gdsterecegiz.

Teorem 3.2. [a,b] araliginda tanimlanmis her bir siirekli f(x) € C, ,, fonksiyonu igin

[a,b]
Ly =f denkleminin ¢6ziimi vardir ve bu y=y(x) ¢oziimii Ly =0 denkleminin

yalniz trivial y(x) =0 ¢oziimii oldugunda Ly =f denkleminin y=y(x) ¢O0zlimii

b
y0) = [ GG F g (3.10)
formiilii ile bulunur. L' operatorii ise
b
y=L"f= f G(x, $)f (§)dS (3.11)

dir. (3.10) ve (3.11) formiillerinde G(x,¢&) fonksiyonu L operatoriiniin Green

fonksiyonudur.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin (3.10) formiilii ile tammlanan y(x)

fonksiyonunun (3.6) denklemini ve (3.7) sinir sartlarini sagladigini gostermemiz
yeterlidir. Bunu gostermek icin ise (3.10) formiilii ile tanimlanan y(x)
fonksiyonunun y (x),y (X),...,y"™ 2 (x),y" " (x),y"™ (x) tiirevlerini hesaplayip
(3.6) denkleminde ve (3.7) sinir sartlarinda yerine yazip bu fonksiyonun (3.6)
denklemini ve (3.7) sartlarim1 sagladigini gosterdigimizde teorem ispatlanmis olur.
G (x, &) fonksiyonunun kendisi ve x degiskenine gore (n—2). mertebeye kadar ((n—2).
mertebe dahil) tim tiirevleri [a,b] araliginda tanmimlanmis her bir x ve &
degerlerinde siirekli fonksiyon olduklarindan (3.10) formiiliinde integral altinda (n-2)

kez x degiskenine gore diferansiyellemek miimkiindiir. Bu nedenle;
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b
v = [2558 fag, y=123,..00-2) (3.12)

a
esitlikleri dogrudur. (3.10) formiilii ile tanimlanan y(x) fonksiyonu ve (3.12)

formiilleri ile tanimlanan tiirevleri [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar olurlar.

Burada,

0" 1G(x, &)
dxn—1

fonksiyonu x = ¢ noktasinda siireksizdir. Bu nedenle y™ P (x) ve y™(x)

tiirevlerini hesaplamak igin,

b

Yo = |

a

0" %G (x,¢)
axn—z

f(§)d¢

formiilii ile bulunan y™~2) (x) fonksiyonunu asagidaki bi¢imde gdsterelim;

X

yr ) = |

a

0" 2G(x, &)
axn—z

b
an—ZG ,
r@a+ [ 228 poa

Bu esitligin sag tarafinda integral altinda bulunan,

"6 (x, 8 (3.13)
Oxn—2

fonksiyonu (a,x) ve (x,b) araliklarinda siireklidir. Bu nedenle bu esitligin her iki tarafi

x degiskenine gore diferansiyelledigimizde asagidaki esitligi elde ederiz.

xan—lG , an—ZG ,
e = | #f@)dﬂl# f@)

a &=x—-0

b
+f9—i§&9- CARCIC?) f(x) (3.14)

n—-1 f(f)df - l n—2 l
0x 0x F=xt0

X
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(3.13) ifadesinin tiirevinin x = ¢ noktasinda siirekli oldugundan (3.14) esitliginin
sag tarafindaki integral disinda kalan terimlerin toplaminin sifir oldugunu gortiriiz.

Bu nedenle (3.14) esitligi asagidaki sekli alir.

x b
" 16 (x, 0" 16 (x,
y@-D(x) = f%’if) f(f)df+f# f(§)d¢ (3.15)

a X

(3.15) esitligini asagidaki sekilde de yazabiliriz.

b
an—lG ,
yo ) = f#

a

f(§)d¢ (3.16)

Yukarida yaptigimiz benzer islemleri (3.15) esitligine uyguladigimizda yani (3.15)
esitliginin her iki yanin1 x e gore bir kez daha diferansiyelledigimizde ve Green

fonksiyonunun;

[6"‘1G(x,§) _IB”‘ZG(x,E)l 1
ot ], 0xm? | .o Po(®)

ozelliginden,

b
. 9"G(x,§) 1
YW = jW FOE +55f () (3.17)

a

formiilii elde ederiz. Burada dikkate alalm ki, U, (y), y = 1,2, ...,n ifadelerine y(x)

fonksiyonunun ve bu fonksiyonun y’'(x), y"'(x),...,y™ V(x) tiirevlerinin x=a
ve x=b noktalarindaki degerleri dahildir. Bundan dolay1 (3.10), (3.12) ve (3.16)
formiillerini ve U,(G), y =12,..,n 0Ozelligini kullanarak asagidaki esitliklerin

saglandigini buluruz.
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b

0,00 = [ 0@ F©Ods =0, y=12,..m

a

Bununla burada (3.10) formiilii ile tanimladigimiz y=y(x) fonksiyonunun (3.7) sinir
sartlarint sagladigini géstermis olduk. Simdi (3.10) formiilii ile tanimladigimiz y=y(x)
fonksiyonunun /(y) = f{x) denklemini sagladigin1 gosterelim bunu gdstermek i¢in,
(3.6) diferansiyel ifadesinde y(x) fonksiyonunun ve y'(x), y"(x),..,y™(x)
tiirevlerinin uygun olarak (3.10), (3.12), (3.16) ve (3.17) formiilleri ile verilen
ifadelerini yerlerine yazdigimizda (3.6) diferansiyel ifadesi i¢cin asagidaki esitligi

elde ederiz.

b
Iy) = f 1(6) F©)dE + f(x)

G (x, &) fonksiyonu [a, b] araligindan keyfi alinmis fakat sabit olan her bir & € [a, b]
icin (a,§) ve (&, b) araliklarinda [(y) = 0 denklemini x degiskeninin fonksiyonu
olarak sagladigindan, yani integral altindaki [(G) = 0 oldugundan (3.9) esitliginin
(3.10) formiilii ile tanimlanan y(x) fonksiyonu i¢in saglandigini buluruz. Boylece

teorem tam olarak ispatlanmis oldu.
3.4.1. integral Operatér

Asagidaki,

b
Kf = f K(x,€) f(£)de (3.18)

esitligi ile tanimlanan K operatoriine integral operator denir. Buradaa < x,& < b
bolgesinde tamimlanmis x ve & degiskenlerine bagh K(x,¢&) fonksiyonuna K
integral operatoriiniin ¢ekirdegi denir. (3.10) esitlifinden L™ ters operatoriiniin

G (x, &) gekirdekli integral operator oldugu goriiliir.
Simdi de agagidaki sinir deger problemini ele alalim,
I(y) = f(x) (3.19)
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U),(y) =By, y=123,.n (3.20)

Buradaki f; B, Ps,. fn ifadeleri 6nceden verilmis sabit sayilardir. (3.19)-(3.20)

sinir deger probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in dnce asagidaki,

I(y)=0 (3.21)
denkleminin,

U ) =6k, y=123,..n (3.22)

Sinir sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini inceleyelim. Buradaki

Oy sayisit Kronekker sabiti olup

esitligi ile tanimlanan sabit sayidir. (3.21)-(3.22) sinir deger problemini ¢6zmek igin

(3.21) denkleminin genel ¢ozimiinii

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + c3y3(x) + -+ + cpyn(x)

biciminde aldigimizda bu ¢dziimdeki ¢4, ¢y, c3, ..., ¢, katsayilarini dyle segmeliyiz ki

1 (X) = ¢1y1 (%) + 2, (x) + c3y3(x) + -+ + cpyn(x)

fonksiyonu, (3.21) - (3.22) smur deger probleminin ¢dziimii olsun. Su halde (3.19)-

(3.20) smur deger probleminin ¢oziimii;

b n

y0) = [ 6G§) FOE+ Y fr)
a k=1
formiilii ile bulunur.

3.5 Green Fonksiyonunun Insasina Ait Ornekler

Ly =f diferansiyel denkleminde L operatorinin G(x,£) Green fonksiyonunun

olmast i¢in gerek ve yeter sart, Ly =0 homojen denkleminin yalniz y (x3
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trivial ¢6ziimiiniin olmasi oldugunu gosterdik. Bu teoremde ayni1 zamanda Green

fonksiyonunun ingasi gosterildi. L operatoriiniin Green fonksiyonu insa edildigin de
b

L operatoriiniin tersi olan L' operatori y=L"'f = f G(x,9)f (£)dE seklinde

gosterilir.  Green fonksiyonunun 6zellikleri asagidaki gibi idi;

1. G(x,f) fonksiyonu ve bu fonksiyonun x  degiskenine  gore

G, (x%,).G. (x,£),...,G" 2 (x,6) tirevleri a<x,£<b araligimda x ve &

XX...X

degiskenlerinin siirekli fonksiyonlaridir.

2. [a,b] araliginda keyfi alinmis ve degigsmez saglanan her bir £ icin [a,£) ve (&,b]

araliklarinda G(x,&) fonksiyonunun x degiskenine gore siirekli olan G " (x,£) ve

XX...X

G  (x,£) mertebeden tirevleri vardir. Ama G fonksiyonunun (n—1) - inci

XX...X

mertebeden x ‘e gore tiirevi birinci ¢esit siireksizdir ve sigrayist sayisina esittir.

0

anfl anfl 1
FG(§+O’§)—FG(§—O,§) = PO

esitligi dogrudur. G(x,£&) fonksiyonu [a,&) ve (¢, b] araliklarinda, (3.21) denkleminin
¢oziimiidiir. Yan £(G)=0 denklemini [a,f) ve (§,b] araliklarinda sagliyor ve

G(x,£) fonksiyonu sinir sartlarini sagliyor.
Ornek 3.1.
Iy)=-y"
diferansiyel denklemini
U=y0)=0veU,(y)=y(1)=0

simir sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu insa

edelim. Bu L operatdriiniin Green fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart L(y) =0

denkleminin y (x) = 0 ¢dziimiiniin olmasidir. - y = 0 denkleminin,
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y(@0) =0vey () =0ise y(x)=1 ve y,(x)= x ifadeleri bu denklemin lineer

bagimsiz ¢oziimler sistemidir.

_ yi(x)  yo(x)
y1(x) yz(x)

— |1 X =1=0
01

-y"=0ise y(x) =cx+¢;

y(0)=c; =0vey(l)=c; =0

oldugundan bu operatoriin Green fonksiyonu vardir ve tektir o halde simdi bu

operatdriin Green fonksiyonunu insa edelim,

d?G
o 0 ve x+¢
Oldugundan L operatoriiniin Green fonksiyonunun genel sekli asagidaki sekilde

yazilir.

a1+ axx 0<x<¢

G(x,$§) =
bl4+byx E<x<1

Green fonksiyonu x = ¢ noktasinda siirekli oldugundan

b11+b2€_ (a11+a2€ ) :O

(by —a)1l+ (b —az)é =0

buradab,; — a; = c¢;ve b, — a, = ¢, aldigimizda ¢; + c,& = 0 Green fonksiyonunun
tirevi x = ¢ noktasinda siireksiz oldugundan b, —a, = c, = —1 dir. O halde
c1 + c;& = O esitliginde ¢, = —1 degerini yerine yazarsak ¢; —¢ =0dan ¢; = &
olur ve bu esitliklerden a; ve a, degerleri hesaplanir, a; = by —¢vea, = b, +1

olur bu degerleri,
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a1+ axx 0<x<¢
G(x,§) =
b1+ b,x E<x<1

fonksiyonunda yerlerine yazdigimizda

(by—&)1+(b,+Dx; 0<x<¢&

G(x,$) =

elde edilir Green fonksiyonu sinir sartlarini sagladigindan
G(O,E) = bl_E: 0 ise bl = E

G(l,f):bl'i‘ b2:O ise bzz_blz_f

a=b—§ =§—-§=0

a1:0
a2: b2+1=_5+1:1_€

olur. aq,a,, by, b, i¢in buldugumuz bu degerleri green fonksiyonunun ifadesinde

yerine yazilirsa verilen problemin;

1-%8x ; 0<x<¢
G(x,§) =
1-x)¢ ; {<x<1
Green fonksiyonu elde edilir.
Ornek 3.2.
Iy)=-y"

ifadesinin ve

U,(y)=y(0)=0, Uy,(y)=y'(1)=0
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sinir sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatdriiniin Green fonksiyonunu insa

edelim.
) =—y"=0
diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz
yi1(x) =1ve y,(x) =x

¢Oziimleri sistemini alalim burada
_ yu =0

denkleminin
y(@©)=0ve y" (1)=0
sartlarint saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi probleminin yalniz trivial ¢6ziimii vardir.
) =-y"=0
diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii y(x) = c¢;x + ¢, oldugundan
y(0)=c;=0ve y'(1)=c; =0olur.
() =—-y"=0

diferansiyel denkleminin yalniz trivial ¢6zliimii vardir. Bu nedenle ele aldigimiz L
diferansiyel operatoriiniin G (x, ¢) green fonksiyonu vardir ve tektir. G(x, ) green

fonksiyonunun genel sekli ise asagidaki gibidir;
a1+ a,x 0<x<¢

G(x, &) =
b1+ b,x E<x<1

G (x,§) green fonksiyonunun x = ¢ noktasinda siirekli olmasi sartindan

bll +b2€_(a11 + azf) = O

(by —a))l+ (b —ay)§ =0
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esitligini ve G(x, &) green fonksiyonunun x = ¢ noktasinda tiirevinin siireksiz

oldugu sartindan b, —a, = -1 buluruz burada b; —a; =c¢; ve by, —a, =c,
aldigimiz ¢y ve ¢, ig¢in su esitlikleri yazarz, ¢; +¢c;¢ =0 ve ¢, =-—1 bu
esitliklerden ¢; = & ve ¢, = —1 bulunur.

Buradan b; — a; = ¢; esitligindena, = by — ¢c;=b; — & bulunur ve b, —a, =c,
eslthglnden de a, = bz —Cy = bz + 1 bulunur a, = bl _E ve a, = b2 + 1

degerlerinin G(x,§) yerlerine yazdigimizda,

(by =1+ (by+Dx; 0<x<¢
G(x,$) =

b11 + bzx ; E <x< 1
elde edilir. Green fonksiyonunun

U1(6) = Glio= 0ve Up(6) = =G| =0

sartlarim1 sagladigindan U;(G) = 0 sartindan G(0,&) = b; —& = 0ise b; = &
ve U,(G) =0sartindanda b, = 0 bulunur. Buldugumuz bu degerleri G(x,¢)
Green fonksiyonunun ifadesinde yerine yazdigimizda L diferansiyel operatoriiniin

Green fonksiyonunu asagidaki sekilde yazabiliriz;
x; 0<x<¢

G(x,$) =
§; E<x<1

Ornek 3.3.

) =y"+y

diferansiyel ifadesinin ve
U=y ©0)=0, U,(y)=y(3) =0

siir sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatdriiniin Green fonksiyonunu inga

edelim.
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Iy)=y"+y=0

denkleminin genel ¢éziimii
y(x) = ¢;Sinx + c,Cosx

seklindedir. Burada y,(x) = Sinx ve y,(x) = Cosx fonksiyonlar1 y"" +y = 0

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir. Ly = 0 denkleminin yalniz trivial ¢oziimii

vardir. Gergekten L operatorii i¢in,

_(U1(v1) Ui (2)\ _ Sin0  Cos0 (0 1
U= viom) = <sm§ COS%>_(1 o)

detU=-1+0

oldugundan Ly=0 denkleminin yalniz trivial ¢6ziimii vardir. Bu nedenle L operatorii
icin Green fonksiyonu vardir ve tektir. L operatoriiniin G (x, ¢) Green fonksiyonunun

genel sekli;

a;Sinx + a,Cosx ; 0 <x<¢

G(x,8) =

T
b,Sinx + b,Cosx ; E<x£§

seklindedir. Green fonksiyonu x = ¢ noktasinda siirekli oldugundan
(by — ay)Siné + (b, —a,)Cosé =0

esitligini buluruz. G(x,&) Green fonksiyonunun tiirevinin x = ¢ noktasin da
stireksiz olmasi sartindan ise  (b; —a;)Cosé — (b, —a,)Siné =1 esitligini
yazabiliriz bu esitlikte b, —a; =c¢; ve b, —a, =c, aldigimizda ¢, ve c,

katsayilarin1 hesaplamak i¢in asagidaki sistemi buluruz;
c1Siné + c,Cosé =0
c; Cosé —c,Siné =1

bu sistemde birinci denklemi Cos¢ ikinci denklemi Siné ile carpip birinciden

ikinciyi ¢ikarirsak ¢, = — Siné buluruz buldugumuz bu degeri birinci denklemde
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yerine yazdigimizda ¢c; = Cosé buluruz simdide by —a; =c¢; ise a; =b;— ¢
ve b,—a,=c, ise a, = b, —c, elde edilir. ¢; = Cosé ve c, =—Siné
degerlerini yerine yazdigimizda a; = by — Cosé¢ ve a, = b, + Siné esitliklerini

elde ederiz bu degerleri G (x, §) Green fonksiyonunda yerlerine yazalim;

(by — Cos&) Sinx + (b, + Siné )Cosx; 0 <x<¢&

G(x,8) =

s
b,Sinx + b,Cosx ; €<xSE

G(x,&) Green fonksiyonu
U(y)= y(0)=0, Uy(y)=y(3) =0
siir sartlarini sagladigindan,

Ul(G) = G(O, f) = bz + Slnf =0 ise b2 = _Slnf

U,(G) = G(g,f) — b, =0

bulunur hesapladigimiz b; ve b, katsayilarimi  G(x,&) fonksiyonunda yerine
yazdigimizda L lineer diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu asagidaki

sekilde elde ederiz;
—CoséSinx ; 0<x<¢&

G(x,§) =
—SinéCosx ; §<x<—

Ornek 3.4.
ly)=y"-y

diferansiyel ifadesinin ve
U(y)=y(0)=0ve Uy(y)=y (1)=0

siir sartlarinin dogurdugu L lineer diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu

insa edelim bunun igin,
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Iy)=y"-y=0

diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemini bulalim bu amacla
y" —y = 0 diferansiyel denkleminin karakteristik denklemini yazalim y"' —y = 0
diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi k* —1 =0 dir. Bu denklemin
kokleri k; =1 ve k, = —1 oldugundan y" —y =0 diferansiyel denkleminin
lineer bagimsiz ¢oziimleri y; (x) = e* ve y,(x) = e ™  olur y"’ — y = 0 diferansiyel

denkleminin genel ¢6ziimii ise lineer bagimsiz ¢oziimlerin lineer birlesimi olan
y(x)=c,e* +c,e”*

Seklindedir. L lineer diferansiyel operatdrii icin U matrisini yazalim

(U Ui\ (1 1
1=(uor vion) (e o)

detU=|i 6E1|=e‘1—e +0

oldugundan Ly=0 denkleminin yalmiz trivial ¢o6ziimii vardir. Bu nedenle L
diferansiyel operatdriiniin Green fonksiyonu vardir ve tektir, L lineer diferansiyel

operatoriiniin G (x,§) Green fonksiyonunun genel sekli asagidaki gibi yazabiliriz;
ae* +ae™ ; 0<x<¢

G(x,$) =
blex‘l‘bze_x B E<XS1

Green fonksiyonununx = ¢ noktasinda siirekli oldugundan
(b, — a1)€$ + (b — az)e_'f =0

esitligini elde ederiz. G(x,¢&) Green fonksiyonunun tiirevinin x = ¢ noktasin da

stireksiz olmasi sartindan ise
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(by —ae’ — (b, —az)e™® =1
esitligini elde ederiz. Buradan
b —a;=c; ve by—a, =c,
aldigimizda c¢; ve ¢, hesaplamak i¢in asagidaki denklemler sistemini elde ederiz;
clef + cze_5=0
cpef — e ¥=1

bu denklem sisteminden ¢; = %e"f ve ¢, = —% e® degerlerini buluruz G(x, )

Green fonksiyonu G(0,é) =0 ve G(1,&) = 0 sinur sartlarin1 sagladigindan

a1 +a2 = O
ble"" bze_l = O
1
bl - a1 =78_€

1
bz—a2=—§ ef

Oldugundan bu esitliklerden a;, a, ve by, b,katsayilarini bulahm

1
b1 - a1 =38_E

esitliginin her iki tarafin1 e carpalim

1
eb, —ea; = 381‘5

elde ettigimiz bu son iki esitligi taraf tarafa topladigimizda;
eb; + e 1h,-(ea, + e lay) :1;(81‘5 — e~ (-9
veya
ea; +eta, = —%(el"f — e 179y, a;+a, =0
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esitliklerini elde ederiz. Buradan a; = —a, olur.

ea; +e ta, = —%(el_’f — e~(-9)
esitliginde a, yerine —a, yazdigimizda

1
a(e"t—e) = -3 (et=% — =178

esitligini elde ederiz bu esitligi diizenledigimizde

1
a(e—e™) = 5 (et=% — e~(1=9)

olur.
o — (¥ — e D) Sinh(1-¢)
2= T e T sinh(D
ise
_ Sinh(1-%)
%2 = o5 h(1)
bulunur, a; = —a, oldugundan
B Sinh(1-¢)
M= T Tosim k(D)

oldugunu hesaplariz.

by = ay + et
1= 04 29

ise

1 Sinh(1-¢§)
b1 = —e g —_ "
2 2Sin h(1)

olur.

61



oldugu ig¢in,

Sinh(1-§) 1 .
—-—-e

2= "Sink(1) | 2

oldugu bulunur. a,, a,, b;,b, katsayilar1 i¢in buldugumuz bu degerleri G(x,¢)
Green fonksiyonunun genel ifadesinde yerine yazdigimizda L lineer diferansiyel

operatoriiniin Green fonksiyonunu;

(Sinh(x)Sinh(¢ — 1)

Sinh(1) P 0=x<¢
fe8) = h(&)Sinh(x — 1)
Sin Sinh(x — 1

l Sinh(1) §<xsl

seklinde inga etmis oluruz.
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4. ESLENIK OPERATORUN GREEN FONKSIYONU

L diferansiyel operatoriiniin tersi bulundugunda L diferansiyel operatoriiniin eslenigi
olan L" operatoriiniin de tersi vardir. Bu nedenle eslenik L" operatériiniin de Green
fonksiyonu var ve tektir. Eslenik L™ diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu
H(x, &) ile gosterelim simdi burada L diferansiyel operatoriiniin G(x,é) Green
fonksiyonu ile eslenik L" diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu H (x, §)

arasinda ne gibi bagint1 oldugunu bulalim, bunun i¢in,

Lp=fvel Y=g (4.1)
alalim,

Ly = f icin ¢ = L7If (4.2)
ve

L* Y=g i¢in p=L*"g (4.3)

olur. Simdi, L ve L*operatérlerinin eslenik operatorler olduklarini kullanarak

asagidaki esitligi yazalim,

(Lo, ¥)=(o, L' ¢) (4.4)

(4.4) esitliginden,

Lo=f ,¢p=L¥"g o=L"fveL Y=g (4.5)

(4.5) ifadesini kullanarak su esitligi yazabiliriz

L, 9 =(f L¥" g) (4.6)

(4.6) esitlikginden eslenik operatorlerin ters operatorlerinin de eslenik operator
olduklart goriiliir bu esitligi daha agik sekilde yazdigimizda her bir f(x) ve g(x)
stirekli fonksiyonlar1 i¢in asagidaki esitligin saglandigini goriiriiz, bu formiildeki
H(x,&) ifadesi L* diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu olan H(x,¢)

fonksiyonunun kompleks eslenigidir.



G (x, &) fonksiyonu ise L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonudur.

b b b b
f f 6 (x, E)F(©) g dxde = f f AGDf©g0dxds  @47)

boylece (4.7) esitligi her bir f(x) ve g(x) siirekli fonksiyonlari i¢in saglandigindan
asagidaki esitligi yazabiliriz.

G(x, &) = H(x, &) (4.8)

(4.8) esitligini saglayan G (x, &) ve H(x, &) g¢ekirdeklerine eslenik gekirdeklerde denir.
Boylece asagida yazacagimiz lemmanin dogru oldugunu gostermis olduk.

Lemma 4.1. Eslenik diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonlar1 da esleniktir.
Simdi de L diferansiyel operatoriiniin 6z eslenik diferansiyel operator oldugunu
varsayalim yani; L= L* oldugunu varsayalim su halde 6z eslenik operatorler igin

H(x,&) = G(x,&) oldugu asikardir. Oz eslenik L diferansiyel operatdriiniin Green
fonksiyonu (4.1) esitligine gore,

G(x, &) = G(x,¢) (4.9)

(4.9) esitligini saglar bu esitligi saglayan c¢ekirdeklere Hermit c¢ekirdegi denir.
Boylece 0z eslenik diferansiyel operatorler i¢in asagidaki Lemma nin dogrulugunu
gostermis olduk.

Lemma 4.2. Oz eslenik diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonu Hermit

cekirdegi olur.
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5. PARAMETRE BULUNDURAN SINIR DEGER PROBLEMLERi VE
PARAMETRE BULUNDURAN SINIR DEGER PROBLEMLERIN
INTEGRAL DENKLEMLERE GETIiRiLMESI

5.1. Parametre Bulunduran Sinir Deger Problemi

Pratik problemlerin ¢éziimiinde sik sik asagidaki sekilde parametre bulunduran sinir

deger problemleri ile karsilasiriz;
Iy)=2y+f(x), (5.1
Uu@ =0 ,y=123,..,n (5.2)

Buradaki (5.1) diferansiyel ifadesi ve (5.2) lineer formlar1 asagidaki esitliklerle de

tanimlanabilir
dny n-1y,
l(y) =P0(x)W+P1(x)W+--~+Pn(x) (5.3)
n—-1
Uy, = (a;c/ yfgk) + ﬁl]c/) =0, y=123,..n (5.4)
k=0

burada ki A parametredir. f(x) ise x degiskenine bagh bir fonksiyondur. L lineer
diferansiyel operator (5.3) diferansiyel ifadesinin ve (5.4) sinir sartlarinin dogurdugu
lineer diferansiyel operator oldugunu varsayalim. O zaman (5.1) diferansiyel
denkleminin (5.4) sinir sartlarmmi saglayan ¢oziimiiniin bulunmasimi asagida ki

operator denklemin ¢ézlimiiniin bulunmasi bi¢ciminde yazabiliriz,
Ly=21y+ f(x) (5.5)
burada 6zel halde f(x) = 0 oldugunda (5.5) homojen operator denkleme dontisiir,

Ly= dy (5.6)



(5.6) operator denklemi asagidaki homojen lineer diferansiyel denklemin homojen

lineer smir sartlarindaki ¢oziimiiniin bulunmasi problemine equivalent dir.

I(y)=2Ay (5.7
Uu(=0 ,y=123..,n (5.8)

Burada dikkate alalim ki (5.6) denklemi ve bu denkleme equivalent olan (5.7)-(5.8)
sinir  deger problemi homojen smir deger problemi olup lineer
denklemlerdir. y(x) = 0 trivial ¢6zlimii her bir A i¢in bu denklemlerin ¢oziimiidiir.
Fakat A parametresinin bazi degerlerinde (5.6) operatér denkleminin ve uygun
(5.7)-(5.8) smir deger probleminin trivial olmayan ¢oziimleri de olabilir. A
Parametresinin (5.6) operator denkleminde ki ve (5.7)-(5.8) smir deger probleminde
ki istte gosterdigimiz degerlerine L operatoriiniin ( ve uygun olarak (5.7)-(5.8) sinir
deger probleminin) karakteristik degerleri ve bu karakteristik degerlere uygun (5.6)
denkleminin trivial olmayan ¢6ziimlerine ( uygun olarak  (5.7)-(5.8) sinir deger
probleminin ve bu karakteristik degerlere uygun trivial olmayan ¢ozlimlerine de)
karakteristik fonksiyonlari denir. Diferansiyel L operatoriiniin ve uygun olarak
(5.7)-(5.8) smir deger probleminin karakteristik degerlerinin ve karakteristik
fonksiyonlarmin bulunmasi problemi lineer diferansiyel operatorler teorisinin en
onemli problemlerindendir. Bu problemin ¢6ziimii parametre bulunduran sinir deger

problemlerinin integral denklemlere getirilmesi ile kolaylastirilabilir.

5.2. Parametre Bulunduran Smr Deger Probleminin Integral Denkleme

Getirilmesi

Burada, (5.3) diferansiyel ifadesi ve (5.8) siir sartlarinin dogurdugu L operatoriintin
tersinin L™ oldugunu varsayalim, G (x, §) fonksiyonuda L diferansiyel operatdriiniin
Green fonksiyonu olsun su halde, (5.5) denkleminin her yanini soldan L™ operatorii

ile carparak asagidaki esitligi elde ederiz.
y=ALly + g (5.9

g= LIf (5.10)
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L diferansiyel operatoriiniin G (x, ¢) Green fonksiyonunu kullanarak (5.9) operator
denklemini ve uygun olarak g elemaninin (5.10) esitligi ile tanimlanan ifadesini daha

acik bigimde asagidaki gibi yazabiliriz,

b
yx) = AfG(x,f)y(f)df + g(x) (5.11)
b
g(x) =fG(x,€)f(€)d€ (5.12)

a

y(x) aranan fonksiyonun bulunmasi i¢in buldugumuz (5.11) denklemi ikinci gesit
Fredholm denklemidir. (5.1) ve (5.2) simir deger probleminin ¢ézlimiiniin bulunmasi
problemi, (5.11) ve (5.12) ikinci ¢esit integral denklemin ¢oziimiiniin bulunmasi
problemleri equivalent problemlerdir. Boylece burada asagida yazacagimiz lemmay1

ispatlamis olduk.

Lemma 5.1. (5.1) diferansiyel ifadesi ve (5.2) sinir sartlarinin dogurdugu L lineer
diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu olan G(x,¢) bulundugunda parametre
saglayan homojen olmayan lineer (5.1) diferansiyel denkleminin (5.2) sinir sartlarini
saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemi (5.11) integral denkleminin (5.12) formiilii
ile bulunan g(x) fonksiyonununda ¢6éziimiiniin bulunmasi problemine equivalentdir.
Ozel halde f(x) =0 oldugunda (5.6) homojen lineer diferansiyel denkleminin
homojen (5.2) smir sartlarini saglayan trivial olmayan c¢oziimlerinin bulunmasi

problemi uygun olarak homojen,

b
y(x) = Af G(x,§)y(§)d (5.13)

lineer integral denkleminin trivial olmayan c¢oziimlerinin bulunmasi problemine

equivalentdir. (5.12) integral denklemini G(x,¢&) ¢ekirdegi siirekli ¢ekirdek
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oldugundan bu homojen (5.12) integral denklemine, integral denklemler teorisinde
belirli olan Fredholm teorisi uygulanabilir. Fredholm teorisinden yazabiliriz ki,
siirekli ¢ekirdekli (5.13) integral denkleminin, sayilabilirden fazla olmayan sayida,
sonlu limit noktas1 olmayan A;, 4, 43,44, ... 4, .., Karakteristik sayilar1 bulunur.
(5.11) homojen olmayan integral denkleminin, bu denklemdeki A parametresinin
karakteristik degerlerinden farkli her bir A# A4, , n = 1,2,3,... degerlerinde
denklemin keyfi siirekli g (x) sag yani i¢in ¢oziimi vardir ve (5.11) denkleminin

A # A, i¢in ¢oziimii,

b
y0) = [ TCuE DY +g() (5.14

formiilii ile bulunur. Bu formiildeki I'(x,&,A) fonksiyonu G(x,¢&) ¢ekirdeginin
rezolventidir. I'(x,&,A) fonksiyonunun insast Fredholm integral denklemler
teorisinde verilir. ['(x, &, 1) Fonksiyonu [a, b] araliginda alinmis ve sabit olan x ve
& degerleri i¢in A parametresinin meramorf (iki tam fonksiyonun orantisi seklinde
gosterilen) fonksiyonu olur. Bu meramorf. I'(x, &, 1) fonksiyonunun kutup noktalari
(polyuslari) (5.12) integral denkleminin karakteristik degerleri olur. Bdylece buradan

asagidaki sonucu yazabiliriz;

Lemma 5.1. [(y)=0 denkleminin (5.2) smir sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin yalniz

trivial (asikar) ¢oziim oldugunda,

a) Homojen (5.7)- (5.8) smir deger probleminin sonlu limit noktasi olmayan ve
sayilabilirden fazla olmayan A, A, 43, ... 4, ... Karakteristik sayilar1 bulunur.

b) A parametresinin Ay, A,, A3, ... 4, ..., karakteristik degerlerinden farkli A # A4,
n=1,273,... degerlerin de homojen olmayan,

¢) (5.1)-(5.2) smir deger probleminin [a, b] araliginda siirekli olan her bir f(x)
fonksiyonu igin ¢oziimii vardir. Dikkat edelim ki bu sonu¢ lineer integral
denklemlerin Fredholm integral denklemler teorisinden faydalanarak yazdik. Bu

sonuca 0nceki kisimlarda verilmis sonuglara dayanarak ta bulabilirdik.
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Ornek 5.1.

y'+y= Ay + f(x) (5.15)
diferansiyel denkleminin,

y(0)=0 ve y'(1)=0 (5.16)

sinir sartlarini saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi problemini, bu probleme equivalent
olan lineer integral denklemin ¢Oziimiiniin bulunmasi problemine getirilmesini
gosterelim. Bunun i¢in  [(y) = y” +y diferansiyel ifadesinin ve (5.16) smir
sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin G (x, §) Green fonksiyonunu ingaa
edelim. Bunun i¢in 6nce Ly = 0 denkleminin yalmiz trivial ¢6ziimiiniin oldugunu

gosterelim, burada

y'+y=0 (5.17)
Denkleminin

y1(x) = Sinx ve y,(x) = Cosx
lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemi oldugundan (5.17) denkleminin genel ¢6ziimii,
y(x) = ¢;Sinx + c,Cosx (5.18)
seklindedir. (5.16) sinir sartlarindan
y(0)=c,=0
y'(1) = ¢; Cos1=0

Cos1 # 0 oldugundan c¢; = 0 olur.

Boylece, Ly = 0 denkleminin yani, (5.17) denkleminin ve (5.16) sinir deger
probleminin yalniz trivial ¢6ziimii vardir. Ly=0 denkleminin yalniz trivial ¢6ziimii
oldugundan L diferansiyel operatoriiniin G (x, &) Green fonksiyonunu var ve tektir. L
diferansiyel operatoriiniin G (x, ¢) Green fonksiyonunu [0,&) ve (¢, 1] Araliginda

homojen (5.17) denkleminin ¢6ziimii oldugundan ve (5.17) denkleminin genel
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¢ozimii  y(x) = ¢;Sinx + c,Cosx  seklinde oldugu i¢in L  diferansiyel

operatoriiniin G (x, ¢) Green fonksiyonunu asagidaki sekilde arayalim
G(x,¢) = a,Sinx + a,Cosx 0<x<¢ (5.19)
G(x,&) = bySinx + b,Cosx E<x<1 (5.20)

G(x,&) Green fonksiyonununx = ¢ noktasinda siirekli oldugundan asagidaki

esitligi elde ederiz;
(b; — aq)Siné + (b, — ay)Cosé (5.21)

G(x, &) Green fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevinin x = ¢ noktasinda ki

degeri,

! =1
Po(§)

ifadesine esit olan sigrayisa sahip olmasi sartindan ise;

(b; — aq)Cosé — (b, — a;)Siné (5.22)
esitligini elde ederiz. burada

c1= byi-ay (5.23)

;= by-a, (5.24)

biciminde alalim su halde (5.21) ve (5.22) denklemlerinden c; ve c, parametrelerini

bulmak i¢in asagidaki denklemler sistemini elde ederiz,
c1Sin € + c,Cosé =0
c1C0sé -c,Siné =1
bu denklem sisteminden ¢4 ve ¢, bilinmeyenlerini hesapladigimizda

c; = Cosé ve c; =—Siné (5.25)
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esitliklerini buluruz bu degerleri (5.23) ve (5.24) esitliklerinde yerine yazdigimizda

a, = by— ¢, = by—Cos§ ve a,= b,— c; = by+ Siné
esitliklerini buluruz a; ve a, i¢in buldugumuz bu degerleri,
a, = by — Cosé (5.26)
a, = b,+ Siné (5.27)
Green fonksiyonunun (5.19) ifadesinde yerine yazdigimizda Green fonksiyonu,
G(x,&) = (by —Cosé)Sinx + (b, + Siné)Cosx 0<x<¢
G(x,&) = b,Sinx + b,Cos E<x<1

L diferansiyel operatoriiniin G (x, ¢) Green fonksiyonunu y(0) =0ve y'(1) =0

siir sartlarini da saglamasi gerektiginden asagidaki esitlikleri elde edebiliriz

G(0,&) = by + Siné =0ve Gy(1,§) = b;Cos1 —b,Sin1 =0

bu esitliklerden
b, + Siné =0 ise b, =—Sin¢ (5.28)
—Sin 1Sin &
= 5.29
! Cosl ( )

degerlerini buluruz b; ve b, i¢in buldugumuz (5.28) ile (5.29) degerlerini (5.26) ve
(5.27) esitliklerinde yerlerine yazdigimiz da

_ —Sin1Sin¢§

—Cos(&€—-1)
a; = 4

Cos1 0ss = Cos1

a2=b2+ SlnE:—Slnf‘l' Slnf=0

hesapladigimiz a, , a, , b; ve b, Kkatsayilarini G (x, &) Green fonksiyonunun,
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G(x,&) = a;Sinx + a,Cosx 0<x<¢
G(x,&) = bySinx + b,Cosx E<x<1

ifadelerinde yerlerine yazdigimizda G (x, &) Green fonksiyonu asagida ki sekilde olur.

Cos1
L SinéCos(x — 1)
Cos1l ’

J_SinxCos(E—l) O<x<é
G(x,$) =

E<x<1

elde ettigimiz G(x,¢)’ nin kullanilmasiyla, (5.15) - (5.16) sinir deger problemi bu

probleme equivalent olan,

1
yu>=xfcufW@ﬁE+ga>
0

integral denkleminin

1

M@=JG@£V@M€

0

sartinda ¢6ziimiinlin bulunmasi problemine doniistiiriilmiis oldu.
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6. L — Al DIFERANSIYEL OPERATORUNUN GREEN FONKSiYONU

L operatorii,

n n-—1

d"y ™"y
L) =P0(x)W+P1(x)W+---+Pn(x) (6.1)
diferansiyel ifadesinin ve
n-1
u, Uy = Z(a,’(/ v+ =0, y=123,..n (6.2)
k=0

siir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operatdr olsun I birim operator , A nin
bir parametre oldugunu varsayalim, burada L—AI operatoriiniin Green fonksiyonunun
insaa edilmesi metodunu gosterelim. Bir baska ifade ile L — Al operatdriiniin tersinin

bulunmasi metodunu verelim. L—AI operatoriiniin, Green fonksiyonu insa edildiginde

(L - AI)~? ters operatérii insa edilmis olur. Bu nedenle burada L — Al operatdriiniin

Green fonksiyonunun inga edilmesi ¢ok 6nemli bir problemdir.
L — Al operatdriiniin Green fonksiyonunu insa etmek igin;

Ily)= Ay (6.3)

homojen diferansiyel denkleminin,

(r-1) _(Ly=j
v (N = {0, v#j  jy=123..n (6.4)

baslangic sartlarini saglayan ¢oziimleri sistemini uygun olarak,
y]/ = y]/(x))\) ;V = 112131---n (65)
ile gosterelim (6.3)-(6. 4) baslangi¢ deger problemlerinin

Y1 = yl(x')\)' V2 = J’Z(x»k): V3 :yS(x'A)ﬂ"" Yn = yn(x,l)



¢Ozlimleri sistemine (6.3) diferansiyel denkleminin normallestirilmis fundamental
¢Ozlimler sistemi veya normallestirilmis lineer bagimsiz ¢dziimler sistemi denir.

simdi burada homojen olmayan,

I(y)- Xy = f(x) (6.6)

denkleminin genel ¢6ziimiini bulmak i¢in Lagrange sabitlerinin varyasyonu

metodunu uygulayarak (6.6) denkleminin iki sekilde genel ¢éziimiinii bulalim,

n

_ (1) [~ y(f) ¥y (x,A) (6.7)
y(x)—;cy 7 (o) + f (yzzl e QL

_ c ) y(f) yy
y(x)—;c 3, (1) — j (Z i e

(6.7)-(6.8) formiillerinde Cl(l), Cgl),... ,C,Sl) ve Cl(z), CZ(Z), Céz),..., C,(lz) katsayilar
uygun olarak segilen keyfi sabit sayilardir. W () ise uygun olarak (6.5) c¢oziimler

sisteminin x = ¢ noktasindaki wronskiani olup,

“‘”(5) Y oy ()

o ”(5) y§” ”(f) o ”(5)

bi¢iminde tanimlanan determinanttir. W, (&), W5 (&), ..., W, (&) fonksiyonlar1 W (§)

Wronskii determinantinin birinci satir elemanlarinin, yani (6.9) determinantindaki

birinci satirda bulunan ¥ (&), ¥V, ...,y (€) elemanlarmin cebirsel
tamamlayicilaridir. (6.6) denkleminin genel ¢6ziimii i¢cin buldugumuz (6.7) ve (6.8)
esitliklerini taraf tarafa toplayip 2 ye boldiiglimiiz zaman (6.6) denkleminin genel

¢Ozlimiinii,
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b

Y0 = 6 + [ 908 £ (6.10)
y=1

a

Bi¢imindedir. Bu formildeki C;, C,, C3,Cy,Cs, Cy ... C,—_1, C,, katsayilan keyfi sabit

sayilardir, g(x, &) fonksiyonu ise agsagidaki sekilde tanimlanan bir fonksiyondur.

yl(x, A) yZ(x' A) yn(xr A)
WP wW P P
PR SR A LI CLO AN LD
’ - ZW(S()PO(S()
yl(fi }\) 3’2(51 }\) Yn(ff )\)
bu esitlikteki “+*“ isareti x > ¢  esitsizligi, “-* isareti ise x < ¢& esitsizligi

saglandiginda alinir. (6.10) esitligindeki keyfi sabit olan C;, C;, C3, C4 ... Cy
katsayilarini dyle secelim ki (6.6) denkleminin (6.10) bigiminde buldugumuz genel
¢oziimil (6.2) sinir sartlarini saglasin bir bagka ifade ile (6.6) denkleminin (6.10)
bicimindeki genel ¢oziimiinde bulunan C;, C,, Cs, ... C, keyfi sabit sayilarin1 dyle
secelim ki (6.6) denkleminin(6.2) sinir sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim. Bunun

icin asagidaki esitligin saglanmasi gerekir.

b

> Gu)+ [ U@ ©dE=0 y=123..n @)
=1

a

esitliklerindeki C;, C,, C3, C4 ...,C, Katsayllarmmin bulunmasi i¢in homojen
olmayan lineer denklemler sistemidir. (6.9) Sisteminden C;, C,, C5, C4,... Cy
sabitlerini bulup (6.10) esitliginde yerine yazdigimizda (6.6) denkleminin(6.2) sinir

sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii asagidaki formiille bulunur.
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b

y() = f G(x, & NY(E)dE 6.12)

a

bu formiildeki G(x, &, A) fonksiyonu L — AT diferansiyel operatoriiniin Green

fonksiyonu olup asagidaki gibi hesaplanir,

(D"

G(x, 80 = AY

H(x, &%) (6.13)

w(y1) ui (v2) w(ys) . u ()
U, (y1) u2(y2) u(y3) - ux(yn)
A = | (6.14)

00D 02 U0 e unGh)

y1(0)  y2(x) y3(x) .. y(x)  g(x,$)
w (y1) u1 (v2) w(y3) .. u () u,(g)

R e s el I

1) Un2) n(¥) o ) ()

Burada A sayisi L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeri olmadiginda, A
parametresinin bu degeri igin A(A) # 0 olur. Bu nedenle A sayisi L diferansiyel
operatoriiniin karakteristik degeri olmadiginda (6.10) ve (6.11) formiillerinin anlami

olur. Boylece, asagidaki lemmay1 ispatlamis olduk,

Lemma 6.1 L — Al operatoriiniin Green fonksiyonunu (6.13), (6.14), (6.15), (6.9) ve

(6.11) formiilleri ile tanimlanir.

Ornek 6.1.
-y =Ny = f(x)

denklemini
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y(0)=0ve y(1) =0

smir sartlarini saglayan siir deger probleminin G (x, é,1) Green fonksiyonunu insa

edelim ve problemin ¢éziimiinii bulalim;
—y" = A2y (6.16)
diferansiyel denkleminin,
y1(0) =1, y,'(0) =0ve y,(0) =0, y,'(0) =1

baslangic sartlarin1 saglayan y; = y;(x,A), y» = y.(x,A) fundamental ¢oziimler
sistemini bulalim (6.16) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki bigimde

yazilabilir.

y(x) = c,Cos Ax + c,Sin Ax

y1(0) =1, y,/(0) =0

sinir sartlarindan c; =1 vec, =0 oldugu bulunur buradan,

y, = y1(x,A) = Cosx

y2(0) =0, y,'(0) =1

sartlarinin saglanmasindan ise ¢; = 0 ve

1
C2:_

A

bulunur, buldugumuz bu degerleri genel ¢oziimde yerine yazdigimizda,

Sin Ax
2= y2(x,A) = )

demekki (6.16) diferansiyel denkleminin normallastirilmis fundamental ¢oziimler

sistemi;

v1(x,A) = CosAx
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veE

Sin Ax
A

olur. Simdi de ele aldigimiz problem i¢in fundamental g(x, &) ¢oziimiini bulalim

yZ(x’}\) =

g(x, &) asagidaki formiil yardimai ile hesaplanir,

yl(x'}\) yz(X,}\)

gx, & =+ y1(&D) y2(E0)

1
2W(EPy($)

ele aldigimiz problem i¢in Py (§) = —1 ve

y' &N y', (&N

WEO=1 Len  nen

W(E) = yll(fﬂ )‘)yZ(E' }\) - yl(fﬂ }\) ylz(’fﬂ }\)

W (&) = —1 boylece, Py ()W (&) = (—1)(—1) = 1 bulunur simdi de

Sin Ax
yi(6A)  ya(x,A) Cos Ax -
yl(f: )\) yz(f, )\) = Sin )\f

Cos A >

1 1
= T(Cos AxSin Aé — Sin AxCos A¢ ) = —T(Sin AxCos Aé — Cos AxSin A§)

1 - 1 -
—TSLTI (x—f)—TSm & —x)

esitliklerini kullanarak agagidaki sekilde g(x,¢&) fonksiyonunu yazabiliriz,
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1
ﬁSlﬂ)\(f - Xx),

9(x,8) = .
k— ﬁSinA(E - X),

1
G(x’ f) }\) = mH(xl E' }\)

E<x

x<é&

formiiliinde ki A(A) determinantinin esitini hesaplayalim,

1 0 .
SinA
= SinA | = —
AR Cos A ke
A
simdi de H(x,,A) fonksiyonunu hesaplayalim;
y1(x,4) y2(60) g, $)
H(x,&,)) = u; (y1) u(y2)  ui(9)
uy(y1) u,(y,)  uy(g)
Sin Ax
Cos Ax . g(x, &)
1
Hx, &N =| 1 0 —ﬁSin}\f
Cos A Sin A 1 Sinih "
05 P\ 73 S — 1)

bu determinantin sonucunu hesaplayip,

1
G(x, Et)\) = mH(xﬂfl)\)

esitliginde yerine yazdigimizda,
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Sin AxSinA(1 — &)

<
Asina 0 0=x<¢
G(x, &) =
LSinAg‘Sin A1 —x) ey <1
ASin A ’ §<xs

Green fonksiyonunu elde ederiz.
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7. 8 -FONKSIYONU VE 6 -FONKSiYONUNUN KULLANILMASI iLE
GREEN FONKSIYONUNUN INSAASI

7.1. é-Fonksiyonu

Analiz derslerinde fonksiyonel dizilerin yakinsaklik gesitlerini gdrmiistiik. Ornegin

(a,b) araliginda tanimlanmus,

ul(x); uZ(x)r U3(X), U4(X),.... un(x) (71)

fonksiyonel dizisinin diizglin yakinsakligi, orta quadratik yakinsakligi, zayif
yakinsakligi v.b. yakinsaklik g¢esitlerini biliyoruz, hatirlayalim ki, (7.1) fonksiyonel
dizisi i¢in keyfi & > 0 sayisinm1 aldigimizda 6yle N> 0 bulunursa n> N sartim

saglayan her n dogal sayis1, her bir p =1,2,3, ... dogal sayilari ve x € (a, b) i¢in,

|ttnsp () —un ()| < & (7.2)

esitsizligi saglandiginda (7.1) fonksiyonel dizisi (a, b) araliginda diizgiin yakinsaktir
denir. (7.1) fonksiyonel dizisi icin keyfi € > 0 sayis1 alindiginda 6yle bir N> 0
bulunursa bulunursa n> N sartin1 saglayan her n dogal sayisi, her bir p=1,2,3, ...

dogal sayilart i¢in,

b
f|un+p(x) — un(x)|2 dx < ¢ (7.3)

a

(7.3) esitsizligi saglandiginda, (7.1) fonksiyonel dizisi (a,b) araliginda orta

olan keyfi f{x) fonksiyonlari i¢in sayisal,

b
f f ). up(x) dx, n=123. (7.4)

(7.4) dizisi yakinsak dizi oldugunda (7.1) fonksiyonel dizisi (a, b) araliginda zayif
vakinsaktir denir. Yakinsak dizilerin her bir hali i¢in dizinin limiti tanimlanir. Burada



Oonemli bir durumla Kkarsilasilabilir, 6rnegin (a,b) araliginda siirekli olan
fonksiyonlar sinifin1 ele aldigimizi varsayalim (7.1) fonksiyonel dizisinin her bir
teriminin, (a, b) araliginda siirekli olan fonksiyonlar olduklarini varsayalim. O zaman
(7.1) fonksiyonel dizisi (a,b) araliginda diizgiin yakinsak oldugunda bu dizinin
limiti de (a, b) araliginda siirekli fonksiyon olur. Yani bu halde (7.1) fonksiyonel
dizisinin limiti de dizinin elemanlarinin dahil oldugu (a, b) araliginda siirekli olan
fonksiyonlar sinifina dahil olur. (7.1) fonksiyonel dizisi ortalama yakinsak veya zayif
yakinsak oldugunda bu 6zellik saglanmayabilir. Fakat yakinsak dizilerin limitleri bu
dizilerin dahil oldugu sinifa, dahil olmadig1 hallerde ele alinmig dizinin dahil oldugu
siif dyle genisletilir ki bu sinifta yakinsak dizilerin limitleri genisletilmis sinifa dahil
olur burada dikkate alalim ki; genisletilmis sinif ele alinmis sinifin elemanlarindan ve
yakinsak dizilerin limitlerinden olusur. Verilmis sinifin genisletilmesi, Reel sayilar
teorisinde irrasyonel sayiya equivalent rasyonel sayilar dizisinin bir smifi gibi
tanimlanir. Simdi burada zayif yakinsak anlaminda limit fonksiyon tanimladigimizda
bir baska ifade ile zayif yakinsak anlamda limit eleman tanimladigimizda {u,} ve
{v,} dizileri equivalent olduklar1 halde bu dizilerin ayni limit elamani (limit
fonksiyonu) vardir denir. Dikkate alalim ki {u,, — v,,} sifira zayif yakinsadiginda,

yani (a, b) araliginda siirekli olan f{x) fonksiyonu igin,

b
Jm, f ) (un(x) = v (x))dx = 0 (1.5)

(7.5) esitligi saglandiginda u,(x) ve v,(x) dizilerine zayif equivalent diziler denir.

Simdi de agagidaki yontemle 6zel bir dizinin tanimlanmasini ele alalim;

Reel eksenden keyfi bir x, € (—o0,+00) noktasi alalim. &, > 0 sayis1 alalim,
( X9 — & Xo+&,) arali@imin disginda sifira esit olan ve ( Xg — &, X0 + &)
araliginda negatif olmayan {&,(x)} fonksiyonlar dizisini ele alalim ve {&,(x)}

dizisinin agagidaki sartlar1 sagladigini varsayalim,

1. n—> o sartindan ¢, = 0

2. a < xy < b ve her bir n dogal sayisi i¢in;
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b
f&n(x)dx =1 (76)

Yukaridaki iki sarti saglayan {8,(x)} fonksiyonel dizisine x, noktasinin lokal
normallagtirilmis  dizisi denir. {§,(x)} dizisi zayif yakinsak dizidir, {5,(x)}
dizisinin limit elemanina x, noktasinin § — fonksiyonu denir ve &§(xg, x) seklinde
gosterilir. {u,(x)} dizisi (a, b) araliginda zayif yakinsadiginda ve u(x) fonksiyonu
(a,b) arahiginda {u,(x)} dizisinin zayif limiti olmakla, {u,(x)} dizisinin dahil
oldugu smifa dahil olmadigi zaman f(x)u(x) ¢arpiminin integrali asagidaki gibi

tanimlanir;

b b
[ Feoucdx = im [ £60(enG) = v () 1.7)

esitliginden asagidaki esitlik yazilabilir,

b b
tim [ FG8,dx = [ 608G dx = Fxo) (1.8)

(7.8) esitligi  6-fonksiyonunun tanimi gibi alinir.

7.2. 6-Fonksiyonunun Fourier Serisine A¢ilimi

{(Dn ()C)}::1 sisteminin [a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli fonksiyonlarin

e8]
. Sisteminin fonksiyonlar

ortonormal tam sistemi oldugunu varsayalim, {(pn (x)}

i¢in,

1 —
Pnom)={y "20 (7.9)
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olmak tizere,

b
(P, Pm) = f ©n(X)om (x) dx (7.10)

a

sistemi [a,b] araliginda ortonormal sistem

o0
n=l1

(7.9) esitligi saglandiginda {(0” (x)}

olusturur denir. [a,b] araliginda tanimlanmis f{x) fonksiyonlariin bir W smifini ele

. ortonormal

alalim. W sinifindan alinmig her bir f(x) fonksiyonunun {(pn(X)}ZO:

sistemi tlizere Fourier serisi [a,b] araliginda f(x) fonksiyonunun kendisine

yakinsadiginda, yani;

Z(f, ®n) Pr(x) = f(x) (7.11)
n=1

b
(f,¢n>::j"f(x)¢n<x>dx 712)

(7.11)-(7.12) agilm her bir f(x) € W igin saglandiginda {¢,(x)}  sistemi W

smifinda tam sistem olusturur denir. §(x,x,) fonksiyonunun {gon(x)}j:1 tam

ortonormal sistemi iizere Fourier serisine ag¢ilimini bulalim. Bunun igin &(x, x,)
o0
n=

fonksiyonunun {(pn (x)} _, sistemi iizere,

o)

56 x0) = ) n(x0) 9 () (7.13)

n=1

(7.13) seklinde ag¢ildigin1 varsayalim bu ac¢ilimdaki a,(x,) katsayilari aranan

katsayilardir. a, (x,) katsayilarin1 bulmak igin, (7.2) esitliginin her iki tarafini ¢, (x)

84



fonksiyonu ile ¢arpip ortogonal olduklari [a,b] araliginda integralleyelim. O zaman

(@n, Om) = Opm esitligini kullanarak a,(x,) katsayilar1 i¢in asagidaki esitligi

yazabiliriz,

an(xo) = f 8(x, x0) @n(x)dx (7.14)

(7.14) esitliginin sag yaninda &(x, x,) fonksiyonunun tanimini kullanarak,

Cln(xo) = QDn(xo) (7.15)

(7.15) esitligi bulunur Burada &(x,x,) fonksiyonunun {(Dn(X)}L sistemi Uzere

asagidaki a¢ilimi1 buluruz,

8(x,%0) = Z @n(x0) @n(x) (7.16)
n=1

(7.16) agihmindan &(x,x,) fonksiyonunun asagidaki simetriklik aksiyomunu

sagladig bulunur.
8(x, x9) = 8(x0,x) (7.17)

0zel halde (7.17) fonksiyonunun asagidaki ag¢ilimlarin1 yazabiliriz,

1 1v¢
6(x—x)—— - Cos—(x—x) , —-1< x <1
o3+ 0
S(x — xo)—% 2: s l<x<I

2

O(x—x,) = —SinﬂxOSin%x O0<x<l!

M
~
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burada 6(x, x,) fonksiyonunun Fourier dontisiimiinii bulalim, Fourier doniistiimiiniin

tanimina gore;
f 5(x, xp)e'*dx = el®@¥o (7.18)

(7.18) esitligini buluruz. Bu esitligi ters Fourier donlisiimiinii kullanarak asagidaki

bicimde yazabiliriz;

o o

1 . ) 1 .
— iwxg n—iwx — —iw(x—x9)
5(x,xo) P fe Rt [) P fe dow (7.19)

— 00 — 00

(7.19) esitligini elde ederiz. Buradan da,

o)

1
5(x,x0) = ;f Cos w(x — xy)dw (7.20)
0

(7.20) acilimini buluruz.

7.3. 6-Fonksiyonunun Uygulanmasiyla L Diferansiyel Operatoriiniin ve L-AI

Diferansiyel Operatoriiniin Green Fonksiyonlarinin Insasi

L operatoriint,

n n—l

() =Po() -5 4y —+ Pl(x) y T+ -+ Py(x) (7.21)
diferansiyel ifadesinin ve
v, = Z(cx,’(’ vy 4B =0, y=123,..n (7.22)
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(7.22) simir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operatoér oldugunu varsayalim
ve L operatoriiniin tek bir tane G (x, &) Green fonksiyonunun oldugunu farz edelim.
O zaman,

Ly=f (7.23)
operatdr denkleminin, yani uygun olarak,

I(y) = f(x) (7.24)

diferansiyel denkleminin (7.22) sinir sartlarini saglayan ¢6ziimii,

b

y(x) = f G(x,§)f (§)d¢ (7.25)

a

formiilii ile bulunur. Burada (7.24) denkleminde 0zel olarak fix) = 6(x,n)
aldigimizda (7.25) esitliginden,

b
y0) = [ 6§36 mdE = GG) (7.26)

a
esitligini elde ederiz. Bu esitlikten goriiyoruz ki, L operatdriiniin G(x,¢) Green
fonksiyonu (7.24) ve (7.22) sinir deger probleminin veya uygun olarak (7.23)
operator denkleminin f{x) = 6(x, &) alindigindaki ¢oziimidiir. Simdi de lineer
diferansiyel L operatoriiniin karakteristik A4, 4, ... 4, .... Tekrarlanmayan, pozitif reel
sayt ve 0 <Ay <A, < <A, <. sartlarin1 sagladiklarimi ve bu karakteristik

degerlere uygun L operatoriinin  @4(x), @,(x), ..., @ (x) ,.... Kkarakteristik

fonksiyonlarmin [a,b] araliginda ortonormal tam sistem olusturduklarini varsayalim,

o zaman & (x, &) fonksiyonu igin,

6 = gn(®) a0) (.27)
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acilimin yazabiliriz. (2.27) agilimin1 kullanarak L operatoriiniin Green fonksiyonunu
bulalim bunun igin (7.23) denkleminde f (x) = §(x, &) alalim (7.27) agilimindan
(7.23) denklemini asagidaki sekilde yazariz,

L) =) on®) 9a(®) (7.28)

(7.28) denkleminin ¢6zimiindi,

[0e]

y(x) = Z cn(§) pr(x) (7.29)

n=1

seklinde arayalim (7.29) ac¢iliminda c¢,(¢) katsayilar1 aranan katsayilardir. (7.28)
denkleminin (7.29) ¢Ozlimiinii (7.28) de yerine yazdigimizda ve L ¢, = A4,.¢,,

n € N* esitliklerini kullandigimizda asagidaki esitligi yazabiliriz,

Z A cn(&). pr(x) = Z ©n(8). on(x) (7.30)
n=1 n=1

(7.30) esitligini elde ederiz bu esitligin her iki tarafin1 ¢,,(x) fonksiyonu ile garpip,
sonrada [a,b] araliginda x degiskenine gore integral alirsak ve (7.9) ve (7.10)

esitligini de kullandigimizda

AmCm (&) = @,,(§), m=123.. (7.31)

(7.31) esitliklerini elde ederiz. Buradan da aranan c,,(§) asagidaki gibi hesaplariz.

cm(§) = ‘”;”—:‘) , m=123.. (7.32)
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(7.32) esitliginden buldugumuz bu c,, (&) katsayilarmi (7.29) esitliginde yerine
yazdigimizda ve (7.26) esitligini de dikkate alarak L operatoriiniin G (x, ) Green

fonksiyonunu asagidaki sekilde buluruz,

GOx, &) = z <pn(f/)1 Pn(x)

(7.33)

benzer islemlerle Ly = Ay + f operator denklemi icinde yaparak L — Al

operatoriiniin G (x, &, 1) Green fonksiyonu i¢in asagidaki esitligi buluruz,

G, &) = Z ‘p”f)_‘pﬁ() ORI (7.34)

Ornek 7.1.
—y'"'=f(x), 0<x<1

diferansiyel denkleminin y (0) = y (1) = 0 smir sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin
bulunmasi probleminin G(x,¢) Green fonksiyonunu insa edelim, bu problemdeki
f(x) fonksiyonu 0 < x < 1araliginda tanimlanmig Onceden verilmis bir
fonksiyondur. [(y) = —y" diferansiyel ifadesinin ve y (0) =y (1) = 0 sinir sartlarinin
dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin, A,, karakteristik degerleri ve bu karakteristik
degerlere uygun ¢, (x) karakteristik fonksiyonlar1 asagidaki sinir deger probleminin

¢Ozimiudiir.

d’ o,
dx? nPn

ve

(pn(o) = (pn(]-) =0

probleminin ¢oziimiinden;
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A, =n?m? , n=1234,..
ve

Q,(x) = V2Sin(nrx), n =123, ...

esitliklerini elde ederiz, bu esitliklerden de L operatorinin G(x, &) Green

fonksiyonu

2 = Si Si
60§ == ) m("ﬂx:lz in(nmf)
n=1

seklindedir.
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SONUC

Bu calismada, Lineer Diferansiyel Operatérler ve Onlarin Green Fonksiyonunun
Insas1 anlatildi once gerekli olan temel tamimlardan, Lineer uzay, reel lineer uzay,
kompleks lineer uzay, lineer bagimli eleman, lineer bagimsiz eleman, lineer manifold
(lineer uzayda alt uzay), lineer operator, lineer diferansiyel ifade, sinir sartlar1 ve
lineer diferansiyel operatoriin tanimlar1 yapildi. Farkli farkli smir sartlarinda
[(y) diferansiyel ifadesi farkli farkli L operatorleri dogurdugu anlatildi. Ters
operatoriin genel tanimi anlatilarak ters operatoriin 6zellikleri ile ilgili lemmalar
ispatland1. Lineer diferansiyel operatorler icin Green fonksiyonunun tanimi yapilarak
bir lineer diferansiyel operatoriin Green fonksiyonunun insasi yontemi ayri ayri
incelendi. Parametre bulunduran sinir deger problemleri integral denkleme getirilerek

coztimleri kolaylastirildi.
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