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1 Giris

Diferensiyel denklemler teorisi ¢cok uzun yillardir iizerinde ¢alisilan énemli konulardan
biridir. Diferensiyel denklemler giinliik hayatimizda, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji
gibi bircok temel bilim alaninda kullanilmakta ve bu alanlarda birgok kolaylik sagla-

maktadir.

Diferensiyel denklemler teorisi reel hayatta kargilagtigimiz birgok problem i¢in matema-
tiksel model olarak rol oynar. Bunun yam sira, sadece bilim ve teknoloji alaninda
degil, ekonomi, fizyoloji, savunma ve niifus bilimi gibi bir ¢cok alanda da karsimiza ¢ik-
maktadir. Miihendislik, fizik, teknoloji ve matematik biliminin ortak konusu olmasi
dolayisiyla diferensiyel denklem teorisinin gelisimi son yillarda ¢ok hizli bir gekilde iler-
lemektedir. Bu gelisim, sadece matematik biliminde degil bagka bircok bilimde yeni
problemler ve yeni denklemlerin iiretilmesine neden olmustur. Bugiin bildigimiz ve giin-
lilk hayatimizda birgok ig i¢in kullanilan ve hatta isimizi biiyiik oranda kolaylagtiran
makinelerin caligma prensipleri diferansiyel denklemler yardimiyla diizenlenmektedir.
Bilindigi gibi; uygulamali bilim dallarinin bir¢ogunda incelenen ve kullanilan problem-

lerin matematiksel modellemesine mutlaka bir diferensiyel denklem karsilik gelir.

Diferensiyel denklemler teorisinde; daha énceki yillarda “dogada kopukluk yoktur” yan-
lig varsayimlar yer aliyordu. Bu eski kabule gore; fiziksel bir olayin matematiksel mode-
li, degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Iste bu nedenledir ki;
diferensiyel denklemler teorisi, yalmz fizik bilimine 6zgii matematiksel bir ifade olarak
kabul ediliyordu. Ancak, 20. yiizyilin baglarinda biyolojide goriilen genetik olaylardaki
gelismeler, diinyadaki biitiin doga olaylarinin, siireklilik terimleri ile ifade edilemeye-

cegini gostermistir.

Bilim, cevremizde olan herhangi bir olay1 incelerken ve bu olusan olay hakkinda teori
iiretirken veya bir tahminde bulunurken ilging yaklagimlarda bulunur. Olusan baz
olaylari, izlemeye yontemi ile ele alarak, gelecekte olusabilecek bir olay1 tahmin etmeye
calisir.Bunun igin ise, ele aldig1 olayin veya sistemin bir matematiksel modelini kur-
may1 amag edinir. Fakat bircok uygulamada, kurulan bir matematiksel modelin ya da

incelenen olayin veyahut da sistemin gelecekteki halinin ge¢misteki halinden bagim-

1



siz olarak hareket edecegi kabul edilerek hazirlanir. Bu durumun bir sonucu olarak,
herhangi bir olaya karsilik gelen denklem de, olaym su zaman ki durumu ve bunun
degisim oraninin ortaya c¢iktigi kabul edildiginde, bu duruma en saglam ve giivenilir
yaklagim modeli ancak diferensiyel denklemlerdir. Ayrintili bir gekilde ele alinan bir
aragtirma, yukarida bahsedilen kuramin yalnizca bir ilk yaklagim oldugunu ve bu yak-
lasimda gec¢miste varolan durumlarin da ele alinmasi yapilan matematiksel modelle-
menin ¢ok daha saglikli olmasimi saglar. Ciinkii; ele alinan baz1 problemlerde gecmisge
doniik deneyimlerin matematiksel modellemeye katilmamasi olusturulan sistemin an-
lamsiz olmasina neden olabilir. Birgok gercek fiziksel olayin olugmasinda, bir sistemin
hali hazirda bulundugu durum, ge¢misteki durumuna bagl olarak da ifade edilebilir.
Bu sistemin igleyisi hakkinda herhangi bir yorum yapabilmek icin, onu ifade ve temsil
eden bir diferensiyel denklem ve bu denklemin ¢oziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak

gerekir.

Normal sartlar altinda, sistem digindan algilanan bilgiler géz oniine alindiginda, her-
hangi bir etkiye karsi olusan tepki olusturulan her sistemde ¢ok azda olsa bir gecikme
olugmasina neden olur. Ciinkii; olusan herbir etkiye karst meydana gelen bir tepki,
zaman degiskenine bagli olarak olugur. Olusan bu tepki, matematiksel modellemede
gecmisteki bir duruma bagimli olunmasinin ortaya ciktigi en siradan ve basit durum-
dur. Bu anlik durum, zaman degiskeninde gecmise bagimlilik olup, degiskenin tiirevinde

boyle bir bagimlhilik yoktur.

Iste bu tiir diferensiyel denklemlere, gecikmeli diferensiyel denklemler denir. Ister
gecmise herhangi bir bagimlilik g6z oniinde tutulsun isterse bu durum ele alinmasin, bir
¢ok fiziksel olayin matematiksel modeli olusturulmaya caligilirken bir gecikmeli diferen-
siyel denklemin olusturulmasi gerekir. Dolayisiyla gecikmeli denklemlerin ele alinmasi
ve calisilmasi, bir¢ok bilim dali icin ¢ok biiyiik bir énem tasimaktadir. Bu tiir bir
matematiksel modelleme yapilirken ortaya ¢ikan gecikmeler goz oniinde alinir ise olus-
turulan matematiksel modelleme herhangi bir adi diferansiyel denklemden ¢ok farkl

yapida olur.

Giinliik hayatimizda karsilagabilecegimiz bir¢ok olayda gecikme durumu kaginilmaz bir

sonuctur. Ele alinan herhangi bir fiziksel sistemde mutlaka, bir gecikme olusur. Baz
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sistemlerde bu gecikme saniyeler ve hatta mikrosaniyelerle ifade edilse bile, sonug olarak
sistem bir gecikme siirecine baglh olarak elde edilir. Biyolojik bir sistemde gecikme
terimi birka¢ yiiz milisaniye siiresindedir ki, bu herhangi bir insanin bir olaya karsi
olugturdugu tepki siiresine esittir. Bir televizyon anteninde olusan elektromanyetik
bir dalganin iletilmesi ve uzaktaki bir nesneden bu etkiyle olusan yansimanin alinmasi
arasindaki gegen siire diferensiyel denklemlerde gecikme terimi olarak karimiza cikar.

Daha ayrintilu sistemlerde gecikme bir degil birden daha fazla da olabilir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi ile ilgili yapilan ¢aligmalar gbzoniine alindiginda
kargimiza cikan ilk problem, Driver'in olusturdugu tuzlu su problemidir. Kabul ede-
limki, bir kabin i¢inde A litre tuzlu su bulunsun. Bu tuzlu suyun icine dakikada b
litre saf suyun ilave edildigini diisiinelim. Kaptaki bu karigim siirekli olarak karigtirilip,
kabin altinda bulunan bir musluktan yine dakikada b litre tuzlu su karigimi digar1 atil-
si. y(t), ise t amndaki karigimdaki tuz miktariminin kilogram cinsinden gésterimi olsun.
Bu karistirma igleminin siirekli ve kap icinde homojen bir sekilde gerceklestirildigi kabul
edilirse, kap icinde 1 litre icin %(kg) oraninda tuz bulunur. Herbir dakikada b litre
tuzlu su karigimi kap icerisinden bosaltildigina gore, belli bir £ aninda kap i¢indeki tuz
miktarinin degisimi

y'(t) = —b%

seklinde bir diferensiyel denklem ile modellenebilir. Fakat; Driver’in belirttigine gore,
normal sartlar altinda bu karigtirma islemi yapilirken kap igerisinde her yerde tuz orani
sabit olmayacagindan homojen bir dagilim elde etmek asla miimkiin olmayacaktir. Bu
durumda ¢ aninda kap iginden bosalan tuz oranmi da daha onceki bir andaki § oranina

bagli olacaktir. Dolayisiyla bu durumlari goz oniine alarak denklem tekrar modellenirse,

y/(t) _ —by(t; 5)

seklinde bir gecikmeli diferensiyel denklem olarak elde edilir (Bildik 2012).

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi ile yapilan ilk ¢aligmalar literatiire 1770 yilin-
dan sonra girmis olsa da, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan sistematik ve
kayda deger galismalar son 70 yilda ortaya konmustur. Gecikmeli diferensiyel denklem-

ler teorisi, teknoloji, fizik, ekonomi, biyoloji, ve fizyoloji (islev bilim) gibi bilim bir¢ok

3



bilim dalinda ¢ok fazla kullanim alanina sahiptir. Fakat; literatiir ele alindiginda ve
aragtirnlldiginda bu kullanim alanlarinin ¢ok daha genis yeni bilim alanina yayildigini

gormek miimkiindiir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler tip biliminde de kullanilmakta ve bu bilim i¢in oldukga
biiyiik bir nem tagimaktadir. Kanser hastaligi maalesef tiim diinyada ¢ok yaygin olarak
goriilen hastaliklarin baginda gelmektedir. Yalnizca Amerika’da her yil bir milyonun ii-
zerinde insan kansere yakalanmakta ve bunlarin 500.000’in {izerindeki kismi kanser
hastalig1 dolayisiyla yagsamini yitirmektedir. Dolayisiyla, tiim diinyada bilim adamlarinin
kanser hiicreleri ile ilgili matematiksel modelleme yapmalar1 ¢ok dogal bir durumdur.
Villasana ve Radunskaya (2003) 'min yapmig oldugu bir ¢aligma, kanser hiicrelerinin
¢ogalmasi ve bagisiklik sisteminin hiicreleri ile baz1 6zel ilaglarin kanser hiicrelerinin
artmasi tizerindeki etkilerini aragtiran matematiksel bir modelleme ortaya koymaktadir.
Iste bu calismada, modelleme yapilirken gecikmeli diferensiyel denklem kullanilmistir
ve bu durum bu calismay diger calismalardan ayiran en biiyiik 6zellik olmustur. Bu ne-
denle; gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi son yillarda yapilan caligmalar nedeniyle

gelismesi yoniinde pozitif bir ivme kazanmigtir.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, () : R — R reel degerli bir fonksiyon,

tlim d(t) = oo ve 0(t) < t kosullar: saglanmak iizere

Y (t) = ft,y(t),u(6(t))) (1.1)

seklindedir. Yani bu tiir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en yiiksek mer-
tebeden tiirevi hari¢ diger tiirevlerinin ya da daha ¢ok gecikme degiskenlerine baglh
kalinarak ifade edilen diferensiyel denklemlerdir. Goriildiigii iizere y/(t) nin degisim

oran: sadece y(t) degerine degil, ayn1 zamanda y((¢)) degerine de baghdir.

YO+t =3) +ylt+3) =0,

y'(t) +y(t+2)=5=0,



Y0+ 39/ (1) (e - 5) =1

]
y'(t) =4y (t —sin®t) —y(5) + 1 =1

seklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Salinimlilik teorisi diferensiyel denklemleri icinde bulunduran modern matematik teori-
sinin iyi bilinen ve ¢ok énemli bir dahdir. Teknoloji, fizik, doga ve sosyal bilimlerde or-
taya konulan problemlerde meydana gelen salinimlilik olaylarini kapsayan bir konudur.
Bilinen salinimhlik teorisine, teorik acidan bakildiginda, olugturulan denklemlerde veya
sistemlerde saliniml ¢oziimlerin var olup olmamasi ve salimmmh ¢oziimlerin asimptotik
davraniglarinin neler oldugunu diisiinebiliriz. Salinimlh ¢éziimler, dinamik sistemlerin
bircogunun temel 6zelligi olarak kargimiza c¢ikar. Daha da onemlisi, salinmli lineer
olmayan denklemlerin ortaya cikmasina da neden olmustur. Bununla birlikte salinim
teorisi, matematiksel biyolojide karsimiza ¢gikan bazi denklemlerin ¢oziimii i¢in de biiyiik

onem tagimaktadir.
y'(t) + a(t)u(o(t)) =0 (1.2)
gecikmeli diferensiyel denklemi g6z 6niine alinsin. (1.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin

salmimh olmas ile ilgili yapilan ilk sistematik galigma Myshkis (1950) ’dir. Eger

1
limsup [t — §(t)] < oo ve liminf [t — 6(¢)] litm infq(t) > B

t—o00 t—oo

ise (1.2) denkleminin tiim ¢ziimleri salimmmhdir. Koplatazde ve Chanturija (1982), (1.2)
denkleminin tiim coziimlerinin saliniml olmasi i¢in asagidaki sonucu elde etmislerdir.
d(t) monoton olmayan yada azalmayan olmak iizere,

t

1
liminf/q(s)ds > —.
e

t—o0
(1)

Bununla birlikte; eger,
t

Jatoys <

5(t)

ise (1.2) denklemi salimmh olmayan bir ¢oziime sahiptir.
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Gyori ve Ladas (1991) ise,
Yy () +qy(t—06)=0 (1.3)

denklemi i¢in ¢, € R olmak iizere,
(7) (1.3) denkleminin tiim ¢oziimleri saliniml,
(i) g0 > +

ifadelerinin denk oldugunu ortaya koymuslardir.

Yukaridaki bilgiler ve agiklamalarin 15181 altinda, bu yiiksek lisans tez caligmasinda ilk
olarak, birinci mertebe gecikmeli lineer diferensiyel denklemler ile ilgili genel bir litera-
tiir bilgisi verildikten sonra, birinci mertebe lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin salinimhilik davraniglar: incelenmis ve bu tiir denklemlerin ¢oziimlerinin
salinimli olmasi icin daha 6nce verilmis olan salimmmlilik kriterleri sistematik olarak ele

alinmgtar.

Daha sonra ise, birinci mertebe birkag gecikme terimli lineer diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in elde edilen son yeter sartlar verilerek ¢alisma tamam-

lanmastir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, birinci mertebe gecikmeli lineer diferensiyel denklemler ile ilgili salinimlilik

teorisi i¢in 6nemli bazi temel tanim, teorem ve sonuglara yer verilecektir.

Birinci mertebeden gecikmeli lineer diferensiyel denklem 1 < i <r, §;(¢t) <t ve

¢ € C|[tg, o), R] olmak {izere,

y(t) + Zqi(t)y(&(t)) =0 (2.1)

seklinde tanimlanir.

r =1 igin (2.1) denklemi

y'(t) +a(t)y(5(t)) =0 (2.2)
seklindedir.
Tanim 2.1 §; € RT, 6;(t) = t — 0; ve 6 = max{dy,ds,...,0,,} olmak fiizere t > t;
icin y, [t1,00) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve y, (2.1) denklemini saghyorsa
y € C[[ty1 — d,00),R] fonksiyonu (2.1) denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve bu ¢oziim [t1, o)
iizerinde bir ¢oziim olarak adlandirilir.

t1 bir baglangig noktasi olmak tizere, ¢ € C'[[t; — 0, t1) , R] baglangig fonksiyonu verilmig

olsun. Boylece (2.1) denklemi t; — § < ¢ < ¢ igin
y(t) = ¢(t) (2.3)
olacak gekilde [t1, 00) araliginda birtek y ¢oziimiine sahiptir.

Tanim 2.2 Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii y olsun. Eger y

¢oziimii keyfi sayida sifira sahipse, yani; limt¢, = oo olacak sekilde bir {t¢,} dizisi
n—oo
vardir oyle ki y(t,) = 0 ise y ¢oziimiine salmimhidir denir. Aksi taktirde salimiml

degildir denir. Salinimlh olmayan bir ¢oziim, erge¢ pozitif yada ergeg negatiftir. Yani,
Vt > t; i¢in y(t) # 0 olacak bicimde bir ¢; vardir. Eger denklemin her ¢oziimii salimiml
ise denklemin tiim ¢oziimleri salimmhdir, salinimli olmayan en az bir ¢oziimii varsa

denklemin ¢oziimleri salmimh degildir denir (Ladde et al. 1987).
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Tamim 2.3 Agikar olmayan bir y ¢oziimii 7' herhangi bir say1 olmak iizere (7', 00)

araliginda isaret degistiriyorsa y ¢oziimiine salinimhdir denir (Ladde et al. 1987).
y'(t) —y(=t) =0

diferensiyel denkleminin y;(¢) = sint sahmmh ¢oziimii, yo(t) = €' + 7" ise salimmh

olmayan bir ¢oziimiidiir.

Bazi salimmhilik durumlar: ise denklemdeki gecikmelerle olusur. Ornek olarak,

Yy () +y(t) =0

ve

y'(t) —y(t) =0

diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri salinimli olmamasina ragmen,

y’(t)+y<t—g> —0

ve

y'(t) —y(t—m) =0

gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla y = sint ve y = cos t oldugundan

salimmhidir (Ladde et al. 1987).

Eger bir y ¢oziimii salinimli degilse, y ergeg pozitif veya ergeg negatif olmak zorundadir.
Yani, t > T igin y(t) pozitif olacak sekilde T € R vardir yada ¢t > T igin y(¢) negatif
olacak gekilde T" € R vardir.

Eger bir gecikmeli diferensiyel denklemin salinimli olmayan pozitif bir y(t) ¢dziimii mev-
cut ise, buna kargilik negatif bir —y(t) ¢oziimii de mevcuttur. Bu yiizden bir gecikmeli
diferensiyel denklem salimmli olmayan bir ¢oziime sahipse bu ¢oziim pozitif (negatif)
bir ¢oziimdiir. Ayrica, (2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir denildiginde, her

t1 > to baslangic noktas1 ve her ¢ € C'[[t; — 0,t1), R] baglangic fonksiyonu igin, (2.1)



ve (2.3) baglangig deger probleminin tek ¢oziimii olan y salinimlidir anlamina gelmekte-
dir. Yani, y sonsuz goklukta sifira sahiptir. Diger taraftan (2.1) denkleminin salinimh
olmayan bir ¢oziime sahip oldugunu ispatlamak istedigimizde ise, (2.1) denkleminin

pozitif (negatif) bir y ¢dziimiine sahip oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

Simdi ilk olarak lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimli olmasi

i¢in verilen salinimlilik riterlerini inceleyelim.

Gyori ve Ladas (1991), gecikmeli lineer diferensiyel denklemler i¢in agagidaki salinimlilik

kriterlerini vermislerdir.

Teorem 2.1 ¢,6 € R olmak iizere,

y'(t) +qy(t—0) =0 (2.4)

gecikmeli diferensiyel denklemini goz ¢niine alalim. Boylece agagidaki ifadeler birbirine

denktir.
(7) (2.4) denkleminin her ¢ziimii salmimli,
(i) q6 > 1

(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.2 i = 1,2,...,r i¢in ¢;, 0; € R™ olmak iizere,

y'(t) + Z%y(t —6;) =0 (2.5)

denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli olmasi i¢in yeter kosul

;%51‘ > é

olmasidir (Gyori and Ladas 1991).

Bunlarmm yam sira, Gyori ve Ladas (1991), aym ¢alismalarinda (2.5) denkleminin karak-

teristik denklemi

A+ Zqie_mi =0 (2.6)



olmak iizere (2.5) denkleminin ¢oziimlerinin salimimhligr igin asagidaki teoremi ver-

miglerdir.
Teorem 2.3 Kabul edelim ki; © = 1,2, ..., r icin
g € Rved; € R*

olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

i. (2.5) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

ii. (2.6) karakteristik denklemi reel kike sahip degildir.
(Gyori and Ladas 1991).

r =1 ig¢in (2.5) denklemi

y'(t) +qy(t—0) =0 (2.7)

seklindedir. Bu durumda bu denklem i¢in karakteristik denklem
Age ™ =0 (2.8)
sekilini alir ki bu durumda salimimlilik kriteri agagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.4 Kabul edelim ki, ¢, € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
i. (2.7) denkleminin her ¢oziimii salimimhdir.
ii. (2.8) karakteristik denklemi reel kiske sahip degildir.

(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.5 ¢ € C'[[tp,o0),R*], § > 0 olmak iizere
Y () +a(t)y(t—0) =0, t =ty (2.9)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. Eger

t

lim inf/q(s)ds > E (2.10)
e

t—o0

t—6

ise (2.9) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir (Koplatadze and Chanturija 1982).
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Eger g € C'[[to — 0,00) ,R*], 6 > 0 olmak iizere

t

/q(S)dS <

t—4&

Q|

, t =1

ise (2.9) denklemi salinimli olmayan bir ¢oztime sahip olur (Gyori and Ladas 1991).

Ornek 2.1
1
y'(t) +y (t — E> =0 (2.11)

denklemi goz oniine alinsin. Burada g = 1, § = % oldugundan gde = 1 olur. Boylece,

Teorem 2.1.1 geregince (2.11) gecikmeli diferensiyel denklemi salinimli olmayan bir

¢oziime sahiptir.

Bundan bagka Ladas vd. (1972), (2.2) denkleminin salimimlilig) igin agagidaki sonuglar

elde etmislerdir.
Teorem 2.6 (2.2) gecikmeli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. Bu durumda

t >ty igin 6(t) <t ve limd(t) = oo (2.12)

t—o0
olmak iizere, azalmayan §(t) fonksiyonu i¢in

t

limsup/q(s)ds > 1

t—o0

s(t)

ise (2.2) denkleminin tiim ¢oztimleri salmimhidir (Ladas et al. 1972).

Daha sonra ise Koplatadze ve Chanturija (1982), (2.2) denkleminin ¢oziimlerinin salinim-

lilig1 igin agagidaki sonuglar: vermislerdir.

Teorem 2.7 (2.12) saglansin. Bu durumda azalmayan §(t) fonksiyonu i¢in,

t

1
liminf/q(s)ds > =

t—o0
5(t)

ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimlidir.
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Diger yandan

1
limsup/q(s)ds < -

t—o0 (&
3(t)

ise (2.2) denklemi salimmh olmayan bir ¢oziime sahiptir.

Simdi ise monoton olmayan gecikme terimine sahip lineer gecikmeli diferensiyel denk-

lemlerin ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin verilen salinimlilik kriterlerini verelim.
Braverman ve Karpuz (2011) ¢galismalarinda asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 2.8 ¢ > ¢, ve monoton olmayan §(¢) fonksiyonu icin I(t) := supd(s) olmak
s<t

izere,
t I(t)

lim sup/q(s) exp /q(v)dv ds > 1

t—o0
1(t) 4(s)

ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Braverman and Karpuz 2011).

Chatzarakis ve Ocalan (2016) monoton olmayan gecikme terimine sahip gecikmeli difer-

ensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligs ile ilgili asagidaki sonucu elde etmislerdir.
Teorem 2.9 (2.12) saglansin. 6(¢) monoton olmayan bir fonksiyon olmak tizere,
[(t) :=supd(s), t >0 (2.13)
s<t

olarak tamimlansin. Bu durumda

t i)

1
liminf/q(s)exp /q(fy)d’y ds > >

t—o0

I(t) 5(s)

ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmimhdir (Chatzarakis and Ocalan 2016).
Yine aym ¢alismada bu salimmmlhilik kriterine agagidaki 6rnek verilmistir.

Ornek 2.2 Asagidaki birinci mertebe lineer gecikmeli diferensiyel denklemi verilmis
olsun.

y'(t)+—y(6(t) =0, t >0 (2.14)



Burada

t—1, t € [3n,3n+1]
()= —3t+12n+3, t € [3n+1,3n+2] n €Ny,
5t —12n — 13, t € [3n + 2,3n + 3]
seklindedir. (2.13) den

t—1, te[3n,3n+1]
[(t) == supd(s) = 3n, t € [3n+1,3n+ 2.6] n € Ny
s<t

5t —12n — 13, ¢ € [3n+ 2.6,3n + 3]

olur. g : Ry — [0, 00) olmak iizere,

t U(t)

g(t) = / q(s) exp / q(y)dy p ds
1(t) a(s)
fonksiyonunu tanimlanmig olsun. Verilen g fonksiyonu en kiigiik degerini ¢ = 3n nok-

tasinda alir. Yani

Jmin = / q(s) exp q(v)dy ¢ ds,
1(3n) 4(s)
10 3n 10 3n—1
= 1_16 exXp T@/d’}/ dS,
3n—1 s—1
10 f 10
= 10 | o <1—1€(3n—3)> ds,
3n—1
(22 1 2~ 0397151067
= exp(—)—1=0.
P1e

elde edilir ve buradan;

t 1t)
1
li{n inf/q(s) exp /q(y)dv ds = 0.397151967 > —
—00 e

I(t) 8(s)

oldugundan Teorem 2.1.9 nin tiim kosullar1 saglanir. Boylece (2.14) denkleminin tiim

¢oziimleri salimimli olur.
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Diger taraftan,

t

1
liminf [ ¢(s)ds = hm 1nf —ds = <2
t—o0 ]_16 ]_16

5(t)

olur ve goriildiigii lizere daha 6nce bilinen salimmhlik kogulu saglanmaz (Chatzarakis

and Ocalan 2016).

Birinci mertebe gecikmeli lineer birkag¢ gecikme terimine sahip

"(t) + Z%’(t>y<5i(t)) =0 (2.15)

denklemini gz 6niine alalim. (2.15) denklemini ele alan Fukagai ve Kusano (1984)'nun

calismalarinda bu denklem igin asagidaki salinimlilik kriterini vermiglerdir.

Teorem 2.10 1 <i < r, t >ty igin 0;(t) < §*(t) < t olacak sekilde siirekli, azalmayan

0% (t) fonksiyonu mevcut ve tlim 0*(t) = oo olsun. Eger
—00

t

- 1

litniglf/;qi(s)ds >
5 ()"~

ise (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Bundan bagka; 1 < i < r, t >t icin §*(t) < 9;(t) olacak gekilde siirekli, azalmayan

0*(t) fonksiyonu mevcut, tlim do*(t) = oo ve

ise (2.15) denklemi salimmsiz bir ¢oziime sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).
Yine aynm ¢alismada bu kriterler icin asagidaki ¢rnek verierek caligma kanitlanmigtir.

Ornek 2.3
, 1 [t 1 [t
t —y\ - —y|l—=]=0 2.16
v+ et’ \ e + 2et” \ ez (2.16)
denklemi verilmis olsun. Burada ¢i(t) = &, ¢a(t) = 55, 61(t) = £ ve 6(t) = 5 ve

1 <i<rigin §;(t) < d*(t) <t olacak gekilde 6*(t) = £ olarak almabilir. Ayrica
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t T

/ ;q@'(s)ds = ] (q1(s) + q2(s))ds = t/ (é + i) ds — % > %

5 (1) "= 5" (1) ¢

oldugundan Teorem 2.1.10 un tiim sartlar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla, (2.16) denk-

lemin tiim ¢oztimleri salmimhdir (Fukagai and Kusano 1984).

Ayni y1l Hunt ve Yorke (1984), (2.15) denkleminin ¢oziimlerinin salmimlihig i¢in agag-

daki sonucu vermiglerdir.

Teorem 2.11 1 < i < r ve baz1 §y > 0, i¢in (¢t — J;(t)) < Jp olmak iizere eger

lim inf <iqi(t) (t - 5@))) >

saglaniyorsa (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Hunt and Yorke 1984).

Grammatikopoulos vd. (2003) ise, (2.15) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi

icin agagidaki sonuclar1 vermislerdir.

Teorem 2.12 1 < i < r igin §;(t) fonksiyonlar azalmayan fonksiyonlar olsun. Bundan

bagka,

[1at) - a1 de < o0, 1< j <
0
ve

t

litminf gi(s)ds >0, 1 <i<r

i (t)

olsun. Bu durumda eger

t
r

. 1
Z lltrggf/qi(s)ds > -

=1 i (t)

ise (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Grammatikopoulos et al. 2003).
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Teorem 2.13 1 < i <7 igin §;(t) fonksiyonlar azalmayan fonksiyonlar olmak {izere,

[1at) - a0l dt < o0, 1< <
0
ve

t

w; = li%ninf gi(s)ds >0, 1 <i<r

—00

i (t)

olsun. Eger

mm{i:e;ﬂ Be o, oo)} > 1
i=1

ise (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir (Grammatikopoulos et al. 2003).
Ayni galigmada agagidaki ornek verilerek salimimlilik kriterinin saglandigi gosterilmigtir.

Ornek 2.4
1
y'(t)+ylt—90)+y (t— (E —5)) =0 (2.17)
gecikmeli lineer diferensiyel denklemini gz oniine alinsin. Burada 6 € (O, é) saglanir.

Bu durumda, daha once verilen hichir salinimlilik kriterinin saglanmadigini ancak son

olarak verilen teoremdeki salinimlilik kriterinin saglandigin1 gostermek icin,

e(%_(S)B

r 58
min {Ze— +
= B

egitsizliginin saglandigin1 gostermeliyiz.

:BE(0,00)}>1

e
min Z? : B € (0,00) p = de,
i=1

. re(i_”)ﬁ.ﬂ 0 1
mln;B :B€(0,00) p =1—0e

0 el )
B B
esitsizlik saglamir. Bu durumda, teoremin tiim kosullar1 saglanacagindan denklemin

oldugundan ve ifadeleri minimum degerlerini farkli noktalarda aldig igin,

tiim ¢oziimleri salinimh olur (Grammatikopoulos et al. 2003).
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Bunun diginda Infante vd. (2015), (2.15) denkleminin ¢oziimlerinin salmimlihigy i¢in

asagidaki sonucu ve ornegi elde etmislerdir.

Teorem 2.14 1 < i < r olmak iizere monoton olmayan d;(¢) fonksiyonlar1 igin
0i(t) < l;(t) < t olacak sekilde azalmayan I; € C ([ty,00),R) fonksiyonlar1 mevcut

olsun. Eger

1

, (t)

hmsupH H/ql s) exp /Z% X exp /qu Ydu | dvy | ds >r_1"

o a0 5i(s)F 5™

ve

3=

T T

t ll(t)

1

lim sup |lim supH 1_[/61Z s) exp B (gk) — €) gk(u)du | ds > —
e—07t t—o00 P Tr

7=1 Z_ll](t 61(3 =1
ise (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Burada;
t
Wi = lig(i)?f / qr(s)ds >0, 1 <k <r (2.18)
Ok (t)

seklinde tanimhdir (Infante et al. 2015).

Yine Koplatadze vd. (2015), (2.15) denkleminin ¢oziimlerinin salimimlihig igin agagidaki

yeter sartlar1 vermislerdir.

Teorem 2.15 k£ € N,

1

P (1) =0 , ¢ (t)= (qu )goil(s)ds L i=2,3,...
167(3

k=
ve

wi:lipninf gi(s)ds >0, 1 <i<r (2.19)

8i(t)

olmak {iizere eger

T

hmsupH H / 5) exp r7 (qu ) ) dy | ds >Ti<1_llcw>

l;
t—oo - =1
= 1;(t) 5:(s)
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ya da

t 1;(t)

lim supH qi(s / (qu > dyds| >0
J= (1) 5;(t)

sart1 saglaniyorsa (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmimhidir (Koplatadze et al.

2015).

Braverman vd. (2016), (2.15) denkleminin ¢oziimlerinin salinimhligi igin agagidaki yeter
sart1 vermislerdir.

Teorem 2.16 1 < i < r olmak iizere p(t) = maxp;(t), p;(t) = sup d;(s),

1<i<r to<s<t

hi(t,s) = exp /E:QZ
ve

thrl(t §) = €xXp /ZQZ ))dU y NE N

olmak {izere

hmsup/Zq, P ( di(v))dv > 1

t—o00

p(t)"

sart1 saglaniyorsa (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmlhidir (Braverman et al.

2016).

Ayrica Akca vd. (2016) yaptiklar calismada, (2.15) denkleminin ¢oziimlerinin saliniml

olmsi i¢in agagidaki yeter sart1 elde etmislerdir.

Teorem 2.17
1
0<p hglnf / g qi(s _e

olmak iizere

p(t

sart1 altinda (2.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Akca et al. 2016)
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3 BiRINCi MERTEBE GECIiKMELIi LINEER DiFERENSiYEL DENKLEM-

LERIN COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Salimlilik teorisi ile ilgili ¢aligmalarda, genelde salinimli olmayan ¢oziimiin varligi i¢in
yeter sartlar.ve her ¢oziimiin salinimli olmasi icin yeter sartlar gibi durumlar {izerinde

durulmustur.

Yukarida verilen bu durumlar i¢in yapilan ¢aligmalar birbirinden farkl yapidadir. Veri-
len ilk durumda sabit isaretli olan bir ¢oziimiin var oldugunu gostermek yeterlidir.
Dolayisiyla, cesitli sabit nokta teoremleri uygulanabilir veya salinimh olmayan bir ¢oziime
yakinsak olacak sekilde bir monoton dizi tanimlanabilir. Ikinci durumda ise, denklemin
baz1 ¢oziimleri i¢in bu yontemlerden herhangi birisinin kullanilmasi uygun degildir. Bu
nedenle; celigki bulma yontemi kullanilarak ispat yapilabilir. Yani verilen denklemin bir
¢oziimii olan fakat salinimli olmayan bir ¢oziimiin varhigi kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri i¢in kabul edilen sartlarin saglandig1 gosterilerek celigki elde edilir.

Bu boliimde ¢(t) > 0 siirekli bir fonksiyon ve § pozitif bir sabit olmak iizere

y'(t) +qt) +y(t—09)=0 (3.1)
diferensiyel denklemi ve bu denklemin genel durumu olan 1 < i < n, ¢;(t) > 0 siirekli

fonksiyonlar, §; pozitif sabitler igin,
V() + ) qt) +y(t—06:) =0 (3.2)
i=1

gecikmeli lineer diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilik kriterleri ayrintili bir

sekilde incelenecektir. Bu incelemede temel kaynak olarak Li (1996) alinmigtir.

Tanim 3.1 p = § (veya p = max {6;}) olmak iizere her (3.1) (veya (3.2)) denklemini
saglayan y € C ([t — p,00) ,R) _fo_nksiyonuna (3.1) (veya (3.2)) denkleminin bir ¢tziimii
denir. Bu ¢oziim keyfi sayida sifira sahip ise saliniml ¢oziim, aksi taktirde saliniml

olmayan ya da salinimsiz ¢o6ziim adini alir.

Lemma 3.1 y(¢), (3.2) denkleminin bir ergeg pozitif ¢dziimii ve baz ¢’ler igin
t+9;

limsup/qi(s)ds >0

t—o0
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ise baz1 ¢’ler icin

lim ine 20— %) (3.3)
t=oo y(t)
dur.
Ispat: Kabul edelimki;
tr+0;
q(s)ds > d

tg

olacak sekilde k£ — oo igin ¢, — oo olan bir {t;} dizisi ve bir d sabiti varolsun. O halde

her k ic¢in
& ti+0;
d d
/ql-(s)ds > 5 Ve / qi(s)ds > 5 (3.4)
ty &
olacak sekilde &, € (L, tx + d;) vardir. Diger taraftan (3.2) denklemi ergeg
Y () +q(t) +yt—06;) <0 (3.5)

olasimi gerektirir. (3.5) denklemi [ty,&,] ve [€,t, + 0;] araliklarinda integre edilirse

sirasiyla,
&
M&)—M%%+/%@M@—5m%§0 (3.6)
Ve L +9;
ymﬁ50—y@w+t/%ﬁwﬁ—&M8§0 (3.7)
&k

elde edilir. (3.6) ve (3.7) nin ilk terimleri ihmal edilip y(¢) nin azalanhg ve (3.4)

esitsizlikleri kullanilirsa;

~yl1) + Ty(Es — ) <0ve — (€ + ylt) <0

veya

y(te) d
elde edilirki boylece ispat tamamlanir.

y(&r — 6:) < <2)2

Lemma 3.2 Eger (3.2) denklemi bir egreg pozitif ¢ziime sahip ise ergeg
t+6;
g(s)ds <1, 1=1,2,..,n (3.8)

dir.
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t+6
Teorem 3.1 Kabul edelimki; baz1 tg > 0 ve t > tq i¢in [ g(s)ds > 0 ve
t

00 t+6

/q(t) In e/q(s)ds dt = o0 (3.9)

to t

olsun. Bu durumda, (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmlidir.

Ispat: Celigki icin kabul edelimki, (3.1) denklemi ergeg pozitif bir y(t) ¢oziimiine sahip

olsun. Bu durumda, y(t) nin erge¢ monoton azalan oldugu agiktir.

olsun. Yeterince biiyiik ¢ igin, v(t) negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur ve baz
t1 > to igin y(t1) > 0 olmak tizere

t

o) =yt exp | = [1(s)ds

t1

dir. Diger taraftan ~(¢),
t

A(t) = q(t) exp / +(s)ds (3.10)
t—0

genellestirilmis karakteristik denklemi saglar. Buradan, ¢ > 0 icin

e > 1+ ln(cec) (3.11)
ve boylece A(t) = t?q(s)ds olmak iizere,
1 t
Y(t) = q(t)exp A(t)-mt_év(S)ds
P In(eA(?))
> ) |57 00 + =5
t—0
oldugu kolayca goriilebilir. Buradan;
) t )
1) [ )~ a(t) [ 2(s)ds = att)ne [ a(s)ds) (3.12)
t t—0 t
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elde edilir. O halde N > T igin,

77(15) [Jatysit— [ate) [~(s)dsi
> 79(75) ln(€7Q(5)dS)dt

=
i
S
¥
=%}

/ q(t) / v(s)dsdt > / / q(t)y(s)dt | ds

T t—o L s
N-—§ s+6
= / (s) / q(t)dtds
T s
N—-§ t+0

bulunur. Son esitsizlik ve (3.13) "den

77(t)7q(s)dsdt27q(t)ln 67(1(8)615 dt

bulunur. Lemma 3.2 ’den ergeg

dir. (3.15) ve (3.16) ’dan

veya

elde edilir. (3.9) ’dan
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



olur. Diger taraftan (3.9), n — oo igin t,, — oo ve

tn+0

[ atsyis =

tn

1
—, Vnigin
e

olacak gekilde bir {t,} dizisinin var olmasimi gerektirir. Boylece Lemma 3.1 ’den,

lim infM < 00
t—oo  y(t)

elde edilir. Bu egitsizlik (3.18) ile geligir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Hatirlatma 3.1 Esasen Teorem 3.1 (2.10) sartinin gelistirilmis bir geklidir. Gergekten
de, (2.10) sart1 saglanirsa yeterince biiyiik ¢ ler icin

t+0

In e/q(s)ds >c (3.19)

t

olacak gekilde bir ¢ pozitif sayis1 vardir ve

o0

/ q(t)dt = oo (3.20)

to

sart1 saglanir. Burada (3.19) ve (3.20) ifadeleri (3.9) sartim gerektirir.
Ornek 3.1 ¢(t) = exp(ksint) ve k pozitif bir sabit olmak iizere
y'(t) + exp(ksint — 1)y(t —1) =0 (3.21)

denklemini gozoniine alalim.
t

1
liminf/q(s)ds <2

t—oo
t—1

oldugu agiktir. Boylece (2.10) saglanmaz. Jensen’s esitsizliginden,

oo 00 t+1

/Q(t)ln e?q(s)ds at > /q(t)/(ksins)dsdt

0
2ksméoo 1
= exp(k sint) sin t—|—§ dt
0
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t
olur. Diger taraftan, [ exp(ksint)costdt integrali simrhdir ve
0

2

/exp(k sint)sintdt > 0

0

dir. Boylece,

o] t+1
/q(t) In e/q(s)ds dt = o0
0 t

elde edilir. Teorem 3.1 ’den (3.21) denkleminin her ¢oziimii salimimhdur.

Teorem 3.2 §,, = max{dy, 02, ..., 0, } olsun. Kabul edelimki; baz1 ¢y > 0 ve t > ¢, i¢in
" t+4;

Z [ qi(s)ds > 0 ve
,Z:: t
! t+6,
lim sup / qn(s)ds >0 (3.22)

t—o0

olsun ve buna ek olarak

t+0;

7 <zi1%(8)> In eiil/qi(s)ds dt = o0 (3.23)

to

esitligi saglansin. Bu durumda (3.2) denkleminin her ¢oziimii salimmhdur.

Ispat: Celigki icin kabul edelimki, (3.2) denklemi erge¢ pozitif ve azalan bir y(t)
¢Oziimiine sahip olsun ve
y'(t)
V() = —
) y(t)

esitligi tanimlansi. O halde, v(¢) negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur ve

t

y(t) = y(tr)exp | — / +(s)ds

t1

ve y(t1) > 0 olacak sekilde bir ¢; > t, vardir. Diger taraftan ~y(¢),

t

10 =Y atess | [ (s)ds

t—9;
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genellestirilmis karakteristik denklemini saglar. B(t) = [ gi(s)ds olsun.
; t

ifadesinin kullanilmasiyla

W) = Yaes (B(t»ﬁ / W(S)dS)

vV
[
2
—~
~
~—
1
DJ‘
—~~| =
~
~—
-2
—~
VA
~—
QL
VAl
+
—_
£
ne] s}
=%
|
~
~—
~—
I |

veya

bulunur. O halde N > T icin,

N . t+6;

Z / qi(s)ds

=1

;n:r/&qz’(t)) In (eity&qi(s)ds) dt

AV
%\2 ’ﬂ\

t

olur. Integrasyon sirasi degistirilirse,

/ Zq@ / s)dsdt | > '” / /‘qi(t)fy(s)dt ds
B
-3 [ o) [ asjasa

bulunur. (3.26) ve (3.25) ’den

t+6 N . Lt
Z/ / dsdtZ/(Zqz(t)) In|e /q,(s)ds dt
i=1 s T =1 =17
bulunur. Lemma 3.2 ’den ergeg
t+9;
gi(s)ds < 1

(3.11)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



dir. (3.27) ve (3.28) 'den

veya

olur. Bu durum

t=oo y(t)

olmasini gerektirir. Boylece Lemma 3.1’den,

(t — 5n)

lim inf CACY) < 00
t—oo y(t)

elde edilir. Bu egitsizlik (3.31) ile geligir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.

Sonug 3.1 Eger
t+6;

NI 1
hggfz/qi(s)ds > =
L

ise (3.2) denkleminin her ¢6ziimii salinimhdir.

Ispat: 6; < 65 < ... < §, olsun. O halde, (3.32) '"den 1 < m < n ve

t+6m

lim sup / qm(s)ds >0
t—o00
t

ve
t+6;

NI 1
h{gng/qi(s)ds > =
L

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

olacak sekilde bir m vardir. Simdi geligki igin kabul edelimki, (3.2) denklemi bir ergeg

pozitif y(t) ¢oziimiine sahip olsun. O halde y(¢)

m

y'(t) + th(t)y(t —0;) <0

i=1
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esitsizliginin de bir ergeg pozitif ¢oziimiidiir. Bu durumda,
a'(t) + Zqi(t)x(t —0;)=0 (3.36)
i=1

denklemi de bir ergeg pozitif ¢dziime sahiptir. Diger taraftan (3.34) ’den baz ¢ty > 0

icin
oo m m t+9;
/(Z%(ﬂ) In 62/%(5)615 dt = oo
0 i=1 =1 ¢

oldugu goriiliir. O halde Teorem 3.2 ’den (3.36) denkleminin her ¢oziimii salinimhdar.

Bu bir geligkidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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4 BIRINCI MERTEBE BiRKAC GECIKME TERIMLi LINEER DIiFEREN-

SIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde, i = 1,2, ..., 7 i¢in §;(t) < t ve tliméi(t) = oo olsun. ¢;,9; € C ([to, 00), [0, 00))
olmak tizere

y'(t) + ZQi<t>y<5i(t)) =0 (4.1)

seklinde tanimli lineer gecikmeli diferensiyel denklemini ¢oziimlerinin salimimlilig: igin

kriterler verilecektir. Temel kaynak olarak Attia et al. (2018) kullanilmigtir.

Tanim 4.1 Tj € [ty,00), §(t) = min {0;(t) : i =1,2,...,r} ve §(_1y(t) = inf {d(s) : s > t}
olsun. ¢ > §(_1(t) i¢in (4.1) denklemini saglayan [§(_1)(t), co0) araliginda siirekli diferen-
siyellenebilen y € C ([tg, 00) ,R) fonksiyonuna (4.1) denkleminin bir ¢oziimii denir. Bu
¢oziim keyfi sayida sifira sahip ise salimiml ¢oziim, aksi taktirde salinimli olmayan ya

da salimimsiz ¢oziim adini alir.
Bu boéliim boyunca, t; > tg icin
)< filt) < ft)y<t , t>t; , i=1,2,..,r

olmak tizere { f;(t)};_, azalmayan siirekli fonksiyonlarin bir ailesi olarak kabul edilecek-

tir.

Notasyonda basitlik olmas1 acisindan, 7 > 0 ve €™ = X denkleminin en kiiciik kokii

A(7) olmak iizere

l—7—/1-712-2
C(T): T 5 T T ’ 0

VAN

ﬁ

(VAN
Q|

seklindedir.
Salinimlilik kriterlerini vermeden 6nce gerekli olan Lemma’lara deginelim:

Lemma 4.1 y(¢) (4.1) lineer gecikmeli diferensiyel denkleminin bir ergeg pozitif ¢dziimii

olsun. Bu durumda

IO
lim inf "0 > B(wi)

dir. Burada w;, (2.19) ’daki gekilde tanimhidir (Infante et al. 2015).
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Lemma 4.2 Kabul edelimki, @ € C ([t;,00), [0, 00)) olmak iizere

¢
ligninf/@(s)ds =
t
esitligi saglansin ve y(t)

y(t)+QWMy(fi(t) <0, t=t

birinci mertebe gecikmeli diferensiyel denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimii olsun. Bu

durumda eger, 0 < p* < % ise

y(t)

lim inf > c(p*)
t—oo y(f(t))
esitsizligi gecerlidir (Yu et al. 1992)
Bu durumda asagidaki teoremler verilebilir.
Teorem 4.1 ¢ € (0, f(«)) ve
¢ T -
B39 [ S e
3500 fat e
IELEL s
olmak {izere
' I Sai(s)ds
lim sup /P(u)du + c(p)e!®=1 > 1 (4.2)
t—o0

ve

f)

t

. - 1
o= hgglf/qu(s)ds : 0<oz§g

FI=t

oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.1) denkleminin tiim ¢oztimleri salinimhdir.

Ispat: Celiski icin kabul edelimki (4.1) denkleminin salimml olmayan bir y(t) ¢oztimii

mevcut olsun.

4.1) denkleminin lineerliginden dolay1 y(t) ¢oziimiinii pozitif ¢oziim

olarak kabul edebiliriz. Bundan dolay1 yeterince biiyiik bir ¢, > ¢; vardir 6yleki tiim

i = 1,2,....,r olmak iizere ¢t > t5 igin y(d;(t)) > 0 dwr. Dolaywsiyla y(t), t > tq icin

artmayan fonksiyondur. (4.1) denklemi ¢ den 0,(¢) ye integre edilirse

] ds—i—/(Zqz 8i( )ds-()

i (1) i (t)
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r ¢

FORTCIOEDS / 05(3)(8:(s))ds = 0 (4.3)
I=L5500)

elde edilir. zamanda Ayn (4.1) denklemi y(t) ile boliiniip yani;

y(t)

seklinde yazilip, 6,(s) den f;(t) ye integre edilirse

y'(t) n i%(t);y((t(s)z(t)) —0

y(s) ~  y(s)
67(5) 63()
i@, 3
Iny(f5) ~ by + | (ZW> ds = 0
5is) N1

olur ki buradan, iistel fonksiyon yardimiyla;

;@) . (5utu))
Yyon (v
f > an(u) u(w) du

y(E5()) =y ()
yazilabilir. Bulunan son ifade (4.3) denkleminde yerine yazilirsa,

¢ i)

f P £ s,
o) = 93i0) + You(0) [ ai(s)en ds = 0
j=1

9;(t)

bulunur. Yukaridaki denklem g¢;(t) ile ¢arpilip i tizerinden toplam alinirsa

¢ @) .

r r r I an(u)y(g?é?))du
y(t) —y(t>Zqz~(t>+Zy(fj(t))2qi(t)/qj(s)ewn— ds =0
=1 j=1 i=1

3i(t)

} i qn(s)ds
elde edilir. z(t) = e'om=! y(t) ifadesi yukaridaki son esitlikte yerine yazihirsa denk-

lem
t T ¢ i@
- J X an()ds J 3 ) G
(1) + > a(f()e " a(t) / 4i(5)eH O ds=0  (4.4)

=t = S
esitligine indirgenir ki bu esitlik f(¢) den ¢ ye integre edilirse,

w @)
J X an(uwdu 7 [ 3 an(uw) ¥y

20 = a(7(0) [ SB[ aes dsdu = 0

F?=t i=1 5i(u)
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ifadesine ulagilir. z(¢) artmayan oldugundan integral igindeki x fonksiyonlar1 integralin
iist sinirinda integral digina ¢ikarilirsa egitligin sol tarafinin degeri kiiciileceginden, ¢ > t3
ve bazi t3 > 5 i¢in

5H®

“ u

J Entwdu s [ 5 an(w) 1280
2(t) =2/ / Zefj(u)n LD e / gj(s)e " dsdu < 0
0K = s
(4.5)

ifadesine ulagilir.
Diger taraftan, y(¢) nin artmayan fonksiyon oldugu kullanilirsa, yukaridaki sekilde

diistintilerek (4.1) denklemi her ¢ > 5 icin

)Y a;() <0 (4.6)
i=1
esitsizligine doniigiir. Boylece (Erbe, L. et al. 1995) caligmasindaki Lemma 2.1.2 ’den
t
liminf—y(f( )
elde edilir. Yeterince kiiciik € > 0 ve 1 < n < r olmak iizere t > t4 ve baz1 t4 > t3 icin
y(6,(1)  w(F(D)
y(t)  — ()

olur. Bu esitsizlik (4.5) denklemi ile birlikte ele ahmirsa, ¢ > t5 ve bazi t5 > 14 igin

> B(a)

> Bla) —e (4.7)

u “ @)

I Zmtn L3 an(w) X5 du
7B/ / Zx Jel > aw) / gj(s)e " dsdu < 0

i=1 5:(u)

elde edilir. Yani, ¢ > t5 icin

u r
3 gn(u)du
/ E f](u)" 1

dir. Bunun yam sira; ¢t > tg olmak iizere yeterince kiiciik €* > 0 ve bazi tg > t5 igin

fj(t) r

Bla)=€) [ 3 an(u)du "
/ q;(s 8j(s)n=1 dsdu <1 — 2(t) (4.8)

7‘

Lemma 3.2 ’den, (4.6) esitsizligi

> cla) — €
y(f(1))
esitsizligine indirgenir. Dolayisiyla; her ¢ > t¢ icin
t r t
i(s)ds i(s)ds

z(f(1))  y(f1))
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olur. Bu egitsizlik (4.8) egitsizligi ile birlegtirilirse her ¢ > ¢4 i¢in

! } iqi(s)ds

/P(u)du <1—(c(a) — €*) efO=!

f(@®)
elde edilir. O halde,
t
J Xais S X ai
lim sup /P(u)du + c(a) ef®=t < 1+ €'lim supe/®*=" (4.9)
t—o0 t—o0

f(@®)
olur. Buradan (4.6) esitsizligi f(¢) ’den ¢ ’ye integre edilir ve y(¢) 'nin artmayan olusu

kullanilirsa tiim ¢ > t¢3 i¢in

elde edilir. (4.9) esitsizliginde € — 0 alinirsa, (4.2) ile bir celigki elde edilir ki; bu

durumda ispat tamamlanir.
Bu durumda agagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki; ¢ € (0, 5(wg)),

t

f ZQk(u)du+ f Z B(Wn) 5n)‘1n( )d

t
= o300 [ et o is

j=1i=1 5.0

ve wy, (2.18) ile tamimlanmig ve de.

1
o= hmmf/ZqJ , 0<a<— (4.10)

Ok
olsun. Bu durumda, eger

t [ St
lim sup /Pl(u)du + ¢ () ef®=! > 1

t—oo
f(@®)

oluyorsa (4.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.
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Teorem 4.3 Kabul edelimki, € € (0, 5(w)) ve 0 < wy < L olmak tizere wy, (2.18) ile
ise (4.10) ile tanimlansin ve
fl(t) ™

I Sawd ’ B@)=e) [ Y ga(u)du
Hy(s) = e~ ‘ / q(v)e o=t dv
di(s

olsun. Eger

3|
=
&
N
M=
\g|
g

/ 1

. =1 I=1f, (t)yn=1 .

lim sup H/Hl +—r7" e th > e
k=1

t—o0
i)

oluyorsa (4.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri salimmhdur.

Ispat: Kabul edelimki y(¢), (4.1) denkleminin salmml olmayan pozitif bir ¢oziimii

olsun. (4.7) esitsizligi (4.4) de yerine yazilirsa, her t > t5 ve baz ty > t; igin

Iy t ) (6 ()
> qn(s)ds_ (u) 102.0) gy

f Z n
+Z’U fit) o5 Z(h(ﬁ/q (5)e’ " ds <0

=1 3i(t)

t r
Z Qn(s)ds

J
elde edilir. Burada, € € (0, B(w)) ve z(t) = e'om=" y(t) dir. Son egitsizlik fx(t) 'den
t ’ye integre edilir ve y(t) 'nin artmayan olmasi durumu kullamlirsa tiim ¢ > ¢3 ve baz

t3 22 tQ igill

()—thk —|—Zl’fl /Hl d8<0
T (t)

elde edilir. Aritmetik ve geometrik ortalama arasindaki baginti1 kullanilirsa, tiim ¢ > t3

t) >r (Hy(fz(t))) H/Hz(S)dS + z(t)
=1 =l

olur. Her iki tarafin . kuvveti alinirsa her ¢ > 3 icin

icin

3=

S =

(Hf’f(fk(t») > <Hx(fz(t))> H / H(s + ()
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esitsizligi elde edilir. Buradan, her ¢ > t3 icin

1
t T

f[ ﬁ/Hl(s)ds TR U grir (4.11)
== ] [=(h@)
=1

} i qn(s)ds
olur. z(t) = efom=! y(t) oldugundan
z(t)" ) K an(s)ds gy

_ l:lfl(t)nZI
r =€ r

[[=(a®) [Tvne)

1=1 1=1
yazilabilir. Bu ifade (4.11) ’de yerine yazilirsa her ¢ > t3 icin

t T r t r
ul r > J X an(s)ds 1" 1
[TI11 / Hy(s)ds | + =niw= w1 1 (4.12)
7-7‘

=\ (A
=1

elde edilir. Diger taraftan y(¢) 'nin artmayan olmasi ve (4.1) 'den [ = 1,2, ..., olmak
iizere her t > t3 icgin

y' () +at)y(fi(t) <0 (4.13)

olur, yeterince kiiciik €* > 0 ve Lemma 3.2 ’den her ¢ > t4 ve baz her t4 > t3 i¢in

Tl’i > HC(OJl) — €
[[=(h@) =

=1

elde edilir. Bu son egitsizlik (4.12) ile birlikte ele alinirsa her t > ¢4 i¢in

r

v Cclw T t r ” ¢ ”
r ro 0 H( l) > X an(s)ds 1 e* S Y gn(s)ds
H / Hy(s)ds | + ———¢~10"= < g ZeFthmn=t
k=1 \ I=1 " -t
- T fe(®)

bulunur. Sonug olarak,

r

1
T CclWw r T r ot
T r t H ( l) Z j‘ an(s)ds 1 6* Z } an(s)ds
lim sup H / H[(S)ds + ——Telzlfl(t)nZI S — 4 _Tez:1fl(t)n:1
t=00 k=1 lzlfk(t) r T T
(4.14)
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olur. Diger taraftan, (4.1) denklemi f;(¢) 'den t ’ye integre edilirse,

y(t) /Zy s=0, [=1,2, .7

0"

elde edilir. y(t) artmayan oldugundan her ¢ > ¢3 igin

A"t

olur. Lemma 3.2, (4.13) ifadesine uygulanirsa,

i y(fi(t)

m sup <400 , I=1,2,..,r
t—oo  Y(1)
2 ] 3 an(s)ds
elde edilir. Dolayisiyla e'='/i®"= simirhdir. O halde (4.14) ifadesinde ¢ — 0

alinirsa,

S

r rot ]:[ r i iqn(s)ds 1
lim sup | | | | /Hl(s)ds — el lfl“)" ! < —
rr rr

t—oo
=1 =1
k ! Tk (t)

olur ki, bu bir ¢eligkidir. Bu durumda ispat tamamlanir.
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5 TARTISMA ve SONUC

Matematikte yapilan en énemli iglerden biri, verilen bir teoremi ispatlamak ya da bulun-
masi istenen bir matematiksel ifadeyi bulmaktir. Varlik bildiren teoremlerin digindaki
teoremlerin ispati yapilirken, teoremin dogru oldugunu gosteren bir tek ¢rnek vermek
yeterli degildir. Ciinkii; teorem verilen bu 6rnek i¢in dogru oldugu halde bagka bir 6rnek
i¢in dogru olmayabilir. Yani; tek bir 6rnek vermek teoremin varligimi ispat etmez. Teo-

remlerin ispat edilmesinde baglica iki ilke uygulanir.

Bunlardan biri tiimevarim ilkesi, digeri ise tiimdengelim ilkesi adi verilen ilkelerdir.
Tiimdengelim ilkesi, gerek akil gerekse gézlem ve deney yoluyla elde edilmis genel
bir ideali ayr1 ayr1 olaylara uygulamaktir. Baska bir deyigle, 6zelin bilgisini genel
yargilardan ¢ikarmaktir. Ttimevarim ise; gozlenen tek tek olgulardan yola cikarak genel
yargilara ulagsmaktir. Baga bir deyisle tiimevarim ¢zelden genele giden bir akil yiiriitme
turtidiir. Bilimsel aragtirma siirecinde tiimevarim ve tiimdengelim yontemleri birbir-
lerini tamamlar niteliktedir. Tek tek olgulardan genel ilkelere ulagilir ise tiimevarim,
genel ilkelerden yola cikilarak varsayimlarda bulunulur ise tiimdengelim uygulanmig
olur. Varsayimlarin dogrulugunu sinamak icin deneyler ve incelemeler yapilir ve bu in-
celemelerin sonucunda genel ilkelere ulagilir ise tiimevarim ilkesi kullanilmig olur. Tiim-

dengelim ilkesi kullanilarak teoremler ya dogrudan ya da dolaylh olarak ispat edilebilir.

Dogrudan ispat yonteminde, ortaya konulan bir 6nermenin dogru oldugundan hareket-
le, dogru oldugu bilinen yani bir 6nerme elde edilir. Daha sonra elde edilen son ¢n-
ermenin dogrulugundan hareketle dogru oldugu bilinen bagka bir énerme elde edilir.
Bu sekilde devam edilerek, her biri dogru olan sonlu c¢oklukta yeni ténerme elde edilir.
Boylece verilen teorem ispat edilmis olur. Bu ispat yonteminde yeni 6nermelerin elde
edilmesi konusunda genel bir kural yoktur. Bu 6nermeler 6nceden bilinenlerin bir sen-

tezi yapilarak elde edilebilirler.

Dolayli ispat yonteminde ise; teoremin kendisini ispat etmek yerine teoremin dogru-
lugunu gosteren bagka bir 6nermenin dogrulugu ispatlanir. Yani; teoremin hiikmiiniin

yanlis oldugu kabul edilir. Bu kabul ile hipotezin yanlig olmasi gerektigi ispat edilir.
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Teoremlerin bu yontemle ispat edilmesine olmayana ergi yontemi veya celigki bulma
yontemi adi verilir. Bir 6nerme her zaman dogru olmayabilir ya da her zaman dogru
oldugunu gostermemiz istenmeyebilir. Yani; 6nermenin yanhs oldugunun gosterilmesi
de bizden istenebilir. Bir 6nermenin yanlis oldugunu gostermek icin ise, iki yol verilebi-
lir. Bunardan biri; aksine 6rnek bulma yontemi, digeri ise ¢eligki bulma yontemidir. Ak-
sine 6rnek bulmakta, 6nermenin yanhs oldugunu gosteren tek bir ¢rnek verilerek ispat
tamamlanir. Celigki bulma yonteminde ise, verilen énermenin dogru mu, yoksa yanlis
mi1 oldugu bilinmiyorsa, bu 6nerme dogru varsayilarak énermeden bazi sonuclar elde
edilir. Elde edilen sonuclar bilinenlerle ya da birbiri ile celigirse ifade edilen énermenin

yanlis oldugu sonucuna varilir.

Yukaridaki bilgiler 15181 altinda, bu tez ¢aligmasinda ilk olarak, ¢(¢) > 0 siirekli bir

fonksiyon ve 0 pozitif bir sabit olmak iizere

y(t) +q(t) +y(t—6)=0

diferensiyel denklemi ve bu denklemin genel durumu olan 1 < i < n, ¢;(t) > 0 siirekli

fonksiyonlar, §; pozitif sabitler igin,
) + Zqz Fylt—3,)=0

gecikmeli lineer diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salimmmlilig: icin verilen kriterler

incelenmigtir.

Daha sonra ise, i = 1,2,...,r igin 6;(t) < t ve limJ;(t) = oo olsun. olmak iizere

t—oo

¢, 0; € C ([to,00),[0,00)) olmak tizere

(1) + D _a(t)y(6:(1)) = 0

birka¢ gecikme terimli lineer diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salinimliligi incelen-
migtir. Teoremler ispatlanirken yani; salinimlilik kriterleri elde edilirken ise yukarida

bahsedilen geligski bulma yontemi kullanilmigtir.
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