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1 G·IR·IŞ

Diferensiyel denklemler teorisi çok uzun y¬llard¬r üzerinde çal¬̧s¬lan önemli konulardan

biridir. Diferensiyel denklemler günlük hayat¬m¬zda, mühendislik, �zik, kimya, biyoloji

gibi birçok temel bilim alan¬nda kullan¬lmakta ve bu alanlarda birçok kolayl¬k sa¼gla-

maktad¬r.

Diferensiyel denklemler teorisi reel hayatta kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z birçok problem için matema-

tiksel model olarak rol oynar. Bunun yan¬ s¬ra, sadece bilim ve teknoloji alan¬nda

de¼gil, ekonomi, �zyoloji, savunma ve nüfus bilimi gibi bir çok alanda da kaŗs¬m¬za ç¬k-

maktad¬r. Mühendislik, �zik, teknoloji ve matematik biliminin ortak konusu olmas¬

dolay¬s¬yla diferensiyel denklem teorisinin geli̧simi son y¬llarda çok h¬zl¬bir şekilde iler-

lemektedir. Bu geli̧sim, sadece matematik biliminde de¼gil başka birçok bilimde yeni

problemler ve yeni denklemlerin üretilmesine neden olmuştur. Bugün bildi¼gimiz ve gün-

lük hayat¬m¬zda birçok i̧s için kullan¬lan ve hatta i̧simizi büyük oranda kolaylaşt¬ran

makinelerin çal¬̧sma prensipleri diferansiyel denklemler yard¬m¬yla düzenlenmektedir.

Bilindi¼gi gibi; uygulamal¬bilim dallar¬n¬n birço¼gunda incelenen ve kullan¬lan problem-

lerin matematiksel modellemesine mutlaka bir diferensiyel denklem kaŗs¬l¬k gelir.

Diferensiyel denklemler teorisinde; daha önceki y¬llarda �do¼gada kopukluk yoktur�yan-

l¬̧s varsay¬mlar¬yer al¬yordu. Bu eski kabule göre; �ziksel bir olay¬n matematiksel mode-

li, de¼gi̧sim oranlar¬aras¬ndaki denklemler ile ifade ediliyordu. ·I̧ste bu nedenledir ki;

diferensiyel denklemler teorisi, yaln¬z �zik bilimine özgü matematiksel bir ifade olarak

kabul ediliyordu. Ancak, 20. yüzy¬l¬n başlar¬nda biyolojide görülen genetik olaylardaki

geli̧smeler, dünyadaki bütün do¼ga olaylar¬n¬n, süreklilik terimleri ile ifade edilemeye-

ce¼gini göstermi̧stir.

Bilim, çevremizde olan herhangi bir olay¬incelerken ve bu oluşan olay hakk¬nda teori

üretirken veya bir tahminde bulunurken ilginç yaklaş¬mlarda bulunur. Oluşan baz¬

olaylar¬, izlemeye yöntemi ile ele alarak, gelecekte oluşabilecek bir olay¬tahmin etmeye

çal¬̧s¬r.Bunun için ise, ele ald¬¼g¬olay¬n veya sistemin bir matematiksel modelini kur-

may¬amaç edinir. Fakat birçok uygulamada, kurulan bir matematiksel modelin ya da

incelenen olay¬n veyahut da sistemin gelecekteki halinin geçmi̧steki halinden ba¼g¬m-
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s¬z olarak hareket edece¼gi kabul edilerek haz¬rlan¬r. Bu durumun bir sonucu olarak,

herhangi bir olaya kaŗs¬l¬k gelen denklem de, olay¬n şu zaman ki durumu ve bunun

de¼gi̧sim oran¬n¬n ortaya ç¬kt¬¼g¬kabul edildi¼ginde, bu duruma en sa¼glam ve güvenilir

yaklaş¬m modeli ancak diferensiyel denklemlerdir. Ayr¬nt¬l¬bir şekilde ele al¬nan bir

araşt¬rma, yukar¬da bahsedilen kuram¬n yaln¬zca bir ilk yaklaş¬m oldu¼gunu ve bu yak-

laş¬mda geçmi̧ste varolan durumlar¬n da ele al¬nmas¬ yap¬lan matematiksel modelle-

menin çok daha sa¼gl¬kl¬olmas¬n¬sa¼glar. Çünkü; ele al¬nan baz¬problemlerde geçmi̧se

dönük deneyimlerin matematiksel modellemeye kat¬lmamas¬oluşturulan sistemin an-

lams¬z olmas¬na neden olabilir. Birçok gerçek �ziksel olay¬n oluşmas¬nda, bir sistemin

hali haz¬rda bulundu¼gu durum, geçmi̧steki durumuna ba¼gl¬olarak da ifade edilebilir.

Bu sistemin i̧sleyi̧si hakk¬nda herhangi bir yorum yapabilmek için, onu ifade ve temsil

eden bir diferensiyel denklem ve bu denklemin çözümleri hakk¬nda bilgi sahibi olmak

gerekir.

Normal şartlar alt¬nda, sistem d¬̧s¬ndan alg¬lanan bilgiler göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, her-

hangi bir etkiye kaŗs¬oluşan tepki oluşturulan her sistemde çok azda olsa bir gecikme

oluşmas¬na neden olur. Çünkü; oluşan herbir etkiye kaŗs¬meydana gelen bir tepki,

zaman de¼gi̧skenine ba¼gl¬olarak oluşur. Oluşan bu tepki, matematiksel modellemede

geçmi̧steki bir duruma ba¼g¬ml¬olunmas¬n¬n ortaya ç¬kt¬¼g¬en s¬radan ve basit durum-

dur. Bu anl¬k durum, zaman de¼gi̧skeninde geçmi̧se ba¼g¬ml¬l¬k olup, de¼gi̧skenin türevinde

böyle bir ba¼g¬ml¬l¬k yoktur.

·I̧ste bu tür diferensiyel denklemlere, gecikmeli diferensiyel denklemler denir. ·Ister

geçmi̧se herhangi bir ba¼g¬ml¬l¬k göz önünde tutulsun isterse bu durum ele al¬nmas¬n, bir

çok �ziksel olay¬n matematiksel modeli oluşturulmaya çal¬̧s¬l¬rken bir gecikmeli diferen-

siyel denklemin oluşturulmas¬gerekir. Dolay¬s¬yla gecikmeli denklemlerin ele al¬nmas¬

ve çal¬̧s¬lmas¬, birçok bilim dal¬ için çok büyük bir önem taş¬maktad¬r. Bu tür bir

matematiksel modelleme yap¬l¬rken ortaya ç¬kan gecikmeler göz önünde al¬n¬r ise oluş-

turulan matematiksel modelleme herhangi bir adi diferansiyel denklemden çok farkl¬

yap¬da olur.

Günlük hayat¬m¬zda kaŗs¬laşabilece¼gimiz birçok olayda gecikme durumu kaç¬n¬lmaz bir

sonuçtur. Ele al¬nan herhangi bir f¬ziksel sistemde mutlaka, bir gecikme oluşur. Baz¬
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sistemlerde bu gecikme saniyeler ve hatta mikrosaniyelerle ifade edilse bile, sonuç olarak

sistem bir gecikme sürecine ba¼gl¬ olarak elde edilir. Biyolojik bir sistemde gecikme

terimi birkaç yüz milisaniye süresindedir ki, bu herhangi bir insan¬n bir olaya kaŗs¬

oluşturdu¼gu tepki süresine eşittir. Bir televizyon anteninde oluşan elektromanyetik

bir dalgan¬n iletilmesi ve uzaktaki bir nesneden bu etkiyle oluşan yans¬man¬n al¬nmas¬

aras¬ndaki geçen süre diferensiyel denklemlerde gecikme terimi olarak kar¬m¬za ç¬kar.

Daha ayr¬nt¬l¬¬sistemlerde gecikme bir de¼gil birden daha fazla da olabilir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

kaŗs¬m¬za ç¬kan ilk problem, Driver�¬n oluşturdu¼gu tuzlu su problemidir. Kabul ede-

limki, bir kab¬n içinde A litre tuzlu su bulunsun. Bu tuzlu suyun içine dakikada b

litre saf suyun ilave edildi¼gini düşünelim. Kaptaki bu kar¬̧s¬m sürekli olarak kar¬̧st¬r¬l¬p,

kab¬n alt¬nda bulunan bir musluktan yine dakikada b litre tuzlu su kar¬̧s¬m¬d¬̧sar¬at¬l-

s¬n. y(t); ise t an¬ndaki kar¬̧s¬mdaki tuz miktar¬n¬n¬n kilogram cinsinden gösterimi olsun.

Bu kar¬̧st¬rma i̧sleminin sürekli ve kap içinde homojen bir şekilde gerçekleştirildi¼gi kabul

edilirse, kap içinde 1 litre için y(t)
A
(kg) oran¬nda tuz bulunur. Herbir dakikada b litre

tuzlu su kar¬̧s¬m¬kap içerisinden boşalt¬ld¬¼g¬na göre, belli bir t an¬nda kap içindeki tuz

miktar¬n¬n de¼gi̧simi

y0(t) = �by(t)
A

şeklinde bir diferensiyel denklem ile modellenebilir. Fakat; Driver�¬n belirtti¼gine göre,

normal şartlar alt¬nda bu kar¬̧st¬rma i̧slemi yap¬l¬rken kap içerisinde her yerde tuz oran¬

sabit olmayaca¼g¬ndan homojen bir da¼g¬l¬m elde etmek asla mümkün olmayacakt¬r. Bu

durumda t an¬nda kap içinden boşalan tuz oran¬da daha önceki bir andaki � oran¬na

ba¼gl¬olacakt¬r. Dolay¬s¬yla bu durumlar¬göz önüne alarak denklem tekrar modellenirse,

y0(t) = �by(t� �)
A

şeklinde bir gecikmeli diferensiyel denklem olarak elde edilir (Bildik 2012).

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi ile yap¬lan ilk çal¬̧smalar literatüre 1770 y¬l¬n-

dan sonra girmi̧s olsa da, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yap¬lan sistematik ve

kayda de¼ger çal¬̧smalar son 70 y¬lda ortaya konmuştur. Gecikmeli diferensiyel denklem-

ler teorisi, teknoloji, �zik, ekonomi, biyoloji, ve �zyoloji (i̧slev bilim) gibi bilim birçok
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bilim dal¬nda çok fazla kullan¬m alan¬na sahiptir. Fakat; literatür ele al¬nd¬¼g¬nda ve

araşt¬r¬ld¬¼g¬nda bu kullan¬m alanlar¬n¬n çok daha geni̧s yeni bilim alan¬na yay¬ld¬¼g¬n¬

görmek mümkündür.

Gecikmeli diferensiyel denklemler t¬p biliminde de kullan¬lmakta ve bu bilim için oldukça

büyük bir önem taş¬maktad¬r. Kanser hastal¬¼g¬maalesef tüm dünyada çok yayg¬n olarak

görülen hastal¬klar¬n baş¬nda gelmektedir. Yaln¬zca Amerika�da her y¬l bir milyonun ü-

zerinde insan kansere yakalanmakta ve bunlar¬n 500.000�in üzerindeki k¬sm¬ kanser

hastal¬¼g¬dolay¬s¬yla yaşam¬n¬yitirmektedir. Dolay¬s¬yla, tüm dünyada bilim adamlar¬n¬n

kanser hücreleri ile ilgili matematiksel modelleme yapmalar¬çok do¼gal bir durumdur.

Villasana ve Radunskaya (2003) �n¬n yapm¬̧s oldu¼gu bir çal¬̧sma, kanser hücrelerinin

ço¼galmas¬ve ba¼g¬̧s¬kl¬k sisteminin hücreleri ile baz¬ özel ilaçlar¬n kanser hücrelerinin

artmas¬üzerindeki etkilerini araşt¬ran matematiksel bir modelleme ortaya koymaktad¬r.

·I̧ste bu çal¬̧smada, modelleme yap¬l¬rken gecikmeli diferensiyel denklem kullan¬lm¬̧st¬r

ve bu durum bu çal¬̧smay¬di¼ger çal¬̧smalardan ay¬ran en büyük özellik olmuştur. Bu ne-

denle; gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi son y¬llarda yap¬lan çal¬̧smalar nedeniyle

geli̧smesi yönünde pozitif bir ivme kazanm¬̧st¬r.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, �(t) : R ! R reel de¼gerli bir fonksiyon,

lim
t!1

�(t) =1 ve �(t) < t koşullar¬sa¼glanmak üzere

y0(t) = f(t; y(t); u(�(t))) (1.1)

şeklindedir. Yani bu tür denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en yüksek mer-

tebeden türevi hariç di¼ger türevlerinin ya da daha çok gecikme de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

kal¬narak ifade edilen diferensiyel denklemlerdir. Görüldü¼gü üzere y0(t) nin de¼gi̧sim

oran¬sadece y(t) de¼gerine de¼gil, ayn¬zamanda y(�(t)) de¼gerine de ba¼gl¬d¬r.

y0(t) + y(t� 3) + y(t+ 1
3
) = 0;

y0(t) + y(t+ 2)� 5 = 0;
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y00(t) + 3y0(t) + y(t� 3
2
) = 1;

y00(t)� 4y0(t� sin2 t)� y( t
2
) + t = 1

şeklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Sal¬n¬ml¬l¬k teorisi diferensiyel denklemleri içinde bulunduran modern matematik teori-

sinin iyi bilinen ve çok önemli bir dal¬d¬r. Teknoloji, �zik, do¼ga ve sosyal bilimlerde or-

taya konulan problemlerde meydana gelen sal¬n¬ml¬l¬k olaylar¬n¬kapsayan bir konudur.

Bilinen sal¬n¬ml¬l¬k teorisine, teorik aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda, oluşturulan denklemlerde veya

sistemlerde sal¬n¬ml¬çözümlerin var olup olmamas¬ve sal¬n¬ml¬çözümlerin asimptotik

davran¬̧slar¬n¬n neler oldu¼gunu düşünebiliriz. Sal¬n¬ml¬çözümler, dinamik sistemlerin

birço¼gunun temel özelli¼gi olarak kaŗs¬m¬za ç¬kar. Daha da önemlisi, sal¬nml¬ lineer

olmayan denklemlerin ortaya ç¬kmas¬na da neden olmuştur. Bununla birlikte sal¬n¬m

teorisi, matematiksel biyolojide kaŗs¬m¬za ç¬kan baz¬denklemlerin çözümü için de büyük

önem taş¬maktad¬r.

y0(t) + q(t)u(�(t)) = 0 (1.2)

gecikmeli diferensiyel denklemi göz önüne al¬ns¬n. (1.2) denkleminin tüm çözümlerinin

sal¬n¬ml¬olmas¬ile ilgili yap¬lan ilk sistematik çal¬̧sma Myshkis (1950) �dir. E¼ger

lim sup
t!1

[t� �(t)] <1 ve lim inf
t!1

[t� �(t)] lim inf
t!1

q(t) >
1

e

ise (1.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Koplatazde ve Chanturija (1982), (1.2)

denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için aşa¼g¬daki sonucu elde etmi̧slerdir.

�(t) monoton olmayan yada azalmayan olmak üzere,

lim inf
t!1

tZ
�(t)

q(s)ds >
1

e
:

Bununla birlikte; e¼ger,
tZ
�(t)

q(s)ds � 1

e

ise (1.2) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahiptir.

5



Gyori ve Ladas (1991) ise,

y0(t) + qy(t� �) = 0 (1.3)

denklemi için q; � 2 R olmak üzere,

(i) (1.3) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬,

(ii) q� > 1
e

ifadelerinin denk oldu¼gunu ortaya koymuşlard¬r.

Yukar¬daki bilgiler ve aç¬klamalar¬n ¬̧s¬¼g¬alt¬nda, bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda ilk

olarak, birinci mertebe gecikmeli lineer diferensiyel denklemler ile ilgili genel bir litera-

tür bilgisi verildikten sonra, birinci mertebe lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin

çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬ incelenmi̧s ve bu tür denklemlerin çözümlerinin

sal¬n¬ml¬olmas¬için daha önce verilmi̧s olan sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri sistematik olarak ele

al¬nm¬̧st¬r.

Daha sonra ise, birinci mertebe birkaç gecikme terimli lineer diferensiyel denklemlerin

çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için elde edilen son yeter şartlar verilerek çal¬̧sma tamam-

lanm¬̧st¬r.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, birinci mertebe gecikmeli lineer diferensiyel denklemler ile ilgili sal¬n¬ml¬l¬k

teorisi için önemli baz¬temel tan¬m, teorem ve sonuçlara yer verilecektir.

Birinci mertebeden gecikmeli lineer diferensiyel denklem 1 � i � r, �i(t) � t ve

qi 2 C [[t0;1) ;R] olmak üzere,

y0(t) +
rX
i=1

qi(t)y(�i(t)) = 0 (2.1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

r = 1 için (2.1) denklemi

y0(t) + q(t)y(�(t)) = 0 (2.2)

şeklindedir.

Tan¬m 2.1 �i 2 R+; �i(t) = t � �i ve � = max f�1; �2; :::; �mg olmak üzere t � t1

için y; [t1;1) aral¬¼g¬nda sürekli diferensiyellenebilir ve y; (2.1) denklemini sa¼gl¬yorsa

y 2 C [[t1 � �;1) ;R] fonksiyonu (2.1) denkleminin bir çözümüdür ve bu çözüm [t1;1)

üzerinde bir çözüm olarak adland¬r¬l¬r.

t1 bir başlang¬ç noktas¬olmak üzere, � 2 C [[t1 � �; t1) ;R] başlang¬ç fonksiyonu verilmi̧s

olsun. Böylece (2.1) denklemi t1 � � � t � t1 için

y(t) = �(t) (2.3)

olacak şekilde [t1;1) aral¬¼g¬nda birtek y çözümüne sahiptir.

Tan¬m 2.2 Bir diferensiyel denklemin aşikar olmayan bir çözümü y olsun. E¼ger y

çözümü key� say¬da s¬f¬ra sahipse, yani; lim
n!1

tn = 1 olacak şekilde bir ftng dizisi

vard¬r öyle ki y(tn) = 0 ise y çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi taktirde sal¬n¬ml¬

de¼gildir denir. Sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüm, ergeç pozitif yada ergeç negatiftir. Yani,

8t > t1 için y(t) 6= 0 olacak biçimde bir t1 vard¬r. E¼ger denklemin her çözümü sal¬n¬ml¬

ise denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r, sal¬n¬ml¬ olmayan en az bir çözümü varsa

denklemin çözümleri sal¬n¬ml¬de¼gildir denir (Ladde et al. 1987).

7



Tan¬m 2.3 Aşikar olmayan bir y çözümü T herhangi bir say¬ olmak üzere (T;1)

aral¬¼g¬nda i̧saret de¼gi̧stiriyorsa y çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir (Ladde et al. 1987).

y00(t)� y(�t) = 0

diferensiyel denkleminin y1(t) = sin t sal¬n¬ml¬çözümü, y2(t) = et + e�t ise sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözümüdür.

Baz¬sal¬n¬ml¬l¬k durumlar¬ise denklemdeki gecikmelerle oluşur. Örnek olarak,

y0(t) + y(t) = 0

ve

y00(t)� y(t) = 0

diferensiyel denklemlerin çözümleri sal¬n¬ml¬olmamas¬na ra¼gmen,

y0(t) + y
�
t� �

2

�
= 0

ve

y00(t)� y(t� �) = 0

gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümleri s¬ras¬yla y = sin t ve y = cos t oldu¼gundan

sal¬n¬ml¬d¬r (Ladde et al. 1987).

E¼ger bir y çözümü sal¬n¬ml¬de¼gilse, y ergeç pozitif veya ergeç negatif olmak zorundad¬r.

Yani, t � T için y(t) pozitif olacak şekilde T 2 R vard¬r yada t � T için y(t) negatif

olacak şekilde T 2 R vard¬r.

E¼ger bir gecikmeli diferensiyel denklemin sal¬n¬ml¬olmayan pozitif bir y(t) çözümü mev-

cut ise, buna kaŗs¬l¬k negatif bir �y(t) çözümü de mevcuttur. Bu yüzden bir gecikmeli

diferensiyel denklem sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahipse bu çözüm pozitif (negatif)

bir çözümdür. Ayr¬ca, (2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r denildi¼ginde, her

t1 � t0 başlang¬ç noktas¬ve her � 2 C [[t1 � �; t1) ;R] başlang¬ç fonksiyonu için, (2.1)
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ve (2.3) başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümü olan y sal¬n¬ml¬d¬r anlam¬na gelmekte-

dir. Yani, y sonsuz çoklukta s¬f¬ra sahiptir. Di¼ger taraftan (2.1) denkleminin sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözüme sahip oldu¼gunu ispatlamak istedi¼gimizde ise, (2.1) denkleminin

pozitif (negatif) bir y çözümüne sahip oldu¼gunu ispatlamam¬z yeterlidir.

Şimdi ilk olarak lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬

için verilen sal¬n¬ml¬l¬k riterlerini inceleyelim.

Gyori ve Ladas (1991), gecikmeli lineer diferensiyel denklemler için aşa¼g¬daki sal¬n¬ml¬l¬k

kriterlerini vermi̧slerdir.

Teorem 2.1 q; � 2 R olmak üzere,

y0(t) + qy(t� �) = 0 (2.4)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Böylece aşa¼g¬daki ifadeler birbirine

denktir.

(i) (2:4) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬,

(ii) q� > 1
e

(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.2 i = 1; 2; :::; r için qi; �i 2 R+ olmak üzere,

y0(t) +
rX
i=1

qiy(t� �i) = 0 (2.5)

denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter koşul

rX
i=1

qi�i >
1

e

olmas¬d¬r (Gyori and Ladas 1991).

Bunlar¬n yan¬s¬ra, Gyori ve Ladas (1991), ayn¬çal¬̧smalar¬nda (2.5) denkleminin karak-

teristik denklemi

�+

rX
i=1

qie
���i = 0 (2.6)
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olmak üzere (2.5) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için aşa¼g¬daki teoremi ver-

mi̧slerdir.

Teorem 2.3 Kabul edelim ki; i = 1; 2; :::; r için

qi 2 R ve �i 2 R+

olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

i. (2.5) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

ii. (2.6) karakteristik denklemi reel köke sahip de¼gildir.

(Gyori and Ladas 1991).

r = 1 için (2.5) denklemi

y0(t) + qy(t� �) = 0 (2.7)

şeklindedir. Bu durumda bu denklem için karakteristik denklem

�+ qe��� = 0 (2.8)

şekilini al¬r ki bu durumda sal¬n¬ml¬l¬k kriteri aşa¼g¬daki teoremle verilmi̧stir.

Teorem 2.4 Kabul edelim ki, q; � 2 R olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

i. (2.7) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

ii. (2.8) karakteristik denklemi reel köke sahip de¼gildir.

(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.5 q 2 C [[t0;1) ;R+] ; � > 0 olmak üzere

y0(t) + q(t)y(t� �) = 0; t � t0 (2.9)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
t��

q(s)ds >
1

e
(2.10)

ise (2.9) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Koplatadze and Chanturija 1982).
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E¼ger q 2 C [[t0 � �;1) ;R+] ; � > 0 olmak üzere

tZ
t��

q(s)ds � 1

e
; t � t0

ise (2.9) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahip olur (Gyori and Ladas 1991).

Örnek 2.1

y0(t) + y

�
t� 1

e

�
= 0 (2.11)

denklemi göz önüne al¬ns¬n. Burada q = 1, � = 1
e
oldu¼gundan q�e = 1 olur. Böylece,

Teorem 2.1.1 gere¼gince (2.11) gecikmeli diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬ olmayan bir

çözüme sahiptir.

Bundan başka Ladas vd. (1972), (2.2) denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki sonuçlar¬

elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.6 (2.2) gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Bu durumda

t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1 (2.12)

olmak üzere, azalmayan �(t) fonksiyonu için

lim sup
t!1

tZ
�(t)

q(s)ds > 1

ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas et al. 1972).

Daha sonra ise Koplatadze ve Chanturija (1982), (2.2) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki sonuçlar¬vermi̧slerdir.

Teorem 2.7 (2.12) sa¼glans¬n. Bu durumda azalmayan �(t) fonksiyonu için,

lim inf
t!1

tZ
�(t)

q(s)ds >
1

e

ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.
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Di¼ger yandan

lim sup
t!1

tZ
�(t)

q(s)ds <
1

e

ise (2.2) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahiptir.

Şimdi ise monoton olmayan gecikme terimine sahip lineer gecikmeli diferensiyel denk-

lemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için verilen sal¬n¬ml¬l¬k kriterlerini verelim.

Braverman ve Karpuz (2011) çal¬̧smalar¬nda aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir.

Teorem 2.8 t � t0 ve monoton olmayan �(t) fonksiyonu için l(t) := sup
s�t
�(s) olmak

üzere,

lim sup
t!1

tZ
l(t)

q(s) exp

8><>:
l(t)Z
�(s)

q(
)d


9>=>; ds > 1
ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Braverman and Karpuz 2011).

Chatzarakis ve Öcalan (2016) monoton olmayan gecikme terimine sahip gecikmeli difer-

ensiyel denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili aşa¼g¬daki sonucu elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.9 (2.12) sa¼glans¬n. �(t) monoton olmayan bir fonksiyon olmak üzere,

l(t) := sup
s�t
�(s); t � 0 (2.13)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda

lim inf
t!1

tZ
l(t)

q(s) exp

8><>:
l(t)Z
�(s)

q(
)d


9>=>; ds > 1

e
;

ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Chatzarakis and Öcalan 2016).

Yine ayn¬çal¬̧smada bu sal¬n¬ml¬l¬k kriterine aşa¼g¬daki örnek verilmi̧stir.

Örnek 2.2 Aşa¼g¬daki birinci mertebe lineer gecikmeli diferensiyel denklemi verilmi̧s

olsun.

y0(t) +
10

11e
y(�(t)) = 0; t � 0 (2.14)
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Burada

l(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3n; 3n+ 1]

�3t+ 12n+ 3; t 2 [3n+ 1; 3n+ 2]

5t� 12n� 13; t 2 [3n+ 2; 3n+ 3]

n 2 N0;

şeklindedir. (2.13) den

l(t) := sup
s�t
�(s) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3n; 3n+ 1]

3n; t 2 [3n+ 1; 3n+ 2:6]

5t� 12n� 13; t 2 [3n+ 2:6; 3n+ 3]

n 2 N0

olur. g : R0 ! [0;1) olmak üzere,

g(t) =

tZ
l(t)

q(s) exp

8><>:
l(t)Z
�(s)

q(
)d


9>=>; ds
fonksiyonunu tan¬mlanm¬̧s olsun. Verilen g fonksiyonu en küçük de¼gerini t = 3n nok-

tas¬nda al¬r. Yani

gmin =

3nZ
l(3n)

q(s) exp

8><>:
l(3n)Z
�(s)

q(
)d


9>=>; ds;
=

10

11e

3nZ
3n�1

exp

8<: 10

11e

3n�1Z
s�1

d


9=; ds;
=

10

11e

3nZ
3n�1

exp

�
10

11e
(3n� s)

�
ds;

= exp(
10

11e
)� 1 �= 0:397151967

elde edilir ve buradan;

lim inf
t!1

tZ
l(t)

q(s) exp

8><>:
l(t)Z
�(s)

q(
)d


9>=>; ds �= 0:397151967 > 1

e

oldu¼gundan Teorem 2.1.9 nin tüm koşullar¬sa¼glan¬r. Böylece (2.14) denkleminin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬olur.
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Di¼ger taraftan,

lim inf
t!1

tZ
�(t)

q(s)ds = lim inf
t!1

tZ
t�1

10

11e
ds =

10

11e
<
1

e

olur ve görüldü¼gü üzere daha önce bilinen sal¬n¬ml¬l¬k koşulu sa¼glanmaz (Chatzarakis

and Öcalan 2016).

Birinci mertebe gecikmeli lineer birkaç gecikme terimine sahip

y0(t) +
rX
i=1

qi(t)y(�i(t)) = 0 (2.15)

denklemini göz önüne alal¬m. (2.15) denklemini ele alan Fukagai ve Kusano (1984)�nun

çal¬̧smalar¬nda bu denklem için aşa¼g¬daki sal¬n¬ml¬l¬k kriterini vermi̧slerdir.

Teorem 2.10 1 � i � r, t � t0 için �i(t) � ��(t) � t olacak şekilde sürekli, azalmayan

��(t) fonksiyonu mevcut ve lim
t!1

��(t) =1 olsun. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
��(t)

rX
i=1

qi(s)ds >
1

e

ise (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Bundan başka; 1 � i � r, t � t0 için �
�(t) � �i(t) olacak şekilde sürekli, azalmayan

��(t) fonksiyonu mevcut, lim
t!1

���(t) =1 ve

�
rX
i=1

qi(s)ds �
1

e

ise (2.15) denklemi sal¬n¬ms¬z bir çözüme sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).

Yine ayn¬çal¬̧smada bu kriterler için aşa¼g¬daki örnek verierek çal¬̧sma kan¬tlanm¬̧st¬r.

Örnek 2.3

y0(t) +
1

et
y

�
t

e

�
+
1

2et
y

�
t

e2

�
= 0 (2.16)

denklemi verilmi̧s olsun. Burada q1(t) =
1
et
; q2(t) =

1
2et
; �1(t) =

t
e
ve �2(t) =

t
e2
ve

1 � i � r için �i(t) � ��(t) � t olacak şekilde ��(t) = t
e
olarak al¬nabilir. Ayr¬ca
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tZ
��(t)

rX
i=1

qi(s)ds =

tZ
��(t)

(q1(s) + q2(s))ds =

tZ
t
e

�
1

es
+

1

2es

�
ds =

3

2e
>
1

e

oldu¼gundan Teorem 2.1.10 un tüm şartlar¬sa¼glanmaktad¬r. Dolay¬s¬yla, (2.16) denk-

lemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Ayn¬y¬l Hunt ve Yorke (1984), (2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬-

daki sonucu vermi̧slerdir.

Teorem 2.11 1 � i � r ve baz¬�0 > 0, için (t� �i(t)) � �0 olmak üzere e¼ger

lim inf
t!1

 
rX
i=1

qi(t) (t� �i(t))
!
>
1

e

sa¼glan¬yorsa (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Hunt and Yorke 1984).

Grammatikopoulos vd. (2003) ise, (2.15) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬

için aşa¼g¬daki sonuçlar¬vermi̧slerdir.

Teorem 2.12 1 � i � r için �i(t) fonksiyonlar¬azalmayan fonksiyonlar olsun. Bundan

başka,

1Z
0

jqi(t)� qj(t)j dt <1, 1 � i; j � r

ve

lim inf
t!1

tZ
�i(t)

qi(s)ds > 0; 1 � i � r

olsun. Bu durumda e¼ger

rX
i=1

0B@lim inf
t!1

tZ
�i(t)

qi(s)ds

1CA >
1

e

ise (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Grammatikopoulos et al. 2003).
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Teorem 2.13 1 � i � r için �i(t) fonksiyonlar¬azalmayan fonksiyonlar olmak üzere,

1Z
0

jqi(t)� qj(t)j dt <1; 1 � i; j � r

ve

!i = lim inf
t!1

tZ
�i(t)

qi(s)ds > 0; 1 � i � r

olsun. E¼ger

min

(
rX
i=1

e!i�

�
: � 2 (0;1)

)
> 1

ise (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Grammatikopoulos et al. 2003).

Ayn¬çal¬̧smada aşa¼g¬daki örnek verilerek sal¬n¬ml¬l¬k kriterinin sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧stir.

Örnek 2.4

y0(t) + y(t� �) + y
�
t�
�
1

e
� �
��

= 0 (2.17)

gecikmeli lineer diferensiyel denklemini göz önüne al¬ns¬n. Burada � 2
�
0; 1

e

�
sa¼glan¬r.

Bu durumda, daha önce verilen hiçbir sal¬n¬ml¬l¬k kriterinin sa¼glanmad¬¼g¬n¬ancak son

olarak verilen teoremdeki sal¬n¬ml¬l¬k kriterinin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek için,

min

(
rX
i=1

e��

�
+
e(

1
e
��)�

�
: � 2 (0;1)

)
> 1

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermeliyiz.

min

(
rX
i=1

e��

�
: � 2 (0;1)

)
= �e;

min

(
rX
i=1

e(
1
e
��)�

�
: � 2 (0;1)

)
= 1� �e

oldu¼gundan ve e��

�
; e
( 1e��)�
�

ifadeleri minimum de¼gerlerini farkl¬noktalarda ald¬¼g¬için,

eşitsizlik sa¼glan¬r. Bu durumda, teoremin tüm koşullar¬ sa¼glanaca¼g¬ndan denklemin

tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur (Grammatikopoulos et al. 2003).
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Bunun d¬̧s¬nda Infante vd. (2015), (2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için

aşa¼g¬daki sonucu ve örne¼gi elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.14 1 � i � r olmak üzere monoton olmayan �i(t) fonksiyonlar¬için

�i(t) � li(t) � t olacak şekilde azalmayan li 2 C ([t0;1) ;R) fonksiyonlar¬mevcut

olsun. E¼ger

lim sup
t!1

rY
j=1

264 rY
i=1

tZ
lj(t)

qi(s) exp

0B@ li(t)Z
�i(s)

rX
k=1

qk(�)� exp

0B@ 
Z
�i(
)

rX
m=1

qm(u)du

1CA d

1CA ds

375
1
r

>
1

rr

ve

lim sup
"!0+

2664lim sup
t!1

rY
j=1

264 rY
i=1

tZ
lj(t)

qi(s) exp

0B@ li(t)Z
�i(s)

rX
k=1

(� (qk)� ") qk(u)du

1CA ds
375

1
r

3775 > 1

rr

ise (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada;

!k = lim inf
t!1

tZ
�k(t)

qk(s)ds > 0; 1 � k � r (2.18)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Infante et al. 2015).

Yine Koplatadze vd. (2015), (2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki

yeter şartlar¬vermi̧slerdir.

Teorem 2.15 k 2 N,

'1 (t) = 0 ; 'i (t) = exp

0B@ rX
k=1

tZ
�i(s)

 
rY

m=1

qm(s)

! 1
r

'i�1 (s) ds

1CA ; i = 2; 3; :::

ve

!i = lim inf
t!1

tZ
�i(t)

qi(s)ds > 0; 1 � i � r (2.19)

olmak üzere e¼ger

lim sup
t!1

rY
j=1

264 rY
i=1

tZ
lj(t)

qi(s) exp

0B@r li(t)Z
�i(s)

 
rX
k=1

qk(
)

!
'm (
) d


1CA ds
375

1
r

>
1

rr

 
1�

rY
i=1

c!i

!
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ya da

lim sup
t!1

rY
j=1

264 rY
i=1

tZ
lj(t)

qi(s)

li(t)Z
�j(t)

 
rX
k=1

qk(
)

!
d
ds

375
1
r

> 0

şart¬ sa¼glan¬yorsa (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Koplatadze et al.

2015).

Braverman vd. (2016), (2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki yeter

şart¬vermi̧slerdir.

Teorem 2.16 1 � i � r olmak üzere �(t) = max
1�i�r

�i(t), �i(t) = sup
t0�s�t

�i(s),

h1(t; s) = exp

8<:
tZ
s

rX
i=1

qi(v)dv

9=;
ve

hn+1(t; s) = exp

8<:
tZ
s

rX
i=1

qi(v)hn(v; �i(v))dv

9=; ; n 2 N

olmak üzere

lim sup
t!1

tZ
�(t)

rX
i=1

qi(v)hn(�(t); �i(v))dv > 1

şart¬ sa¼glan¬yorsa (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Braverman et al.

2016).

Ayr¬ca Akca vd. (2016) yapt¬klar¬çal¬̧smada, (2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬

olms¬için aşa¼g¬daki yeter şart¬elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.17

0 < � := lim inf
t!1

tZ
�max(t)

rX
i=1

qi(s)ds �
1

e

olmak üzere

lim sup
t!1

tZ
�(t)

rX
i=1

qi(v)hn(�(t); �i(v))dv >
1 + ln(�(�))

�(�)

şart¬alt¬nda (2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Akca et al. 2016)

18



3 B·IR·INC·I MERTEBE GEC·IKMEL·I L·INEER D·IFERENS·IYEL DENKLEM-

LER·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN SALINIMLILI¼GI

Sal¬ml¬l¬k teorisi ile ilgili çal¬̧smalarda, genelde sal¬n¬ml¬olmayan çözümün varl¬¼g¬için

yeter şartlar.ve her çözümün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şartlar gibi durumlar üzerinde

durulmuştur.

Yukar¬da verilen bu durumlar için yap¬lan çal¬̧smalar birbirinden farkl¬yap¬dad¬r. Veri-

len ilk durumda sabit i̧saretli olan bir çözümün var oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Dolay¬s¬yla, çeşitli sabit nokta teoremleri uygulanabilir veya sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme

yak¬nsak olacak şekilde bir monoton dizi tan¬mlanabilir. ·Ikinci durumda ise, denklemin

baz¬çözümleri için bu yöntemlerden herhangi birisinin kullan¬lmas¬uygun de¼gildir. Bu

nedenle; çeli̧ski bulma yöntemi kullan¬larak ispat yap¬labilir. Yani verilen denklemin bir

çözümü olan fakat sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümün varl¬¼g¬kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri için kabul edilen şartlar¬n sa¼gland¬¼g¬gösterilerek çeli̧ski elde edilir.

Bu bölümde q(t) � 0 sürekli bir fonksiyon ve � pozitif bir sabit olmak üzere

y0(t) + q(t) + y(t� �) = 0 (3.1)

diferensiyel denklemi ve bu denklemin genel durumu olan 1 � i � n, qi(t) � 0 sürekli

fonksiyonlar, �i pozitif sabitler için,

y0(t) +
nX
i=1

qi(t) + y(t� �i) = 0 (3.2)

gecikmeli lineer diferensiyel denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri ayr¬nt¬l¬bir

şekilde incelenecektir. Bu incelemede temel kaynak olarak Li (1996) al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1 � = � (veya � = max
1�i�n

f�ig) olmak üzere her (3.1) (veya (3.2)) denklemini

sa¼glayan y 2 C ([t� �;1) ;R) fonksiyonuna (3.1) (veya (3.2)) denkleminin bir çözümü

denir. Bu çözüm key� say¬da s¬f¬ra sahip ise sal¬n¬ml¬çözüm, aksi taktirde sal¬n¬ml¬

olmayan ya da sal¬n¬ms¬z çözüm ad¬n¬al¬r.

Lemma 3.1 y(t), (3.2) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü ve baz¬i�ler için

lim sup
t!1

t+�iZ
t

qi(s)ds > 0
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ise baz¬i�ler için

lim inf
t!1

y(t� �i)
y(t)

<1 (3.3)

dur.

·Ispat: Kabul edelimki;
tk+�iZ
tk

q(s)ds � d

olacak şekilde k !1 için tk !1 olan bir ftkg dizisi ve bir d sabiti varolsun. O halde

her k için
�kZ
tk

qi(s)ds �
d

2
ve

tk+�iZ
�k

qi(s)ds �
d

2
(3.4)

olacak şekilde �k 2 (tk; tk + �i) vard¬r. Di¼ger taraftan (3.2) denklemi ergeç

y0(t) + qi(t) + y(t� �i) � 0 (3.5)

olas¬n¬ gerektirir. (3.5) denklemi [tk; �k] ve [�k; tk + �i] aral¬klar¬nda integre edilirse

s¬ras¬yla,

y(�k)� y(tk) +
�kZ
tk

qi(s)y(s� �i)ds � 0 (3.6)

ve

y(tk + �i)� y(�k) +
tk+�iZ
�k

qi(s)y(s� �i)ds � 0 (3.7)

elde edilir. (3.6) ve (3.7) nin ilk terimleri ihmal edilip y(t) nin azalanl¬¼g¬ ve (3.4)

eşitsizlikleri kullan¬l¬rsa;

�y(t) + d
2
y(�k � �i) � 0 ve � y(�k) +

d

2
y(tk) � 0

veya
y(�k � �i)
y(tk)

�
�
2

d

�2
elde edilirki böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2 E¼ger (3.2) denklemi bir egreç pozitif çözüme sahip ise ergeç
t+�iZ
t

qi(s)ds � 1; i = 1; 2; :::; n (3.8)

dir.
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Teorem 3.1 Kabul edelimki; baz¬t0 > 0 ve t � t0 için
t+�R
t

q(s)ds > 0 ve

1Z
t0

q(t) ln

0@et+�Z
t

q(s)ds

1A dt =1 (3.9)

olsun. Bu durumda, (3.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelimki, (3.1) denklemi ergeç pozitif bir y(t) çözümüne sahip

olsun. Bu durumda, y(t) nin ergeç monoton azalan oldu¼gu aç¬kt¬r.


(t) = �y
0(t)

y(t)

olsun. Yeterince büyük t için, 
(t) negatif olmayan sürekli bir fonksiyondur ve baz¬

t1 � t0 için y(t1) > 0 olmak üzere

y(t) = y(t1) exp

0@� tZ
t1


(s)ds

1A
dir. Di¼ger taraftan 
(t);


(t) = q(t) exp

0@ tZ
t��


(s)ds

1A (3.10)

genelleştirilmi̧s karakteristik denklemi sa¼glar. Buradan, c > 0 için

ecx � x+ ln(ec)
c

(3.11)

ve böylece A(t) =
t+�R
t

q(s)ds olmak üzere,


(t) = q(t) exp

0@A(t): 1
A(t)

tZ
t��


(s)ds

1A
� q(t)

24 1

A(t)

tZ
t��


(s)ds+
ln(eA(t))

A(t)

35
oldu¼gu kolayca görülebilir. Buradan;


(t)

t+�Z
t

q(s)ds� q(t)
tZ
t��


(s)ds � q(t) ln(e
t+�Z
t

q(s)ds) (3.12)

21



elde edilir. O halde N > T için,

NZ
T


(t)

t+�Z
t

q(s)dsdt�
NZ
T

q(t)

tZ
t��


(s)dsdt

�
NZ
T

q(t) ln(e

t+�Z
t

q(s)ds)dt (3.13)

olur. ·Integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse,

NZ
T

q(t)

tZ
t��


(s)dsdt �
N�TZ
T

0@s+�Z
s

q(t)
(s)dt

1A ds
=

N��Z
T


(s)

s+�Z
s

q(t)dtds

=

N��Z
T


(t)

t+�Z
t

q(s)dsdt (3.14)

bulunur. Son eşitsizlik ve (3.13) �den

NZ
N��


(t)

t+�Z
t

q(s)dsdt �
NZ
T

q(t) ln

0@et+�Z
t

q(s)ds

1A dt (3.15)

bulunur. Lemma 3.2 �den ergeç
t+�Z
t

q(s)ds � 1 (3.16)

dir. (3.15) ve (3.16) �dan

NZ
N��


(t)dt �
NZ
T

q(t) ln

0@et+�Z
t

q(s)ds

1A dt
veya

ln y(N � �)
y(N)

�
NZ
T

q(t) ln

0@et+�Z
t

q(s)ds

1A dt (3.17)

elde edilir. (3.9) �dan

lim
t!1

y(t� �)
y(t)

=1 (3.18)
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olur. Di¼ger taraftan (3.9), n!1 için tn !1 ve

tn+�Z
tn

q(s)ds � 1

e
; 8n için

olacak şekilde bir ftng dizisinin var olmas¬n¬gerektirir. Böylece Lemma 3.1 �den,

lim inf
t!1

y(t� �)
y(t)

<1

elde edilir. Bu eşitsizlik (3.18) ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Hat¬rlatma 3.1 Esasen Teorem 3.1 (2.10) şart¬n¬n geli̧stirilmi̧s bir şeklidir. Gerçekten

de, (2.10) şart¬sa¼glan¬rsa yeterince büyük t ler için

ln

0@et+�Z
t

q(s)ds

1A � c (3.19)

olacak şekilde bir c pozitif say¬s¬vard¬r ve

1Z
t0

q(t)dt =1 (3.20)

şart¬sa¼glan¬r. Burada (3.19) ve (3.20) ifadeleri (3.9) şart¬n¬gerektirir.

Örnek 3.1 q(t) = exp(k sin t) ve k pozitif bir sabit olmak üzere

y0(t) + exp(k sin t� 1)y(t� 1) = 0 (3.21)

denklemini gözönüne alal¬m.

lim inf
t!1

tZ
t�1

q(s)ds <
1

e

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece (2.10) sa¼glanmaz. Jensen�s eşitsizli¼ginden,

1Z
0

q(t) ln

0@et+1Z
t

q(s)ds

1A dt �
1Z
0

q(t)

t+1Z
t

(k sin s) dsdt

=
2k sin 1

2

e

1Z
0

exp(k sin t) sin

�
t+

1

2

�
dt
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olur. Di¼ger taraftan,
tR
0

exp(k sin t) cos tdt integrali s¬n¬rl¬d¬r ve

2�Z
0

exp(k sin t) sin tdt > 0

d¬r. Böylece,
1Z
0

q(t) ln

0@et+1Z
t

q(s)ds

1A dt =1
elde edilir. Teorem 3.1 �den (3.21) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 3.2 �n = max f�1; �2; :::; �ng olsun. Kabul edelimki; baz¬t0 > 0 ve t � t0 için
nX
i=1

t+�iR
t

qi(s)ds > 0 ve

lim sup
t!1

t+�nZ
t

qn(s)ds > 0 (3.22)

olsun ve buna ek olarak

1Z
t0

 
nX
i=1

qi(s)

!
ln

0@e nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt =1 (3.23)

eşitli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda (3.2) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelimki, (3.2) denklemi ergeç pozitif ve azalan bir y(t)

çözümüne sahip olsun ve


(t) = �y
0(t)

y(t)

eşitli¼gi tan¬mlans¬n. O halde, 
(t) negatif olmayan sürekli bir fonksiyondur ve

y(t) = y(t1) exp

0@� tZ
t1


(s)ds

1A
ve y(t1) > 0 olacak şekilde bir t1 � t0 vard¬r. Di¼ger taraftan 
(t);


(t) =

nX
i=1

qi(t) exp

0@ tZ
t��i


(s)ds

1A
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genelleştirilmi̧s karakteristik denklemini sa¼glar. B(t) =
nX
i=1

t+�iR
t

qi(s)ds olsun. (3.11)

ifadesinin kullan¬lmas¬yla


(t) =
nX
i=1

qi(t) exp

0@B(t): 1
B(t)

tZ
t��i


(s)ds

1A
�

nX
i=1

qi(t)

24 1

B(t)

tZ
t��i


(s)ds+
ln(eB(t))

B(t)

35
veya 0@ nX

i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A 
(t)� nX
i=1

qi(s)

tZ
t��i


(s)ds

�
 

nX
i=1

qi(t)

!
ln

0@e nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A (3.24)

bulunur. O halde N > T için,

NZ
T

0@ nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A 
(t)dt� nX
i=1

NZ
T

qi(t)

tZ
t��i


(s)dsdt

�
NZ
T

0@ nX
i=1

t+�iZ
t

qi(t)

1A ln
0@e nX

i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt (3.25)

olur. ·Integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse,

NZ
T

0@ nX
i=1

qi(t)

tZ
t��i


(s)dsdt

1A �
nX
i=1

N��iZ
T

0@s+�iZ
s

qi(t)
(s)dt

1A ds
=

nX
i=1

N��iZ
T


(t)

t+�iZ
t

qi(s)dsdt (3.26)

bulunur. (3.26) ve (3.25) �den

nX
i=1

NZ
N��i


(t)

t+�Z
t

qi(s)dsdt �
NZ
T

 
nX
i=1

qi(t)

!
ln

0@e nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt (3.27)

bulunur. Lemma 3.2 �den ergeç
t+�iZ
t

qi(s)ds � 1 (3.28)
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dir. (3.27) ve (3.28) �den

nX
i=1

NZ
N��i


(t)dt �
NZ
T

 
nX
i=1

q(t)

!
ln

0@e nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt
veya

nX
i=1

ln y(N � �i)
y(N)

�
NZ
T

 
nX
i=1

qi(t)

!
ln

0@e nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt (3.29)

elde edilir. (3.23) �den

lim
t!1

nY
i=1

y(t� �i)
y(t)

=1 (3.30)

olur. Bu durum

lim
t!1

y(t� �n)
y(t)

=1 (3.31)

olmas¬n¬gerektirir. Böylece Lemma 3.1�den,

lim inf
t!1

y(t� �n)
y(t)

<1

elde edilir. Bu eşitsizlik (3.31) ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.1 E¼ger

lim inf
t!1

nX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds >
1

e
(3.32)

ise (3.2) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: �1 < �2 < ::: < �n olsun. O halde, (3.32) �den 1 � m � n ve

lim sup
t!1

t+�mZ
t

qm(s)ds > 0 (3.33)

ve

lim inf
t!1

mX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds >
1

e
(3.34)

olacak şekilde bir m vard¬r. Şimdi çeli̧ski için kabul edelimki, (3.2) denklemi bir ergeç

pozitif y(t) çözümüne sahip olsun. O halde y(t)

y0(t) +
mX
i=1

qi(t)y(t� �i) � 0 (3.35)

26



eşitsizli¼ginin de bir ergeç pozitif çözümüdür. Bu durumda,

x0(t) +
mX
i=1

qi(t)x(t� �i) = 0 (3.36)

denklemi de bir ergeç pozitif çözüme sahiptir. Di¼ger taraftan (3.34) �den baz¬t0 > 0

için
1Z
0

 
mX
i=1

qi(t)

!
ln

0@e mX
i=1

t+�iZ
t

qi(s)ds

1A dt =1
oldu¼gu görülür. O halde Teorem 3.2 �den (3.36) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.
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4 B·IR·INC·I MERTEBE B·IRKAÇ GEC·IKME TER·IML·I L·INEER D·IFEREN-

S·IYEL DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN SALINIMLILI¼GI

Bu bölümde, i = 1; 2; :::; r için �i(t) < t ve lim
t!1

�i(t) =1 olsun. qi; �i 2 C ([t0;1) ; [0;1))

olmak üzere

y0(t) +

rX
i=1

qi(t)y(�i(t)) = 0 (4.1)

şeklinde tan¬ml¬lineer gecikmeli diferensiyel denklemini çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için

kriterler verilecektir. Temel kaynak olarak Attia et al. (2018) kullan¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.1 T0 2 [t0;1), �(t) = min f�i(t) : i = 1; 2; :::; rg ve �(�1)(t) = inf f�(s) : s � tg

olsun. t � �(�1)(t) için (4.1) denklemini sa¼glayan
�
�(�1)(t);1

�
aral¬¼g¬nda sürekli diferen-

siyellenebilen y 2 C ([t0;1) ;R) fonksiyonuna (4.1) denkleminin bir çözümü denir. Bu

çözüm key� say¬da s¬f¬ra sahip ise sal¬n¬ml¬çözüm, aksi taktirde sal¬n¬ml¬olmayan ya

da sal¬n¬ms¬z çözüm ad¬n¬al¬r.

Bu bölüm boyunca, t1 � t0 için

�i(t) � fi(t) � f(t) � t ; t � t1 ; i = 1; 2; :::; r

olmak üzere ffi(t)gni=1 azalmayan sürekli fonksiyonlar¬n bir ailesi olarak kabul edilecek-

tir.

Notasyonda basitlik olmas¬aç¬s¬ndan, � � 0 ve e�� = � denkleminin en küçük kökü

�(�) olmak üzere

c(�) =
1� � �

p
1� � 2 � 2�
2

; 0 � � � 1

e

şeklindedir.

Sal¬n¬ml¬l¬k kriterlerini vermeden önce gerekli olan Lemma�lara de¼ginelim:

Lemma 4.1 y(t) (4.1) lineer gecikmeli diferensiyel denkleminin bir ergeç pozitif çözümü

olsun. Bu durumda

lim inf
t!1

y(�i(t))

y(t)
� �(!i)

d¬r. Burada !i, (2.19) �daki şekilde tan¬ml¬d¬r (Infante et al. 2015).
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Lemma 4.2 Kabul edelimki, Q 2 C ([t1;1) ; [0;1)) olmak üzere

lim inf
t!1

tZ
f(t)

Q(s)ds = ��

eşitli¼gi sa¼glans¬n ve y(t)

y0(t) +Q(t)y(fi(t)) � 0 ; t � t1

birinci mertebe gecikmeli diferensiyel denkleminin bir ergeç pozitif çözümü olsun. Bu

durumda e¼ger, 0 � �� � 1
e
ise

lim inf
t!1

y(t)

y(f(t))
� c(��)

eşitsizli¼gi geçerlidir (Yu et al. 1992)

Bu durumda aşa¼g¬daki teoremler verilebilir.

Teorem 4.1 " 2 (0; �(�)) ve

P (t) =
rX
j=1

rX
i=1

qi(t)

tZ
�i(t)

qj(s)e

tR
fj(t)

rP
k=1

qk(u)du+(�(�)�")
fj(t)R
�j(t)

rP
n=1

qn(v)dv

ds

olmak üzere

lim sup
t!1

0B@ tZ
f(t)

P (u)du+ c(�)e

tR
f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

1CA > 1 (4.2)

ve

� := lim inf
t!1

tZ
f(t)

rX
j=1

qj(s)ds ; 0 < � �
1

e

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda (4.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelimki (4.1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir y(t) çözümü

mevcut olsun. (4.1) denkleminin lineerli¼ginden dolay¬ y(t) çözümünü pozitif çözüm

olarak kabul edebiliriz. Bundan dolay¬yeterince büyük bir t2 � t1 vard¬r öyleki tüm

i = 1; 2; :::; r olmak üzere t � t2 için y(�i(t)) > 0 d¬r. Dolay¬s¬yla y(t); t � t2 için

artmayan fonksiyondur. (4.1) denklemi t den �i(t) ye integre edilirse

tZ
�i(t)

y0(s)ds+

tZ
�i(t)

 
rX
i=1

qi(s)y(�i(s))

!
ds = 0
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y(t)� y(�i(t)) +
rX
j=1

tZ
�i(t)

qj(s)y(�i(s))ds = 0 (4.3)

elde edilir. zamanda Ayn¬(4.1) denklemi y(t) ile bölünüp yani;

y0(t)

y(t)
+

rX
i=1

qi(t)y(�i(t))

y(t)
= 0

şeklinde yaz¬l¬p, �j(s) den fj(t) ye integre edilirse

fj(t)Z
�j(s)

y0(s)

y(s)
ds+

fj(t)Z
�j(s)

 
rX
i=1

qi(s)y(�i(s))

y(s)

!
ds = 0

ln y(fj(t))� ln y(�j(s)) +
fj(t)Z
�j(s)

 
rX
i=1

qi(s)y(�i(s))

y(s)

!
ds = 0

olur ki buradan, üstel fonksiyon yard¬m¬yla;

y(�j(s)) = y(fj(t))e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

yaz¬labilir. Bulunan son ifade (4.3) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

y(t)� y(�i(t)) +
rX
j=1

y(fj(t))

tZ
�i(t)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

ds = 0

bulunur. Yukar¬daki denklem qi(t) ile çarp¬l¬p i üzerinden toplam al¬n¬rsa

y0(t)� y(t)
rX
i=1

qi(t) +
rX
j=1

y(fj(t))
rX
i=1

qi(t)

tZ
�i(t)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

ds = 0

elde edilir. x(t) = e

tR
t0

rP
n=1

qn(s)ds

y(t) ifadesi yukar¬daki son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa denk-

lem

x0(t) +
rX
j=1

x(fj(t))e

tR
fj(t)

rP
n=1

qn(s)ds rX
i=1

qi(t)

tZ
�i(t)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

ds = 0 (4.4)

eşitli¼gine indirgenir ki bu eşitlik f(t) den t ye integre edilirse,

x0(t)� x(f(t))
tZ
f(t)

rX
j=1

x(fj(u))e

uR
fj(u)

rP
n=1

qn(u)du rX
i=1

qi(u)

uZ
�i(u)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

dsdu = 0
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ifadesine ulaş¬l¬r. x(t) artmayan oldu¼gundan integral içindeki x fonksiyonlar¬integralin

üst s¬n¬r¬nda integral d¬̧s¬na ç¬kar¬l¬rsa eşitli¼gin sol taraf¬n¬n de¼geri küçülece¼ginden, t � t3
ve baz¬t3 � t2 için

x(t)�x(f(t))+x(f(t))
tZ
f(t)

rX
j=1

e

uR
fj(u)

rP
n=1

qn(u)du rX
i=1

qi(u)

uZ
�i(u)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

dsdu � 0

(4.5)

ifadesine ulaş¬l¬r.

Di¼ger taraftan, y(t) nin artmayan fonksiyon oldu¼gu kullan¬l¬rsa, yukar¬daki şekilde

düşünülerek (4.1) denklemi her t � t3 için

y0(t)� y(f(t))
rX
i=1

qj(t) � 0 (4.6)

eşitsizli¼gine dönüşür. Böylece (Erbe, L. et al. 1995) çal¬̧smas¬ndaki Lemma 2.1.2 �den

lim inf
t!1

y(f(t))

y(t)
� �(�)

elde edilir. Yeterince küçük � > 0 ve 1 � n � r olmak üzere t � t4 ve baz¬t4 � t3 için

y(�n(t))

y(t)
� y(f(t))

y(t)
> �(�)� � (4.7)

olur. Bu eşitsizlik (4.5) denklemi ile birlikte ele al¬n¬rsa, t � t5 ve baz¬t5 � t4 için

x0(t)�x(f(t))+x(f(t))
tZ
f(t)

rX
j=1

x(fj(u))e

uR
fj(u)

rP
n=1

qn(u)du rX
i=1

qi(u)

uZ
�i(u)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

dsdu � 0

elde edilir. Yani, t � t5 için

tZ
f(t)

rX
j=1

e

uR
fj(u)

rP
n=1

qn(u)du rX
i=1

qi(u)

uZ
�i(u)

qj(s)e
(�(�)��)

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)du

dsdu � 1� x(t)

x(f(t))
(4.8)

dir. Bunun yan¬s¬ra; t � t6 olmak üzere yeterince küçük �� > 0 ve baz¬t6 � t5 için

Lemma 3.2 �den, (4.6) eşitsizli¼gi

y(t)

y(f(t))
> c(�)� ��

eşitsizli¼gine indirgenir. Dolay¬s¬yla; her t � t6 için

x(t)

x(f(t))
=

y(t)

y(f(t))
e

tR
f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

> (c(�)� ��) e
tR

f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

31



olur. Bu eşitsizlik (4.8) eşitsizli¼gi ile birleştirilirse her t � t6 için

tZ
f(t)

P (u)du � 1� (c(�)� ��) e
tR

f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

elde edilir. O halde,

lim sup
t!1

0B@ tZ
f(t)

P (u)du+ c (�) e

tR
f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

1CA � 1 + ��lim sup
t!1

e

tR
f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

(4.9)

olur. Buradan (4.6) eşitsizli¼gi f(t) �den t �ye integre edilir ve y(t) �nin artmayan oluşu

kullan¬l¬rsa tüm t � t3 için
tZ
f(t)

rX
i=1

qi(s)ds � 1�
y(t)

y(f(t))
� 1

elde edilir. (4.9) eşitsizli¼ginde �� ! 0 al¬n¬rsa, (4.2) ile bir çeli̧ski elde edilir ki; bu

durumda ispat tamamlan¬r.

Bu durumda aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki; �k 2 (0; �(!k)),

P1(t) =
rX
j=1

rX
i=1

qi(t)

tZ
�i(t)

qj(s)e

tR
fj(t)

rP
k=1

qk(u)du+

fj(t)R
�j(t)

rP
n=1

(�(!n)�"n)qn(v)dv
ds

ve !n (2.18) ile tan¬mlanm¬̧s ve de.

� := lim inf
t!1

tZ
f(t)

rX
j=1

qj(s)ds ; 0 < � �
1

e
(4.10)

olsun. Bu durumda, e¼ger

lim sup
t!1

0B@ tZ
f(t)

P1(u)du+ c (�) e

tR
f(t)

rP
i=1
qi(s)ds

1CA > 1

oluyorsa (4.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.
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Teorem 4.3 Kabul edelimki, � 2 (0; �(!)) ve 0 < !k � 1
e
olmak üzere !k (2.18) ile �

ise (4.10) ile tan¬mlans¬n ve

Hl(s) = e

sR
fl(s)

rP
j=1

qj(v)dv rX
i=1

qi(s)

sZ
�i(s)

ql(v)e
(�(�)�")

fl(t)R
�l(v)

rP
n=1

qn(u)du

dv

olsun. E¼ger

lim sup
t!1

0BBBB@
rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fl(t)

Hl(s)ds

1CA
1
n

+

rY
l=1

c(!k)

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

1CCCCA >
1

rr

oluyorsa (4.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Kabul edelimki y(t), (4.1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan pozitif bir çözümü

olsun. (4.7) eşitsizli¼gi (4.4) de yerine yaz¬l¬rsa, her t � t2 ve baz¬t2 � t1 için

x0(t) +
rX
j=1

x(fj(t))e

tR
fj(t)

rP
n=1

qn(s)ds rX
i=1

qi(t)

tZ
�i(t)

qj(s)e

fj(t)R
�j(s)

rP
n=1

qn(u)
y(�n(u))
y(u)

du

ds � 0

elde edilir. Burada, � 2 (0; �(!)) ve x(t) = e
tR
t0

rP
n=1

qn(s)ds

y(t) dir. Son eşitsizlik fk(t) �den

t �ye integre edilir ve y(t) �nin artmayan olmas¬durumu kullan¬l¬rsa tüm t � t3 ve baz¬

t3 � t2 için

x(t)� x(fk(t)) +
rX
l=1

x(fl(t))

tZ
fk(t)

Hl(s)ds � 0

elde edilir. Aritmetik ve geometrik ortalama aras¬ndaki ba¼g¬nt¬kullan¬l¬rsa, tüm t � t3
için

x(fk(t)) � r
 

rY
l=1

y(fl(t))

! 1
r

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+ x(t)

olur. Her iki taraf¬n r: kuvveti al¬n¬rsa her t � t3 için

 
rY
k=1

x(fk(t))

!
� rr

 
rY
l=1

x(fl(t))

!
rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+ x(t)r
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eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan, her t � t3 için

rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+
x(t)r

rr
rY
l=1

x(fl(t))

� 1

rr
(4.11)

olur. x(t) = e

tR
t0

rP
n=1

qn(s)ds

y(t) oldu¼gundan

x(t)r

rY
l=1

x(fl(t))

= e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds y(t)r

rY
l=1

y(fl(t))

yaz¬labilir. Bu ifade (4.11) �de yerine yaz¬l¬rsa her t � t3 için

rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+ e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds x(t)r

rr
rY
l=1

x(fl(t))

� 1

rr
(4.12)

elde edilir. Di¼ger taraftan y(t) �nin artmayan olmas¬ve (4.1) �den l = 1; 2; :::; r olmak

üzere her t � t3 için

y0(t) + ql(t)y (fl(t)) � 0 (4.13)

olur, yeterince küçük �� > 0 ve Lemma 3.2 �den her t � t4 ve baz¬her t4 � t3 için

x(t)r

rY
l=1

x(fl(t))

>
rY
l=1

c(!l)� ��

elde edilir. Bu son eşitsizlik (4.12) ile birlikte ele al¬n¬rsa her t � t4 için

rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+

rY
l=1

c(!l)

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

� 1

rr
+
��

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

bulunur. Sonuç olarak,

lim sup
t!1

0BBBB@
rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+

rY
l=1

c(!l)

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

1CCCCA � 1

rr
+
��

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

(4.14)
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olur. Di¼ger taraftan, (4.1) denklemi fl(t) �den t �ye integre edilirse,

y(t)� y(fl(t)) +
tZ

fl(t)

rX
n=1

y (�n(s)) qn(s)ds = 0 ; l = 1; 2; :::; r

elde edilir. y(t) artmayan oldu¼gundan her t � t3 için

tZ
fl(t)

rX
n=1

qn(s)ds �
y(fl(t)

y(t)
� 1 ; l = 1; 2; :::; r

olur. Lemma 3.2, (4.13) ifadesine uygulan¬rsa,

lim sup
t!1

y(fl(t)

y(t)
< +1 ; l = 1; 2; :::; r

elde edilir. Dolay¬s¬yla e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

s¬n¬rl¬d¬r. O halde (4.14) ifadesinde �� ! 0

al¬n¬rsa,

lim sup
t!1

0BBBB@
rY
k=1

0B@ rY
l=1

tZ
fk(t)

Hl(s)ds

1CA
1
r

+

rY
l=1

c(!l)

rr
e

rP
l=1

tR
fl(t)

rP
n=1

qn(s)ds

1CCCCA � 1

rr

olur ki, bu bir çeli̧skidir. Bu durumda ispat tamamlan¬r.
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5 TARTIŞMA ve SONUÇ

Matematikte yap¬lan en önemli i̧slerden biri, verilen bir teoremi ispatlamak ya da bulun-

mas¬istenen bir matematiksel ifadeyi bulmakt¬r. Varl¬k bildiren teoremlerin d¬̧s¬ndaki

teoremlerin ispat¬yap¬l¬rken, teoremin do¼gru oldu¼gunu gösteren bir tek örnek vermek

yeterli de¼gildir. Çünkü; teorem verilen bu örnek için do¼gru oldu¼gu halde başka bir örnek

için do¼gru olmayabilir. Yani; tek bir örnek vermek teoremin varl¬¼g¬n¬ispat etmez. Teo-

remlerin ispat edilmesinde başl¬ca iki ilke uygulan¬r.

Bunlardan biri tümevar¬m ilkesi, di¼geri ise tümdengelim ilkesi ad¬ verilen ilkelerdir.

Tümdengelim ilkesi, gerek ak¬l gerekse gözlem ve deney yoluyla elde edilmi̧s genel

bir ideali ayr¬ ayr¬ olaylara uygulamakt¬r. Başka bir deyi̧sle, özelin bilgisini genel

yarg¬lardan ç¬karmakt¬r. Tümevar¬m ise; gözlenen tek tek olgulardan yola ç¬karak genel

yarg¬lara ulaşmakt¬r. Başa bir deyi̧sle tümevar¬m özelden genele giden bir ak¬l yürütme

türüdür. Bilimsel araşt¬rma sürecinde tümevar¬m ve tümdengelim yöntemleri birbir-

lerini tamamlar niteliktedir. Tek tek olgulardan genel ilkelere ulaş¬l¬r ise tümevar¬m,

genel ilkelerden yola ç¬k¬larak varsay¬mlarda bulunulur ise tümdengelim uygulanm¬̧s

olur. Varsay¬mlar¬n do¼grulu¼gunu s¬namak için deneyler ve incelemeler yap¬l¬r ve bu in-

celemelerin sonucunda genel ilkelere ulaş¬l¬r ise tümevar¬m ilkesi kullan¬lm¬̧s olur. Tüm-

dengelim ilkesi kullan¬larak teoremler ya do¼grudan ya da dolayl¬olarak ispat edilebilir.

Do¼grudan ispat yönteminde, ortaya konulan bir önermenin do¼gru oldu¼gundan hareket-

le, do¼gru oldu¼gu bilinen yani bir önerme elde edilir. Daha sonra elde edilen son ön-

ermenin do¼grulu¼gundan hareketle do¼gru oldu¼gu bilinen başka bir önerme elde edilir.

Bu şekilde devam edilerek, her biri do¼gru olan sonlu çoklukta yeni önerme elde edilir.

Böylece verilen teorem ispat edilmi̧s olur. Bu ispat yönteminde yeni önermelerin elde

edilmesi konusunda genel bir kural yoktur. Bu önermeler önceden bilinenlerin bir sen-

tezi yap¬larak elde edilebilirler.

Dolayl¬ ispat yönteminde ise; teoremin kendisini ispat etmek yerine teoremin do¼gru-

lu¼gunu gösteren başka bir önermenin do¼grulu¼gu ispatlan¬r. Yani; teoremin hükmünün

yanl¬̧s oldu¼gu kabul edilir. Bu kabul ile hipotezin yanl¬̧s olmas¬gerekti¼gi ispat edilir.
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Teoremlerin bu yöntemle ispat edilmesine olmayana ergi yöntemi veya çeli̧ski bulma

yöntemi ad¬verilir. Bir önerme her zaman do¼gru olmayabilir ya da her zaman do¼gru

oldu¼gunu göstermemiz istenmeyebilir. Yani; önermenin yanl¬̧s oldu¼gunun gösterilmesi

de bizden istenebilir. Bir önermenin yanl¬̧s oldu¼gunu göstermek için ise, iki yol verilebi-

lir. Bunardan biri; aksine örnek bulma yöntemi, di¼geri ise çeli̧ski bulma yöntemidir. Ak-

sine örnek bulmakta, önermenin yanl¬̧s oldu¼gunu gösteren tek bir örnek verilerek ispat

tamamlan¬r. Çeli̧ski bulma yönteminde ise, verilen önermenin do¼gru mu, yoksa yanl¬̧s

m¬oldu¼gu bilinmiyorsa, bu önerme do¼gru varsay¬larak önermeden baz¬sonuçlar elde

edilir. Elde edilen sonuçlar bilinenlerle ya da birbiri ile çeli̧sirse ifade edilen önermenin

yanl¬̧s oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.

Yukar¬daki bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda, bu tez çal¬̧smas¬nda ilk olarak, q(t) � 0 sürekli bir

fonksiyon ve � pozitif bir sabit olmak üzere

y0(t) + q(t) + y(t� �) = 0

diferensiyel denklemi ve bu denklemin genel durumu olan 1 � i � n, qi(t) � 0 sürekli

fonksiyonlar, �i pozitif sabitler için,

y0(t) +
nX
i=1

qi(t) + y(t� �i) = 0

gecikmeli lineer diferensiyel denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için verilen kriterler

incelenmi̧stir.

Daha sonra ise, i = 1; 2; :::; r için �i(t) < t ve lim
t!1

�i(t) = 1 olsun. olmak üzere

qi; �i 2 C ([t0;1) ; [0;1)) olmak üzere

y0(t) +
rX
i=1

qi(t)y(�i(t)) = 0

birkaç gecikme terimli lineer diferensiyel denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬incelen-

mi̧stir. Teoremler ispatlan¬rken yani; sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri elde edilirken ise yukar¬da

bahsedilen çeli̧ski bulma yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r.
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