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LINEER INTEGRAL DENKLEMLER iCiN BAZI POZITIF
LINEER OPERATOR YAKLASIM SURECLERI
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OGUZHAN KARABULUT
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LiSANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. HARUN KARSLI)
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Bu tez, Volterra ve Fredholm integral denklem siniflarinin tam ¢6ziimleri
ve bazi lineer pozitif operatorler yardimiyla kurularak olusturulan yaklasik
¢Oziimlerinin incelenmesini icermektedir.

Birinci boliimde integral denklem teorisinin ortaya ¢ikisina ve integral
denklemler ile ilgili yapilan ¢aligmalara yer verilmistir. Ikinci boliimde integral
denklem gesitlerine, ii¢lincii boliimde ise temel kavramlar ve lineer pozitif
operatdrlere yer verilmistir. Lineer pozitif operatdrlerden Bernstein polinomlari ve
Baskakov operatorleri tanitilmis ve bu operatorlerin 6zelliklerine yer verilmistir.
Dordiincii boliimde Volterra integral denklemlerin tam ¢oziimleri igin Adomian
ayristirma metodu ve ardisik yaklasimlar metodu tanitilmis, yaklasik ¢6ziimlerin
hesabinda kullanilmak {izere, Bernstein polinomlar1 ve Baskakov operatorii
kullanilarak Volterra integral denklemler yeniden kurulmustur. Dordiincii boliimiin
sonunda ise ornek verilerek, Volterra integral denklemin tam ve yaklasik ¢oziimleri
bulunmustur. Ornekte verilen integral denklemin tam ¢dziimii ve farkli n degerleri
ile elde edilen yaklasik ¢oziimleri, tablo ve grafikler kullanilarak karsilastirilmistir.
Besinci boliimde Fredholm integral denklemlerin tam ¢oziimleri igin Adomian
ayristirma metodu ve ardisik yaklasimlar metodu tanitilmis, yaklasik ¢oziimlerin
hesabinda kullanilmak {izere, Bernstein polinomlar1 ve Baskakov operatorii
kullanilarak Fredholm integral denklemler yeniden kurulmustur. Besinci bliimiin
sonunda ise ornek verilerek, Fredholm integral denklemin tam ve yaklasik
coziimleri bulunmustur. Ayrica integral denklemin tam ¢oziimii ve farkli n
degerleri ile elde edilen yaklasik coziimleri, tablo ve grafikler kullanilarak
karsilastirilmistir. Sonug¢ boliimiinde, 6rneklerden elde edilen tablo ve grafikler
yorumlanarak, gelecekte yapilacak ¢alismalar i¢in dnerilerde bulunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Volterra Integral Denklemler, Fredholm Integral
Denklemler, Bernstein Polinomlari, Baskakov Operatorii



ABSTRACT

SOME POSITIVE LINEAR OPERATOR APPROXIMATION
PROCESSES FOR LINEAR INTEGRAL EQUATIONS

MASTER THESIS
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(SUPERVISOR: PROF. DR. HARUN KARSLLI)

BOLU, DECEMBER-2023
XI11+94

This thesis includes the examination of approximate solutions of Volterra
and Fredholm integral equations obtaining by setting up some positive linear
operators and the examination of exact solutions of Volterra and Fredholm integral
equations.

In the first chapter, the emergence of the theory of integral equations and
studies on integral equations are given. In the second part, the types of integral
equations and in the third part basic concepts and linear positive operators are
given. Bernstein polynomials and Baskakov operators, which are linear positive
operators, are introduced and the properties of these operators are given. In the
fourth chapter, Adomian decomposition method and successive approximations
method are introduced for exact solutions of Volterra integral equations, and
Volterra integral equations are reconstructed using Bernstein polynomials and
Baskakov operator to be used in the calculation of approximate solutions. At the
end of the fourth chapter, the exact and approximate solutions of the Volterra
integral equation are found by giving an example. The exact solution of the integral
equation given in the example and its approximate solutions obtained with different
n values are compared using tables and graphs. In the fifth chapter, Adomian
decomposition method and successive approximation method are introduced for
exact solutions of Fredholm integral equations, and Fredholm integral equations
are reconstructed using Bernstein polynomials and Baskakov operator to be used
in the calculation of approximate solutions. At the end of the fifth chapter, the exact
and approximate solutions of the Fredholm integral equation are found by giving
an example. Also, the exact solution of the integral equation and the approximate
solutions obtained with different n values were compared using tables and graphs.
In the conclusion part, by interpreting the tables and graphics obtained from the
examples were given suggestions for future studies.

KEYWORDS: Volterra Integral Equations, Fredholm Integral Equations,
Bernstein Polynomials, Baskakov Operator
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B,(u; x) > u fonksiyonunun Bernstein polinomu
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1. GIRIS

Joseph Fourier (1768-1830) yaptigi calismalarla integral denklemler
teorisini baslatmustir. Calismalarinda Fourier doniistimiiniin ters ¢evirme formiiliinii
elde etmistir. Bu yontemi Vito Volterra (1860-1940), belirli integralin tersini bulma
yontemini kullanarak integral denklemleri ¢c6zme isleminde ele almistir.

Abel, “Abel denklemi” olarak bilinen denklemi ele almistir. Bu denklem
X
f (x — -%u()dt = F(x), O<a<i,
0

bicimindedir. Abel denkleminin ¢éziimii
d t
u(t) = —n‘lsinartaf (t —x)* F(x)dx
0

formiilii kullanilarak elde edilmistir.

Abel, dikey bir diizlemde verilen bir egrinin denklemini bulma problemini
incelemistir. Bu problem, bir kiitle noktasinin bu egri boyunca yer g¢ekiminin
etkisiyle belirli bir pozitif yiikseklikten yatay eksene kaymasi i¢in gegen siirenin,
bu pozitif yiiksekligin dnceden belirlenmis bir fonksiyonuna esit oldugunu veren

problemdir.

Abel’in integral denklemlerle ilgili ¢alismasi sonraki zamanlarda yapilan
¢aligsmalarin 6niinii agmistir. 1888’de Du Bois Reymond, Abel denklemi ve gesitli
integral denklemlerin ¢oziimleriyle ugrasmistir. Ayrica Du Bois Reymond ‘integral

denklem’ ismini tanitmistir.

Volterra, integral denklemlere 1884 yilinda ¢alismaya baslamistir. 1895
yilinda Volterra ile birlikte integral denklemler teorisinde yeni bir siire¢ baslamistir.

Bu siirecte Volterra
X

j K (x, Du(®)dt = F(x),
0

ya da

w(o) + f K Ou(Odt = Fo,
0



gibi daha genel olan denklemleri ele almistir. Volterra integral denklem ismi ilk

olarak 1908 yilinda Lalesco tarafindan verilmistir.

Erik lvar Fredholm (1866-1927) bilim diinyasinda integral denklemler
izerine yaptig1 ¢alismalarla adini duyurmustur. Fredholm, integral denklemler
teorisini kuran Isvecli bir matematik¢idir ve operatdr teorisinin baslamasinda 1903
yilinda Acta Mathematica’daki yayinlanan makalesi dnemli bir gérev listlenmistir

(Corduneanu, 1991; Wazwaz, 2011).



2. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Bir integral denklem u bilinmeyen fonksiyonunun integral isareti altinda

bulundugu denklemdir. u(x) integral denkleminin standart hali

() = f(x) + A fd‘f’(;? K(x, Hu(t)dt, 2.1)

seklindedir. Burada ¢(x) ve (x) integrasyon simirlari, A sabit bir parametre ve
K(x,t), integral denklemin c¢ekirdegi, x ve t degiskenlerine bagli bilinen bir

fonksiyondur.

Bir¢ok tiirde integral denkleme rastlanilmaktadir. Bu tiirler ¢ogunlukla

integralin ¢ekirdegine ve integrasyonun sinirlarina bagl olarak farkli isimler alirlar.

2.1 Fredholm ve Volterra Integral Denklemler
Integral denklemler integrasyon smirlarmin durumuna gore Fredholm ve

Volterra integral denklemler olmak tizere ikiye ayrilir.

2.1.1 Fredholm integral Denklemler
Fredholm integral denklemler integrasyon sinirlari sabit olan integral

denklemlerdir. u bilinmeyen fonksiyonunun

g0 = [ K(x, Hu(t)dt (2.2)

seklinde sadece integralin iginde bulundugu denklemlere 1. tip Fredholm integral

denklemler denir. Ancak u bilinmeyen fonksiyonunun
u(x) = £ + A f) KCx, Dut)dt (2.3)

seklinde integralin i¢inde ve disinda bulundugu denklemlere 2. tip Fredholm
integral denklemler denir.
1 2

3 1
Z.2_Z 2 _
2x 5x+4 fo(x+t)u(t)dt

denklemi birinci tip Fredholm integral denkleme,

1

ulx) =e* +2e—1- f u(t)dt
0



denklemi ise ikinci tip Fredholm integral denkleme 6rnek olarak verilebilir.

2.1.2 Volterra integral Denklemler
Integrasyon sinirlarimin en az birinin degisken oldugu integral denklemlere

Volterra integral denklemler denir. u bilinmeyen fonksiyonun
g() = [ K(x, u(t)dt (2.4)

seklinde sadece integralin i¢inde bulundugu integral denklemlere birinci tip

Volterra integral denklemler denir. u bilinmeyen fonksiyonun
u(x) = f(x) + 1 f, K(x, Hu(®)dt (2.5)

seklinde integral isaretinin i¢cinde ve disinda bulundugu integral denklemlere ikinci

tip Volterra integral denklemler denir.
1 X
—x? = f (x — Hu(t)dt
8 0
denklemi birinci tip Volterra integral denkleme,
1 X
u(x) = 3x + ZX3 —f (x — Hu(t)dt
0

denklemi ise ikinci tip Volterra integral denkleme 6rnek olarak verilebilir.

2.1.3 Volterra-Fredholm integral Denklemler

Volterra-Fredholm integral denklemler genel olarak
u(®) = O + 44 [ Ky (e, Du®)de + 2, [ Ky (x, Du(t)dt (2.6)

seklinde verilebilir.

1

ulx) = %x + %x3 + fx(x — Hu(t)dt — J xu(t)dt
0 0

denklemi Volterra Fredholm integral denklem tipine 6rnek olarak verilebilir.



2.2 Tekil ve Tekil Olmayan integral Denklemler

Birinci tip
g =12 fq‘f(;’;) K(x,Hu(t)dt (2.7)
ya da ikinci tip

u(x) = &) + [P K (x, Hu(®)de (2.8)

¢ (x)

integral denklemleri ¢(x), ¥ (x) integrasyon sinirlarindan biri ya da ikisi sonsuz
ise tekil(singiiler) integral denklemdir. Eger K (x, t) ¢ekirdegi verilen integrasyon
araliginin bir ya da daha fazla noktasinda sinirsiz oluyorsa da tekil integral
denklemdir.

X

x%++/x = L su(t)dt
0 (x—1)%

1

x—t

w() =14 2%+ ]x u(®)de
0

denklemleri tekil integral denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

2.3 lIntegro-Diferansiyel Denklemler

Bilinmeyen fonksiyonun herhangi bir mertebeden tiirevlerinin yaninda
integral ve diferansiyel operatorlerin de bulundugu denklemlere integro-
diferansiyel denklemler denir.

2.3.1 Fredholm Integro-Diferansiyel Denklemler
Integrasyon sinirlarinin sabitlerden olustugu integro-diferansiyel denklemlere
Fredholm integro-diferansiyel denklem denir. Fredholm integro-diferansiyel

denklemler
u™ () = f(x) + 2 f] K(x, Out)dt (2.9)

seklinde verilir.

1
W) = x + f (1—x + Dult)dt, w(0) = 1, 2(0) =0
0



denklemi Fredholm integro-diferansiyel denkleme 6rnek olarak verilebilir.

2.3.2 Volterra integro-Diferansiyel Denklemler
Integrasyon simirlarindan en az birinin degisken olarak bulundugu integro-
diferansiyel denklemlere Volterra integro-diferansiyel denklem denir. Volterra

integro-diferansiyel denklemler
u™ (@) = f() + A [, KCx, ut)dt (2.10)

seklinde verilir.

X

W) =3+ f xu(t)d, u(0) = 0
0

denklemi Volterra integro-diferansiyel denkleme 6rnek olarak verilebilir.

2.3.3 Volterra-Fredholm Integro-Diferansiyel Denklemler
Bu integral denklemler genel olarak

u™ () = f() + Ay [2 Ky G, Du(®)de + 2 [, Ko (x, Ou(t)d, (2.11)

seklinde verilir.

1

W) + ' (x) = x — J " u®)de — f w(®)de,u(0) = 0,1'(0) = 1,u"(0) = 1

0 0

denklemi Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denkleme 6rnek olarak

verilebilir.

2.4 Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler
Integral iginde bulunan u bilinmeyeninin kuvvetinin (1) bir oldugu integral
denklemlere lineer integral denklemler denir. u bilinmeyeninin kuvveti (1) birden
farkliysa ya da integral denklemde e, sinhu, cosu, In (1 + w) gibi lineer olmayan
u fonksiyonlar1 bulunuyorsa bu integral denklemlere lineer olmayan integral

denklemler denir.

u(x) = J "G4 x - DuOdt
0



u(x) = sinhx + f (x — Hu(t)dt
0

denklemleri lineer integral denklemlere,
X

u(x) =1+ f (1 +x — Hud(t)dt
0]
1

uu)=4+fu%ww

0

denklemleri ise lineer olmayan integral denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

2.5 Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler
Ikinci tipte verilen Volterra ya da Fredholm integral denklemlerdeki f(x)
fonksiyonu 6zdes olarak sifira esitse yani f(x) = 0 ise bu denklemlere homojen

integral denklem, aksi taktirde homojen olmayan integral denklem denir.
X
uu)=f(1+x—wu%ﬂa
0
denklemi homojen integral denklem iken,
X
u(x) = cosx + f (x + Hu(t)dt
0

denklemi homojen olmayan integral denklemdir (Wazwaz, 2011).

2.6 Cekirdek Tiplerine Gore integral Denklemler
(2.3) integral denkleminde verilen K (x, t) fonksiyonuna, integral denklemin
cekirdegi denir. K (x, t) ¢ekirdegi (x, t) diizleminin bir Q{a < x < b, a <t < b}

karesinin {lizerinde tanimlidir ve siireklidir veya stireksizlik noktalarinda

b b
j j |K (x, t)|?>dxdt
a a

iki katli integralinin sonlu bir degeri vardir (Krasnov vd., 1971).



Asagida integral denklem gekirdeklerinin bazi gesitleri verilecektir (Aksoy,

1998).

2.6.1 Sabit Cekirdekli integral Denklemler

Bir integral denklemde K (x, t) ¢ekirdegi bir sabit olarak verilsin. C, bu sabiti

gostermek lizere,
K(,t)=C

icin, (2.3) integral denklemi
u(x) = f() + 1 [, Cu(e)de
seklinde olur. Bu denklem
u(x) = f() +AC [ u(t)de

ve AC = u alinirsa,

b
u(x) = f(x) + ufa u(t)de
olarak yazilabilir.

2.6.2 Dejenere Cekirdekli Integral Denklemler
Bir integral denklemde, K (x, t) ¢ekirdegi,

K(x,t) = r(x)s(t)
seklinde ise, bu ¢ekirdek fonksiyona dejenere ¢ekirdek denir.

Cekirdegi bu sekilde tanimlanan integral denklem,

u(®) = () + A J, r()s(®ule)de

bi¢iminde olur. Bu denklemde r(x), t den bagimsiz oldugundan,

u(x) = f(x) + r(x) f: s(Hu(t)dt

seklinde yazilir.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



2.6.3 Simetrik Cekirdekli integral Denklemler
Bir integral denklemde, K (x, t) ¢ekirdegi,

K(x,t) = K(t,x)

seklinde ise, bu cekirdek fonksiyonuna simetrik ¢cekirdek denir. Bu sekildeki

integral denklemlere de simetrik ¢ekirdekli integral denklemler denir.



3. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI LINEER POZITIiF
OPERATORLER

Tamm 3.1 X # @ bir kiime ve bir
d:X x X » R,
(x,y) = d(x,y)
doniigiimii verilsin. d doniisiimii Vx, y,z € X i¢in
MD d(x,y) =0 x=y;
(M2) d(x,y) = d(y,x);
(M3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (liggen esitsizligi)

ozelliklerini gergekliyorsa X tizerinde metrik adin1 alir ve (X, d) ikilisine bir metrik
uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmim 3.2 X # @ bir kiime ve F de bir cisim olsun.

+HXXX->X ve GSFxXX-X
(x,y) > x+y (4,x) > A.x
fonksiyonlari

Vx,y,z € X, VA, u €F igin

(i) x +y =y + x, (+ isleminin degisme 6zelligi)

(ii)) x+y)+z=x+ (y+ z), (+ isleminin birlesme 6zelligi)

(iii)) 30 € X, oOyleki x + 0 = x, (+ islemine gore etkisiz elemanin varlig1)
(iv) 3(—x) € X, dyleki x + (—x) = 0, (+ islemine gore ters elemanin varligr)
(v)1€F odyleki 1.x = x, (Birimle ¢arpim 6zelligi)

W) A(x+y)=Ax+ ALy

i) A+ @.x = Lx + x} (Skalerle carpmanin dagilma 6zellikleri)
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(viii) A(u.x) = (Au).x (Skalerle ¢arpmanin birlesme 6zelligi)

sartlarini saglarsa, X kiimesine F cismi iizerinde bir vektor uzayi (veya lineer uzay)

denir (Kizmaz, 1993).
Tamm 3.3 X bir lineer uzay ve ||.||: X - R fonksiyonu
@) lxll=0=x=0
(ii) Vx € X, V1 E€EC, [ Ax || = |A]. || x|l
@) v,y e X, lx+yll < x|l + iyl

kosullarini saglarsa, bu fonksiyona bir “norm fonksiyonu” (veya norm), (X, ||. )

ikilisine de bir “normlu lineer uzay” denir (Kizmaz, 1993).

Tamm 3.4 (X,d) metrik uzay1 i¢inde (x,) bir dizi ve x, € X olsun. Eger

lim d(x,, xy) = 0 ise, yani Ve > 0 igin An, € N 3 Vn > n, i¢in d(x,, x,) < €
n—oo

oluyorsa, (x,,) dizisi x, noktasina yakinsiyor denir ve

x, = x, yada lim x, = x,

n—-oo

seklinde gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 3.5 X < R ve X iizerinde taniml1 biitiin fonksiyonlarin kiimesi F(X)

olsun,
d:N - F(X)

seklinde tanimli d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve bu dizinin terimleri

fi for f3, - ile, diziise (fy,) ile gosterilir.

Tamm 3.6 C[a, b] iizerinde doniisiim yapan bir lineer pozitif operatér dizisi

n € N olmak tizere
L,: Cla,b] - Cla, b]

f = Ly(f5%)

seklindedir.

11



Tamm 3.7 Kapali bir [a, b] aralig1 lizerinde tanimli ve siirekli tiim reel
degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki

norm f € Cla, b] olmak iizere
IfIl' = max |f (ol
seklinde tanimlanir.

Tamm 3.8 (Eslenik Kuvvet)

1 < p < o igin p nin eslenik kuvveti g seklinde belirtilir ve [1, co] araliginin

elemanidir. Boylece

11
—+-=1
P q

dir (Axler, 2020).

Teorem 3.1 (Holder Esitsizligi) p ile g, 1 < p < 400, % +$ = 1 kosullarini
saglayan iki say1 olmak tizere Vf, g € Cl[a, b] igin

b b % b %
[ rgtmian < [ iramean)( [ gomisan)
a a a
esitsizligi dogrudur.
Ispat: Ispat igin (Musayev ve Alp, 2000) incelenebilir.
Teorem 3.2 (Minkowski Esitsizligi) 1 < p < +oo olmak {izere

Vf,g € Cla, b] igin

[y

b 5 b % b %
(f |f(m)+g(m)|”dm> s(f If(m)l”dm> +<f |g(m>|pdm>

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Ispat igin (Musayev ve Alp, 2000) incelenebilir.
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3.1 L? Fonksiyonlar1 ve Cekirdekler
(a, b) arahiginda reel bir t degiskenine bagh f(t) fonksiyonu i¢in Lebesgue

anlaminda

b
j If (0)2dt < +oo

sart1 saglamyorsa bu fonksiyonlarin olusturdugu uzaya L?(a, b) fonksiyonlar uzayi

denir ve f fonksiyonuna L? fonksiyonu denir.

K(x,t) gekirdegi

b b
ffll{(x,t)lzdxdt<+oo
a

a

kosulunu saglasin. Bu kosul ile

(i) hemen hemen tiim x ler i¢in

b
f |K (x, t)|?dt < +o0

a

(ii) hemen hemen tiim t ler i¢in

b
f |K(x,t)]?dx < +o0

a

durumlart saglanir.
Tanim 3.9

L? de verilen bir f fonksiyonunun normu

b 3
Il = ( f |f(t>|2dt>

seklinde tanimlanir ve || f]| ile gosterilir (Delves ve Mohamed, 1985).
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Tanim 3.10

f, g € L? fonksiyonlarinm (f, g) i¢ carpimi

(f.9) = [, fF(Dg(t)dt (3.1)

olarak tamimlanir. (3.1) de verilen i¢ ¢arpimin anlamli olmasi i¢in f ve g

fonksiyonlari birbirinin eslenigidir.
Teorem 3.3 (Fubini Teoremi)

Eger [[ f(x, t)dxdt varsa o halde hemen hemen tiim x ler igin [ f(x, t)dt

vardir ve

U f(x, t)dxdt = fdxjf(x, t)dt = fdtjf(x,t)dx

olur. Sonug olarak integrasyon sirasi degisebilir (Delves ve Mohamed, 1985).

Simdi Teorem 3.3 ten yararlanilarak bir L? ¢ekirdek fonksiyonu olan K (x, t)

nin normu tanimlanacaktir.

K(x,t) bir L? ¢ekirdegi ve f bir L? fonksiyonu ise o halde tanimdan ve (3.1)

denkleminden [a, b] araligindaki hemen hemen tiim x ler i¢in

gx) = f K(x, t)f(t)dt

olur. Buradan

lg(0)]* < fIK(x, t)lzdtjlf(t)lzdt

olur. Fubini teoremiyle g(x) bir L? fonksiyonudur ve

flg(x)lzdx < ﬂlK(x, t)Izdtdxflf(t)Izdt

olur. Buradan [ K (x, t)(.)dt operatérii bir L? fonksiyonunu L? fonksiyonuna esler.

Sinirh bir K ¢ekirdeginin normu
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IKF
IK|| = sup ——+—
fer W71

f#0
bi¢iminde tanimlanir. Buradan herhangi bir f € L? fonksiyonu igin

IKFIF < NKINNAN 3.2)

dir. Yukarida tanimlanan g(x) fonksiyonu i¢in

b b
lgll? < f f IK(x,t)lzdxdtl 17112

esitsizligi saglanir, yani

[

b b 5
IIKfIISU f |K(x,t)|2dxdt] Tl

olur. Boylece (3.2) den dolayz, ||K|| normu,

1

b (b 3
K]l < U f IK(x,t)Izdxdtl

ile sinirlandirilabilir. Boylece

b (b %
1Kl = ( [ IK(x,t)Izdxdt>
a a
seklinde tanimlanir.

K|z, K nin bir Oklidyen normudur. ||K||5, bir normda bulunan 6zelliklere

sahiptir ve

IKFI < [IKIElfII

esitsizligini saglar (Delves ve Mohamed, 1985).
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Teorem 3.4 f, g € L?[a, b] deiken fg € L'[a, b] dedir.

Ispat: Holder esitsizliginin p = q = 2 igin 6zel hali olan

b Y2 /b
S(f fz(x)dx> (f gz(x)dx>

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizliginin her iki tarafinin karesi alinarak

b 1,
f f(x)g(x)dx

b 2 b ., b ,
(fa f(x)g(x)dx) < [, f2)dx [ g*(x)dx (3.3)

oldugu ispatlanmalidir. (3.3) ifadesinin sol tarafinda verilen integral

(12 f0gGdx) = [2 FGgGdx [ F5)g()dy (3.4)

seklinde yazilarak (3.4) esitliginin sag tarafinda verilen ifade Green Teoremi geregi

(12 F0gGdx) = 2 [IF0g () = F () g(ol2dxdy (35)

bi¢iminde yazilir. (3.5) denkleminin sag tarafinda verilen ifade asagidaki gibi

diizenlenerek

b b
0< f f [f () g() — f)g(x)]*dxdy

= [0 [ F2(0 g2 (ydxdy — 2 . [7 F() g f () g(x)dxdy

+ 10 12 20 g2 (x)dxdy
b b b b
- [ rrwax [ goiay -2 feg@dx [ F@Igmdy

+ 10 F2O0dy J) g*(x)dx (3.6)

elde edilir. Sonug olarak (3.6) ifadesi
b b b b
0< [ x| gmay-2 [ f@gwdx [ F0Ig0dy

+ 10 F2)dy [2 g2 (x)dx (3.7)
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ifadesine doniisiir. Buradan (3.7) esitsizligi diizenlenerek

b 2 b .y b o
(7 fGg@dx) < [ f2()dx [, g()dy (38)

elde edilir. (3.8) de verilen esitsizlik diizenlenerek

1
2

2 gt < (2 r2edx) " (12 g2 wx) (3.9)

elde edilir. (3.9) esitsizliginin sag tarafinda verilen integraller f, g € L?[a, b]

oldugundan sonlu olur. Béylece fg € L'[a, b] olur ve ispat tamamlanir.

3.2 Banach Sabit Nokta Teoremi

T:X - X doOniisiimiiniin bir sabit noktas1
Tx =x
bi¢iminde kendisine esleyen bir x € X tir.

Banach sabit nokta teoremi belirli dontisiimlerin sabit noktalar1 i¢in bir varlik
ve teklik teoremidir ve bu teorem yardimiyla daha iyi yaklasimlar kullanilarak sabit
noktay1 bulmak amag¢lanmaktadir. Bu bir iterasyon yontemidir ve tanimdan dolayz,

bu metot verilen bir kiimede keyfi bir x, elemaninin segilecegi ve
Xne1 = T'xp n=20,12,..

seklinde kurulacak iterasyon bagintilariyla x,, xq, X5, ... dizisinin elemanlarinin

bulunacagi bir metottur. Yani, bu metotta keyfi bir x, secilir ve sirasiyla
x1 = TxO,xz = Txl,
elemanlari bulunur (Kreyszig, 1978).

Simdi Banach’in teoreminde bulunan sabit noktanin varligina ve tekligine

yeterli kosullar olusturan biiziilme dontistimiiniin tanimi1 verilecektir.
Tamm 3.11 X = (X, d) bir metrik uzay olsun. Bir T: X — X doniisiimii i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y) (Vx,y €X) (3.10)
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olacak sekilde a <1 pozitif reel sayist varsa T doniisiimiine X iizerinde bir
biiziilme doniisiimii denir. Buradan herhangi bir x ve y noktasinin T doniisiimii ile

elde edilen Tx ve Ty goriintiilerinin birbirine x ve y noktalarindan daha yakin

(Tx,Ty)

oldugu goriilmektedir. dd ey Orania < 1 sayisimi asamaz (Kreyszig, 1978).

Tamm 3.12 (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X i¢inde bir dizi olsun. Ve > 0
icin m,n > n, oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde € a bagh bir n, € N sayisi
varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Bu tanim “Ve > 03n, € N3 vm,n >
ne icin d(x,, X)) < € © (x,) dizisi X kiimesi i¢inde bir Cauchy dizisidir.”

biciminde de verilebilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 3.13 Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir

limite sahipse, bu (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir (Musayev ve Alp,
2000).

Teorem 3.5 (Banach Sabit Nokta Teoremi) X = (X, d) bos kiimeden farkli
bir tam metrik uzay ve T: X — X doniisiimii X tizerinde bir biiziilme doniisiimi

olsun. O halde T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Bir (x,) dizisi olusturulur ve onun bir Cauchy dizisi oldugu
gosterilebilirse, X uzaymnin tam olmasindan dolayr (x,) dizisi X uzayinda
yakinsak olacaktir. Boylelikle T doniisiimii daha fazla sayida sabit noktaya sahip

olmaz ve (x,, ) dizisinin x limiti T nin bir sabit noktasi olur.

Herhangi bir x, € X ve
Xg, X1 =Txg, Xy =Tx; =T?xg, .0, Xp = Txp_q1 = T"xg, ... (3.11)
seklinde bir (x,,) iterasyon dizisi segilir.

(3.11) de elde edilen denklemler tekrar eden T biiziilme doniistimleriyle elde
edilen x, 1n gortintiileridir. (x,,) in Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. (3.10) ve
(3.11) kullanilarak,

d(mat, Xm) = d(Txp, TXp—1) < ad (X, Xm—1)

= ad(Txy_1, TXm—>) (3.12)
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< azd(xm—lx xm—z)
v < a™d(xq, x0)

elde edilir. Buradan, n > m i¢in geometrik bir dizinin toplam formiilii ve liggen
esitsizligiyle

dm, %) < d(, Xma1) + dXmat, Xmaz) + o+ d(xp—1, x5)

< (@ +a™+ .+ a®Dd(xg, x;)

(1—a™™)
= am?d(xo,xl)

eldeedilir. 0 < a <1 igin 1 —a™ ™ < 1 elde edilir. Sonug olarak,
dCom ) < dlxox)  (n>m) (3.13)

elde edilir. Sag tarafta, 0 < a <1 ve d(xg, x;) sabittir, boylece n > m olmak
tizere yeterince biiyiik m ler igin sag taraf istenildigi kadar kiigiiltiilebilir. Bu durum
(x,) in Cauchy dizisi oldugunu ispatlar. X tam oldugundan, (x,,) dizisi x

elemanina yakinsar. Boylelikle x limiti T doniisiimiiniin bir sabit noktasi olur.
Uggen esitsizliginden ve (3.10) dan

d(x,Tx) < d(x,x,,) + d(x,,, Tx)

<d(x,x,) + ad(xy,_q,x)

elde edilir ve x,, = x oldugundan ikinci satirdaki toplam daha 6nceden verilmis
herhangi bir £ > 0 dan daha kii¢iik yapilabilir. Sonug olarak d(x,Tx) = 0 dir,

boylece x = Tx olur. Budurum x in T nin bir sabit noktast oldugunu gosterir.

x, Tx =x ve TX = X oldugundan dolay1 yalnizca T nin sabit noktasidir.

(3.10) ile
d(x,%) =d(Tx,Tx) < ad(x,%)

ifadesi elde edilir. Bu durum a <1 i¢in d(x,%¥) =0 oldugu anlamina

gelmektedir. Buradan x = X olur ve teorem ispatlanir (Kreyszig, 1978).
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Teorem 3.6 (Tek Coziim)

Eger (2.3) te verilen Fredholm integral denklemindeki K(x,t) ¢ekirdegi,
a<x<b ve a<t<b araliklarinda siirekli, reel degerli fonksiyon ve f(x),

stirekli reel degerli bir fonksiyon olmak tizere
IAIM(b—a) <1 (3.14)

sart1 saglanityorsa (2.3) te verilen Fredholm integral denklemin tek bir ¢oziimii

vardir. Burada
IK(x,t)| <M E€ER (3.15)
dir (Wazwaz, 2011).

3.3 Baz Lineer Pozitif Operatorler ve Ozellikleri
Bu bdliimde konuyla alakali bazi tamimlar verilecek ve ardindan integral
denklemin yaklasik ¢6ziimiinde kullanilacak olan Bernstein polinomu ve Baskakov

operatori verilecektir.

Tamim 3.14 A ve B reel degerli fonksiyon uzayi olmak iizere, L:4 — B

seklinde tanimlanan doniisiimlere operator denir.

Tamm 3.15 A ve B fonksiyon uzaylarn olmak iizere, L: A = B seklindeki

L operatoriiher f,g € A ve her a,8 € R i¢in

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

kosulunu sagliyorsa, L operatoriine lineer operator denir.
Tanmim 3.16 L: X — Y bir lineer operator olmak iizere,

IL(F50)ly < Cliflix

esitsizligini sagliyorsa L operatoriine sinirli operator denir. Bu C sabitlerinin en

kii¢iigline L operatoriiniin normu denir ve ||L||x_y ya da ||L]| ile gosterilir. Yani,

LI = inf{C:IL(f; 0)lly < ClIf llx}

dir. Bir bagka ifadeyle
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IL(F0ll
ILllxoy = LI = sup MUXy
Iflix=o  I7llx

dir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tammm 3.17 f bir fonksiyon ve L bir operatdr olmak tizere, f = 0 iken

L(f) = 0 gergekleniyor ise L operatoriine pozitif operatdr denir.
Hem lineer hem de pozitif operatdrlere lineer pozitif operatdr denir.
Lemma 3.1 Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani

f =g iken L(f) < L(g)

esitsizligi saglanir.

Ispat: f<g olsun. g—f >0 olacagindan ve L operatoriiniin

pozitifliginden

Lig—=f)=0

elde edilir. L operatoriiniin lineerliginden
Lg) —L() =z 0= L(g) = L()

olur ve ispat tamamlanur.

Lemma 3.2 L bir lineer pozitif operator olmak tizere, |L(f)| < L(|f])

esitsizligi saglanir.
Ispat: Herhangi bir f fonksiyonu igin

—Ifl < f<Ifl

dir. L operatorii lineer oldugundan Lemma 3.1 den dolayr monoton artandir. O

halde,

L(=IfD = LA < LAfD (3.16)

yazilabilir. L lineer oldugundan,

LC=1fD =-LAfD

dir. Elde edilen bu esitlik (3.16) da yerine yazilirsa
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—L(fD = L(H < LAfD = LK) < LAfFD
olur ki bu da ispat1 tamamlar.

3.3.1 Bernstein Polinomu
Yaklasim teorisinin temel problemi, [a,b] aralifinda siirekli olan u
fonksiyonuna yaklasan polinomun belirlenmesidir. Bunun i¢in ilk basta asagidaki

teorem verilecektir.

Teorem 3.7 (Weierstrass teoremi) Ve > 0 i¢in |[|u — P|| < € olacak sekilde
la, b] araliginda tanimli siirekli bir u fonksiyonuna karsilik gelen bir P polinomu

vardir. Boylece Vx € [a, b] i¢in |[u(x) — P(x)| < & olur (Lorentz, 1986).

Yaklasim teorisinin temeli olan bu teorem, 1912°de S.N. Bernstein tarafindan

C[0,1] deki bir u fonksiyonu i¢in tanimlanan

B, (u;x) = i u (ril) (7:) xi(1 — x)ni

i=0

polinomu kullanilarak ispat edilmistir. Bernstein’in kendi ismini vererek
tanimladig1 bu polinom ile yapilan ispat Weierstrass teoremi igin yapilan en sade
ve anlamli ispatlardan biridir. Lorentz, Bernstein polinomlart ve uygulamalarini
[0,1] aralign ve C deki fonksiyonlar iizerinden ele almustir. 1950°1i yillarin
baslarinda, Bohman ve Korovkin c¢esitli fonksiyon uzaylarindaki yaklagim

problemleri tizerinde 6nemli ¢alismalar yapmislardir (Orug, 1998).
Teorem 3.8 (P. P. Korovkin Teoremi) f € C[a, b] ve tiim reel eksende
|f (x)| < Mg olsun. Eger Ly, (f) lineer pozitif operatdrler dizisi, her x € [a, b] i¢in
L,(1,x) 31
L,(t,x) 3 x
L,(t? x) 3 x?

sartlarim  sagliyorsa, bu durumda her f € C[a,b] icin [a,b] de

L,(f,x) 3 f(x)

dir (Korovkin, 1953).
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vx € [0,1] i¢in
P (x) = (Z) xk(1 =)k (3.17)

ifadesi n. dereceden Bernstein baz polinomu olmak tizere

n

B, (u; x) = Z u (%) (Z) xk(1 = x)nk

k=0

k
= Ti-ort () Pose@) (3.18)
seklinde tanimlanan polinoma Bernstein polinomu denir.

vx € [0,1] i¢in p,i(x) =0 dir. Eger

n

k
u=>0>=B,(u,x)= z u (;) Pnx(x) = 0= B,(u;x) =0
k=0

olur. Bu durumda B, (u; x) operatorii pozitif bir operatordiir.

n

B, (au + Bv; x) = Z[au + pv] <§> P (X)

k=0

-3 () 0 (Bt
DYC IR YA C I

IO IEET) IO IS

= aB,(u; x) + BB, (v; x)

k=0

oldugundan B,(u;x) operatorii lineer bir operatérdiir. Boylece Bernstein

operatorii lineer pozitif bir operatordiir.
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(3.17) de tanimlanan Bernstein baz polinomunda

!
(Z) " k! (nn— i1

dir. n. dereceden (n + 1) adet Bernstein polinomu vardir. Asagida verilecek olan
Bernstein polinomlarinin 6zelliklerinde k < 0 veya k >n oldugu durumda

Pnk = 0 dir.
1. dereceden Bernstein baz polinomlari

p1,0(t) =1-t
p11(t) =t

bigimindedir.
2. dereceden Bernstein baz polinomlari

P2o(t) = (1 —1t)?
p21(t) = 2t(1—t)
P2,2(t) = t?

bi¢imindedir.
3. dereceden Bernstein baz polinomlari

p3o(t) = (1 —1¢)3
p31(t) = 3t(1 - t)?
p32(t) = 3t*(1 - t)
pa3(t) =t3

bi¢imindedir (Joy, 2000).
Asagida Bernstein polinomunun bazi 6nemli 6zellikleri verilecektir.

Ozellik 3.1 (Bernstein Polinomu indirgeme Bagmtis1) n. dereceden
Bernstein baz polinomu, (n —1). dereceden iki Bernstein baz polinomu

kullanilarak elde edilebilir. Yani,

Pri(t) = (1 = )pp_1,(t) + tPp_1-1(t) (3.19)
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olarak yazilabilir.

Ispat: Acik olarak (3.19) denklemindeki indirgeme bagintisi Bernstein

polinomunun tanim1 ve bazi basit cebirsel islemler yardimiyla
(1 - t)pn—l,k(t) + tpn—l,k—l(t)

= (1-1) (n; 1) tk(l _ t)n—1—k +t (Z : 1) tk—l(l _ t)n—l—(k—l)

= (n - 1) th(1—t)" 7k + (n ~ 1) th(1 — )"k

k k —
=[("y D+ G0
= () e -om
= Pnk(t)
gibidir.

Ozellik 3.2 n. dereceden Bernstein baz polinomlarinin timii [0,1] aralig

tizerinde negatif olmayan bir polinomdur.

Ispat: Timevarim ve indirgeme bagmtisnin ozellikleri kullanilarak bu

durum gosterilebilir.

p1o(t) =1—1t ve py,(t) =t fonksiyonlar1 t € [0,1] i¢in negatif degildir,

Bernstein baz polinomlarinin indirgeme 6zelliginden
Pi,i(®) = (1 = Opr-1,:(6) + tpy_1,-1()

yazilabilir ve t € [0,1] i¢in denklemin sag tarafindaki bilesenler negatif
olmadigindan py ;(t) de negatif degildir. Ttimevarimdan, t € [0,1] i¢in Bernstein

baz polinomlari negatif olmayan polinomlardir.

Ozellik 3.3 k. dereceden (k + 1) tane Bernstein baz polinomlari, toplamlari

bir olacak sekilde birim par¢alanma olusturur.
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Ispat: Her bir k igin, k. dereceden (k+ 1) adet Bernstein baz
polinomunun toplami, (k — 1). dereceden k adet Bernstein baz polinomunun

toplamina esittir. Yani

K k-1
Z Dri(t) = Z Pi—1,i(t)
i=0 i=0

dir.

Indirgeme &zelligi kullanilarak ve py_q;(t) = px_q_1(t) = 0 alnarak,

toplamlar yeniden diizenlenirse

k k
Z Pr,i(t) = Z[(l — )P—1,i(O) + tpr_1,i-1 (D]
i=0 i=0

k-1 K
=1-1) [Z Dr—1i(6) + Pr—1 ()| + ¢ 2 Pi—1,i—1() + Pr—1-1(t)
i=0 i=1

k-1 k

=(1-1) Z Pr-1,i(t) + tz Pr-1,i-1(t)
i=0 i=1
k-1 k-1

=(1=0 ) peai®+ ) peri®
i=0 i=0

k-1
= Z Pk—1,i (1)
i=0

elde edilir. Buradan

zn: Pni(t) = nz_:lpn—u(t) = nz_fpn—z,i(t) == zl:PLi(t) =(1-)+t=1
i i i=0 i=0

bulunur.

Ozellik 3.4 n. dereceden Bernstein baz polinomlarinin bir lineer birlesimiyle
n den daha kiigiik dereceye sahip bir Bernstein baz polinomu elde edilebilir. Ozel
olarak, (n — 1). dereceden herhangi bir Bernstein baz polinomu, n. dereceden

Bernstein baz polinomlarinin bir lineer birlesimi seklinde yazilabilir.
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Ispat: ilk olarak
tpni(®) = () 411 —

= (?) tit1(1 — t)(n+1)—(i+1)

n
= %erLHl(t)
i+1

i+1
= nt1 pn+1,i+1(t)

ve

(1 —-p,(t) = (7;) ti(1 — p)n+1-i

n
= Lprwl,i(t)

")

_n—i+1

n+ 1 pn+1,i(t)

ve son olarak

%pn,i(t) + +pn,i+1(t)

(i) (i+1)

= ti(1 — )" 4 £+ — )" E+D
=t/ -1 (1 -t) +1)

= ¢i(] — )n-i-1

1
= —pn—l,i(t)

n—1
(")
elde edilir. Son denklem ile herhangi bir Bernstein baz polinomu daha yiiksek

dereceli Bernstein baz polinomlarinin terimleriyle ifade edilebilir. Yani,
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i ® = (T A pri® + e pria
Peesi® =) |y ey

= (n — L) Pn,i(t) + (i i 1) Pn,i+1(t)

n n

dir. Burada (n — 1). dereceden bir Bernstein baz polinomu, kendisinden daha
yiiksek dereceye sahip n. dereceden Bernstein baz polinomlarinin bir lineer
birlesimiyle elde edilmistir. Bu gosterim ile derecesi n den kiigiik olan k.
dereceden herhangi bir Bernstein baz polinomu n. dereceden Bernstein baz
polinomlarinin bir lineer birlesimi olarak yazilabildigi gosterilebilir. (n — 1).
dereceden iki Bernstein baz polinomunun bir lineer birlesimi ile (n — 2).
dereceden bir Bernstein baz polinomu elde edilebilir. Bunlarin her biri n. dereceden

iki Bernstein baz polinomunun bir lineer birlesimi olarak ifade edilebilir.

Ozellik 3.5 {1,t,t2, ...,t"} kuvvet baz1 derecesi n veya n den daha diisiik
olan polinomlar uzayi i¢in bir baz olusturdugundan, n. dereceden herhangi bir

Bernstein baz polinomu kuvvet bazi cinsinden yazilabilir.

Ispat: Bernstein polinomlarinmn tanim ve (1 —t)® % agcilimida binom

teoreminin kullanilmasiyla

Pur(® = () 5 (1 = "

n—k
- (e (e
n-k
YSRGS
i=0
DXEIAIRHE
DXEEIHILE
i=k
elde edilir.
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Ozellik 3.6 Herhangi bir kuvvet bazi elemani, Bernstein baz polinomlarinin

lineer birlesimi ile elde edilebilir.
Ispat: Tiimevarim ve derece yiikseltme formiilleri kullanilarak

th = etk 1)

(k- 0)
“)

pn—l,i(t)

Il
|
=
/N
S
N——"
=
5
—
o~
—

elde edilir.

Ozellik 3.7 n. dereceden Bernstein baz polinomlarinin, derecesi n ye esit
veya n den daha kii¢iik olan polinomlar uzayi i¢in bir baz olusmasinin iki nedeni

vardir:

a—) Polinomlar uzay1, Bernstein baz polinomlarinin alt kiimesidir. n veya n
den daha diisiik derecedeki herhangi bir polinom, Bernstein baz polinomlarinin bir

lineer birlesimi ile elde edilebilir.

Bu durumda polinomlar uzayi kuvvet bazinin alt kiimesidir ve kuvvet bazinin
herhangi bir elemani, Bernstein baz polinomlarinin bir lineer birlesimi olarak

yazilabilir.

b—) Kuvvet bazinin elemanlar1 lineer bagimsizdir. Yani, cg,cq, ..., Cp

sabitleri mevcutsa ve

0= Copn,o(t) + Clpn,l(t) + et Cnpn,n(t)
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0zdesligi tim t ler i¢in saglaniyorsa, o halde tiim c; ler sifir olmalidir.
Eger bu dogru olsaydi, o halde

0= Copn,o(t) + Clpn,l(t) + e+ Cnpn,n(t)

ey 0 () (e vy = () ()

vy 0 () (1)
1 n
XA 16 R ) I6]
yazilabilirdi.

Kuvvet bazi lineer bagimsiz bir kiime oldugu i¢in

> ()=t

yazilmalidir. Bu denklemlerin ¢6ziimlenmesiyle cy=c¢i=c¢c;=-=¢, =0

bulunur.
Ozellik 3.8 Verilen bir polinom
p(t) = Copn,o(t) + Clpn,l(t) + -t Cnpn,n(t) (320)

denklemindeki gibi Bernstein baz polinomlarinin bir lineer birlesimi ile elde
edilebilir. (3.20) denklemi
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Co

p() = [Pro(6) Pp1(6) . Dra(D)] Cl (3.21)

Cn

gibi iki vektoriin i¢ ¢arpimui olarak yazilabilir. (3.21) deki matris

b0,0 0 0 b 0 CO
b1,0 bl,l 0 0 C1
p(t) =[1 ¢ t2 .. t" bz,o b2,1 b2,2 0 (':2
lbn,O bn,l bn,z bn,nJ tn

ifadesine doniistiiriilebilir. Burada b;; elemanlart ardigtk Bernstein baz

polinomlarini belirlemede kullanilan kuvvet bazinin katsayilaridir. Bu durumdaki

matris alt liggen matristir.

n = 2 oldugu durumda (3.21) matrisi
1 0 0][C
r@®=1[1 ¢ ¢3lf-2 2 of|a
1 -2 1116

seklindedir ve n = 3 oldugu durumda (3.21) matrisi

1 0 0 0]rCo
-3 3 0 0|4

= 2 3
r@W=0 ¢ ¢ 5 ¢ 3 olle
-1 3 =3 1t

seklindedir (Joy, 2000).

Simdi de Bernstein operatoriiniin Korovkin teoreminde verilen diizgiin

yakinsaklik kosullarini sagladig1 gosterilecektir.

n

Bu(wx) = ) u (S) Prge () u e clol,

k=0
Pni(x) = (Z) xk (1 —x)nk

olmak tzere
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B,(1;x) = Z pn,k(x)
k=0

NRECERE

k=0

=1-x+x)"

(n—1!

L - - T
= x"—l (n—1)! (1 — x)n-U+D
= (n -G+ 1))']'
< n—1
=x 2, ( )xf(l — x) 1=
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n

! k k !
- Z (n —nIL)!k!XR(1 - ( Z (n— )lkl (1 =" k

k=1

xk(1 —x)nk —k(kn; D

~ i n(n—1)(n—2)!
B — k) k(k —1)(k - 2)!

n
1 n! k
_ -~k _ n-k _
+n;(n—k)!k!x (1-x) n

(n—l)n n—2)! _ ek L X
=xt ;(n—k)!(k—Z)!xkz(l_x) e

n-2
(n—-1) (n—2)! . AP x
O Z(n—(j+2))!j!xj(1_x) y i

n-2

n—1 ; X
( ) ("7 ) a—om 2
n
j=0
n—1 X
=x2( )(1—x+x)n‘2+—
n n
1 X
=x%——x?+—
n n
, , x(1—x)
=x
n
olur.
O halde,

1B (1; %) — 1ll¢po,) — 0 (n = )
1B (& x) — xll¢fo,) — 0 (n - )
elde edilir.
(t —x)? = t? — 2tx + x? oldugundan ve B,, operatoriiniin lineerliginden

B,((t — x)%x) = B, (t%x) + B,(—2xt; x) + B, (x?% x)
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= B, (t?%x) — 2x.B,(t; x) + x2.B,(1; x)

x
=x?%+

—2x.x + x?
2
X — X
=x%+ —2x% + x?
x.(1—x)
n
(1- —x2 1-2 1
y =200 - X o,y =222 = 0 olursa x =2 olur.
n n n 2

2.4 = L
fax B,((t —x)%x) = y (n - ) olur.

1
=— —0(n-> o)

4n

x — x?

1B, (t2;x) — x2|l¢c[o,,] = max

0=x=<1 n

olur. Boylece u € C[0,1] igin
1By (u; ) — u()llcfoa) — 0

saglanir.

3.3.2 Baskakov Operatorii
Vu € C[0, ) ve Vx € [0, ) i¢in klasik (V},) ey Baskakov operatérii

k

1 & k k — X
Vo %) = (1+x)kkz;u(5> (n+k 1) 1+ x)"

seklinde tanimli operatordiir (Altomare ve Campiti, 1994).

u € C[0,) i¢in V, (u; x) Baskakov operatorii

0]

V,(u; x) = z u (%) P r(x), x€[0,0), neN

k=0

seklinde tanimlanir. Burada sag tarafi mutlak yakinsak olan serilerdeki tiim
u: [0, ) — R fonksiyonlar1 i¢in
k

Pn,k(x) = (n+ll§— 1)(1_'_xw
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ile verilir. Boylesi fonksiyonlarin uzay: |u(x)| < M, (1 + x2) kosulunu saglayan
[0, 0) araliginda tanimli tim u fonksiyonlarinin kiimesi olan B, z[0, ) uzayidur.
Burada M,, sabiti yalmzca u ya bagl ve x ten bagimsizdir. Bu operatorler [0, o)
tizerindeki tlim siirekli fonksiyonlarin uzayindaki Bernstein polinomlarinin bir

genellemesidir (Deniz vd., 2017).

Bu ¢alismada a € Z* i¢in kismi(truncated) Baskakov operatérleri

an k

V,(u;x) = Xiltou (Z) P,x(x), x€[0,al, neN (3.22)
seklinde verilecektir.

Teorem 3.9 u € C[0,»), x € [0,0) ve n €N i¢in

ok
Vn(u; x) = Z u (E) Pn,k(x)
k=0

operatdrii lineer pozitif bir operatordiir.

u(®) =1, u(t) =t ve u(t) =t? fonksiyonlarmin Baskakov operatorii

altinda goriintiileri agagidaki gibi hesaplanabilir:

k

o k +k-1
Vn(u; x) = Zk=0u (;) Pn,k(x)' Pn,k(x) = (n k )(1+z)n+k ve
w (M+k—1 k .

Q1+x)"= Zk=0( i )(1;),( olmak tizere

) 1 N n+k—1 xk
Vn(l;x) - (1+x)n;)( k )(1+x)k

1

j— n
——(1+x)n(1+x)
=1

oy 1 C k n+k—1 x*
Vn(t”“)‘(ux)nkz_on( k )(1+x)k
3 1 ik(‘n+k—1)! xk
C@+0r&n (n- Dk 1+ 0k
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__x 1 vhtk-—1D x+!
S A+ @+ 4 (k=D 1 +x)F

X 1 oo(n+k)! xk
A+ A+0n & ntkl A +2)k

e}

k

X 1 k X
=<1+x><1+x>n2("}§ )(1+x)k

k=0

_ X 1
T4+

(1 + x)n+1

Il
=

o)

1 k? n+k—1 *
2. = s

k

o

1 Zk(k—l)(n+k—1)! x¥

Ta+r4 (- Dk A+

o

1 1 Zk(n+k—1)! X

T on Lin (n— DIk (1+0F

k

o2 11 O k=D xk?
T 1+ x)2n(@1+ ) i n! (k—2)! (14 x)k—2

1
-V (t;
SAGEY

_ox2 11 Oo(n+k+1)! xk i
_(1+x)2n(1+x)"k_0 nlk!  (A4+x)% n

x> n+1 1 oo(n+k+1)! xk i
T (14x)? n (1+x)"k_0 n+ D'k +x)k n

k

o x* n+1 1 i(n+k+1) x X
T (14+x)? n (1+x)"k_0 k 1+x)k n

3 x> n+1 1
T (1422 n A+x)n

x
1+ )2 4=
n
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x(1+x
AR
n

_xZ

Teorem 3.10 [0, a] iizerinde n — oo i¢in
(L;x) 31
V. (t;x) 3 x
Vo (t2;x) 3 x?

elde edilir. O halde Korovkin teoremi geregince Vu € C[0,a] igin [0,a]

araliginda
Vo (u; x) 3 u(x)

dir.
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4, VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERIN BAZI TAM
COZUM VE BAZI YAKLASIK COZUM YONTEMLERI

(2.5) teki Volterra integral denklemi ele alinsin. Asagida bu integral
denklemin tam ¢6ziimiinii bulmada kullanilacak olan Adomian ayristirma metodu
ve ardisik yaklagimlar metodu verilecektir. Ayrica tam ¢6ziim metotlarindan sonra
Bernstein polinomlar1 ve Baskakov operatorii ile kurulan yaklasik ¢oziim

yontemleri verilecektir.

4.1 Volterra integral Denklemler i¢in Bazi Tam Co6ziim
Yontemleri
(2.5) teki Volterra integral denklem {izerinden tam ¢oziim metotlar1 igin

Adomian ayristirma metodu ve ardisik yaklagimlar metodu verilecektir.

4.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayristirma metodu bir integral denklemin ¢oziimiiniin

u(x) = Yo un(x) (4.1)
veya
u(x) = ug(x) + uy (x) + uy (x) + -+ 4.2)

seklinde seri olarak kabul edilmesi durumunda bu serinin elemanlarini teker teker

bulma yontemidir.

Buradan > 0 iginu,(x) bilesenleri tekrarlamali bir formda belirlenebilir.

Bu yontemde teker teker ug, uq, u,, ... bilesenleri bulunur.
I1k olarak (4.1) de verilen esitlik (2.5) te yerine yazilarak
oo x oo
Z up(x) = g(x) + /’Lj K (x,0) (Z un(t)> dt
n=0 0 n=0
veya
o () + uy (%) + up(x) + -+

X

=g(x) + Af K(x, O)[ug(t) + uy (8) + up () + - 1dt
0
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elde edilir.

ug(x) bileseni integral isareti altinda olmayan biitiin terimler i¢in kullanilir.

j =1 iginu fonksiyonunun u; bilesenleri
up(x) = g(x) (4.3)

Unp1(0) = [T KCxe, Dup()dt,  n>0

veya
(%) = g(x), w () = 4 jo K, Oug (D)t

(4.4)
1, () = fo " Ko DO, 1y () = f Ko Dy (Odt

biciminde bulunur. Benzer tekrarlama iligkisi kurularak diger bilesenler de

bulunabilir.

(4.3) iterasyon bagmtisina gore ug, Uy, Uy, ... Dbilesenleri belirlenebilir.
Boylelikle (2.5) te verilen Volterra integral denklemin u(x) ¢oziimii (4.2) deki
serilerin kullanilmasiyla elde edilebilir (Wazwaz, 2011).

4.1.2 Ardisik Yaklasimlar Metodu
Picard iterasyon metodu olarak da bilinen ardisik yaklasimlar metodu integral
denklem ya da baslangi¢ deger problemlerinde kullanilir. Bu metot, sifirinci
yaklasim olarak adlandirilan baslangi¢ tahminiyle baslar ve ardisik yaklasimlarla
¢Ozlime gider. Sifirinc1 yaklasim, tekrarlama iliskisi i¢in diger yaklagimlarin

belirlenmesinde kullanilan reel degerli bir fonksiyondur.
u(x) = g(x) + A [, K(x, tyu(t)dt (4.5)
2. tip Volterra integral denklemi verilsin. Ardisik yaklagimlar yonteminde

U, (1) = g() + A [) K(x, Oup_y (Ddt, n>1 (4.6)
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bigiminde tekrarlama bagintisi tanimlanir. Burada u,(x) se¢ilen herhangi bir reel
degerli fonksiyondur. Bu metot u,(x) baslangi¢c tahminiyle baslar. Cogu zaman
uy(x) bileseni 0,1, x olarak segilir. (4.6) denklemi kullanilarak k > 1 igin birkag

u; ardisik yaklagimi

u(x) = glx) + Afo(x, t)u,y(t)dt,
0

X

1, () = g () + A f K Cx, )uy ()dt,
0

uz(x) = g(x) + 4 f, K(x, u, (D, (4.7)

U, (x) = g(x) + AfoxK(x, u,_,(®)dt
olarak belirlenir (Wazwaz, 2011).

4.2 Volterra Integral Denklemlerin Baz1 Lineer Pozitif
Operatorler Yardimiyla Coziim Algoritmasi
(2.5) teki Volterra integral denklem iizerinden Bernstein polinomlar1 ve

Baskakov operatorii ile olusturulan ¢6ziim algoritmalar1 verilecektir.

4.2.1 Volterra integral Denklemlerin Coziimlerine Bernstein

Polinomu ile Yaklasim

u(x) = g(x) + 1 f; K(x, Hult)dt (4.8)

2. tip Volterra integral denklemi verilsin. Bu tiirde bir integral denklemin ¢oziimii

i¢in

u:[0,1] » R

bir fonksiyon ve B, (u; x) Bernstein yaklagim polinomu,

Ba(; ) = Zi—ou (5) s () (4.9)
olmak iizere p, x, n. dereceden baz polinomu

oo = (1) £ = k=012,
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seklindedir. (4.9) ile (4.8) de yer alan u bilinmeyen fonksiyonuna yaklasim yapilir

ve

kzzou (S) ((Z) (x"(l —x) k) fOxK(x, tk(1 - t)"‘kdt>> =g(x)

(4.10)

denklemi elde edilir.

(4.10) da yer alan u (S) ler, € yeterince kiiglik bir say1 olmak tizere x in,

xp=1—¢€ ve x; = i +¢ (j=0,12,..,n—1) seklinde belirlenen kontrol
noktalari ile yer degistirmesiyle elde edilen lineer denklem sistemiyle bulunur. x;

kontrol noktalar1 [0,1] araliginda integral denklemin singiiler degerleri haricinde

secilen ayrik degerler olarak alinabilir. Belirtilen denklem sistemi
AX =Y (4.11)

olarak yazilir. (4.11) denkleminde

4= [(n) (xfk(l - xj)n_k — 2 J; K (x, )k (1 - t)"_kdt)] k,j=012,..,n

k
- Xo Xo Xo E
(1 —x)" — Af K(xo, t)(1 —t)"dt nxo(1l—x)" 1 — AJ’ K(xo, t)nt(1 — ) 1dt - x" — Af K (xq, t)t"dt
Ox1 Ox1 Ox1
_|a-xpn- Af KCe, )(1— ORdt nxy(1— x,)"1 — Af KCep, Ont(1— 1dt o x," — Af K(xy, )tndt
0 0 0
xn. x; Xp
(1= x,)" — Af Ky )(1— )t nxy (1 — )" — Af KCep Ont(1 — O)"-1dt - x," — Af K (e )t dt
ol 0 0 0 -

X = [u (S)]T k=012,..,n

v =[g(x)] j=012..n

dir. (4.11) denkleminde bulunan u(%) ler (4.9) denkleminde yerine yazilarak

u(x) bulunur. 1. tip Volterra integral denklemi i¢in de benzer yol izlenir

(Maleknejad vd., 2011).
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4.2.2 Volterra integral Denklemlerin Céziimlerine Baskakov
Operatorii ile Yaklasim
(4.8) deki 2. tip Volterra integral denklemi verilsin. Verilen metottaki temel
amag u bilinmeyen fonksiyonuna (3.22) ile yaklasmaktir. Bir baska deyisle,

V,(u; x) = ﬁﬁou(ﬁ)(n-l_k_l)x—k x €[0,al, n eN

n k (1+x)ntk’
seklinde yaklasik bir u ¢6ziimii bulunur.

(4.8) deki 2. tip Volterra integral denkleminde verilen u fonksiyonu, 1, (u; x)

ile yer degistirerek

o ([ i A K 0 () ] g
(4.12)

denklemi elde edilir. Yukarida verilen denklem matris cebirine doniistiiriilebilir.
(412) de yer alanu (%), k = 0,1,2, ..., an bilinmeyen katsayilar, x degiskeninin,
Xj = i +e( =012, ..,an—1) ve x,, =a— ¢ seklinde belirlenen kontrol
noktalari ile yer degistirmesiyle elde edilen lineer denklem sistemi ile bulunur.
Burada tekillik probleminden kaginmak i¢in x; kontrol noktalarmin [0, a] daki
sinir degerleri atlanabilir. Boylece tamamen ayristirilmis olan ikinci tip Volterra

integral denklemi
AX =B (4.13)
seklinde matris notasyonunda yazilabilir. Burada

(n+k—1) x5~

A= —_—
k (1+x)""

i n+k—1 th ——
_A.fo K(Xj,t)( k )mdt , ],k—0,1,...,an
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F 9 (x0) 7 [ u(0) ]
g(x1) u(Y/n)

B = ' X = .
-g(x.an)- L u(a) d

dirve A, (an+ 1) X (an + 1) tipinde bir matris, B ve X, (an + 1) x 1 tipinde

vektorlerdir. (4.13) denkleminde bulunan u(k) ler (3.22) denkleminde yerine

n

yazilarak u(x) bulunur. 1. tip Volterra integral denklem icin de benzer yol

kullanilir.
Ornek 4.1
u() = 1-x = 2% + [{(x — Du(Ddt (4.14)

2. tip Volterra integral denklemi ele alinsin. (4.14) denkleminde

gx)=1—x— %xz, A=1 ve K(x,t) = x — t dir. Simdi bu integral denklemin

yukarida verilen metotlar ile tam ¢oziimleri ve yaklasik ¢oziimleri bulunacaktir.
Adomian Ayristirma Metodu:

u(x) = Xnzo un(x) (4.15)
Yukarida verilen (4.15) esitligi (4.14) denkleminde yerine yazilarak

o 1 1 ©

z u(x) =1—x —Exz + J (x—1t) (Z un(t)> dt

n=0 0 n=0

veya

uo(x) +uq (x) + up (x) + -

1 1
1o x——x? —f (= Dug(6) + 1y (6) + 1y (6) + - |t
2 0

1
uy(x) =1 —x—zx2

e = = Do (D)t
0
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:fox(x—t)<1—t—%t2)dt

1 1 1

— N2 N3 A
2% T8 Ta”
1 1 1

— 2 _ 3.4

BT

uy (x) = f x(x — Du,(t)dt
0

x 1. 1. 1
B (o —tz——t3——t4)dt
fo(x )<2 6 24

1 1 1

U3 (x) = f (x — D (D)dt
0

x 1 1 1
= —t —t4——t5——t6>dt
j; (x )<24 120 720

1l 1, 1,

6! 7! 8!
O halde denklemin tam ¢&ziimii
u(x) = ug(x) + uy () + uy(x) + uz(x) + -

1 1 1 1 1 1 1

_ _ N2 2 3 N4 4~ 5 _ .6
B T TE R TE A TR T -TE TR
1 1 1

6 _ 7 _ .8
taX T Tge t

X+oxt——x"+=x"+—x"——x"+—x

1 1 1 1 1 1 1
_ _ 2 2 3 4 4 5 _ .6
=1 < 21 21 31 41 41 5 Te®

1 1 1
464 7 4 8
g T gt )
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2k+1

Z 2k + D!

2k+1

H‘&Z 2k + 1)!

=1 — sinhx
Ardisik Yaklasimlar Metodu

uy(x) =1

1 X
Uy (X)) =1—x —Exz +f (x — u,(t)dt, n=0
0
1 X
yx)=1-—x —Exz +f (x — Huy(t)dt
0

1
=1—x——x2+[ t——t]
2 t=0

=1—x

u,(x)=1-—x —%xz + jox(x — uy(t)dt
_ 1—x—%x2+jox(x—t)(1—t)dt

1 X
=1—x—§x2+f (x —xt —t+t2)dt
0

1 1 1 1 15~
X 2x+x zx > +3 o
_ 1 1 2 4 2 x3 x2+x3
I e R B
1 1 1
=1—x—zx2+5x2—gx3
1
=1—-x——-x3
X —ox

uz;(x) =1—x —%xz + fx(x — tu, (t)dt
0
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=1 L 2+fx( t)<1 t 1t3>dt
= X 2x . X 6

1 x 1 1
=1—x——x2+f <x—xt——xt3—t+t2+—t4)dt
2 0 6 6

=1 L +[t 1t2 ! t* 1t2+1t3+1t]t=x
B R L R Y L L R T
1 1 1 1 1 1
=1—x—§x2+x2—5x3—24x5—§x +3x +%x5
4 1 +1 1 1 .
=l-x—gxf4oxt—ex’ —oox
1 1
] x— 243 __— 5
1—x 6x 12Ox

X

Uy (X)) =1 —x— %xz +f (x — Hu, (t)dt
0

1 1 1

=1—x — — 5 e a2n+1
Tk n+ 0"
1 1 1
— — —_ _ . a2n+1
Uy (x) =1 (x+3'x +5'x + -+ ant 1)!x )

2k+1

Z 2k + D!

n x2k+1
u(x) = Tlll_)n;lo Unyr(X) = %l_r)rolo( Z 2k + 1)')

2k+1

ziﬂol_r{ﬂoZ(Zk+ D!
=1 — sinhx

bulunur.
Bernstein Polinomu Metodu

Pnk n. dereceden baz polinomu

P = () x*(1 = 0)n*
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olmak tizere [0,1] araliginda tanimlanan Bernstein polinomu

B,(u;x) = Y Ou( )pnk(x) =yn_ Ou(k) (Z) xk(1 —x)"k (4.16)

seklindedir. (4.16) de verilen polinom (4.14) denkleminde yerine yazilarak

iu(i)() k(1—x)nk—g(x)+f K(xt)z () )£t — o kdt

k=0

iu(%) (7)1 -k - f K(x, t)z ( ) ) (1 — )" kde = g(x)
k=0

i u (%) (Z) (xk(l —x)k — J:K(x, tk(1 —t)nk dt)l = g(x)

k=0

formuna getirilir ve n = 4 icin kontrol noktalar1 x; = ﬁ (j =0,1,2,3,4) olarak

secilirse

xo =0, x, =0.25 x, =0.5 x3 = 0.75 x, =1

bulunur. Buradan

AX =Y (4.17)

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir.

- xj
a=| @) (a0 - [ roea - orra)| k= on23s

X = [u (S)]T k =0,1234
=[g(x)]' j=01234 (4.18)

denklemleri elde edilir. (4.18) denklemlerinin n = 4 igin diizenlenmesiyle

5X5
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X =[u() u(0.25) u(0.5) u(0.75) u(1)]i;

Y =1[g9(x0) g(x1) g(x) g(x3) gx)li,s

matrisleri elde edilir. Bu matrislerin ¢6ziimlenmesiyle

X,

Ay = (1—xp)* — j "Kxo (1 — O*dt

0
0
=(1—m4—f(0—ou—¢ym
0

=1

X

0
A12 = 4‘x0(1 v x0)3 - f K(x(); t)4t(1 - t)Bdt

0
0
=4D(1—0F—1[(0—ﬂ4ﬂ1—tﬁdt
0

=0

X,

0
AB=6%%1—%V—f K (xo, £)6t2(1 — £)2dt

0
0
=6n%u—oy—f(0—oa%1—omt
0
=0
Xo

Ay = 4x,°(1 — xp) — f K(x,t)4t3(1 — t)dt
0

0

=4.0%.(1-0) - f (0 —t)4t3(1 — t)dt
0

=0

Xo

A15 = x04 - f K(xo, t)t4dt
0

0
= 0% — f (0 — t)t*dt
0
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=0

X

gy = (1= x))* — f Ky, (1 — )*dt

0

0.25

—(1-025)— f 0.25 — £)(1 — £)*dt
0

= 0.2938

X

1
Ayy = 4y (1 — x,)% — f K (xy, )4t(1 — £)3dt

0
0.25

— 4.(0.25)(1 — 0.25)% — f (025 — )4t (1 — £)3dt
0

=0.4148

X

1
Ay = 62,2(1 — x,)? — j K(xy, )62(1 — £)?dt

0

0.25

— 6.(0.25)2(1 — 0.25)> —] (025 — £)6t2(1 — £)2dt
0

= 0.2095

X1
A24 = 4‘X13(1 - xl) - ] K(xl, t)4‘t3(1 - t)dt
0

0.25
= 4.(0.25)3(1 — 0.25) — j (0.25 — t)4t3(1 — t)dt
0

= 0.0467

X1

Ays = x1* —J K(x,, t)t*dt
0

0.25

= (0.25)* — ] (0.25 — t)t*dt

0

= 0.0039
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X

gy = (1= x)* — f K (1 — O)*dt

0
0.5

—(1-05) - f (05 — O)(1 — D)*de
0

= —0.0047

X

A32 = 4‘X2(1 - x2)3 - J K(XZ, t)4‘t(1 - t)3dt

0
0.5

— 4.(05)(1 - 0.5)° — j (05 — )4t(1 — £)3dt

0

= 0.2125

X

2
Ayy = 62,2(1 — 1,)% — j K (xy, )6t2(1 — £)2dt

0

0.5

— 6.(05)2(1 — 0.5) j (0.5 — )6t2(1 — £)%dt
0

= 0.3594

X2
A34 = 4‘X23(1 - XZ) - j K(Xz, t)4‘t3(1 - t)dt
0

0.5
=4.(0.5)3(1-0.5) — f (0.5 —t)4t3(1 — t)dt
0

= 0.2458

X2

A35 = x24 - f K(xz, t)t4dt
0

0.5
— (0.5)% — f (05 — )ttdt
0

= 0.0620

X

Agr = (1 - x3)* — j "Kxs, (1 — Dt

0
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0.75

—(1-075) — f 0.75 — £)(1 — £)*dt
0

=-0.1128

X

3
Ay, = das(1 — 23)? — f K(xy, £)46(1 — £)3dt

0

0.75

— 4.(0.75)(1 — 0.75)% — j (0.75 — )4t (1 — £)3de
0

= —0.0366

X

3
Ayy = 6x52(1 — x3)? — f K(xy, £)6£2(1 — £)2dt

0

0.75

— 6.(0.75)%(1 — 0.75)2 — j (075 — £)6t2(1 — t)%dt
0

= 0.1595

X

3
A44 = 4‘X33(1 ' X3) - j K(X3, t)4‘t3(1 - t)dt

0
0.75

=4.(0.75)3(1 - 0.75) — f (0.75 — t)4t3(1 — t)dt
0

= 0.3981

X3

Ayg = x3* —f K (x5, t)t*dt
0

0.75
= (0.75)* — f (0.75 — t)t*dt
0

= 0.3105

X

Agy = (1—x)*— j K D(1 - O*dt

0

1
=(1-1)* —f (1-6)(1—-0t)*dt
0
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= —0.1667

X,

4
Ag, = 4, (1 — 2) — f K(x, )4t(1 — £)3dt

0
—41.(1-1)° - f (1—0)at(1 — £)3dt
0

= —0.1333

X

4
Asy = 6x,2(1 — x,)? — f K(x, £)6£2(1 — £)2dt

0
1
—6.12.(1 - 1)? —f (1 - )6¢2(1 — t)%dt
0
=—0.1000
X4

Ay = 4x,°(1 — x4) — f K(x,, t)4t3(1 — t)dt
0

1

=413.(1-1) - f (1—0)4t3(1 — t)dt
0

= —0.0667

X4

Acs = x,* —f K (x4, t)t*dt
0

1
= 1% —f (1 —-t)t*dt
0

= 0.9667

1
9(x) =1-x-3x

1
g(0.25) =1-0.25 — > (0.25)2
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= (0.7188

1
9(05) =1-05-.(05)?
= 0.3750

1
g(0.75) =1-0.75 — > (0.75)%
= —0.0312
1

g =1-1-5.1

=-0.5

bulunur. Bulunan bu degerlerin (4.17) lineer denklem sisteminde yerine

yazilmasiyla

1 0 0 0 0 u(0)
0.2938  0.4148  0.2095  0.0467 0.0039||u(0.25)
—0.0047 0.2125 0.3594  0.2458 0.0620|]| u(0.5)
—0.1128 —0.0366 0.1595  0.3981 0.3105}/u(0.75)
—0.1667 —0.1333 —0.1000 —0.0667 0.9667J u(1)J

1
0.7188
=1 0.3750
—0.0312
—0.5000J

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

X=1[1 07503 0.4991 0.2105 —0.1752]

bulunur. Boylelikle

n

B, (u;x) = Z u (%) Pk (X)

k=0

IR

k=0

olmak iizere n = 4 i¢in olusan polinom
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=S u(E) -

k=0
=(1-x)*+0.8420x3(1 —x)
+2.9945(1 — x)?x?% + 3.0014(1 — x)3x
—0.1752x*
bulunur.

Baskakov Operatorii Metodu

P, k., n. dereceden Baskakov bazi olmak tizere

n+k—1) x*

Pr (%) = ( kK Ja Tk

olup, [0,1] aralig: {izerinde tanimli kismi(truncated) Baskakov operatorii

Vo(u; x) = z u (%) Pp i (x)
k=0
S () () @19

seklindedir. (4.19) da verilen operator (4.14) denkleminde yerine yazilarak

- _ k
S () )
=g(X)+LxK(x't)Z)u(§)(n+:_1)ﬁdt
- _ k
;u (g) (n +l]§ 1) (1 +xx)n+k
- J:K(x, t)kzzou(§> (" ’ i B 1) (1 +t:)n+k dt = g(x)
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n K . £k x o £k
;u(z)l(n+k 1)W_J0 K(X,t)(n+k 1)mdtl
=g(x)

formuna getirilerek ve n =4 igin kontrol noktalarn x; =£ (j=0,1,2,3,4)

secilerek

X9 =0, x; = 0.25 x, = 0.5 x3; = 0.75 X, =1

bulunur ve

AX =Y (4.20)

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir.

-1 k . k '
A= [0 ) (e B )| = on23s
X =|u (S)]T k=0,1,234 (4.21)
v =[g(x)]" j=01,2,34

denklemleri elde edilir. (4.21) denklemlerinin n = 4 i¢in diizenlenmesiyle

X =[u() u(0.25) u(0.5) u(0.75) u(1)]l

Y =1[g9(x) g(x1) g(x) gx3) g(xa)li,s

matrisleri elde edilir. Bu matrislerin ¢6ziimlenmesiyle

X0 0

_ (3 Xo° t
= Q=) w7
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1 0 1
:l(1+0)4_f0 (O_t)(1+t)4dtl

=1

1 1

INCY I _t
Az = (1) [(1 + x0)5 fo K(xo,0) (1+1)5 d

0 0 t
:4'[m‘fo(°_”(1+t)5dtl
=0

2

5 X2 %o ¢
Ars = (2) [(1 +2x0)6 fo K(xo,8) (1+1)° d

0 0 t?
:10.[m—f0 (O—t)(1+t)6dtl
=0

3 3

_ (6 Xo y ¥o ot
Ae=3) l(1+x0)7 fo Ko, ) 7574

0 0 t3
=20.[m—j0 (O—t)(1+t)7dtl

=0

4

(7 xo* %o t
A5 = (4) [(1 fr o G Dl ce

0 0 t*
=35lm—jo (O_t)(l-l-t)sdtl

=0

0 0

EN SR v
A2 = (0) [(1 + x4 fo K, 6) (1+t)* d

1 0.25 1
= I(1 1025 fo 025 - 7757 dtl
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= (0.3863
1 x4
_mmt
Az = (1) [(1 ey, Ko

0.25

0.25
:4_______f (0.25 — 1)
(140255 ),

= 0.3217

X1

2
Az = (g) l(lj_;xl)ﬁ —j;) K(xy,t)

10 0.252
~ (1 4+ 0.25)8

= 0.1624

X1

3
Ay = (g) [(11(‘;3&)7 —.]; K(xy,t)

(1+025)7

0.25° 025 t3
=20. | = j (0.25 —t)
0

= 0.0652

X1

Ays = (Z) l(li;xﬂs —j; K(xy,t)

= 35. (1+0.25)8

= 0.0229
0 X2
_(3 X2 _
A31 - (0) l(l + X2)4 j(; K(le t)

1 0.5 1
= [m—fo (0.5—-1t)

= 0.1235

= Qe[ e

0.25
f (0.25 - t)
0

0.25* 025
f (0.25 —t)
0

1

t
(1+t)5d

|

: d
(1+1t)° tl

2

t
—dt
(1+10)°

2

(1+1¢)°

3

1+t v’

(1+1t)

4

L 4
A+

4

(1+1t)8

0

(1+10t)* dt

(1+tﬁd4

1

(1+ t)Sdt
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0.5
=4 (1+05)5 f (Os_t)(1+)5 l

= 0.2325

5 x,2 X2 £2
e A

2 0.5 2
=10 05 f (0.5—1) L dt
(14058, ' (1+1t)6

= 0.2071

B 6 x23 X2 t3
3) [(1 T jo K ) 7 dtl

0.53 0.5 £3
=20.l/—— f (0.5—-1t) dtl
0

(1+0.5) (1+t)

= 0.1415

7 Xy Xy 4
) (1+2x,)8 fo K(xz, 1) (1+t)8 dtl

0.5 4-
=35 (1+05)8 J (Os_t)(1+t)8 l

= 0.0835

3 x50 X3 £0
) (1+x3)% fo K(xs,t) (1+t)* dtl

1 0.75 1
= [m—L (O.75—t)(1+t)4dtl

=—-0.0311
A2 = (7) l(1 Tae ), KOO st

0.75 0.75
=4, ——f (0.75 —1t)
1+075)5 ),

t d
(1+1t)5 tl
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=0.1106
2 X3 2
_ 5 x3 _ t
Agz = (2) l(1 + x3)6 fo K (s, t) (1+t)° dtl

_ 10| 07% f0'75(075 P
(40758 ), ' (1+t)¢

= 0.1593

6 x53 X3 £3
A= (3) [(1 Fay ), kG0 m‘“]

0.75 t3
fo (0.75—1t) A+ dtl

0.753

=20\ a0y

= 0.1498

4

(7 x3* _ *3 o
Ass = (4) l(1+x3)8 jo K(xs0) (1+t)8dtl

_ 35 [ 075 f 0'75(0 75— ) .
T+ 0.75)8 ), ' (1+1¢)8

=0.1171

3 .0 X4 £0
451 = () l(1 )t fo K(x, 6) mdtl

1 1 1
= [(1+ 1)4_f0 (1_t)(1+t)4dtl
= _0.1458

1= (e~ |

1 ! t
:4'lm‘fo “‘”(Ht)sdtl

=0

X.

4 t!
K(X4, t) m dtl
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X4

_ (5[ _t
Ass = (2) l(1 + x,)6 fo K(x,t) (1+1)° dt

12 1 t2
:10.[(1+—1)6—f0 (1—t)(1+t)6dtl

= 0.0833
3
_ (6 oo
Ase = (3) [(1 + x,)7 fo

13 1 t3
=20.[m—jo (1—t)(1+t)7dtl

= 0.1146

X

4
K(x4l t)

X4

_ (7 xyt t
= Q|| K0 e

14 1 t4
=35.[m—f0 (1—t)(1+t)8dtl

= 0.1133

1
9(g) =1-x-5x

2

1
g(M=1-0-=.0

2
=1

1
9(0.25) = 1-0.25 — . (0.25)?
=0.7188
1

9(0.5) =1~ 05~>.(0.5)?

= 0.3750

1
g(0.75) =1—-0.75 — > (0.75)2
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= —0.0312
1
g =1-1-2.1

=-0.5

bulunur. Bulunan bu degerlerin (4.20) lineer denklem sisteminde yerine

yazilmasiyla

1 0 0 0 0 u(0) 1
0.3863 0.3217 0.1624 0.0652 0.0229|u(0.25) 0.7188
0.1235 0.2325 0.2071 0.1415 0.0835]|| u(0.5) [=| 0.3750
—0.0311 0.1106 0.1593 0.1498 0.1171|u(0.75) —0.0312
—0.1458 0 0.0833 0.1146 0.11331[ (1) -—0.5000J

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

X=[1 89554 -34.5761 60.8056 —39.2086]

bulunur. Boylelikle
n
k
Vo(u; x) = Z u (;) Py (x)
k=0

” k

_ u(ﬁ)(nﬂc—l) X
n k (1 4 x)n+k

k=0
olmak tizere n = 4 i¢in olusan operator

4
_ u(k)(3+-k)___£f___
i 4 k /(14 x)ntk

1 358218 —>
B it (35 )(1+x

) E
x? s x3
—(345,7614) —— 1,2161.10°) —
( Yrz o8 T ( )T 307
4
X
- 1,3723.103 _—
( ) d T ¢

bulunur.
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X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Kesin 0.8998 0.7987 0.6955 0.5892 0.4789 0.3633 0.2414 0.1119 | -0.0265 | -0.1752
Cozim
Bernstein 0.8998 0.7987 0.6955 0.5893 0.4789 0.3633 0.2414 0.1119 | -0.0265 | -0.1752
Baskakov 0.9040 0.8124 0.7132 0.5765 0.4756 0.3489 0.2264 0.0875 | -0.0534 | -0.1790

Tablo 4.1 n=10 i¢in Kesin Coziim, Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii
Yaklasik Coziimleri

Sekil 4.1. Tam Coziim ve n=4 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

1.8 1

Bernstein Polinomu and Baskakov Operatori

—=— 1-sinh(t)
n=4 i¢in Bernstein Polinomu
—>—— n=4 icin Baskakov Operatori

Yaklagimlar1 Grafigi
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15 Bernstein Polinomu and Baskakov Operatori

—=x— 1-sinh(t)
n=20 igin Bernstein Polinomu
—>—n=20 igin Baskakov Operatoru

04

0.2 |

Sekil 4.2. Tam Coziim ve n=20 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

Yaklagimlar1 Grafigi

Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii

—=x— 1-sinh(t)
n=30 icin Bernstein Polinomu
1 —>— n=30 i¢in Baskakov Operatorl

0.8 [

0.6 [

0.4 r

0.2 |

Sekil 4.3. Tam Co6ziim ve n=30 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

Yaklagimlar1 Grafigi
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Sekil 4.1., Sekil 4.2. ve Sekil 4.3. te Ornek 4.1 de verilen integral denklemin
tam ¢ozimi, sirasiyla n=4, n=20 ve n=30 durumlar1 i¢in Bernstein polinomu

yaklagimi ve Baskakov operatorii yaklagiminin grafikleri verilmistir.
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5. FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERIN BAZI TAM
COZUM VE BAZI YAKLASIK COZUM YONTEMLERI

(2.3) teki 2. tip Fredholm integral denklemi ele alinsin. Asagida bu integral
denklemin tam ¢6ziimiinii bulmada kullanilacak olan Adomian ayristirma metodu
ve ardisik yaklagimlar metodu verilecektir. Ayrica tam ¢oziim metotlarindan sonra
Bernstein Polinomu ve Baskakov operatorii ile kurulan yaklasik ¢dziim yontemleri

verilecektir.

5.1 Fredholm integral Denklemler icin Bazi Tam Coziim
Yontemleri
(2.3) teki Fredholm integral denklem iizerinden tam ¢6ziim metotlar igin

Adomian ayristirma metodu ve ardisik yaklagimlar metodu verilecektir.

5.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayristirma metodu bir integral denklemin ¢oziimiiniin

u(x) = Yo un(x) (5.1)
veya
u(x) = ug(x) + uy (x) + uy (x) + ug(x) + -+ (5.2)

seklinde seri olarak kabul edilmesi durumunda bu serinin elemanlarini teker teker

bulma yontemidir.

Buradan > 0 igin uy, uq, Uy, Uz, ... biciminde olan u,(x) ler teker teker

bulunur. Tekrarlama bagintisindan bu bilesenler kolayca hesaplanabilir.

Tekrarl bir iligski olusturmak i¢in (5.1) denklemi (2.3) teki Fredholm integral

denklemde yerine yazilarak

S0 (x) = g(x) + A [ K(x, O)(Tisgu, (t))dt (5.3)
veya

U (x) + uqg (x) + uy(x) + -+

= g(0) + 2 ) K(x, Oug(e) + uy (6) + up(6) + -+ 1dt (5.4)

65



denklemleri elde edilir.

ug(x) bileseni integral altinda bulunmayan biitiin terimler olarak ifade edilir.

J = 0 igin u(x) fonksiyonunun u;(x) bilesenleri

up(x) = gx),

Uns1(0) = 2 [ K(x, Dup(Ddt, n=0 (5.5)
veya

up(x) = g(x)

b
1wy (x) = A J K Cx, O)ug (t)dt

uy () = A [ K (x, Dy (£)dle (5.6)

us(x) = 1 [. K(x, )up ()de
ve benzer tekrarlama bagintisi kurularak diger bilesenler de hesaplanabilir.

(5.6) denklemine gére uqy(x), uq (x), u,(x), uz(x), ... bilesenleri bulunabilir.
Sonug olarak (2.3) te verilen Fredholm integral denkleminin u(x) ¢6ziimii (5.1)

deki yontem kullanilarak bir seri olusumuyla elde edilir (Wazwaz, 2011).

5.1.2 Ardisik Yaklasimlar Metodu
Fredholm integral denklemler i¢in incelenecek olan bu metotta ilk olarak
uy(x) baslangic tahmini belirlenir ve ardisik yaklasimlarla ¢6ziime gidilir.
Tekrarlama bagintisinda diger yaklasimlarin bulunmasi, reel degerli bir fonksiyon
olan sifirinc1 yaklasim ile olmaktadir. Sifirinc1 yaklasimda genel olarak kullanilan

degerler 0,1 yada x tir. Bunlardan baska degerlerde segilebilir.
Ardisik Yaklasimlar Metodundaki tekrarlama bagintisi

ug(x) = Segilen herhangi bir reel degerli fonksiyon
Uns1(0) = g0 + 4 [L K(x, Oun()dt, 120 (5.7)

seklindedir. Coziim fonksiyonu
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u(x) = lim w4 (x) (5.8)

limiti kullanilarak bulunabilir (Wazwaz, 2011).

5.2 Fredholm Integral Denklemlerin Baz1 Lineer Pozitif
Operatorler Yardimiyla Coziim Algoritmasi
(2.3) teki Fredholm integral denklem fizerinden Bernstein polinomu ve

Baskakov operatdrii ile olusturulan ¢6ziim algoritmalar: verilecektir.

5.2.1 Fredholm integral Denklemlerin Céziimlerine Bernstein

Polinomu ile Yaklasim

u(x) =gx)+1 f; K(x, t)u(t)dt, a<x<b (5.9)

seklinde verilen 2. tip Fredholm integral denklemde a ve b sabitler, K(x,t)

cekirdek ve g(x) bilinen reel degerli bir fonksiyondur.

(5.9) denkleminde uygun ¢oziim igin u fonksiyonuna [a, b] kapali araliginda

Bernstein polinomu ile
u(x) = Xi=o ckBni(x) = B(x)C (5.10)
seklinde yaklasilir. Burada

B(x) = [ B (%), Bn,l(x): B, x), ..., Bn,n(x)]

C = [Co, Cl, Cz, ey Cn]T

ifadeleri birer matris belirtir. Burada B, ;(x) (i =0,1,2,..,n) ler, [a,b]

araliginda tanimli n. dereceden

_Nk(p_\n—k
n) (x—a)*(b—x) (5.11)

B () = (k (b-a)k

seklinde polinomlardir. (5.10) denklemi (5.9) denkleminde yerine yazilarak
b

Y=o kB (x) = g(x) + A [ K(x,t) X= cx Bk (t)dt (5.12)

bagintisi elde edilir. ¢; bilinmeyenlerini bulmak igin bazi kontrol noktalar:

b—a)k

n

, k=01,..,n
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secilirse
AX =D (5.13)

seklinde lineer denklem sistemi elde edilir. (5.13) denkleminde

b
A= [aij](n+1)x(n+1) = [Bn'k(xj) — ).Ja K(Xj, t) Bn'k(t)dtl

(n+1)x(n+1)
r b b b :
B o(x) — AJ- K(xo,t) Bpo(t)dt By 1(x) — AJ- K(xo,t) By (t)dt ... Bp,(xp)—2 f K(xo,t) By, (t)dt
b b b
_{BuoG) =2 [ KO0 Buo(@de BuaGe) =2 [ KO0 Bua(Ode o BunCe) =2 [ KCoo,0)Bunie

b ’ b ) b )
Bro(xy) — A f K () Bo(O)dt  Byy(xn) — A f Kt ©) Bua(Odt . By () — 4 f Kt t) Bon(£)dt
- a a a -

b = [g(x0), g(x1), g(x2), ---:g(xn)]T
X = [cqg,¢1,C5 )T

dir. (5.13) lineer denkleminin ¢oziilmesi ile c; ler (5.10) denkleminde yerine
yazilarak u(x) polinomu bulunur. Benzer iglemler 1. Tip Fredholm integral

denklemler i¢in de yapilir (Hou vd., 2010).

5.2.2 Fredholm Integral Denklemlerin Céziimlerine Baskakov
Operatorii ile Yaklasim
(5.9) daki 2. tip Fredholm integral denklemi verilsin. Verilen metottaki temel

amag u bilinmeyen fonksiyonuna

k +k—-1 k
Vo(u;x) =X0m . u (;) (n I )(1+’;)n+k x € [a, b], neN

ile yaklagmaktir.

(5.9) daki denklemde verilen u fonksiyonu, V,, (u; x) ile yer degistirerek

bn

k _ k b _ k
Eu(g)[(nﬂ; Y- t] ko ("t %;Wdt]

k=an

=g(x)

(5.14)
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denklemi elde edilir. Yukaridaki denkleme matris cebirine doniistiirme islemi
uygulanabilir. (5.14) denkleminde yer alan u (%)k = an,...,bn bilinmeyen
katsayilari, x degiskeninin, x; = i + ¢ (=an,an+1,..,bn—1) ve
Xpn = b — & seklinde belirlenen kontrol noktalari ile yer degistirmesiyle elde edilen
lineer denklem sistemi ile bulunur. Burada tekillik probleminden kaginmak igin x;

kontrol noktalarinin [a,b] deki sinir degerleri atlanabilir. Boylece tamamen

ayristirilmis olan ikinci tip Fredholm integral denklemi
AX =B (5.15)

seklinde matris notasyonunda yazilabilir. Burada

k b k
A= ("‘H]z_l)(lj’T—Afa K(x;,t) ("+’I§_1)(1_:Wdt ,
j,k=an,..,bn
9(Xan) (@)
B [9Can+) « 4V ]
9Cabn) u(b)

dir ve. A, (bn—an + 1) x (bn —an + 1) tipinde bir matris ve = B ve X,
(bn —an+ 1) x 1 tipinde vektorlerdir. (5.15) denkleminde yer alan u (%)

katsayilar1 V,(u; x) denkleminde yerine yazilarak u(x) ¢Oziimii bulunur. 1. tip

Fredholm integral denklem igin de benzer yol kullanilir.

Ornek 5.1
ul(x) =2+2x+e*— fol xtu(t)dt (5.16)
2. tip Fredholm integral denklemi ele alinsin. (5.16) denkleminde

gx)=2+2x+e*, 1=-1 ve K(x,t) = xt dir. Simdi bu integral denklemin

yukarida verilen metotlarla tam ¢6ziimleri bulunacaktir.
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Adomian Ayristirma Metodu
u(x) = Yo un(x) (5.17)
Yukarida verilen (5.17) esitligi (5.16) denkleminde yerine yazilarak
[ee] 1 [0e]
Zun(x) =2+ 2x+ex—xj t(Zun(t))dt
n=0 0 n=0
veya

o () + uy (%) + up(x) + -

=2+2x+e* —xf tluo(t) + uy (t) + uy(t) + - 1dt
0

seklindedir.

uy(x) =2+ 2x + e*
1

u (x) = —xj tuy(t)dt

0

1
= —xJ t(2 + 2t + eb)dt
0

= —x|[; 2tdt + f 2t2dt + [ ettt (5.18)

(5.18) denkleminde verilen folettdt integraline kismi integrasyon

uygulanirsa

t=1

_ , )
- (tZ)gzg+(—t3) +(et)i=t — j etdtl
i 3 Ji=o 0

[ 2
=—X 1+§+e—e+1]

1

u,(x) = —xf tu, (t)dt

0
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t=1
=+(3:9)..
8
= §x

1

usz(x) = —xJ tu,(t)dt

0

= J1t8tdt
= —X . ‘9

3 t=1

[8 t
=—X|z.5
9°3],_,

I
=277

1

uy(x) = —xf tus(t)dt

0

= f1t< 8)tdt
B R

l8 i .
=x|=2.%
27 3 =0

8
~81”"

elde edilir. (5.17) deki serinin agilmasiyla tam ¢6ziim

oo

u() = ) ()

n=0

2 b e 2 oxtox—x ot
= e X 3x 9x 27X 81X

8 1 1
— x _— ...
2+e* +2x 3'<1+9+81+ )x
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8 1 1
+§.(1+—+—+---)x

9 81
—> x 4o 8 1 8 1
=2+e* + x—3.1_lx+9.1_lx
9 9
=24+e*+2 82 +89
= e X 3.8x 9.8x

=2+e*+2x—3x+x
=2+e*+2x—2x
=2+e*
bulunur.
Ardisik Yaklasimlar Metodu

uy(x) =0

1

Uy (X)) =2+ 2x + e* —J xtu,(t)dt, n=0
0

U (x) =2+ 2x +e* — fol xtug(t)dt

1
=2+2x+e* — [ 'xt.0.dt
=2+2x+e*

U,(x) =24+ 2x +e* - fol xtuq (t)dt

1

=2+2x+ex—f xt. (2 + 2t + eb)dt
0

=2+2x+e* - [fol 2xtdt + fol 2xt?dt + xfol tetdt] (5.19)

(5.19) denkleminde verilen fol tetdt integraline kismi integrasyon

uygulanarak
t=1

2
=2+ 2x+eX— [(xt)EF + (—xt3>
3 t=0
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1
+x. l(t.et)gié —f etdt”
0

2
=2+2x+ex—[x+§x+x(e—e+1)]

2
=2+2x+ex—(2x+§x)

2
=2+2x+ex—2x—§x

= 3X e

uz(x) =2+ 2x + e* — fol xtu, (t)dt

1

2
=2+2x+ex—f Xt<2—§t+et>dt

0

=24 2x+e5— [fol 2xtdt — [} 2xt?dt +x tetdt] (5.20)

bulunur. (5.20) denkleminde verilen fol tetdt integraline kismi integrasyon

uygulanarak

2 t=1
=2+ 2x+e*— [(xt?)Z] - (—xt3>
9 t=0

+x. [(t.et)gié —J. etdt”
0

2
=2+2x+ex—[x—§x+x(e—e+1)]

2
=2+2x+ex—<2x—§x)

2
=2+2x+ex—2x+6x

=2+—-x+e¥
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U(x) =2+2x+e* - fol xtus(t)dt

1

2
Xt<2 +—t+ef) dt

=242 X —
+2x+e J 5

0

=2+ 2x+e* — [ [ 2xtdt + [ 2xt2dt + x [ tetdt] (5.21)

elde edilir. (5.21) denkleminde verilen fol tetdt integraline kismi integrasyon

uygulanarak

2 t=1
=2+2x+eX— [(xt2)§§$ + (—xt3>
t=0

27
1
+x l(tet)ﬁzé —f etdt”
0

2
=2+2x+ex—[x+ﬁx+x(e—e+1)]

2
=2+2x+ X—(z " — )
XTe X 27X

2
=242 X _2x ——
+2x+e X 27x

_2 2 + X
= 27x e

n

1
Upp (X)) =2+ ¥ + <—§> .2x, n=0

elde edilir.
1 n
lim (—3) =0

oldugundan (5.16) denkleminin tam ¢6ziimii

u(x) = lim w44 (x)
n—->oo
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n

.2x+ex>

= li 2 !
= m +(—§)
n

1
= lim 2 + lim (—5) .2x + lim e*

n—-oo n—-oo n—oo
=2+e*
bulunur.

Bernstein Polinomu Metodu

Burada Bpi(x), (k =0,12,..,n) ler [0,1] araliginda tammh n.

dereceden polinomu
Buic(0) = () 2 (1 —0)n*

seklindedir. Burada wu(x) fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda Bernstein

polinomlart ile

n

Bn(uF x) = Z Can,k(x)

k=0
= Zk=0Ck (Z) (1 — )" (5.22)

seklinde yaklasilir. (5.22) de verilen polinom (5.16) denkleminde yerine yazilarak

n

1 n
Z B () = g(x) — ] K(x, t)z B (D)dt
0 k=0

k=0

Z Ck (Z) xk(1 - x)"k + fol K(x,t) Z Ck (Z) tk(1 — o) *kdt = g(x)
k=0

Z Cr [(’;) (xk(l — )"k 4 J 1K(x, Okl — t)n* dt)l = g(x)
0

formuna getirilir ve n = 4 igin kontrol noktalar1 x; = . (j =0,1,2,3,4) olarak

n

secilirse

xO = 0, xl = 025 xZ = 05 x3 = 075 x4_ = 1
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bulunur ve
AX =Y (5.23)

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir.

A=) (=) + [y K, 0tk (1 - " *dt)| kj=01234

X = [c] k=0,1234

v = [g(x)]" j=01234 (5.24)

denklemleri elde edilir. (5.24) denklemlerinin n = 4 i¢in diizenlenmesiyle

5X5

Y =[9(x0) g(x1) g(x2) g(x3) gxa)li,s

matrisleri elde edilir. Bu matrislerin ¢6ziimlenmesiyle

1

A = (1—xp)* + f K (xo )(1 — t)*dt
0

1

=(1-0*+ f 0.t(1 —t)*dt
0

=1
1
A, = 4x0(1 — x0)3 + f K(x,t)4t(1 —t)3dt
0
1

=4.0.(1-0)3+ f 0.t.4.t.(1 —t)3dt
0

=0
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1
Aps = 6x02(1 — x0)? + f K (xy )6t2(1 — £)2dt
0

1
=6.0%.(1—-0)2 +f 0.t.6t%(1 — t)?dt
0

1

A14 = 4x03(1 - xo) + f K(xO, t)4t3(1 - t)dt
0

1
=4.0%.(1-0) +f 0.t.4t3. (1 — t)dt
0
=0
1

A15 = x04 + f K(xo, t)t4dt
0

1
= 0* +f 0.t.t*dt
0

=0
1

Ay =(1—x)* + j K(Cep £)(1 — £)*dt
0

1
— (1-025)*+ f (0.25)¢(1 — £)*dt
0

= 0.3247
1

Ay, = 4y (1— 1) + j K (xy, D)4t(1 — £)3dt
0

1
— 4.(0.25). (1 — 0.25)3 + J (0.25)¢. 4t(1 — t)3dt
0

= 0.4385

1
Ays = 6x,2(1 — x,)? + f K(xy, )6t2(1 — £)2dt
0
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— 6.(0.25)% (1 — 0.25)% + f (0.25)t.6t2(1 — £)%dt
0

= 0.2359

1
A24 = 4-x13(1 - xl) + f K(xl, t)4t3(1 - t)dt
0

= 4.(0.25)3.(1 — 0.25) + f (0.25)t.4t3(1 — t)dt
0

= 0.0802

1
Ays = x1* +f K(xqy, t)t*dt
0

1
= (0.25)* +f (0.25)tt*dt
0

= 0.0456

1
Ay = (1— 1)+ j K(xy, £)(1 — D)*dt
0

1

—(1-05)*+ j (0.5)t(1 — D)*dt
0

= 0.0792

1
Ayy = 4x,(1 — 2,)% + j K (xy, D)4¢(1 — £)3dt
0

1
=4.(0.5).(1-0.5)3 + J (0.5)t4t(1 —t)3dt
0

= 0.2833

1
Ass = 6x,2(1 — x,)2 + f K ey )6L2(1 — £)2dt
0

1
— 6.(0.5)% (1— 05) + f (0.5)¢6¢%(1 — £)2dt
0
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= 0.4250
1

A34 = 4x23(1 - xZ) + f K(xz, t)4't3(1 - t)dt
0

=4.(0.5)3%.(1-0.5) + f (0.5)t4t3(1 — t)dt
0

= 0.3167
1

Ags = x,* +f K (x,, t)t*dt
0

1
— (05)* + f (0.5)tt*dt
0

= 0.1458

1
Ay = (1— 1)+ j K(xy, )(1 — D*dt
0

1

—(1-0.75)"+ f (0.75)¢(1 — £)*de
0

= 0.0289

1
Ayy = 423(1 — x3)% + j K Cxy, )4t(1 — £)3dt
0

1

=4.(0.75).(1 — 0.75)3 + J (0.75)t4t(1 — t)3dt
0

= 0.0969

1
Ays = 6x52(1 — x3)2 + f K Cxs )6t2(1 — £)2dt
0

1

— 6.(0.75)%. (1 — 0.75)% + f (0.75)t6t2(1 — £)2dt
0

= 0.2859
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1
A44 = 4X33(1 - X3) + f K(x3, t)4't3(1 - t)dt
0

1
=4.(0.75)3.(1 — 0.75) + f (0.75)t4t3(1 — t)dt
0

= 0.5219

1
Ay = x5t +f K (x5, t)t*dt
0

1

= (0.75)* +f (0.75)tt*dt
0

= 0.4414

1

Asy = (1—x)* + f K(x, (1 — t)*dt
0

1
=(1-1D*+ f 1.t(1 — t)*dt
0

= 0.0333

1

Ag, = 4x,(1 — ) + j K (x,, D4¢(1 — D)3dt
0

1

=41.(1-1)3+ j 1.t.4t(1 —t)3dt
0

= 0.0667

1
As; = 62,21 — x,)% + j K (x, )662(1 — £)%dt
0

1
=6.1%.(1 - 1)? +J 1.t.6t%(1 —t)?dt
0

=0.1

1
Agy = 4x,3(1—x) + f K(xy, t)4t3(1 — t)dt
0
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1

=4.13.(1-1) +f 1.t.4t3(1 — t)dt
0

= 0.1333

1
Ags = x,* +f K (x,, t)t*dt
0

1
= 1% +f 1. tt*dt
0

= 1.6667
g(xj) =2+2x+e*
g(0)=2+20+e°

=3

9(0.25) = 2 + 2.(0.25) 4 €%2°
= 3.7840

g(0.5) =2+ 2.(0.5) + e°°

= 4.6487

g(0.75) = 2 + 2.(0.75) + €°7°
= 5.1670

g(1)=2+21+e?

= 6.7183

bulunur. Bulunan bu degerlerin (5.23) lineer denklem sisteminde yerine

yazilmasiyla

1 0 0 0 0 Co 3
0.3247 0.4385 0.2359 0.0802 0.0456]|¢1 3.7840
0.0792 0.2833 0.4250 0.3167 0.1458]|¢2 4.6487
0.0289 0.0969 0.2859 0.5219 0.4414}|C3 5.6170
0.0333 0.0667 0.1000 0.1333 1.66674C4 6.7183

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle
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X =[3 3.2508 3.5835 4.0394 4.7182]

bulunur. Boylelikle

n

Bn(uF x) = Z Can,k(x)

k=0

Ck (Z) xk(1 —x)nk

n
k=

o

olmak tizere n = 4 i¢in olusan polinom

Ck (:) xk(1 = x)4*

4
k=

o

= (4,7182)x* + (16,1575)x3(1 — x)
+(21,5009)x2(1 — x)? + (13,0032)x(1 — x)3
+3(1 — x)*
bulunur.

Baskakov Operatorii Metodu

P, k., n. dereceden Baskakov bazi olmak tizere

k
n+k—-1 x
Pn,k(x)=( k )m

olup, [0,1] aralig1 {izerinde tamiml kismi(truncated) Baskakov operatorii

V,(u; x) = i u (%) Py i ()

k=0

) 2

n k (1+x)n+k

seklindedir. (5.25) de verilen operatér (5.16) denkleminde yerine yazilarak
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k

> u) T g

:g(x)—-]:K(x,t)Z)u<§>(n+llz—1)#&

C _ k
;)u (g) (n * Ilz 1) (1 .|_xx)n+k
+ jolK(x, t) Z u (%) (n + Il: - 1) - +t:)n+k it = g(x)
k=0

n " ~ ) ) )
2O e art [ ko (L ey

formuna getirilir ve n = 4 igin kontrol noktalar1 x; =£ (j =0,1,2,3,4) segilirse

Xy =0, x; =0.25 x, = 0.5 x3 = 0.75 X, =1
bulunur ve
AX =Y (5.26)

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir.

— K X
A= l(n + Ilz 1) <(1+z—],.)"+’< + fol K(x;,t) mdtﬂ k,j=0,1234
X =|u (g)]T k=01234 (5.27)
v =[g(x)] j=01234

denklemleri elde edilir. (5.27) denklemlerinin n = 4 igin diizenlenmesiyle

X =[u() u(0.25) u(0.5) u(0.75) u(1)]l
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Y=[9(x0) gx1) g(x2) g(x3) gx)liys

matrisleri elde edilir. Bu matrislerin ¢oziimlenmesiyle

3 Xy 1 £0
A = (O) lm+_f() K (x,, t)mdtl

1 1
:I(1+0)4+f0 0

=1

B 4 x01 1 tl
Ay = (1) l(1+—xo)5+,l; K(xo,t)mdtl

.tmdtl

=4 0 10 : d
~sfmvee | o

=0

5 xz 1 t2
= Q)i+, Ko e

0 1 t?
= 10.lm+j() O.t(1+t)6dtl

=0

6 x3 1 t3
o= Qe+ 1000 e

0 1 t3
=20.lm+j; O.t(1+t)7dtl

=0
B 7 x04 1 t4-
Ays = (4) [(1 + x0)8 + fo K (xo, 1) (1+1t)8 dtl

=35 0 1O e d
-5 {rvg | o]

=0
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1
(14 x)*

1 tO
+ j;) K(xl, t)mdtl

1
+ JO (0.25). ¢

1
- l(1 +0.25) A+0° dtl

= 0.4304

4 xll 1 tl
(1) l(1 + x,)5 + fo K G, t) (1+t)5 dtl

4 0.25
~ l(1 4+ 0.25)5

f(OZS)t(l_H_)S ]

= 0.3537

1 t2
+f K (x4, t)—dtl
0

(1+x,)0 (1+1t)°

(0.25)? ! t?
= 10. lm + jo (0.25).t a+ t)6 dtl

= 0.1873

1 t3
(1 + x1)7 f K G t) (1+t)7 dtl

(0.25)3 ! t3
= 20. m f(OZS)t(1+t)7dtl

= 0.0838

1 t4—
+ f K(xq,t) —dtl
0

1
(14 x,)8 (1+1¢)8

(0.25)* 1 t*
= 35. [m + j(; (0.25).t a+ t)8 dtl

= 0.0360
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B 3 x20 1 tO
t= Qe [, a0 e

1 ! 1
= [m‘l‘j; (O.S).t(1+t)4dtl

= 0.2392

3 4 le 1 tl
Az = (3) [(1 T fo Kl ) s dtl

0.5 1 t
=4, Im-l- fo (05)t(1 n t)5 dtl

= 0.3155

5 x 2 1 tZ
Azz = (2) [(1 +2x2)6 + fo K (x5, t)mdtl

(0.5)?

1 t2
= 10. m+£ (O.S).t(1+t)6dtl

= 0.2664

6 x 3 1 t3
Azy = (3) l(l +2x2)7 + J;J K (x4, t)mdtl

(0.5)3

1 t3
= 20. m+£ (OS)t(l n t)7dtl

= 0.1828

7 x24 1 t4
Ass = (4) l(1 + x,)8 + fo K(xz, ) (1+1¢)8 dtl

(0.5)*
(1+0.5)8

1 t4
= 35. +f (0.5).t dtl
0

(1+1¢)8

=0.1114

3 x 0 1 tO
Ay = (0) [(1 +3x3)4 + ,[0 K (x5, t)mdtl
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+ f 0751
0

1 L
= I(1 +0.75)% A+ tl

= 0.1691

1

Y W _t
Asz = (1) l(l + x3)5 + fo K(xs, £) (1+1)5 dtl

4 0.75
(1 +0.75)5

! t
+f0 (0.75).t(1+t)5dtl

= 0.2609

5 x 2 1 tZ
Ayz = (2) [(1 +3x3)6 + .’; K (x5, t)mdtl

B (0.75)? 1 t2
= 10. m-i—fo (075)t(1 n t)6 dtl

= 0.2661
3 3

_ (6 X3 ! t
AM—QHG+%y+LK@W%rﬁ?“l

(0.75)3
1+0757 "

= 20.

1 t3
fo ©75).t g7 dtl

= 0.2225

7 x 4 1 t4-
Ags = (4) [(1 +3x3)8 + fO K G, t) (1+1t)8 dtl

(0.75)* ! t*
= 35. m+£ (075)t(1 n t)8 dtl

= 0.1650

3 .0 1 £0
Agq = (0) [mﬁ--]; K (x4, t)mdtl

1

[ 1 1
_[(1+1)4+J0 1't(1+t)4 tl
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= (0.1458

4 X! 1 ¢1
Asgp = (1) [(1+—x4)5+J; K(x4,t)mdtl

=4 ! 11 ‘ d

= 0.2292

B 5 x42 1 tZ
Agz = (2) lm+L K (x4, t)mdtl

12 1 t2
=10.|———=+ l.t——dt
et |, o]

= 0.25
3 6 X43 1 t3
Agy = (3) [m + .I; K (x4, t)mdtl

=20.|— Lt—F
0 [(1+1)7+j0 t(1+t)7dtl

= 0.2292
_ ([t f ' ot
Ass = (4) [(1 + x4)8 * o K(x, 6) (1+1t)8 dt

14 1 t4
=35 |— l.t——
35 [(1+1)8+j0 t(l_l_t)sdtl

= (0.1888

bulunur. Bulunan bu degerlerin (5.26) lineer denklem sisteminde yerine

yazilmastyla

1 0 0 0 0 u(0) 3
0.4304 0.3537 0.1873 0.0838 0.0360||u(0.25)| |3.7840
0.2392 0.3155 0.2664 0.1828 0.1114|| u(0.5) | =|4.6487
l0.1691 0.2609 0.2661 0.2225 0.1650J 1(0.75) l5.6170
0.1458 0.2291 0.2500 0.2292 1.1888![ (1) 6.7183
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elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

X =[3 —-329837 160.3393 —271.0505 190.0461]

bulunur. Boylelikle

n

u(x) = Z u (%) Ppj(x)

k=0
n k

A (E) (n +k— 1) X
L \n k (1 4+ x)n+k

olmak iizere n = 4 i¢in olusan operator

4
_ u(E) (3+k)x_"
4 k /(14 x)ntk
k=0
=3.————(131,9350). ———
(1+x)* (1+x)°
3 xz 3 x3
1, 4.10°).————(5,4210.10°).———
+(1,6034.10%). 2 = (54210.10%). -~ —

4

+(6,6516. 10%.@

bulunur.
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X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Kesin 3.1052 3.2214 3.3499 3.4918 3.6487 3.8221 4.0138 4.2255 4.4596 4,7183
Coziim
Bernstein 3.1058 3.2210 3.3494 3.4919 3.6495 3.8222 4.0136 4.2259 4.4595 47178
Baskakov 2.6314 3.5946 3.6158 3.6581 3.6365 3.7035 3.8299 4.0090 4.2370 44791

Tablo 5.1 n=10 i¢in Kesin Coziim, Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii
Yaklasik Coztimleri

Sekil 5.1. Tam Coziim ve n=4 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii

—— 2+exp(t)
n=4 icin Bernstein Polinomu
—>—— n=4 igin Baskakov Operatéru

0.1 0.2

0.3

0.4

0.5

0.6 0.7

Yaklagimlar1 Grafigi
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Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii

—=— 2+exp(t) '
n=20 icin Bernstein Polinomu

—>—— n=20 icin Baskakov Operatori

-

Sekil 5.2. Tam C6ziim ve n=20 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

Yaklagimlar1 Grafigi

Bernstein Polinomu ve Baskakov Operatorii

—— 2+exp(t)
2 n=30 icin Bernstein Polinomu
—>—— n=30 icin Baskakov Operatori

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 5.3. Tam Coziim ve n=30 i¢in Bernstein Polinomu ve Baskakov Operator

Yaklagimlar1 Grafigi
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Sekil 5.1., Sekil 5.2. ve Sekil 5.3. da Ornek 5.1 de verilen integral denklemin
tam ¢oOziimi, sirasityla n=4, n=20 ve n=30 durumlar i¢in Bernstein polinomu

yaklagimi ve Baskakov operatorii yaklagiminin grafikleri verilmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada integral denklem ¢esitleri verilmis olup bunlar arasinda 6nemli
bir yere sahip olan Fredholm ve Volterra integral denklem tiirlerinden
bahsedilmistir. Ayrica sirasiyla 2. tip Volterra ve 2. tip Fredholm integral denklem
ornekleri incelenmis ve bazi analitik ¢oziim metotlar1 kullamlarak bu integral
denklemlerin tam ¢6ztimleri bulunmus, Bernstein polinomu ve Baskakov operatorii

ile yaklagim metotlar1 kullanilarak yaklasik ¢éziimleri de elde edilmistir.

Bernstein polinomu ve Baskakov operatérleri ile yapilan ¢6ziimlerde farkli
durumlar ele alinarak bu coziimlerden elde edilen veriler tablolastirilmis veya
grafik halinde verilmistir. Bu tablolar ve grafiklerde tam ¢6ziim ile Bernstein
polinomlart ve Baskakov operatoriinden elde edilen yaklasik ¢oziimler
kiyaslanmistir. Bu incelemede tablodan ve grafikten elde edilen verilere gore
Bernstein polinomu kullanilarak elde edilen yaklasimin Baskakov operatorii
kullanilarak elde edilen yaklasima gore tam ¢oziime daha yakin sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Ayrica boliintiiniin - arttinllip  kontrol noktalarinin  ¢ogaltildig
durumlarda Bernstein polinomu ve Baskakov operatdriiniin tam ¢6ziime daha da
yaklastig1 goriilmistiir. Yani Baskakov operatoriine gére Bernstein polinomu ile
tam ¢oziime daha iyi yaklagim yapilmistir. Eger [0, ) araliginda yaklasik ¢oziim
aranacak olursa tanim kiimelerinden dolayr Baskakov operatoriiniin Bernstein

polinomlarina gore daha iyi ve kesin sonuglar verecegi ongoriilmektedir.

Yaklagim polinomlar1 integral denklem ve diferansiyel denklem
¢cozlimlerinde kullanilmaktadir. Bernstein polinomu integral denklem ve
diferansiyel denklem ¢o6ziimlerinde siklikla kullanilmasina ragmen, Baskakov
operatdrii aymi etkiye sahip degildir. Ozellikle bu tez calismasi Baskakov operatorii
ile yapilacak olan ¢alismalara 151k tutabilir ve bu operatére benzer operatorlerle

yapilacak ¢aligmalara da katki saglayabilir.
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