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Bu calismada, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin verilen
karmagik kosullar altinda c¢oziimlerinde alternatif bir yaklasim olarak Pell-Lucas
polinomlarina dayali bir matris siralama yontemi gelistirilmis ve niimerik ¢oztiimler
incelenmistir. Standart siralama noktalar1 ile Taylor ve Pell-Lucas polinomlarinin
matris Ozelliklerinden yararlanilarak gelistirilen yontem, ele alinan diferansiyel
denklemleri, bilinmeyenleri Pell-Lucas polinomlarinin katsayilari olan bir cebirsel
denklem sistemine indirgemektedir. Bu cebirsel sistemin ¢oziimiiyle, sonlu sayida
Pell-Lucas polinomu cinsinden yaklasik ¢oziimler elde edilmektedir. Calisma bes
boliimden olusmaktadir.

Birinci boéliimde, ¢alismanin amaci, kapsami ve motivasyonu sunulmus; klasik
¢oziim yontemlerinin simrliliklart ve alternatif polinom tabanli yaklasimlarin
potansiyeli tartisilmistir. Ikinci bdliimde, tezin temelini olusturan Pell ve Pell-Lucas
polinomlar1 tanitilmis, bu polinomlarin tanim bagintilari, lirete¢ fonksiyonlari ve bazi
temel ozellikleri ayrmtili olarak incelenmistir. Ugiincii boliimde, matris siralama
yonteminin kuramsal altyapisit olusturulmus ve Pell-Lucas polinomlarima dayali
siralama yaklagimi tanimlanarak, algoritmanin yapi taslart matematiksel olarak
temellendirilmistir. Dordiinci  boliimde, gelistirilen yontemin, smir tabakasi
problemine nasil uygulandigl adim adim agiklanmus, farkli boyutlarda test matrisleri
lizerinde algoritma calistinnlmigtir. Ayrica, elde edilen sonuglar sayisal olarak
degerlendirilmis, yoOntem literatiirde 06zel polinomlara dayali diger ¢oziim
yontemleriyle karsilagtirilmis ve hesaplama dogrulugu agisindan avantajlar1 analiz
edilmistir. Besinci ve son boliimde ise genel bir degerlendirme yapilmis, ¢alismanin

one cikan katkilar1 6zetlenerek gelecekteki ¢alismalar i¢in dneriler sunulmustur.
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In this study, a matrix ordering method based on Pell-Lucas polynomials has
been developed as an alternative approach to solving linear and nonlinear differential
equations under given mixed conditions and numerical solutions have been
investigated. The method, which has been developed by utilizing the standard ordering
points and the matrix properties of Taylor and Pell-Lucas polynomials, reduces the
considered differential equations to a system of algebraic equations whose unknowns
are the coefficients of the Pell-Lucas polynomials. By solving this algebraic system,
approximate solutions are obtained in terms of a finite number of Pell-Lucas

polynomials. The study consists of five sections.

In the first section, the aim, scope and motivation of the study are presented,
the limitations of classical solution methods and the potential of alternative
polynomial-based approaches are discussed. In the second section, Pell and Pell-Lucas
polynomials, which form the basis of the thesis, are introduced, and the definition
relations, generating functions and some basic properties of these polynomials are
examined in detail. In the third section, the theoretical infrastructure of the matrix
sorting method is established and the sorting approach based on Pell-Lucas
polynomials is defined, and the building blocks of the algorithm are mathematically
based. In the fourth section, how the developed method is applied to the boundary
layer problem is explained step by step, and the algorithm is run on test matrices of
different sizes. In addition, the obtained results are evaluated numerically, the method
is compared with other solution methods based on special polynomials in the literature,

and its advantages in terms of calculation accuracy are analyzed. In the fifth and last



section, a general evaluation is made, the prominent contributions of the study are

summarized and suggestions for future studies are presented.

Keywords: Pell-Lucas polynomials, ordering points, singular perturbed differential

equations, matrix ordering method, residual error analysis.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, dogadaki ve miihendislikteki bircok siireci
matematiksel olarak modellemek i¢in kullanilan temel araglardir. Fiziksel sistemlerin
dinamik davraniglarini, kimyasal reaksiyonlarin ilerleyisini, biyolojik popiilasyon
degisimlerini ve benzer olgular1 diferansiyel denklemler ile ifade etmek miimkiindiir.
Bu denklemlerin ¢oziimlenmesi, sistemlerin davranisini anlamak ve gelecekteki
durumlarin1 6ngérmek agisindan biiyliik 6nem tasir. Ne var ki, 6zellikle dogrusal
olmayan veya karmasik yapili bircok diferansiyel denklem, her zaman dogrudan
analitik yontemlerle ¢oziilemeyebilir.

Tarihsel olarak, diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin ¢esitli analitik
yontemler gelistirilmistir. Ayrilabilir denklem tiplerinin dogrudan integrasyonu, lineer
denklemlerde integrasyon c¢arpant kullanimi, varyasyonel yontemler ve Laplace
dontigimii teknigi, belirli siniftaki denklemlerin kapali formda ¢ozlimiine olanak
tantyan klasik yaklasimlardandir. Ayrica kuvvet serileri ve 06zel fonksiyonlar
araciligtyla da bazi1 diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zlimlerine ulagmak
miimkiindiir. Bununla birlikte bu yontemlerin uygulanabilirligi, biiylik o6l¢iide
denklemin tiirline, mertebesine ve karmasiklik derecesine baglidir. Bircok pratik
problemden tiireyen diferansiyel denklem ya analitik olarak ¢oziilebilir bir yapida
degildir ya da ¢ozlimii ifade eden kapali form son derece karmasiktir. Dolayisiyla,
analitik yaklasimlar degerli araclar olmakla birlikte her durumda yeterli olmayabilir.

Analitik yontemlerin yetersiz kaldigi durumlarda sayisal ¢oziim yontemleri
devreye girer. Sayisal yontemler, diferansiyel denklemlerin ¢dzlimiinii bilgisayar
yardimiyla yaklasik olarak hesaplama ilkesine dayanir ve giiniimiizde miihendislik ve
fen bilimleri basta olmak iizere, pek cok bilim dalinda yaygin bir bi¢imde
kullanilmaktadir. Ornegin, Euler ve Runge-Kutta gibi klasik iteratif yontemler
Ozellikle baslangi¢c deger problemlerinin ¢éziimiinde oldukca yaygindir. Sonlu fark
yontemleri, tiirevleri sonlu farklarla yaklagtirarak hem adi diferansiyel denklemleri
hem de kismi diferansiyel denklemleri ¢ozmeye olanak tanir. Sonlu eleman yontemleri
ise ¢0ziim bolgesini alt parcalara ayirip, her pargada polinomlarla yaklasim yaparak
0zellikle miithendislik uygulamalarinda basarili sonuglar verir.

Bunlarin yani sira, spektral yontemler ve polinom tabanli yaklagimlar son
yillarda giderek daha fazla dikkat ¢ekmektedir. Ornegin, Chebyshev ve Legendre

polinomlar1 kullanilarak gelistirilen matris siralama ve Tau yontemleri, uygun
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problemler i¢in yliksek mertebede dogrulukla ¢oziim tiretebilmektedir. Homotopi
analiz yontemi, diferansiyel doniisiim teknigi ve dalgacik tabanli yontemler de modern
sayisal yontemler arasindadir. Sayisal yontemlerin ortak noktasi, analitik ¢éziimii
olmayan veya zor olan denklemlere sistematik bir yaklasim sunmalar1 ve genis bir
problem yelpazesinde uygulanabilmeleridir.

Sayisal ¢oziim yoOntemleri igerisinde, matris siralama teknikleri olarak
adlandirilan ve genellikle spektral yontemler kapsaminda degerlendirilen bir yaklagim
grubu One ¢ikar. Bu tekniklerde, ¢o6ziimi aranilan diferansiyel denklem igin
bilinmeyen fonksiyon uygun bir temel fonksiyon ailesinin (¢ogunlukla polinomlarin)
sonlu bir lineer birlesimi olarak yaklasik ifade edilir. Bu temel fonksiyonlar, tanim
araligt boyunca tanimli ve yeterince diizglin polinomlar veya trigonometrik
fonksiyonlar olabilir. Secilen temel fonksiyonlar yardimiyla, ¢6ziim fonksiyonu sonlu
terimli bir seriyle yaklastirilir. Bu yaklasim, orijinal diferansiyel denklemin hatasini
minimize etmek veya belirli noktalarda sifirlamak iizere tasarlanir. Galerkin ve Tau
gibi yontemlerde ise rezidiinlin uygun agirliklarla integrallerinin sifira esitlenmesi
yoluyla benzer bir katsay1 belirleme mantig yiiriitiiliir. Tiim bu spektral yaklagimlarin
ortak noktasi, siirekli bir problemi sonlu boyutlu bir cebirsel denklem sistemine
indirgemeleridir. Ger¢ektende, matris siralama tekniginde, diferansiyel denklemin her
terimi ve kosulu, segilen temel fonksiyonlarin uygun kombinasyonlar1 seklinde
yazilarak bir matris esitligi elde edilir. Sonugta orijinal problem, ¢oziilmesi gereken
bir matris denkleme doniistiirtilmiis olur.

Bu yaklasimin 6nemli avantajlar1 bulunmaktadir. Oncelikle uygulama
yapilacak problemin boyutunu indirgemektedir. Diferansiyel denklem problemi bir
kere matris formuna doniistiiriildiiglinde, orijinal problem sonsuz boyutlu bir
fonksiyon uzaymdan (siirekli ¢6ziim uzay1) sonlu boyutlu bir vektér uzayina
indirgenmis olur. Bu da ¢6zlim siirecini, sayisiz noktada diferansiyel denklem
hesaplamaktan ziyade, sonlu sayida bilinmeyeni olan bir denklem sistemi ¢6zmeye
doniistiiriir. Modern lineer cebir teknikleri sayesinde bu cebirsel sistem etkin bir
sekilde ¢oziilebilir. Elde edilen ¢oziimler yiliksek dogruluk degerine sahiptir. Az sayida
terimle, 6zellikle ¢6ziim fonksiyonunun diizgiin ve siirekli oldugu durumlarda, sonlu
fark veya sonlu eleman gibi yontemlere kiyasla daha hassas sonuclar elde edilebilir.
Ayrica, polinom tabanli matris yontemlerinin hesaplama adimlar1 uygulamada daha
basittir ve hassas sayisal degerler bilgisayarlarla kolaylikla hesaplanabilir. Denklem

matrisinin olusturulmasi, biiylik dl¢iide polinom degerleri ve tlirevleri i¢in dnceden
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bilinen formiillere dayanir. Bu sayede, karmagsik programlama gerektirmeden, matris
carpimlari ve tersini alma islemleri ile sonug elde edilebilir. Yontemin algoritmasi agik
ve iteratif adimlardan olustugu i¢in farkli problemlere uyarlamak da genellikle
zahmetsizdir. Sonug olarak, matris siralama teknikleri niimerik analizde dogruluk ve
verimlilik agisindan énemli bir yere sahiptir. Ozellikle yiiksek mertebeden dogruluk
gerektiren veya analitik ¢Ozlime ulagilamayan problemlerde, bu teknikler
arastirmacilar tarafindan siklikla tercih edilmektedir.

Ortogonal polinomlar, matematiksel analizlerde ve sayisal yontemlerde
sagladiklar1 kararlilik, dogruluk ve hesaplama kolayligi nedeniyle yaygin olarak
kullanilir. Bu polinomlarin ortogonallik 6zelligi karmasik problemlerin ¢oziimiinii
basitlestirir ve sayisal hatalar1 minimize eder. Bu nedenle ortogonal polinomlar
miihendislik, fizik ve matematikte vazgecilmez araglardir. Ortogonallik acisindan

incelendiginde, Pell-Lucas polinomlari klasik anlamda belirli bir agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal bir takim olusturmazlar. Yani Legendre polinomlarmin [-1,1]

araliginda birim agirlikla ortogonal olmasi veya Chebyshev polinomlarinin uygun
agirlik altinda ortogonalligi gibi bir 0Ozellik, Pell-Lucas polinomlart i¢in dogal
olarak mevcut degildir. Bu yoniiyle Pell-Lucas ailesi, Legendre, Chebyshev, Hermite
gibi klasik ortogonal polinom ailelerinden ayrilir. Ancak istenirse, uygun bir i¢ carpim
tanimlaylp Gram-Schmidt ortonormallestirme siireci uygulanarak Pell-Lucas
polinomlarindan da ortonormal bir takim elde edilebilir. Bu genellikle sayisal ¢oziim
uygulamalari igin gerekli goriilmez. Zira matris siralama veya Tau gibi teknikler,
polinomlarin ortogonal olmasindan ¢ok, diferansiyel denklem icerisindeki islevine
odaklanir.

Pell-Lucas polinomlarmin diger klasik polinomlara gore dikkat ¢ekici bazi
yonleri literatiirde vurgulanmustir. Oncelikle, tanimindaki basitlik ve kapal
formiillerinin varligi sayesinde bu polinomlarin degerlerini ve katsayilarim
hesaplamak olduk¢a rahattir. Iteratif formiil, sayisal algoritmalarla kolayca
uygulanabilir ve polinomlar yiiksek derecelere hizlica iiretilebilir. Ikinci olarak, Pell-
Lucas polinomlart i¢in tlirev ve integral islemleri acik bicimde ifade edilebilir. Bu
sayede, islemsel matris adi verilen tlirev matrislerinin tiiretilmesi miimkiindiir. Bu
islemsel matrisler, diferansiyel denklem c¢oziimiine girisirken tiirev islemlerinin
dogrudan matris carpimlariyla temsilini saglar ve ydnteminin uygulanmasin

kolaylagtirir.  Son olarak, Pell-Lucas polinomlarmin davraniglar1 ve biiylime



karakteristikleri iyi bir sekilde ortaya koyulmustur. Bu polinomlar, 6zellikle [—1,1]

gibi smurli araliklarda makul biiyiikliikte degerlere sahip olup, sayisal yaklagim
sirasinda asir1 salinimlar tiretmezler. Tiim bu o6zellikler, Pell-Lucas polinomlarini,
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zlimiinde kullanilabilecek giivenilir ve etkin bir
temel fonksiyon secenegi haline getirmektedir. Klasik polinom tabanli yontemlere
alternatif veya onlar1 tamamlayici bir yaklagim olarak Pell-Lucas polinomlarinin tercih
edilmesi, literatiirde son yillarda ¢esitli basarili 6rneklerle desteklenmistir.

Pell-Lucas matris siralama yontemi ile polinom tabanli spektral ¢éziimler,
farkli disiplinlerde genis bir uygulama alanma sahiptir. Bu yontem, miihendislik
alaninda, mekanik titresimler ve yapisal analiz gibi konularda ortaya ¢ikan, Duffing
osilatorii gibi dogrusal olmayan salinim problemlerine basariyla uygulanabilir.
Ornegin, bir képriiniin riizgar etkisi altindaki titresimlerini tamimlayan denklem veya
bir binanin deprem sirasindaki salinimini veren model, cogunlukla dogrusal olmayan
terimler igerir. Pell-Lucas polinomlar1 ile yapilan bir yaklasim, bu sistemlerin
davranigini hizli ve isabetli bir sekilde ¢oziimlemeye imkan tanir. Fizik alaninda da,
kaotik davranis sergileyebilen sarkac hareketi, ¢ift sarkac sistemleri veya astrofizikte
karsilagilan yoriinge denklemleri gibi problemler dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerle modellenir. Bu gibi durumlarda Pell-Lucas yonteminin kullanilmasi,
sistemin uzun vadeli davraniginin yliksek dogrulukla 6ngdriilmesine yardimci olabilir.
Biyoloji ve ekoloji alaninda, etkilesimli tiirlerin popiilasyon dinamiklerini tanimlayan
av-avci modelleri veya lojistik biiyiime denklemi gibi salgin hastalik yayilim modelleri
genellikle analitik ¢6ziimili zor olabilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemler
igerir. Pell-Lucas matris siralama yontemi bu tiir modellerin de sayisal ¢6ziimiinde
kullanilabilir. Ornegin, iki tiiriin zaman igindeki popiilasyon degisimini veren bir
modelde bu yontem uygulanarak, farkli baglangi¢ kosullar1 veya parametre degerleri
icin popiilasyonlarin nasil evrilecegi hassas bigcimde hesaplanabilir. Benzer sekilde, bir
epidemiyolojik modelde enfekte kisi sayisinin zamana bagli degisimini veren dogrusal
olmayan denklemler Pell-Lucas polinomlari ile ¢oziildiiglinde, salginin zirve noktasi
veya soOniimlenme siiresi gibi  kritik  bilgiler elde edilebilir. ~Ayni
sekilde, kimya miihendisliginde enzim kinetigi modelleri gibi reaksiyon kinetigi
denklemleri veya ekonomi alaninda karmasik finansal siirecleri tanimlayan
diferansiyel denklemler de bu yaklasimin potansiyel uygulama alanlardir. Bir

kimyasal reaksiyonun hiz denkleminde sicaklik ve yogunlasma etkilerini igeren



dogrusal olmayan terimler, Pell-Lucas polinomlari ile sayisal olarak ¢oziimlenebilir.
Ekonomide, piyasa dinamiklerini veya niifus-ekonomi iliskilerini modelleyen
denklemlerde beliren karisik terimler, benzer sekilde bu yontemle incelenebilir.
Kisacasi, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ortaya ¢iktigi her alanda, Pell-
Lucas polinomlarina dayali matris yOnteminin potansiyel bir uygulamasi
bulunmaktadir. Mithendislikten fizige, biyolojiden finansal modellere kadar pek ¢cok
sistem, bu yontemle analiz edilebilmekte ve literatiirde bu kapsamda basarili 6rnekler
rapor edilmektedir.

Literatiirde, Pell-Lucas polinomlart disinda bir¢ok polinom veya fonksiyon
tabanl spektral yontem benzer amaglarla kullamlmistir. Ornegin Chebyshev ve
Legendre polinomlari ile gelistirilen matris siralama yontemleri, Fourier serilerine
dayali spektral ¢oziimler ya da B-spline ve dalgacik fonksiyonlar1 kullanan
yaklagimlar, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde yaygin sekilde incelenmis
ve uygulanmigtir. Pell-Lucas matris siralama yonteminin, bu mevcut yontemlerle
karsilastirildiginda ne tiir farkliliklar veya iistiinliikler sundugu 6nemli bir arastirma
konusudur. Chebyshev polinomlar1 yiiksek yakinsama hizi ve iyi kosullandirilmisg
matris yapilar1 ile bilinirken, Pell-Lucas polinomlarinin benzer bir dogruluk ve
stabilite saglayip saglamadigi ya da belli problem tiplerinde daha avantajli olup
olmadig1 incelenmelidir. Ayn1 sekilde, Legendre veya Hermite polinomlarina dayali
yontemlerle Pell-Lucas yaklagimi arasinda, 6zellikle dogrusal olmayan problemler
veya belirli sinir-deger kosullari altinda performans farklari olup olmadig: arastirmaya
degerdir.

Literatiirde pek ¢ok yazarin, diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde farkl: tipte
0zel polinomlara dayali matris siralama yontemine basvurdugu goriilmektedir. Bu
yaklasimin temelini olusturan ise, Sezer’in [1] 1984 yilinda yayimladig1 “Parabolik
Kismi Diferansiyel Denklemlerle ilgili Cauchy Problemlerinin Coziim Y Ontemleri
Uzerine” adli ¢alismasi olmustur. Calismada iki degiskenli lineer parabolik kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in iki yontem agiklanmustir.
Birinci yontemde parabolik denklem ile ilgili Cauchy problemi i¢in bir Green
fonksiyonu tespit edilmis, ¢oziim bu fonksiyon cinsinden bulunmustur. Ikinci
yontemde ise, bahsedilen denklemin iki degiskenli Chebyshev serisi cinsinden
yaklagik ¢Oziimil tartistlmistir. Sezer [2], sonraki calismasinda, belirli simiftan
Fredholm integral denklemlerin ¢dziimlerine Taylor matris siralama yontemini

uygulamistir. Bu yontem, integral denklemlerin ¢oziimleri i¢cin Kanwal ve Liu [3]

5



tarafindan verilen Taylor seri yaklasimina dayandirilmistir. Sezer ve arkadaslari, bu
calismada Taylor matris siralama yontemini bir¢ok farkli tipte diferansiyel denkleme
uygulamislardir. Karamete ve Sezer [4], lineer integro-diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimlerini Taylor matris siralama yontemiyle ¢ozerek, literatiirdeki mevcut
sonuclarla karsilastirmislardir. Giilsu ve Sezer [5], yiilksek mertebeden lineer
Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerini Taylor
matris siralama yontemi ile arastirmislardir. Yal¢inbas ve Sezer [6], karisik kosullar
altinda degisken katsayili yliksek mertebeden lineer Fredholm-Volterra integral fark
denklemlerinin ¢6ziimiinii bulmak i¢in Taylor siralama yontemini kullanmislar ve
¢Oziimii herhangi bir noktaya yakin Taylor polinomu cinsinden elde etmislerdir. Sezer
ve ark. [7], eliptik bolgelerde taniml1 yiiksek mertebeden lineer kompleks diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in Taylor tabanli matris siralama yontemini kullanmislardir.
Gilsu ve Sezer [8], ayn1 yontemi sabit ve degisken katsayili pantograf denklemlerinin
yaklagik ¢oziimleri i¢in de kullanmislardir. Yine Sezer ve ark. [9], degisken katsayili
yilksek mertebeden dogrusal adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢ozliimiinii
rasyonal Chebyshev tau yontemi ve Taylor-Chebyshev yontemleri ile elde etmislerdir.
Ayrica degisken katsayili yiiksek mertebeden lineer diferansiyel fark denklem
sistemlerinin ¢oziimleri [10], gecikmeli integro-diferansiyel denlemlerin sayisal
¢oziimleri [11], gecikme terimli kesirli Riccati diferansiyel denkleminin ¢dziimleri
[12], Taylor siralama metodu ile elde edilmistir. Ayrica pek ¢ok 6zel denklemin
¢Ozlimleri de Taylor siralama yontemi ile etkili bir sekilde bulunmustur. Uygulama
yapilan baz1 6zel denklemlerden, Bayley-Torvik denkleminin [13], Lane-Emden tipi
diferansiyel denklemlerinin [14], Schrodinger denklemlerinin [15], yaklasik ¢oziimleri
bu yontem ile elde edilmistir. Deniz ve ark. [16], ise adi diferansiyel denklemlerde
baslangi¢ deger problemleri i¢in Taylor siralama yonteminin kararlilik analizini
inceleyerek, yontemin kararliligini1 gostermislerdir. Ayrica son yillarda yontem, bir¢ok
farkli alanda uygulama firsati bulmustur. Yapilan bir ¢alismada lineer olmayan
Volterra integro-diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimleri Taylor siralama
yontemi ile Covid-19 salgininin matematiksel modeline uygulanmistir [17]. Celik ve
Ucgar [18], lojistik biiyiime modelinin analizini ve sayisal sonuglarin1 Taylor matris
siralama yontemi ile etkili bir sekilde sunmustur.

Ozel polinomlar kullanilarak denklemlerin matris formuna déniistiiriiliip,
yaklagik ¢oziimleri incelenen pek ¢ok arastirmanin temelini olusturan Taylor matris

siralama yontemi ile ilgili literatiirdeki baz1 calismalar 6rneklendirilmistir. Taylor
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matris siralama yontemi diger ¢alismalarin temelini olusturmaktadir. Bundan sonra
kullanilan 6zel polinomlarin bir¢ogunda gegis matrisi olarak standart taban yani
Taylor tabanmi1 kullanilarak ve gecis matrisi olusturularak hesaplamalar yapilmistir.
Bazi ¢alismalarda ise, doniistiirme islemi yapilmayip, kullanilan 6zel polinomun kendi
taban1 ile ge¢is matrisleri olusturularak hesaplamalar yapilmistir. Literatiir
incelendiginde 6zel polinomlar ile yapilan bir¢cok c¢aligma dikkat c¢ekmektedir.
Bahsedilen bu 6zel polinomlardan Euler, Bernoulli, Bernstein, Bessel, Hermite,
Lagrange, Jacobi, Dicksen, Laguerre, Legendre, Miintz-Legendre, Bell, Chelyshkov,
Chebyshev, Rational-Chebyshev, Boubaker, Gegenbaur, Fibonacci, Matching, Pell,
Lucas ve Pell-Lucas polinomlar1 yaklasik ¢6ziim yapilirken kullanilan etkili
polinomlardir. Bu polinomlarin kullanim alanlar1 ve uygulandigi problemleri Cevik ve
ark. [19] calismalarinda detayli bir sekilde ele almislardir.

Bu tez ¢aligmasinda kullanilacak olan matris siralama yontemi ise, Horadam
[20], polinomlarinin 6zel bir hali olan Pell-Lucas polinomlarina dayalidir. Pell-Lucas
polinomlar1 ve stardart taban olan Taylor tabani kullanilarak uygulamalar yapilacaktir.
Pell-Lucas polinomlart igin literatiir ¢alismalari incelendiginde ilk ¢aligma Sahin ve
Sezer [21] tarafindan, hibrit gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in yapilmistir.
Sonrasinda ise, Yiizbast ve Yildirim [22] Pell-Lucas matris siralama yontemi ile
yiikksek mertebeden lineer Fredhom-Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin
yaklagik ¢oziimlerini ve rezidiiel hata analizini sunmuslardir. Yazarlar [23], baska bir
calismalarinda da, tek ve etkilesen tiirler icin iki popiilasyon modelini ¢6zmek icin
matris siralama yontemini kullanmislardir. Bu kapsamda, lojistik biiyliime ve av-avci
modeli, Pell-Lucas matris siralama yontemi ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Ayrica,
ikinci tip lineer olmayan Abel diferansiyel denklemler [24], parabolik tip kismi
Volterra integro-diferansiyel denklemler [25], ikinci mertebeden lineer olmayan Lane-
Emden tipi pantograf diferansiyel denklemler [26], degisken gecikmeli ikinci
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler [27], Pell-Lucas matris siralama
yontemi ile ¢oziilmiistiir. Lukonde ve ark. [28], Pell-Lucas matris siralama yontemini
kullanarak ikinci ¢esit Volterra integral denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmiglerdir. Yiizbast ve Yildirnrm [29], hiperbolik telgraf kismi diferansiyel
denklemlerinin yaklasik ¢ozlimlerini Pell-Lucas polinomlar1 yardimiyla cebirsel
denklem sistemine indirgemis ve hata analizi yapmislardir. Yiizbasi ve Yildirim [30]
yontemi, Tiirkiye’deki Covid-19 pandemisinin evrimi hakkinda yaptiklari ¢alismada

da kullanmiglardir. Viriisiin modellenmesi lineer olmayan bir diferansiyel denklem
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sistemi ile ele alinmis ve yaklagik ¢oziimleri Pell-Lucas polinomlarina dayandirilarak
¢Oziilmiistiir. Son yillarda Yiizbast ve Yildirim’in [31,32] yaptiklart ¢alismalar ile
HIV/ AIDS virtslerinin kesirli diferansiyel denklem modellenmesi, Covid-19’un
SIRD modelinin yaklasik ¢oziimleri ve kesirli Covid-19 modelinin sayisal ¢oziimleri
[33], Pell-Lucas matris siralama yontemiyle incelenmis ve etkili sonuglar
bulunmustur.

Ayrica bu tez calismasinda sinir tabakasi problemi de Pell-Lucas matris
siralama metodu ile ele alinacaktir. Bir akiskanin, 6rnegin hava veya su, kat1 bir yiizey
boyunca aktig1 durumda, akiskanin hizi kat1 ylizeye yakin bolgede hizli degisir. Bu
ince bolgeye sinir tabakasi denir. Bu kavram ilk olarak Ludwig Prandtl tarafindan 1904
yilinda ortaya atilmistir. Prandtl, yiiksek Reynolds sayili akiglarda akigkanin ince bir
tabakasinin yiizeye yakin kisminda viskoz etkilerin baskin oldugunu gézlemlemis ve
bu bolge i¢in ayr1 bir analiz gerektigini belirtmistir. Kiigiik bir parametre i¢eren tekil
pertiirbe diferansiyel denklemler, akiskanlar dinamigi, akiskanlar mekanigi,
aerodinamik elastisite, manyeto-hidrodinamik, osinogafi vb. gibi fiziksel olaylarin
modellenmesinde kullanilmistir. Sinir tabaka problemlerinin bir tiirii olan tekil
pertiirbasyonlu sinir tabakasi problemleri, genellikle kiigiik bir pozitif parametreye
baglidir; bu nedenle problemlerin ¢oziimii, alanin baz1 kisimlarinda yavas degisirken
baz1 kisimlarinda hizla degisir. Ayrica bu tip problemlerin ¢oziim fonksiyonu sinir
noktalarina yakin yerlerde hizla degisir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in asimptotik
olarak genisleme yontemleri vardir. Fakat i¢ ve dis bolgelerde uygun asimptotik
acilimlart bulmak zor oldugundan tekil olarak pertiitbe edilmis sinir deger
problemlerini ¢6zmek i¢in daha basit ve etkili hesaplama yontemlerine ihtiyag¢ vardir.
Dogru matematiksel modelleme ve sayisal yontem segilirse bu zorluklar agilmaktadir.
Son yillarda s6z edilen problemlerin ¢oziimii i¢in sonlu fark yontemi [34], Bessel
matris siralama yontemi [35], yedinci dereceden sayisal yontem [36], B-spline matris
siralama yontemi [37], Laguerre matris siralama yontemi [38], Euler matris siralama
yontemi [39], Chebyshev yontemi [40], ikinci dereceden spline sonlu fark yontemi

[41] gibi cesitli yontemlerle incelenen makaleler yaymlanmistir.

Bu calismada, onerilen Pell-Lucas matris siralama yontemi ile elde edilen
sonuglar literatiirdeki diger yontemlerle karsilastirilmistir. Bu sayede, yontemin giiclii
ve zayif yonleri sayisal verilerle ortaya koyulmus, polinom tabanli bu yontemin

avantajlar1 vurgulamistir.



Ayrica g¢aligmada, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik
cozlimleri icin Pell-Lucas matris siralama yonteminin, temel yapisi ve literatiirdeki
yeri kapsamli bir sekilde ele alinmistir. Oncelikle diferansiyel denklemlerin analitik
ve sayisal ¢oziim yontemlerine genel bir bakis sunulmus, sayisal yontemler iginde
matris siralama tekniklerinin neden 6nemli oldugu agiklanmistir. Ardindan Pell-Lucas
polinomlarmin o6zellikleri, diger polinomlara gore farklar1 ve sayisal yontemlerde
kullanilmalarinin avantajlar1 tartisilmistir. Devaminda, Pell-Lucas matris siralama
yonteminin igleyisi ve bu yontemin dogrusal olmayan denklemlere uygulanmasi siireci
detaylandirilmis, yontemin sagladigi avantajlar ve uygulama alanlar1 Orneklerle
belirtilmistir.

Tezin devam eden bdliimlerinde, burada ortaya konan cerceve daha
derinlemesine incelenecektir. Pell-Lucas polinomlarinin matematiksel 6zellikleri ve
tiirev operasyon matrisleri formiile edilecektir. Pell-Lucas matris siralama yonteminin
teorik temelleri ve yakinsama analizleri sunulacaktir. Yontem c¢esitli lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklem ve tekil pertiirbe diferansiyel denklem i¢in uygulanarak
nlimerik sonugclar elde edilecek ve bu sonuglar diger yontemlerle karsilagtirilacaktir.
Boylece, Pell-Lucas matris siralama yonteminin kuramsal ve pratik yonleriyle
biitiinciil bir degerlendirmesi yapilmis olacaktir.

Bu tez galigmasi, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢éziimiine
yonelik olarak literatiirde sinirli diizeyde ele alimmmis bir yaklasimi, Pell-Lucas
polinomlarina dayali matris siralama yontemi araciliiyla sistematik bi¢imde sunmasi
acisindan 6zgiin bir katki saglamaktadir. Mevcut literatiirde genellikle klasik ¢oziim
yontemleri Bessel, Hermite, Lagrange, Jacobi, Laguerre, Legendre, Miintz-Legendre,
Chelyshkov, Chebyshev, Rational-Chebyshev, Boubaker ve Gegenbaur gibi sik
kullanilan ortogonal polinomlara dayali algoritmalar tercih edilmekteyken, bu
calismada Pell-Lucas polinomlariin yapisal 6zellikleri temel alinarak alternatif bir
siralama algoritmas1 gelistirilmistir. Onerilen yontem, 6zellikle yiiksek mertebeden
denklemlerde hem islem siiresi hem de ¢oziim dogrulugu bakimindan avantajlar
sunmakta ve polinom tabanli sayisal ¢6zliim teknikleri literatiiriine yeni bir yaklagim
kazandirmaktadir. Bu yoniiyle tez, hem kuramsal hem de uygulamali matematik

alanlaria 6zgiin ve katki degeri yiiksek bir yontem sunmaktadir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Pell ve Pell-Lucas Polinomlar1 Tanimi ve Rekiirans Bagintilar

Pell ve Pell-Lucas polinomlari sirasiyla P, (x) ve O, (x) ile gosterilmektedir [20, 42,

43] . Bu polinomlar i¢in rekiirans bagintilar1 asagidaki gibi tanimlanir:

P (x)=2xP_ (x)+P_,(x), n>2, B(x)=0, B(x)=1, (2.1)

n

veE
0,(x)=2xQ,,(x)+0,,(x), n=2, Q,(x)=2, O,(x)=2x. (2.2)

Baz1 n degerleri icin Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin agik gésterimleri Tablo 2.1

deki gibidir.

Tablo 2.1. Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin ilk bes teriminin karsilastiriimasi.

4 B, (x) Q,(x)

0 0 2

1 1 2x

2 2x (2x)2 +2

3 (2x)" +1 (2x)" +3(2x)

4 (2x)’ +2(2x) (2x)" +4(2x)" +2

Dolayisiyla (2.1) ve (2.2) bagintilar1 kullanilarak Pell ve Pell-Lucas polinomlari

arasinda
Q,(x)=P,(x)+ P, (x) , (2.3)

formiilii elde edilir. Ayrica Pell, Lucas, Pell-Lucas ve Fibonacci polinomlar1 x=1 ve

xX= % degerleri i¢in,

e x=lise, P,(1)=P,, n.Pell sayisi,
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e x=lise, Q,(1)=0,, n.Pell-Lucas sayisi,

o X :% ise, P,(1/2)=F,, n.Fibonacci sayisi,

* X =% ise, Q,(1/2)=L,, n.Lucas sayisi
bicimindedir. Ayn1 zamanda, Fibonacci polinomu
(x12)=F,(x)
ve Lucas polinomu
o, (x/ 2) =L (x)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu polinomlardan Pell ve Pell-Lucas polinomlari i¢in,

SR () =(1-2x—) (2.4)
iQ,,H(x)t" =(2x+2t)(1—2xt—t2)_1, (2.5)

tirete¢ fonksiyonlari1 tanimlanir. Buradan, herhangi bir n>2 tamsayisi i¢in Pell ve

Pell-Lucas polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarindan baslayarak ve standart metotlar

kullanarak P, (x) ve Q, (x) polinomlarinin agik bagitilari sirastyla,

5]
P,(x)= Z

—-k-1 n-2k-1
(n L j(ZX) , 2.6)

L {";kj(zx)“", 2.7)

bi¢ciminde verilir. (2.7) ile gosterilen Pell-Lucas polinomu bazi n degerleri i¢in
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0,(x)=2

o) (x):2x

0, (x)=(2x)" +2

0, (x)=(2x)" +3(2x) o8
0, (x)=(2x)" +4(2x)+2

0, (x)=(2x)" +5(2x)’ +5(2x)

0, '(x) =(2x)" +6(2x)" +9(2x)" +2

bicimindedir. Pell-Lucas polinomlarinin baz1 n degerleri i¢in grafigi ise Sekil 2.1 de

goriilmektedir.

Sekil 2.1. Pell-Lucas polinomunun ilk bes teriminin grafigi
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3. MATERYAL ve METOT

Bu kisimda, Pell-Lucas polinomlarina dayali matris siralama metodu
tanitilacak ve gesitli problemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuglar incelenecektir.
Yontem yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklemlere, tekil olarak pertiirbe
edilmis ikinci mertebeden sinir deger problemlerine uygulanacaktir. Uygulama sonucu
bulunan yaklasik c¢oOziimler, tablo ve grafikler yardimiyla tam ¢oziim ile
karsilagtirilacaktir. Ayrica ele aliman problemlerin hata analizleri ile beraber

tyilestirilmis ¢oziimleri incelenecektir.

3.1. Adi Diferansiyel Denklemler icin Pell-Lucas Matris Siralama Y ontemi

y(x) bilinmeyen fonksiyon, P, (x) ve f (x), [a,b] kapali arali§inda taniml1 bilinen

siirekli fonksiyonlar ve a,;, b,;, A; sabitler olmak tizere, m.mertebeden

kj >

S P (x) 3" (x)= £ (x). a<x<b G.1)

lineer adi diferansiyel denklemin,

3

(akjy(k) (a)+bkjy(k) (b)) =\ j=01,.,m-1 (3.2)

0

~
Il

karigik kosullar altindaki yaklasik c¢oziimlerini elde etmek igin, Pell-Lucas

polinomlarint ve siralama noktalarim1 kullanarak yontemin ¢oziim adimlarimi goz

Oniine alalim. y(x) bilinmeyen fonksiyonun ¢6ziimii, kesilmis Pell-Lucas polinomu

seklinde aranacaktir. Bu amacla, Q, (x) polinomlar: Pell-Lucas polinomlarini ve a,,

n=0,1,..., N katsayilar1 bilinmeyen Pell-Lucas katsayilarini temsil etmek iizere, (3.1)

denkleminin, (3.2) ile tanimlanan kosulu altinda yaklasik ¢6ziimiinii, kesilmis Pell-

Lucas serisi
y(x)= vy () =) a,0,(x)=a,0,(x)+a,0, (x)+..+ay0, (x) (3.3)

bi¢iminde kabul edilir.
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3.1.1 Temel Matris Bagintilar

(2.7) ile tanimlanan Pell-Lucas polinomlarinin matris bagintisi

H .
0.(9=3 2 " e 64

k=0 n—-k\ k

ile elde edilecektir. Burada n * nin bazi degerleri i¢in Pell-Lucas polinomlarinin matris

bagintisi:

n=0 igin; Qo(x)zz

2 1-k
n=1 igin; Ql(x)zzzl—zk %[ r unk

k=0 -k
1(1
Ql( )=211(0j x
- 2 (2-k
:2 11 ; — 2272k_ 22k
n=2 igin 0, (x) ; 2_}(( . Jx

1 p—
n =73 i¢in; 0, (x) _ Zsz 3 (3 kj JEn

k=0 3—k\ k
o323
n=4 igin; 0, (x)= 224_2k ﬁ [4k—kJ e
0, (x)=2" ﬂ[éj x*+2? %Gj x*+2° %[g x°
n=>5 igin; 0, (x)= gzs_gk %(5;/() 5%
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3 p—
n=6 igin; Qﬁ(X)ZZZ(”Z" 6 (6 k)xﬁyc

S It I HINT Y

biciminde elde edilir. Bu takdirde, (3.4)’ den n=0,1,..., N igin;

N tek ise,
I 2 0 0 0 0 ]
0 2‘-[1] 0 0 0
1L 0
1 2
20g 0 222 0 0
11 2l 0
o) e )
21 300
N+l N +3
’ N+1| N-1 0 2 N3 N3 2 N[Oj
L 2 2 2 2 |
N cift ise,
i 2 0 0 0 0 _
11
110
1 2
202 0 222 0 0
111 210
T _ 2 3
L= 0 212 0 2‘2 0
2\1 300
E N+2
20£ 2 O 2 N 2 O . zNﬂ N
N| N N+2| N-2 ~Nlo
L 2\ 2 2 2 |

olmak {iizere,
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0 0]
0 x) 2 0 0 0 X
0(x) 0 21t 0 0 0 x
10

Qz(x) 2021 0 222 2 0 0 S

11 210

0
2 3
0 21E 0 23§
211 300
N_+1 N+3
. N 2 N 2 N(N N
Ntek;Q, (x 1_—" 4 o L x
¢ PN N-1 ! N+3| N-3 N[O]
2 (2 2\ 2
ﬁ N+2
o N2 , N 2 v N N
. 2 0 Al 0 v

Neifi0y (x)| |2 W] N+2| N-2 Nlo J|[x

202 2 (2 |

QT J x!

matris denklemi kurulur. Burada,
X@=[1 x ¥ - 2],Q0=[0(x) Q(x) &(x) - Oy(x)]
bigimindedir. Bu denklem kisaca,
Q (x)=L'X" (x)= Q(x)=X(x)L, (3.5)

bi¢iminde yazilir. Buna goére, ¢6ziim matrisi

y(x) =y ()= ZanQn (x)=a,0, (x)+a,0, (x)+...+a,0, (x), (3.6)

w(@)=[0(x) a(x) &) - eE]." | 3.7)
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A:[aO a a, - aN]T,

() =Q(x)A,

elde edilir. (3.5) bagintisi, (3.9) da yerine yazilirsa
y(x) =yy(x)= X(x)LA ,

bulunur. Bu takdirde, y(x) > in tiirevleri

y'(x) =y, (x)= X'(x)LA,
y'(x)= vy (0)=X"(x)LA,
y"(x)=y," (x)=X"(x)LA,
y(k) (x) = yN(k)(x) =x® (x)LA,
biciminde olup, boylece ¢oziimiin tiirev matrisi

YO (x)= 3P0 =X (x)LA

b

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

olarak elde edilir. Buna gore, X" (x) tiirev matrisini X(x) taban matrisi formunda

yazmak icin asagidaki adimlar uygulanirsa,

X'(x)=[0 1 2x - Nx*"]
0 1 0
0 0 2
:[1 x x xN]' Do
0 0 0
0 0 0
X'(x)zX(x)B,

X"(x) = X'(x)B = X()C)B2 ,

olup, benzer sekilde devam edilirse
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X (x)=X(x)B" , (3.13)

0 1 0 0] 1 0 0 0]
00 2 0 010 0
B= |, B =
000 - N 001 - 0
000 0 0 000 0 = 1

bi¢iminde tanimlidir. (3.13) bagintisi (3.12)° de yerine yazilirsa
Y (%)= y,¥(x) =X (x)B'LA, (3.14)

elde edilir [20, 21].

3.1.2. Coziim Yontemi

(3.14) matris bagintisi (3.1) denkleminde yerlestirilirse;

D B (x)X(x)B‘LA = f(x), (3.15)

m
k=0
matris denklemi bulunur. Buna gore,

b-a

X =a+——i; i=0,1,...N (3.16)
N

ile tanimli standart siralama noktalart (3.15) matris denkleminde yerine yazilir,

olusturulan matris denklem sistemi diizenlenirse, (3.1) denklemi i¢in

> PXB‘LA=F, (3.17)

k=0

temel matris denklemi elde edilir. Burada P, F, X ve A matrisleri ise

18



P(x) 0 ] (%)
Pk: O Pk(ZXI) : 7F: f(XI) ’
0 0 b (XN )—(N”)X(N“) L/ (xN )_(N+1)><l
X (xo)_ 1 x, X, | a,
x| X s e A=Y
_X ('xn) Loxy xg J(N+1)x(N+1) ay (N+1)x1

Woo  Wor Won f (XO)
[l ) |
_WNO Wy, o Wy f(xN)_

haline indirgenir. (3.2) ile verilen kosullara karsilik gelen matris

3

(a,,;X(a)+b, X(b))B'LA=k ; j=01..,m-1,

>~
Il
(=}

U;

olarak yazilir. Bu takdirde,
UA=, < [U|4 ] 5 j=01..m-1,
:Uj:[ujo Uy oo ujNJ,
U=[U, U, - U, Jvedr=[, & - AT,

elde edilir. (3.20) matris bagintis1 agildiginda,
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



Uy Uy, Upn | Ao
U|k | ome wy | A
- : : .. : : > (3.24)
_um—l,O um—l 1 um—l,N )\m—l i

formunda arttirllmis matris bi¢iminde yazilabilir. (3.19) ile tanimlanan [W| F]
matrisinin herhangi m satir1 silinip yerine (3.24) ile tanimlanan [U| k] kosullar

matrisi yazilarak, [W‘ F} yeni arttiritlmis matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni

arttirllmis matris ¢oziilerek, istenilen ¢oziim elde edilmis olur. Bahsedilen bu yeni

arttirllmis matris agik olarak yazildiginda

Woo Woi Won f(xo)
Wio Wi Wiy f(xl)
[W|F|= Wremo Woms 7 Wns | S () (3.25)
Uy Uy = Uy . ’
Uy Uy Uy A
Mm—l,O um—l,l um—l,N >\m—1

bulunur. Ayrica, WA =F ise W matrisinin tersinir olmasin gerektiren sart

F
rank[VV] =N +1=rank [W‘ F] olmasidir. Yani W matrisinin tersi varsa,

A=W'F, (3.26)
olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi
A= [ao a - ay ]T , (3.27)

olarak bulunur. Sonug olarak, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢oziimii tek olarak

elde edilmis olur [21, 43].
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3.1.3. Hata Analizi ve Rezidiiel Hata

Fizik, matematik, mekanik ve miihendislik gibi alanlarda 6nemli uygulamalara
sahip olan diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri her
zaman kolay elde edilemediginden sayisal yontemlere ihtiyag duyulmaktadir.
Ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemlerim tam  ¢dziimlerine
ulasamadigimizda ya da elle islem yapmanin zorlastigi durumlarda en iyi yaklasik
cozlimler veren yontemler géz Oniline alinmaktadir. Uygulanan sayisal yontemlerle
yaklasik ¢oziimler elde edildiginden belli bir hataya sahip olacaktir. Bu takdirde,
yaklasik ¢oziimlerin dogrulugunu degerlendirmek ve hata sinirlarini belirlemek igin
hatanin {ist smir1 tahmin edilebilir. Ayrica yaklasik ¢oziimlerinin dogrulugunu
degerlendirmek ve hata sinirlarini  belirlemek amaciyla, rezidiiel (kalinti)

fonksiyonuna dayal1 bir hata analizi de uygulanmaktadir [21-23, 43, 50-52].

Bu kisimda, Pell-Lucas polinomlart igin ¢oziimlerin hatalar1 asagidaki gibi

verilecektir. L lineer operatdr ve y(x) tam ¢oziim olmak tizere, yiiksek mertebeden

lineer diferansiyel denklem
Ll y(x)]=f(x) (3.28)

ile tanimlansin. Bu durumda, (3.9) denklemi ile elde edilen kesilmis Pell-Lucas serisi

formunda elde edilen y, (x) yaklasik ¢oziimii, (3.28) foksiyonel denklemini yaklasik

olarak saglar;
R, (x)=L[y,(x)]-f(x)=0. (3.29)

Burada R, (x) fonksiyonu, rezidiiel fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Ayni

zamanda x=x, € [a,b] , r=0,1,... i¢in,

Ry(x)=L[yy(x)]-f(x)=0=R, (x)<10™ , (k. €Z") (3.30)

ifadesi saglanmalidir. Eger maks(lO_k’)zlo_k onceden belirlenmisse, bu takdirde
kesme sinir1 olan N, R, (xr) degeri 10 dan daha kiigiik oluncaya kadar arttirilir.

N yeteri kadar arttinldiginda Ry (x) =0 oluyorsa hata azalir.
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Diger taraftan R, (x) ile tanimlanan rezidiiel hata fonksiyonu ve [a, b] araligi

tizerinde ‘RN (x)‘ fonksiyonunun ortalama degeri kullanilarak, ¢oziimiin dogrulugu
kontrol edilebilir ve hata smir1 tahmin edilebilir. Boylece, liggen esitsizligi ve

Ortalama Deger Teoremi ‘RN (x)‘ lizerinde kullanilarak, R, ortalama hatanin iist

siir1 agagidaki gibi bulunur [43]:

(b—a)|Ry (c)| sﬁRN(x))dx (3.31)

Ayrica N lineer olmayan operatdr olmak tizere, (3.28) denklemine N [y(x)] lineer

olmayan kismini da ekleyerek elde edilen

Ly()]+ Ny ()] =7 (%)

R, (x):L[yN (x)]+N[yN (x)]—f(x)z() (3.32)
hRN (x)|dx ~
\RN(c)\sabT=RN, a<c<b

denklemleri i¢in de gecgerlidir.

Diger taraftan, (3.28) formundaki (3.1) ve (3.2) ile tanimlanan yiiksek

mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin, bulunan y, (x) yaklasik Pell-Lucas
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polinom ¢oziimleri ve y(x) bilinen tam c¢oziimleri olmak {izere, e, (x) hata
fonksiyonunu tahmin etmek ve yaklasik ¢6ziimii iyilestirmek i¢in, R, (x) rezidiiel

hata fonksiyonuna bagl rezidiiel hata teknigi agagidaki gibi tanimlanir [41, 43, 50].

Oncelikle,
ey (x): y(x)—yN (x) (3.33)

hata fonksiyonunu ele alalim. (3.29) ve (3.33) denklemleri kullanilarak, e, (x)

bilinmeyenli ve eik) (a) =0 homojen kosulu ile

Loy ()]=L[3(0)] Ly ()]=Rs (+) (.34

diferansiyel denkleminden olusan hata problemi kurulur. Boylece verilen kosul ve

(3.34) denklemi ile elde edilen hata problemi boliim 3.1.1 ve boliim 3.1.2 de verilen

¢6ziim yontemi kullanilarak tahmin edilen e, ,, (x) hata fonksiyonu

ey m (x) = ZanQn (x) , (M > N) (3.35)

olarak belirlenir. Dolayisiyla, iyilestirilmis Pell-Lucas polinomlar1 ile yaklasik

¢Oziimler
Vym (x) =Yy (x)+eN,M (x) (3.36)

bi¢iminde bulunur.

3.1.4. Pell-Lucas Matris Siralama Yonteminin Adi Diferansiyel
Denklemlere Uygulamasi

Bu bolimde Pell-Lucas matris siralama yonteminin  dogrulugunu ve

gecerliligini gostermek i¢in Ornekler ¢oziiliip, bulunan niimerik sonuglar tablo ve

grafiklerle sunulacaktir.
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Ornek 3.1.1. [4] Ugiincii mertebeden degisken katsayili
(1+2x) y" (x) +4xy" (x) +(2x 1) y'(x) =e™"; 0<x<1
1(0)=1 ¥ (0)=5. ¥"(0)=-1
baslangig defer problemini gdz Oniine alahm. Burada katsayllar F,(x)=0,
P(x)=2x-1, P(x)=4x, P(x)=1+2x ve f(x)=e" olmak iizere, denklemin
tam  ¢oziimil y(x)=%xe"+l bigimindedir. N=3 icin, kesilmis Pell-Lucas

polinomlari

3
> PXB‘LA=F,

k=0
[ —
w

olacak sekilde, matris formunda
{P,XB’L+PXB'L+P,XB’L+P,XB’L}A=F,

biciminde yazilir. Pell-Lucas matris siralama yontemi (PLCM) ile elde edilen sayisal
sonuglar, Taylor siralama yontemi (TCM) [4] ile elde edilen sonuclarla

karsilastirilmistir.

Tablo 3.1. N =5 i¢in PLCM ve TCM [4] ile elde edilen sayisal sonuclarin

karsilastirilmasi
X, Tam Coziim | (PLCM) | Mutlak Hata (PLCM) | (TCM) [4] | Mutlak Hata (TCM) [4]
1.00000 1.00000 0.000000 1.00000 0.000000

0.2 1.08187 1.08187 2.40254e-06 1.08188 6.92469¢-06
0.4 1.13406 1.13406 1.33030e-05 1.13416 9.59907e-05

18 1.16464 1.16464 2.44104e-05 1.16469 4.65092e-05
0.8 1.17973 1.17973 2.65257e-04 1.17859 1.14159¢-03

1 1.18393 1.18393 8.80650e-04 1.17820 5.73972e-03
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-
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Sekil 3.1. N =5 i¢in tam ile yaklasik ¢6ziimlerin karsilastiriimasi

Tablo 3.2. Farkli N ve M degerleri i¢in PLCM ile bulunan mutlak hata ve

tyilestirilmis mutlak hatalarin karsilastirilmasi

i |eS| ‘35,6‘ |e7 | ‘67,8‘ |e9| ‘69,10‘
0 0.000000 0.000000 | 2.2204¢-16 | 2.2204e-16 | 1.1102e-16 | 1.1102e-16
0.2 | 2.4025¢-06 | 1.4321e-07 | 7.7339¢-09 | 3.7141e-10 | 1.5954e-11 | 9.0927¢-13
0.4 | 1.3303e-05 | 7.3720e-07 | 3.7760e-08 | 1.7592e-09 | 7.3947e-11 | 4.1335¢-12
0.6 | 2.4410e-05 | 2.7081e-06 | 7.9437e-08 | 4.0268e-09 | 7.3947e-11 | 9.3281e-12
0.8 | 2.6525e-04 | 1.6635e-05 | 3.1863e-07 | 2.0713e-08 | 3.9740e-11 | 9.8396e-12
1 | 8.8065e-04 | 6.5396e-05 | 3.0853e-06 | 1.6990e-07 | 6.3849¢-09 | 1.9392¢-10
O0OE | ) ; ]
oooon2f | ess | ‘- h
0.00010 F i ]
8 -n.-:»:-:»naé ‘ 1
0.00008 ;’ ’,!
0.00004 [ ; ]
0.00002 S Lt : ]
0.00000 fmimam erw 455 Tnmmmmmm s g = et 1
Do D2 D4 0.6 DR Lo
X
(a)
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Sekil 3.2. (a) (N,M)=(5,6), (b) (N,M)=(7.8), (c) (N,M)=(9,10) degerleri igin

mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalarin karsilastirilmasi

Bu 6rnekte, tiglincti mertebeden degisken katsayili bir adi diferansiyel denklem
icin PLCM ile elde edilen yaklasik ¢oziimler, literatiirde siklikla kullanilan TCM ile
karsilagtirilmistir. Elde edilen sonuglar, hem tablolar hem de logaritmik Glgekte
sunulan grafikler araciligiyla degerlendirildiginde, PLCM yonteminin ¢ok daha diistik

mutlak hatalar iirettigi gézlemlenmistir.
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Ornek 3.1.2. [9] Yiiksek mertebeden degisken katsayil lineer
(x+1)y"(x)+ y”(x)—%y'(x)—i—x y(x)=xIn(x+1), 0<x<1
X+

y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=-1
diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Denklemin katsayilar1 F, (x) =X,
P(x)=———, 132(x)=1, P3(x)=x+1, f(x):x ln(x+1) ve tam ¢ozimil

y(x) = ln(x+1) olmak {tizere, verilen baslangi¢ deger problemini Pell-Lucas matris

siralama yontemi ile yaklasik olarak ¢ozelim. Mevcut yontem kullanilarak N =6 ve
N =7 igin elde edilen sonuglarla, rasyonel Chebyshev siralama yontemi (RCCM) [9]

ile elde edilen sonuclar karsilastirilmistir.

Tablo 3.3. PLCM ile elde edilen farklt N ve M degerleri i¢in iyilestirilmis mutlak

hatalarin karsilagtirmasi

i |e6,7| |e7,8| |615,16|

0 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.1 2.43941 e-07 9.08762 e-08 2.12588 e-12
0.2 1.99425 e-06 6.69916 e-07 1.03896 e-11
0.3 5.25786 e-06 1.67943 e-06 2.43822 e-11
0.4 9.61571 e-06 3.09644 e-06 4.37471 e-11
0.5 1.55683 e-05 4.85839 e-06 6.81939 e-11
0.6 2.08224 ¢-05 5.25434 e-06 9.74840 e-11
0.7 1.22562 e-05 3.32622 e-07 1.29444 ¢-10
0.8 4.18301 e-05 1.84751 e-05 1.44451 e-10
0.9 1.92371 e-04 5.43952 e-05 1.17037 e-10

1 4.95008 e-04 1.08764 e-04 4.65338 e-11
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Tablo 3.4. PLCM ve RCCM [9] ile elde edilen sayisal sonuglarin karsilagtiriimasi

PLCM PLCM PLCM PLCM

X, Tam Coziim Ve |e6 | y, |€7 |

0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.1 0.09531 0.09531 8.972e-07 0.09531 2.439¢-07
0.2 0.18232 0.18233 8.397e-06 0.18232 1.994¢-06
0.3 0.26236 0.26238 2.288e-05 0.26237 5.257e-06
0.4 0.33647 0.33651 4.298e-05 0.33648 9.615e-06
0.5 0.40546 0.40553 7.110e0-5 0.40548 1.556e-05
0.6 0.47000 0.47014 1.415e-04 0.47002 2.082e-05
0.7 0.53062 0.53095 3.265e-04 0.53064 1.225e-05
0.8 0.58778 0.58852 7.352e-04 0.58774 4.183e-05
0.9 0.64185 0.64185 1.495e-03 0.64166 1.923e-04

1 0.69314 0.69586 2.715e-03 0.69265 4.950e-04
x, | TamGozim | RCCM [9) RCCM [9] RCCM [9] | RCCM [9]

Ve |€6 | Y7 |€7 |

0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.1 0.09531 0.09518 1.232e-4 0.09518 1.253e-4
0.2 0.18232 0.18167 6.479¢-4 0.18173 5.855e-4
0.3 0.26236 0.26081 1.544e-3 0.26105 1.311e-3
0.4 0.33647 0.33372 2.744e-3 0.33419 2.276e-3
0.5 0.40546 0.40125 4.210e-3 0.40197 3.488e-3
0.6 0.47000 0.46407 5.932e-3 0.46505 4.950e-3
0.7 0.53062 0.52271 7.909e-3 0.52397 6.658e-3
0.8 0.58778 0.57764 1.010e-3 0.57919 8.596e-3
0.9 0.64185 0.62922 1.262e-2 0.63110 1.074e-2

1 0.69314 0.67778 1.536e-2 0.68004 1.309e-2

Ayrica mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalar, farklt N degerleri icin Sekil 3.3

de karsilastirilmistir.
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Sekil 3.3. (a) (N,M)=(6,7), (b) (N,M)=(7.8), (c) (N,M)=(15,16) degerleri i¢in

mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Ikinci 6rnekte, yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel
denklemler ic¢in gelistirilen PLCM yontemi ile RCCM karsilagtirilmistir.
Karsilastirma, hem 5 terimli hem de 6 terimli kesilmis ¢6ziim degerleri iizerinden
yapilmistir. Elde edilen veriler, PLCM yo6nteminin daha diisiik hata oranlariyla sonug
verdigini agik¢a gostermektedir. Bu karsilagtirmalar, onerilen PLCM yonteminin,
Ozellikle daha diisiik terim sayilariyla bile daha hizli yakinsama sagladigin1 ve daha

kiiciik hata ile sonug verdigini ortaya koymaktadir.
Ornek 3.1.3. [9, 44- 46] ikinci mertebeden degisken katsayili
y'(x)+2xy'(x)=0; 0<x<1

y(0)=0, y'(0)

2
e
baslangi¢ deger problemini Pell-Lucas matris siralama yontemi ile yaklasik olarak

¢ozelim. Burada, F, (x) =0, B (x) =2x, P, (x) =1 ve f (x) =0, ayrica denklemin
e 2 7 2 . .
tam ¢Oziimii y(x) =Tjexp(—t )dt olan hata fonksiyonudur. Denklemin N =8
o

kesme smiri ic¢in yaklasik ¢oziimler mevcut yontem ile hesaplanmis ve elde edilen

sonuglar, literatiirde yer alan farkli yontemler ile karsilastirilmistir.

Tablo 3.5. Tam ¢oziim ile yaklasik ¢oziimlerin farkli metotlar ile karsilastirilmasi

x, | Tam Coziim | PLCM RHM [44] RCCM [45] CTM [46]

0 | 0.0000000 | 0.0000000 0.000000 0.0000000 0.0000000
0.1 | 0.1124629 | 0.1124629 0.11244 0.1124386 0.1124630
02 | 02227025 | 02227025 0.22268 0.2228901 0.2227026
03 | 03286267 | 0.3286267 0.32861 0.3285654 0.3286269
04 | 04283923 | 0.4283923 0.42837 0.4283688 0.4283925
0.5 | 0.5204998 | 0.5204998 0.52047 0.5204235 0.5204998
0.6 | 0.6038561 | 0.6038561 0.60384 0.6038157 0.6038561
0.7 | 0.6778011 0.6778011 0.67779 0.6776712 0. 6778012
0.8 | 0.7421009 | 0.7421013 0.74208 0.7422375 0.7421011
0.9 | 07969082 | 0.7969087 0.79689 0.7968211 0.7969085
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Tablo 3.6. N =8 i¢in elde edilen mutlak hatalarin farkli metotlar ile karsilastirilmasi

X, PLCM RHM [44] RCCM [45] CTM [46]
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 8.13103 e-09 2.29160 e-05 2.43160 e-05 8.39817 e-08
0.2 2.16776 e-08 2.25892 e-05 1.87511 e-04 1.07895 e-08
0.3 3.32048 e-08 1.67595 e-05 135950 e-05 1.40541 e-07
0.4 4.47573 e-08 2.23550 e-05 2.35550 e-05 1.44953 e-07
0.5 5.49985 e-08 2.98778 e-05 7.63778 e-05 7.78130 €0-8
0.6 6.42156 e-08 1.60908 e-05 4.03908 e-05 9.15207 e-09
0.7 9.15580 e-08 1.11938 e-05 1.29994 ¢-04 6.16258 e-09
0.8 2.97831 e-07 2.09647 ¢-05 1.36535 e-04 1.35292 e-07
0.9 9.78815 e-07 1.82124 e-05 8.71124 e-05 2.87577 e-07

Tablo 3.7. PLCM ile farkli N ve M degerleri i¢in elde edilen mutlak hatalar ve

iyilestirilmis mutlak hatalar

i |68| ‘eg’g‘ |€15| |eIS,16|

0 1.08420 e-19 1.06720 e-19 9.04128 e-09 9.04128 e-09
0.1 8.13103 e-09 4.79367 ¢-09 1.85129 ¢-08 8.41185 ¢-09
0.2 2.16776 e-08 1.17768 ¢-08 6.91342 e-08 7.79485 e-09
0.3 3.32048 e-08 1.81306 e-08 2.66061 e-07 7.20201 e-09
0.4 4.47573 e-08 2.41568 e-08 9.90201 e-07 6.64364 ¢-09
0.5 5.49985 e-08 2.98693 e-08 3.52376 ¢-06 6.12813 e-09
0.6 6.42156 e-08 3.42155 e-08 1.19248 e-05 5.66159 e-09
0.7 9.15580 e-08 5.11902 e-08 3.82650 e-05 5.24773 ¢-09
0.8 2.97831 e-07 2.58915 e-07 1.16320 e-04 4.88786 e-09
0.9 9.78815 e-07 8.96349 e-07 3.35150 e-04 4.58114 ¢-09
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Sekil 3.4. (a) (N,M)=(8,9), (b) (N,M)=(15,16) degerleri i¢in mutlak hata ve

tyilestirilmis mutlak hatalar

Ucgiincii 6rnekte, ikinci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemin
mevcut yontemle ¢oziilmesiyle elde edilen sonuglar, Rasyonellestirilmis Haar Metodu
(RHM), Chebyshev Tau Metodu (CTM) ve RCCM yontemlerinden elde edilen
sonuglarla karsilastirilmistir. Elde edilen mutlak hata degerlerine gore, PLCM yontemi
bu dort yontem arasinda en kiiciik hata oranlarma ulasilmistir. Ozellikle x=0.6 ve

x=0.8 gibi orta ve yliksek degerlerde, PLCM ile elde edilen hata degerleri logaritmik
olarak daha diisiik kalmis ve yontemin stabilitesini gostermistir. CTM zaman zaman

PLCM’ye yakin hata degerleri vermis olsa da, diger iki yontemle karsilastirildiginda
PLCM’nin kararlilig1 ve yiiksek dogrulugu acik¢a 6ne ¢ikmaktadir.
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3.2. Ikinci Dereceden Lineer Olmayan Terimler Iceren Diferansiyel

Denklemlerin Pell-Lucas Matris-Siralama Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda, yiiksek mertebeden ikinci dereceden lineer olmayan terimlere sahip

diferansiyel denklemler i¢in matris siralama ydntemi géz dniine alinacaktir. Oncelikle,

2 p

2B (2) 3 (1) + 220, (x) 3 (x)y (x) = £ (x) (337)

m
k=0 p=0g=0

ile verilen m. mertebeden kuadratik terimli lineer olmayan diferansiyel denklemin

3

(a3 () +b, " (b)) =2, j=0.1,2,.0om~1 (3.38)

0

~
Il

karisik kosullarina gore,
y(x) =y ()= ZanQn (x)=a,0, (x)+a,Q, (x)+...+a,0, (x) (3.39)
n=0

kesilmis Pell-Lucas polinomu formunda yaklasik ¢éziimlerini bulalim. (3.37), (3.38),

(3.39) denklemlerinin matris formlar
(%)= y,(0=Q(x)A (3.40)
Q(x)=[0(x) Q(x) &(x)  Qy(x)]
A=[a, @ a, - a]

olup, (3.5) denkleminde Q(x)=X(x)L oldugu elde edilmisti. Bu ifade, (3.40)

denkleminde yerine yazilirsa,
y(x);yN(x):X(x)LA, (3.41)
bagmtisi elde edilir. Burada y(x) ’in tiirevleri
y(x) =y, Y@ =XY (x)LA (3.42)

olarak elde edilmisti ve

33



Y9 (x)= y,P(0)=X(x)B'LA , k=0,12,.. (3.43)

seklinde tanimlanmistir. Lineer olmayan terimlerin matris formlart ise,

(»(x) =X(x)LX(x)L &

YO (x)y" (x) =X (x)LX(x) BLA

y(l) (x) y(o) (x) = X(x)B Li(x) LA (3.44)

2 —

(" (x)) =X(x)BLX(x) BLA

seklinde tanimlanir ve buradan lineer olmayan terimlerin genel hali
Y7 (x) ' (x)=X(x)B’LX(x) B' LA, (3.45)

bulunur. Bulunan matris bagintilari1 (3.37) denkleminde yerlerine yazilirsa,

m 2 p —

P (x)X(x)B'LA+Y Y'Q,, (x)X(x)B’LX(x)BLA=f(x),  (3.46)
k=0 p=0 ¢=0

matris formu elde edilir. (3.16) da verilen standart siralama noktalari (3.46)

denkleminde yazilirsa;

ZP )B LA+ZZQW x)B’LX(x)B'LA =F, (3.47)

0 ¢g=0
Y(k) p=ra= ne

i=0,1,2,...,N i¢in, N +1 denkleme sahip matris denklem sistemi bulunur. Burada yer

alan matrisler asagidaki gibidir:

P(x) 0O - 0 W (%) | [X(x)BLA]
e O N
0 0 - B (XN) (N+1x(N+1) _y(k) (xN )_ _X(XN )B](LA—(NH)X1
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qu (XO) 0 _f(xo)_ _aoA
0,/ 0 &M wo TOD] R
0 0 - 0 (x) e L) e LA
X(xO)B”L)_((xO)]?I_J X(x) 0 - 0 |
i _| X(x)B'LX (x)B'L <_| © X(‘xl) 0
_X(XN )BFLX(’CN )]?I_’-(Nn)xl 0 0 Xl )—(N“)X(NH)Z
Ayrica (3.46) denkleminin temel matris bagintis1 kisaca
m 2 —— _
> PXB‘LA+ ZﬁquXB')LXBqLA =F (3.48)
k=0 p=0 =0
w \4
WA+VA=F = [W;V:F] (3.49)

arttirllmis matris formunda yazilabilir. Simdi (3.38) denklemi ile verilen kosullara

karsilik gelen matrisi yazalim:

-1
(a0 (a)+b, 0" (B)) =2, j=01.2,om~1

0

3

~
Il

3

kio(aij(a)erij(b))BkLA =1, (3.50)
U./
UA=h,.
Buradan,
UA+UA=), (3.51)
U =[uy wy oo upy 3 00 .. 0]=4, (3.52)

matris formu elde edilir. Burada lineer olmayan kosul alinmadigi i¢in lineer olan

kisimlara karsilik gelecek sekilde sifir matrisi yazilir.
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U, |>‘0 Uno Uy oo Ugy | A
_ U, |>‘1 | W Uy o Uy | A
U= : - : : - : : (3.53)
_Um—l )\m—l_ _Mmfl,O U umfl,N Am—l_

u=l =, (3.54)

seklinde alinir ve
[U U :l] (3.55)

yazilir. (3.49) ile tanimlanan [W; V:F] matrisinin herhangi m satir1 silinip yerine

(3.19) ile tanimlanan [U ;U :k] kosullar matrisi yazilarak,

[W; V: I:“] (3.56)

yeni arttirllmis matris elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris
coziilerek, istenilen ¢oziim elde edilmis olur. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matris acik

formda yazildiginda

Woo Woi Won o o Voo Voi Von f (xo)

Wi Wi Wiv o Vo i Vin f(xl)
; :

ORI Wyimo  Wom WyomN > YN-mo  VN-ml VN-mN f ('xN—m)
[W:V:F|=

Uy Uy Uy 50 0 0 A

Uy U, uy 5 0 0 0 A
S :

Upyo Uy Uy 5 0 0 0 At |
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bulunur. (3.41) yaklasik ¢oziim denklemleri ile baglantili bilinmeyen Pell-Lucas
polinomu katsayilarin1 bulmak i¢in matris denklem sistemleri olusturulur, boylece

¢Ozlim de kesilmis Pell-Lucas serisiyle belirlenir.

3.2.1. ikinci Dereceden Lineer Olmayan Terimler iceren Diferansiyel

Denklemlere Pell-Lucas Matris-Siralama Yonteminin Uygulamasi

Simdi lineer olmayan diferansiyel denklemler icin PLCM ile kolay bir sekilde sonuca
ulasildig1 gosterilecektir. Metodun dogrulugunu ve giivenilirligini gostermek icin bazi

problemler ele alinip sonuglar incelenecektir.

Ornek 3.2.1. [47-49] Bratu tipi lineer olmayan

y”(x)+ey(x) =0 , (0<x<1)

y(O):(), y(1)=0

diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. PLCM ile yaklasik olarak ¢6zelim. Verilen

denklemde ¢’ lineer olmayan terimin Taylor agilimin1 yapip, ilk ii¢ terimini alarak

yaklasik olarak ¢oziip literatiirdeki ¢oziimler ile karsilagtiralim.

y"(x)+1+y(x)+y §X)+...:0 , (3.57)
(e y()+ 28y 559

bulunur. Simdi N =2 alinarak denklemin yaklasik ¢oziimiinii inceleyelim. Islem

adimlar1 ve matris gosterimleri agagida detayl bir sekilde verilmistir.
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_aoao—
a,a,
a,a,
2 0 2 a, a,a,
X(x)=[1 x ¥], L=|0 2 0|, A=|q |, A=|agq | ,
0 0 4 a, a,a,
a,a,
a,a,
a2a2_9xl
0
X(xo) 0 0 L 0 O f(l)
X=[ 0 X(x) 0 ,L=/0 L 0 ’:f(Ej’
0 0 X(xz) o 0 0 Lj, f(l)
olmak tizere, tiirevlerin matris formlari
y(x)=X(x)LA
y'(x)=X(x)BL A
y'(x)=X(x)B’L A (3.59)
yz(x)=X(x)L)_((x)I_41§

bi¢cimindedir. $imdi x, =0, x, = > x, =1 siralama noktalari i¢in matris hesaplamalari

yapilirsa,
D(x)=X(x)B’L A+X(x)L A=(X(x)B’+X(x))L A (3.60)

D(0)=(X(0)B*+X(0))L A

00 2 2 0 2
=/[1 0 0]j0 0 O|+[t 0 0]||0 2 OA
000 0 0 4
(3.61)
2 0 2
=[1 0 2]j0 2 OA
00 4
=[2 0 10]A
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_ 0 0 2
:111}000+{111} 0 A
2 4 2 4
- 0 0O 0 0 4 (3.62)
_ 2 0 2
=1 1 2} 0 2 0]A
L 2 4
0 0 4
=[2 1 11]A
D(1)=(X(1)B*+X(1))L A
0 0 2 2 0 2
=[111]000+[111]020A
0 0 O 0 0 4
(3.63)
2 0 2
=[1 1 3]0 2 0|A
0 0 4
:[2 2 14]A
bulunur. Lineer kisim i¢in matris formu
D(O
2 0 10
W=D %) 11, (3.64)
2 2 14

D(1)

olarak elde edilir. Diger taraftan, lineer olmayan kisim i¢in siralama noktalarinda

hesaplamalar (3.65) matris formu i¢inde benzer sekilde yapilirsa,

N(x)=2X(x)L X(x)L A, (3.65)

bulunur. Siralama noktalar1 x, =0, x, = % x, =1 olacak sekilde, sirasiyla (3.65)

denkleminde yerine yazilmasi
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202000000
020000000
004000000
202100000000[000202000
=1[1oo]0200001000000000200001&
: 00 4)/000000T1O0O0)0O0O0O0CO0S4O0O00O0
000000202
000000020
00000000 4
=202000202]A
N(ljzl—i[lx
2) 2 2
2 0 2
:l ll}020)‘( EK
20 2 4
0 0 4]
2 1 3]
213000000
[2 1300021300 0[A (3.66)
000O00O0213
=%[426213639]K
{213113332}&
2 2 22
N(1)=%X(1)LX(1)EK
2 0 2
%[111]020X(1)EK
00 4
(3.67)
[2 1 3]
226000000
:%[226]000226000&
0000O0O0?226

=226 2266 6 18]A

matrislerini verir. Lineer olmayan kismin matris formu ise,
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NO)| [2 0200 02 0 2
V:N(lj:213ll§3§2 (3.68)

2 2 2 2 2

2 6 6 6 18

N(l) 2 2 6 2

olarak bulunur. Buna gore, elde edilen matrisler attirilmis matris formunda

201 ;20200020 2 : -1
[W;V:F]:2111;2131%%3%%—1
2214 ;22622 6 6 6 18 : -1

biciminde yazilir. Kosullarin matris formunun da benzer sekilde olusturulmasi

gerekirse:

y(0)=X(0)LA=0
2.0 2
=[1 0 0]0 2 0|A=0 (3.69)
00 4

[U[A]=[2 0 2 |

y(1)=0
y(1)=X(1) LA=0
20 2
=1 1 1|0 2 0|A=0 (3.70)
00 4

[03)=2 2 6 [0

elde edilir. Burada lineer olmayan kisim i¢in baglangi¢ sarti verilmediginden lineer

kismui karsilayacak kadar sifir yazilarak,

2023000000000 ;0
(3.71)

via]-|
22 6 ;00 00 0 O0O0O0O0OG;oO0

matrisi bulunur. Bulunan kosullar matrisi ile yeni arttirilmis matrisi olusturulursa,

41



201 ;202000202 : -l
[W;V:F|]=[2 0 2 ;000000000 : 0 (3.72)
226 ;000000000 : 0

matrisi elde edilir. Son olarak bulunan arttirilmis matris, denklem sistemine

doniistiiriilerek Pell-Lucas polinomlarina ait katsayilar

2a,+10a, +2a,a, +2a,a, + 2a,a, +2a,a, = -1

1 1 1
2a,+2a, =0 :>a0=§,a1=z, az__g
2a,+2a,+6a,=0
y(x)=X(x)L A
2 0 2| 1/8
=[1 x 2|0 2 0} 1/4 3.73)
0 0 4] -1/8
x X
x)==-=—
y() 2 2

biciminde bulunur. Ele aldigimiz Bratu tipi lineer olmayan diferansiyel denkleminin
N =2 ig¢in islem adimlar1 detayli olarak verilip, (3.73) deki yaklagik ¢oziimii
bulunmustur. Literatiirde ayni denklem ayristirma yontemi (DM) [48] ve Lucas
polinomlar1 (LCM) [49] yardimiyla yaklasik olarak ¢oziilmiistiir. Tablo 3.8 de farkl

N degerleri i¢in ¢oziimler karsilastirilacaktir.

Tablo 3.8. PLCM ve farkli yontemler ile elde edilen ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X Tam Coziim PLCM DM [48] LCM [49]
l N=4 N=6 N=4
0.1 0.049847 0.049789 0.047162 0.049517
0.2 0.089190 0.089114 0.087168 0.088587
0.3 0.117609 0.117524 0.117761 0.117694
0.4 0.134790 0.134699 0.136992 0.133838
0.5 0.140539 0.140445 0.143555 0.139540
0.6 0.134790 0.134699 0.136992 0.133840
0.7 0.117609 0.117524 0.117761 0.116798
0.8 0.089190 0.089114 0.087168 0.088592
0.9 0.049847 0.049790 0.047161 0.049520
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Tablo 3.9. PLCM, LCM ve DM yontemleri ile elde edilen ¢oziimlerin mutlak hatalar

X PLCM DM [48] LCM [49]
N=4 N=6 N=4
0.1 4.51 e-05 2.96 e-03 3.30 e-04
0.2 5.17 e-05 2.02 e-03 6.03 e-04
0.3 5.04 ¢-05 1.52 ¢-04 8.15 ¢-04
0.4 4.98 ¢-05 2.20 ¢-03 9.53 ¢-04
0.5 4.99 e-05 3.02 e-03 9.99 e-04
0.6 4.96 ¢-05 2.20 ¢-03 9.50 ¢-04
0.7 5.01 e-05 1.52 ¢-04 8.11¢-04
0.8 5.13 ¢-05 2.02 ¢-03 5.98 ¢-04
0.9 4.48 ¢-05 2.69 ¢-03 3.26 ¢-04
0.14F ' e ' =
e yylx) s ™,
J“ ‘a.\
- ps(x) # .
o1zf o’ v, -
[ J
/ b
L]
“
0.10 | ; \ -
Fi -
; A
p.osl ‘ % i
l‘ ‘l‘
! Y
o085 : ‘1 i
06 ; 3
i 5
ol [ ] ] ! ! ] ] |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.5. N=4 ve N =5 i¢in PLCM ile bulunan yaklasik ¢6ziimlerin mutlak hata

karsilastirmalari

Ornek 3.2.2. [49] Miihendislik yapilarindaki lineer olmayan salinim sistemlerini ve

elektrik devrelerini modelleyen ikinci mertebeden bir Duffing tipi lineer olmayan

Y'(x)+ (%)= y(x)y (x) =2¢"—e™ , x€[0,0.5]

y(0)=1, y'(0)=1.
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diferansiyel denklemini verilen baslangi¢ kosullar1 altinda, Pell-Lucas matris siralama

yontemiyle ¢ozelim. Ele aldigimiz denklemin tam ¢oziimii y(x)zex dir. Bilinen
sabitler (3.37) denklemine gore, F, (x) =0, P (x) =1, P, (x) =1 Q, (x) =—1 ve
f(x)=2¢"—¢**  seklindedir. ~Coziim N=2 i¢in swralama noktalar
x, =0, x, = %, x, =1 olmak {izere, kesilmis Pell-Lucas polinomlar1 formunda

incelenirse, bir dnceki drnekte acgik sekilde gosterildigi gibi denklemin lineer ve lineer

olmayan kisimlari i¢in matris formlari sirasiyla,
D(x)=X(x)B’L A+X(x)BL A=(X(x)B’+X(x)B)L A

N(x)=-X(x)LX(x)BLA

formundadir. (3.37) denkleminden problemin temel matris denklemi

S PXBLA+Y S Q XB/LXBL A=F
k=0

p=0 g=0

seklinde olusur. Buradan hareketle N =2 ve N =6 i¢in yaklasik ¢6ziimler Tablo
3.10., Sekil 3.6° da tam ¢ozlimle karsilastirilmistir.

Tablo 3.10. PLCM ile bulunan N =2, N =6 icin yaklasik ¢oziimler ve mutlak

hatalari
X, Tam Coziim PLCM Mutlak Hata PLCM Mutlak Hata
y(x):ex N:2 N:2 N:6 N:6
0.1 1.000000 1.000000 0.000000 1.000000 0.000000
0.2 1.105171 1.105171 1.18075 e-07 1.105171 1.80756 ¢-08
0.3 1.221403 1.221402 1.58160 e-07 1.221402 5.81601 e-08
0.4 1.349859 1.349858 5.07576 e-07 1.349858 2.07576 e-07
0.5 1.491825 1.491824 2.35872 e-09 1.491824 2.35872 e-09
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Sekil 3.6. PLCM ile N =2 ve N =6 i¢in yaklasik ¢oziimler ve tam ¢éziimlerin

karsilastirilmasi

Cozdiigimiiz denklem literatiirde Lucas polinomlar1 kullanilarak yaklasik olarak

¢oziilmiistiir. Uyguladigimiz metot ile N =6 i¢in daha iyi sonuglarin elde edildigi
Sekil 3.6’ da goriilmektedir.
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4. MUHENDISLiK PROBLEMLERI

Bu boliimde incelenen diferansiyel denklemler, kii¢iik bir pertiirbasyon
parametresi igcermeleri nedeniyle klasik ¢Oziim yontemlerinin yetersiz kaldigi,
¢oziimiin belirli bdlgelerinde ani degisimlerin gézlemlendigi sistemlerdir. Ozellikle bu
tiir sistemlerde, kiiciik parametrenin (¢ <1) yiiksek mertebeden tiirev terimiyle ¢carpan
olarak yer almasi, ¢6ziimde hizli gegis bolgelerinin, diger bir deyisle sinir tabakalarinin
olusmasina neden olmaktadir. Pertiirbasyon yontemleriyle ¢oziimlenen diferansiyel
denklemler, genellikle ¢oziimde ani degisimlerin meydana geldigi durumlar
modellemek amaciyla kullanilir. Bu tiir denklemlerde kiigiik bir parametrenin en
yiiksek mertebeden tiirev teriminin katsayisi olarak yer almasi, ¢dziimiin belirli
bolgelerde klasik yaklagimlarla yakalanamayacak ol¢iide hizli degismesine neden
olabilir. Bu durum, ¢6ziimiin smir bolgelerinde dar fakat etkili gegis bdlgeleri
olusturmasina yol acar ve bu tiir gecis yapilart literatiirde "sinir tabakasi1" olarak
adlandirilir. Dolayisiyla, her pertiirbe edilmis diferensiyel denklem dogrudan bir sinir
tabakas1 problemi teskil etmese de, sinir tabakasi olusumu ¢ogu zaman pertiirbasyon
parametresine bagli olarak gelisir. Bu baglamda, sinir tabakasi problemleri, genellikle
diizenli ve diizensiz pertiirbasyonlarin birlikte degerlendirildigi 6zel bir pertiirbe

edilmis denklem sinifi olarak incelenir.

4.1. Stmir Tabakasi Problemi

Bu kesimde tekil olarak pertiirbe edilmis diferansiyel denklem, asagidaki formda ele

alinmistir:
€y”(x)+a(x) y'(x)+b(x)y(x) = f(x) , X€ [O,l] 4.1)
y(0)=A,y(1)=A,. (4.2)

Burada, 0<e<1, A 1 A , bilinen sabitler, y(x) problemin bilinmeyen fonksiyonu,

a(x), b(x) ve f (x), [O,l] araliginda tanimli diizgiin fonksiyonlardir.
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(4.1) denkleminin yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasi igin, {igiincii boliimde
verilen matris bagintilar1 ve esit aralikli siralama noktalar1 kullanilarak, yontem (4.1)
denklemine uygulanacaktir. (4.1) denklemine, (3.14) ile elde edilen matris gosterimleri

yazilirsa;
€X(x)B2LA+a(x)X(x)BLA+b(x)X(x)LA:f(x) (4.3)

elde edilir. Bu denklemde (3.16) ile taniml1 standart siralama noktalar1 (4.3) matris

denkleminde yerine yazilir, olusturulan matris denklem sistemi diizenlenirse, (4.1)

denklemi, i =0,1,..., N igin;
€X(xl.)BZLA-i-a(xl.)X(xl.)BLA+b(x,.)X(xi)LA = f(xl.) (4.4)

cebirsel denklem sistemine indirgenir. Buradaki matrisler asagidaki gibi tanimlanir:

e 0 - 0 X(o)| 1w o )
e I O L M L I N I
0 0 el X(x)] LU x ¥ Jvsipioen
£ () alx) 0 0
| e |
f(xy) (e 0 0 a(xy) (N+1x(N+1)
b(x,) 0 0 a,
bl 0 b(‘xl) 0 A-|Y
0 0 b(x) ] i ¥ Jovapa

(4.4) denklemi kompakt formda
WA =F (4.5)
biciminde yazilabilir. Burada
W=cXB’L+aXBL+bX[L, (4.6)

olur. (4.5) denklemi arttirilmis matris olarak

47



_Woo Woi Won f(xo)_
[W|F]= Wi Wi W!N f xl) 4.7)
_WNo Wy Wan f(XN)_

bicimindedir. Benzer islem adimlar1 altinda, (4.2) ile verilen kosullar i¢in de Pell-

Lucas polinomlarina dayali matris formlar1 yazilabilir. Buna gore,
UA=k <[U: |5 j=01L..m—1
=U; z[ujo u, - ujN]

U=[U, U, - U, ] ver=[x A - A,

elde edilir. Boylece kosullar matrisi

U, | A Uy — Uy oo Ugy | A
U A || e T Y
U= .| . [|=] . - : i (4.8)
Ul A | M0 B Uy 1| Ayt |

olarak yazilir. (4.7) ile tanimlanan [W| F] matrisinin herhangi m satir1 silinip yerine

(4.8) ile tanimlanan [U| 7»} kosullar matrisi yazilarak, [W‘ F] yeni arttirilmis matrisi

elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirllmis matris ¢oziilerek bilinmeyen Pell-

Lucas katsayilar1 a, ler hesaplanir.

4.2. Hata Analizi ve Rezidiiel Hata

Bu béliimde, (4.1) denklemi i¢in elde edilecek hata tahminini mevcut yonteme gore
inceleyecegiz. (4.1) denkleminin tam ¢6ziimii mevcut degilse, hata asagidaki yontem

ile tahmin edilebilir.

Ik olarak, yaklasik ¢oziim igin (4.1) denkleminin rezidii (kalan, artik) fonksiyonunu

olusturulursa,

Ry ()= Ll ()] (3) 49
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bulunur. Dolayisiyla,
L[yN (x)] =cyy(x)+a(x)yy (x)+b(x)yy (x) =Ry (x)+ 1 (x) (4.10)
y (0)=X ve y, (1)=2, 4.11)

kosullar1 altinda y, (x) yaklasik ¢ozlimii elde edilir. Eger y(x) , (4.1) denkleminin

tam ¢Ozlimii ise hata fonksiyonu su sekilde tanimlanabilir:
ey (x)=y(x)=y (). (4.12)
(4.10) denklemini (4.1) denkleminden ¢ikararak hata diferansiyel denklemi
Lew (9] =LLy(0)] -2 ()]=R, (). @.13)

biciminde elde edilir. Benzer sekilde, (4.11) kosular1 (4.2) kosullarindan ¢ikarilarak

homojen kosullar
ey (0)=0 ve e, (1)=0, (4.14)
haline indirgenir. Dolayistyla hata problemi asagidaki gibi olusturulabilir:
sey (x) +a(x)e, (x)+b(x)ey (x) = =R, (x)
ey (0)=0, ey (1)=0. (4.15)

Boylece (4.15) ile verilen problem ii¢ilincii boliimde Onerilen yontem ile ¢oziilerek,

ey (x) icin e, (x) yaklasik ¢oziimii elde edilir. Sonug olarak, y, (x) Pell-Lucas
polinom ¢6ziimii ve e, ,, (x) tahmini hata fonksiyonu toplanarak iyilestirilmis Pell-

Lucas polinom ¢oziimii

Ynm (x):)’N (x)+eN,M (x), (4.16)

bigiminde bulunur.
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4.3. Pell-Lucas Matris Siralama Yonteminin Smr Tabakasi

Problemlerine Uygulamasi

Sunulan yontemin dogrulugunu ve etkinligini gostermek i¢in bazi sinir tabakasi
problemleri géz Oniine alinmistir. Ayrica ele alinan her bir problemin hata analizleri
yapilarak, hem mutlak hem de iyilestirilmis mutlak hatalar1 elde edilmistir. Bulunan

sonugclar tablo ve grafiklerle karsilagtirilmigtir.

Ornek 4.1. [34-36, 39] Ilk olarak asagida verilen tekil pertiirbe edilmis diferansiyel

denklemi sinir kosullari ile birlikte ele alalim:

| 1
-y (x)+— y'(x)+—— = ; 0<x<l1
(= (= ()= () 0
;l
y(0)=1+2 , y(1)=2+e.
Burada katsayilar a(x)—L b(x)= ! ve
’ Y x4l Cx+2

f(x)= (—5 ARy i jex + 2[ ¢ j (x+ 1)[”3 olmak iizere, denklemin tam
x+1 x+2 xX+2

&) )
¢oziimii y(x)=e"+2"°/(x+1)\" <) bigimindedir.

Pell-Lucas matris siralama yontemi ile N ve ¢ ‘nun ¢esitli degerleri i¢in islem
adimlar1 uygulanarak ¢oziimler elde edilmis, ¢oziimiin bazi degerleri asagidaki gibi

acik bir sekilde gosterilmistir.
£=2" alinirsa;

i (x)=2.50776 x° ~1.48194 x* +1.06679 x* +0.597409 x” +1.02435 x+1.00391
V5o (%) =1.00149 x*-2.80691 x°+2.40048 x* ~0.65149 x’ +0.04514 x> +0.01128 x

Vs (x) =0.05006 x* +0.11802 x” +0.34772 x° +0.49236 x* +0.53585 x* +0.49455 x’ +
0.64062 x* +1.03516 x+1.00391
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Yoo (%) =0.00391 x° —0.01489 x* +0.02280 x”- 0.01821 x° + 0.00816 x* —0.00200 x*+
0.00023 x*- (3.38934><10’6) X —(8.47334x10’7) x

£=2" alinirsa;
Vs (x) =-31.3595 x°+60.827 x* —32.521 x* +5.69067 x* +1.0811 x +1
Vs (x) =—84.1525 x°+227.142 x*-214.06 x* +81.8806 x” —10.6438 x* —0.16631 x

Ye (x) =-583.92 x* +1861.92 x” —2339.47 x° +1489.41 x —507.922 x* +88.1765 x° —
5.3896 x* +0.907975 x +1

Yoo (%) ==1548.68 x"+6222.08 x*- 10272.4 x"+ 9013.67 x°- 4533.91 x" + 1306.19 x* -
199.142 x*+ 12.005 x*+ 0.187578 x +1.13687x107"

degerleri bulunur. Calismanin tiimiinde ‘e;,

sirastyla mutlak hatay1 ve

> |evm ‘

tyilestirilmis mutlak hatay1 ifade etmektedir. Elde edilen sonuglar Tablo 4.1 ve Tablo
4.2°de gosterilmistir.

Tablo 4.1. N ,M ve ¢’ nun bazi degerleri i¢cin PLCM ile elde edilen mutlak

maksimum ve iyilestirilmis mutlak maksimum hatalarin karsilastirilmast

N

‘68‘ ‘e8,9‘ ‘615‘ ‘615,16‘ ‘615,20‘

22 | 7.7051e-10 | 1.7292 e-11 | 4.4868 ¢-10 | 4.4866 ¢-10 | 4.4468 e-10

23 | 8433108 | 59190 e-12 | 44188 ¢-10 | 4.4188¢-10 | 4.4188 ¢-10

2~ | 6323105 | 1.7168 e-05 | 3.3510e-11 | 8.8818e-16 | 6.6613 e-16

25 | 4.6419e-03 | 1.2436¢-03 | 1.5737e-06 | 2.3596 ¢-08 | 8.8817 e-15

276 | 1.9099¢-02 | 1.3379¢-02 | 2.6740¢-03 | 1.9248¢-03 | 3.6379 e-12

27 1.7369 e-02 | 8.0610e-03 | 4.0469e-02 | 7.6351e-03 | 3.6660 e-08
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Tablo 4.2. Farkli metotlar ile PLCM mutlak maksimum hatalarin karsilastirilmast

PLCM Bessel Matris Siralama Euler Matris Siralama
Yontemi [35] Yontemi [39]
£ ¢ e - ¢ ¢ o
€5 €516 €5 €314 €;s €516
22 | 44868 ¢-10 | 4.4866 €-10 | 2.5091 e-14 | 54179 e-14 | 7.3719 e-14 | 3.3751 e-14
23 | 44188¢e-10 | 44188 e-10 | 5.5733 e-14 | 1.3545e-14 | 7.3719 e-14 | 3.6415 e-14
24 | 3.3510e-11 | 8.8818 e-16 | 5.9422 ¢-07 | 3.3387 e-08 | 1.2517€-09 | 1.9057 e-11
25 | 1.5737e-06 | 2.3596 €-08 | 4.5215¢-03 | 1.5796 ¢-03 | 4.8337 ¢-04 | 1.3192 e-04
26 | 2.6740 e-03 | 1.9248 e-03 | 1.4935e-01 | 1.0686 e-01 | 7.3393 €-02 | 4.8293 e-02
27 | 4.0469 ¢-02 | 7.6351¢-03 | 5.3316¢-01 | 4.7055e-01 | 4.1172e-01 | 4.1172 ¢-01
5 — T T T T
- 157518 T 4
L A
[ 1sm1sf fr
4 ' 15718 / 7
[ 157517 / ]
: 3 — 15717 F ,r/ E
-
l'STg}‘.TOIZOIO ) 0.40:1.200 ’ 0.40‘].206 0t40i101 ' O‘.-iOilOIE ‘ 0‘.40]101 J")ﬂf"
- — tam cOziim
g - .
- == ygix)
_-"""Mr T ['l.]'
...-\Jl--r_.-:""#'-ﬂ“ ' ” )
1 ) L 1 ! 1 1 I n
0.0 0.2 0.4 0.6 (LS 1.0
X

Sekil 4.1. (N, M )=(8,9) ve ==27 i¢in PLCM ile tam, yaklasik ve iyilestirilmis

¢Ozlimler
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Sekil 4.2. (N,M) = (8,9) , (N,M) = (13,14) olmak iizere, (a)-(b) =27 i¢in
PLCM ile bulunan mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalarin karsilastirilmasi (c)-

(d) € =27 i¢in mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Sekil 4.3. N, M ve £’nun bazi degerleri i¢gin PLCM ile bulunan iyilestirilmis
mutlak hatalar

Ornek 4.2. [35, 38]

ey"(x)+y(x)=0, xe[0,1]
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siir kosullar1 altinda sinir tabakasi problemini goz oniine alalim. Burada katsayilar

a(x)=0, b(x):l, g(x)z() ve denklemin tam ¢6ziimii y(x)=

sin(x/\/g) i

sin(l/JE)

PLCMile N ve £ nun ¢esitli degerleri i¢in islem adimlar1 uygulanarak ¢éztimler elde

edilmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 4.3 ve Tablo 4.4’de gosterilmistir.

Tablo 4.3. Farkli N ve M degerleri i¢in yaklasik mutlak hata ve iyilestirilmis

mutlak hatalarin karsilastirilmasi

€1l 54| eio] et e €iass|
22 | 4.0585¢e-05 | 4.7338 ¢-07 | 2.1149 e-08 1.0423 e-10 7.7688 e-10 4.3674 e-6
2~ | 8.1004 e-04 | 2.6369 e-04 | 1.1114 €-05 4.8094 e-09 1.9478 e-09 | 3.6133 e-12
26 | 7.8608 ¢-02 | 9.4702 ¢-03 | 3.6032 e-03 1.5394 ¢-05 4.0931 e-06 | 4.7952 ¢-09

Tablo 4.4. Mutlak maksimum hatalarin farkli yontemler ile karsilastirilmasi

PLCM Bessel Matris Siralama Metodu [35]
E & & & &
€; s ‘37‘ €5

22 4.0585 ¢-05 4.7338 e-07 4.0585 e-05 4.0585 e-05
24 8.1004 e-04 2.6369 e-04 8.1004 e-04 8.1004 e-04
26 7.8608 e-02 9.4702 ¢-03 7.8608 ¢-02 7.8608 e-02

£ e e e e

‘614‘ |el4,15 | |el4| el4,15|

22 7.7688 e¢-10 4.3674 ¢-06 3.1131 e-13 3.2987 e-13
24 1.9478 e-09 3.6133 e-012 6.4602 e-09 4.3849 e-09
26 4.0931 e-06 4.7952 e-09 3.1264 e-04 3.5466 e-04
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Sekil 4.4. N=7,M =8 ve =27 degerleri igin PLCM ile bulunan tam, yaklagik

ve iyilestirilmis ¢ozlimlerinin karsilastirilmasi
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Sekil 4.5. (a)-(b) de PLCM ile (N, M )=(14,15), e=2"* ve e=2" degerleri i¢in,

mutlak hata ve iyilestirilmis mutlak hatalarin karsilagtiriimasi

Ornek 4.3. [34, 39] Asagida verilen siir tabakas1 problemini verilen smir kosullari

altinda ¢ozelim:

s:y”(x)+(1+x)2 y'(x)+2(1+x)y(x):f(x), xe[O,l]

-1 -7

y(O):O, y(l)ze2 —e%.

LA+ 0B-x)+ o

Burada a(x) =(1+x)°, b(x):2(1+x), f(x)=e? 5 2 ve denklemin
—x 7x(x2+3x+3)
tam ¢oziimii y(x)=e? +e dir. Pell-Lucas matris siralama yontemi ile N

ve £ nun cgesitli degerleri i¢in islem adimlar uygulanarak ¢oziimler elde edilmistir.
Elde edilen sonuglar Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’da farkli metotlar ile karsilagtirilmistir.
Sekil 4.6’ da grafik gdsterimi verilmistir.
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Tablo 4.5. Mutlak maksimum hatalarin farkli N ve M degerleri igin karsilastirilmasi

PLCM Sabit Ag Sonlu Fark | Euler Matris Siralama
Metodu [34] Metodu [39]
£ ‘ eg‘ ‘ e;g‘ n=64 | n=256 ‘ e;‘ e,
2% | 9.6355e-02 | 7.8948¢e-04 | 29e-1 1.8 e-02 1.2761 8.9393 e-01
2% | 3.8973e-01 | 8.8503e-03 | 3.900 3.8e-01 | 9.5528 e-01 | 9.5538 e-01
10* | 6.9576e-01 | 6.7078 e-03 | 3.800 3.7e-01 | 9.8006e-01 | 9.8031 e-01
10° | 3.9214e-01 | 8.7057e-03 | 3.800 3.7e-01 | 9.8027 e-01 | 9.8032 e-01
10° | 3.9214e-01 | 8.7054e-03 | 3.800 3.7e-01 | 9.8027 e-01 | 9.8032 e-01

Tablo 4.6. Farkli N, M ve ¢ degerleri i¢in elde edilen mutlak maksimum

hatalarinin karsilastirilmasi

PLCM Euler Matris Siralama Metodu [39]
£ 3 z 3 €
] sl ] ess|
24 9.6355 e-2 7.8948 e-4 1.2761 8.9393 e-1
-8 3.8973 e-1 8.8503 e-3 9.5528 e-1 9.5538 e-1
107 6.9576 e-1 6.7078 e-3 9.8006 e-1 9.8031 e-1
1073 3.9214 e-1 8.7057 e-3 9.8027 e-1 9.8032 e-1
1076 3.9214 e-1 8.7054 e-3 9.8027 e-1 9.8032 e-1
£ € e € e
‘615‘ ‘615,16‘ ‘615‘ ‘615,16‘
24 6.5478 e-5 8.6723 e-6 6.0226 e-2 3.5075 e-3
28 3.8973 e-1 8.8169 e-4 9.5537 e-1 9.5530 e-1
107* 3.9208 e-1 9.2869 e-4 9.8006 e-1 9.8027 e-1
1073 3.9214 e-1 9.3134 ¢4 9.8032 e-1 9.8027 e-1
10°° 3.9214 e-1 9.3163 e-4 9.8032 e-1 9.8027 e-1
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Sekil 4.6. (a)-(b) farkli N, M ve £ degerleri i¢in mutlak hata ve iyilestirilmis

mutlak maksimum hatalarinin karsilastirilmasi

Bu boliimde, ¢oziilen drneklerin tiimiinde Pell-Lucas matris siralama yontemi ile elde
sonuglarin, literatiirde c¢alisilan yontemlerden daha iyi sonucglar verdigi tablo ve
grafiklerde gosterilmistir. Ayrica iyilestirilmis ¢Ozlimlerin mutlak hatalarinin

tamaminda daha iyi yakinsamanin oldugu da asikardir.
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Ornek 4.4. [38, 39] Asagida verilen siir tabakas1 problemini verilen smir kosullari

ile ¢ozelim:

Burada ve denklemin tam ¢Ozlimii

&

1-e€

y(x)=x(x+1-2¢)+(2c-1) bi¢imindedir. Pell-Lucas matris siralama

il

1-e
yontemi ile N ve € nun gesitli degerleri icin islem adimlar1 uygulanarak ¢oziimler
elde edilmistir. Tablo 4.7 de PLCM igin bulunan sonuglar, Tablo 4.8’de de farkli
metotlar ile bulunan ¢oziimler ile karsilastirilmistir. Sekil 4.7°de grafik gdsterimi

verilmigtir.

Tablo 4.7. Mutlak maksimum hatalarin farklit N ve M degerleri i¢in karsilastirilmasi

£ & & 5 & & &
‘84 ‘ ‘64,5‘ ‘68 ‘ ‘68,9‘ ‘614‘ ‘el4,15‘
272 1 299319 ¢e-02 | 1.13725e-04 | 1.60652 e-04 | 1.73189 e-07 | 7.06778 e-10 | 3.87468 e-14
2~ 1.22062 e-01 | 2.25552 e-03 | 6.09407 e-01 | 9.15823 e-05 | 9.70106 e-03 | 8.81332¢e-07
28 8.13419 e-2 | 5.35004 e-03 | 4.31487 e-01 | 7.40909 e-03 | 2.98128 e-03 | 5.41497 e-04
2712 | 7.69048 e-02 | 5.35524 ¢-03 | 4.16112 e-01 | 7.50362 e-03 | 3.10540 e-03 | 6.70122 e-04

Tablo 4.8. Farkli yontemler ile bulunan mutlak maksimum hatalarin karsilastirilmasi

PLCM B-Spline Metodu [37] ECM [39]
: e leis| | 71O | =32 ] €351
272 7.0677 e-10 | 3.8746 e-14 1.083 e-03 2.716 e-04 1.1086 e-10 1.0072 e-11
274 9.7010 e-03 | 8.8133 e-07 7.816 e-03 1.978 e-03 7.1073 e-03 2.4103 e-03
28 2.9812e-03 | 54149e-04 | 5.127 e-02 2.272 e-02 9.9362 e-01 9.9224 e-01
2712 3.1054 e-03 | 6.7012 e-04 5.814 e-02 2.980 e-02 1.0008 9.9948 e-01
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Tablo 4.9. PLCM ve ECM ile bulunan mutlak maksimum hatalarin karsilastirilmast

PLCM ECM [39]

£ ‘ei ‘ ei,s ‘ei ‘ ei,s

272 2.99319 e-02 1.13725 e-04 3.2898 e-01 4.2464 e-02
27 1.22062 e-01 2.25552 ¢-03 8.9121 ¢-01 8.5807 e-01
28 8.13419 e-02 5.35004 ¢-03 9.9219 e-01 1.0051
212 7.69048 e-02 5.35524 ¢-03 9.9951 e-01 1.0122

: e leisss e €15 1]
272 7.06778 e-10 3.87468 e-14 1.1086 e-10 1.0072 e-11

-4 9.70106 e-03 8.81332 e-07 7.1073 e-03 2.4103 e-03
28 2.98128 e-03 5.41497 e-04 9.9362 e-01 9.9224 ¢-01
212 3.10540 e-03 6.70122 e-04 1.0008 9.9948 e-01

Tablolardaki sonuglar gdsteriyor ki Pell-Lucas Matris siralama metodu ile elde edilen
yaklasik ¢oziimler diger yontemlerle elde edilenlerle kiyaslandiginda, yiiksek
dogruluk sagladigr gozlemlenmistir. N kesme degerinin arttirilmasiyla hatanin

azaldig1 asagidaki grafiklerde gosterilmistir.

r T T EeLL T T 1
. [ ‘f "“ p

i . o | s

L P +]
0.08 " i‘ ]

: . %

5 0.06f ' *s 1
T [ . i
¥

:|:|4: r i'--------‘; 1‘ 1
. : ans® - . i‘

- l.'- *

I : " Yu “1
oozl & e* TR

e 4* * i‘ ]

J:'.. *,:-
L N T T S | L Y

0.0 0.2 0.4 0.6 0.3 1.0
x
(a)

61



=]

[

[FY]

(=]

(©)

£.00025 - . . 3
[z ()]
0.00020f | == leasix) 1
0.00015 [ ]
o.00010 f ]
£.00005 | ]
| __1-'-""'-'--—------ Thhe -
[ an® L
oo0m00o k=", . s . N
0.0 02 0.4 0.8 0.8 1.0
X
(b)
[ T T T ‘_'i-"h'i.“'
RS Lkl R e it P
E L. a
w1010 F ETEEY | o L]
E " 1
=107 10 F . "
[ A L]
%1070 o .
[ . L
%1070 T -
Rl '
R Lanell E
x10710 F 4
) E, ]
[ [
r
:' - 1 1 1 L 1 1 3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.7. (a)-(b)-(c) de PLCM ile £ =27 degeri igin, mutlak hata ve iyilestirilmis

mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, fen ve miihendislik alanlarinda karsilasilan yiiksek
mertebeden lineer diferansiyel denklemler, lineer olmayan terimler iceren diferansiyel
denklemler ve tekil olarak pertiirbe edilmis sinir tabakasi problemleri gibi 6nemli
problemlerin yaklagik ¢6ziimleri i¢cin Pell-Lucas serisi ve siralama noktalarina dayali
Pell-Lucas matris siralama yontemi gelistirilmis ve uygulanmistir. YoOntem,
diferansiyel denklemlerin ¢Ozlimiinii, bilinmeyenleri Pell-Lucas polinomlarinin
katsayilar1 olan bir cebirsel denklem sistemine indirgemektedir. Bu yap1 sayesinde,
yiiksek mertebeden denklemler dahi diisiik hata ile sayisal olarak ¢oziilebilmis ve

¢ozlim stireci hem teorik hem de uygulamali olarak detaylandirilmistir.

Gelistirilen yontem, farkli tipteki diferansiyel denklemlere uygulanarak, elde
edilen yaklagik ¢oziimler tam ¢oziimler ile karsilastirilmis ve elde edilen hata oranlar
analiz edilmistir. Uygun N degerlerinin secilmesiyle hata miktarmin azaldig
goriilmiis, 6zellikle az terimli yaklasik ¢oziimle dahi yiliksek dogruluk elde edildigi
sonucuna ulasilmistir. Yontemin gilivenilirligini ortaya koymak amaciyla kalan
(rezidiiel) fonksiyonuna dayali ayrintili bir hata analizi gergeklestirilmistir. Tablo ve
grafiklerle desteklenen bu analizler, yontemle elde edilen ¢6zlimlerin kararli, yakinsak
ve sayisal olarak giivenilir oldugunu gostermektedir. Tam ¢ozlimiin bilinmedigi
durumlarda bile, yaklagik ¢6ziimiin giivenilirligi rezidiiel hata fonksiyonlari ve
tyilestirilmis mutlak hata analizleri ile basarili bir sekilde degerlendirilmistir. Ayrica
gelistirilen algoritma, bilgisayar programlamasi agisindan olduk¢a uyumlu ve
uygulanabilir bir yapiya sahiptir. Paket programlar gibi yazilim platformlarinda
kolaylikla kodlanabilen bu yontem, yiiksek mertebeden problemler i¢in etkin ve diisiik

maliyetli bir alternatif sunmaktadir.

Sonug olarak, glinlimiizde 6nemli bir ¢aligma alanina sahip olan polinom
tabanli sayisal ¢6ziim yontemi, Pell-Lucas polinomlar1 kullanilarak uygulanmistir ve
etkin sonuclar elde edilmistir. Bu yontemin gelecekte, ele alinacak daha ileri diizey,
zorlayici ve birden fazla bilesenli yapidaki matematik ve miihendislik problemlerinin
¢oziimleri icin genellestirilebilir bir altyapr sundugu goriilmektedir. ileri diizey
sistemlerde uygulanabilirligin artmas1 i¢in bazi sayisal ve yapisal diizenlemelerin

yapilmas1 gerektigi de goz oniinde bulundurulmalidir.
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