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OZET

Yiksek Lisans Tezi

LINEER VE LiNEER OLMAYAN PARABOLIK PROBLEMLERIN
GALERKIN METODUYLA YAKLASIK COZUMU

Arif ENGIN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamal1 Matematik Bilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yesim SARAC

Bu calismada, Dirichlet sinir sartli lineer bir parabolik problem ve lineer olmayan bir
parabolik problemin zayif ¢oziimleri incelenmistir. Galerkin metodu ve Adomian
ayristirma metodu kullanilarak bu problemlerin zayif ¢ozlimleri elde edilmistir.
Galerkin metodu lineer parabolik probleme uygulandiginda, lineer adi diferansiyel
denklem sistemi ve lineer olmayan parabolik probleme uygulandiginda lineer olmayan
adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu adi diferansiyel denklem sistemlerini
¢ozmek i¢in Adomian ayristirma metodu kullanilmistir. MAPLE® programi kullanilarak

elde edilen sonuglar nlimerik orneklerle test edilmistir.

2017, 58 sayfa

Anahtar Kelimeler: Galerkin metodu, Adomian ayristirma metodu, Parabolik kismi

diferansiyel denklem



ABSTRACT

MS. Thesis

APPROXIMATE SOLUTION OF A LINEAR AND A NONLINEAR
PARABOLIC PROBLEMS BY GALERKIN METHOD

Arif ENGIN

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Department of Applied Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Yesim SARAC

In this study, we investigate the weak solutions of linear and nonlinear parabolic
problems subject to Dicihlet boundary conditions. Using Galerkin method and Adomian
method approximate solutions of these problems have been obtained. Appling the
Galerkin method to linear parabolic problems, the system of linear ordinary differential
equations has been get. Using the Galerkin method to nonlinear parabolic problems, we
have the system of nonlinear ordinary differential equations. Adomian decomposition
method to solve these systems of the ordinary differential equations has been used.

Obtained results are tested with some numerical examples by using MAPLE®™ program.

2017, 58 pages

Keywords: Galerkin method, Adomian decomposition method, Parabolic partial

differential equation
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SIMGELER DiZIiNi

H(0,1) uzaynin alt uzay1 olup (0, 1) araligmmn sinirlarinda sifir olan
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H(Q) uzayinm alt uzay1 olup t =T icin (X,T) =0 sartin1 saglayan
fonksiyonlarin uzayi
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tiirevleri L, (1) uzayma ait fonksiyonlarin uzay1

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tirevleri L,(0,1)

uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzay1
Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzay1

(0,0) araliginda olgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar
uzayli

Q1 bolgesinde 6l¢iilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
Q kiimesinin kapanmigsinin siirekli oldugu fonksiyonlarinin birlesimi

olan uzay
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1. GIRIS

Elektrik, mekanik, akigkan dinamigi, manyetizma, optik veya 1s1 akis1 gibi cogu fiziksek
olay genelde kismi diferansiyel denklemler ile tanimlanir. Uygulamada ¢ogu olay uzay
ve zaman degiskeni ile tarif edilir ve kismi diferansiyel denklemlerde tiirevler, hiz,
ivme, kuvvet, aki, akim gibi dogal seyleri ifade eder. Zaman degiskenine gore fiziksel
siiregler li¢ gruba ayrilir. Bu gruplardan biri olan parabolik kismi diferansiyel
denklemler, zamana bagliligi sadece hiz ile ifade edilen fiziksel siirecleri karsilar.
Parabolik tiirden lineer kismi diferansiyel denklemlere en 6dnemli 6rneklerden birisi 1s1

denklemidir.

Literatiirde, kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin elde edilmesi igin
farkli niimerik metotlar ile galigmalar yapilmistir. Hem lineer hem de lineer olmayan

parabolik kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri incelenmistir.

Galerkin metodu yaklasik ¢6ziim elde etmede kullanilan yaygin metotlardan bir
tanesidir. Teknolojinin gelisimi ile ihtiya¢ haline gelen bazi mithendislik problemlerine
ek olarak ¢esitli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in oldukca kullanisli olan Galerkin
metodu, makine, insaat, otomotiv miihendislik uygulamalari, medikal uygulamalar,
yapisal analizler ve elektromanyetik uygulama alanlarinda siklikla basvurulan kullanish

bir yontemdir.

Douglas and Dupont (1970) galismalarinda Q kiimesi R™ uzaymin sinirh bir alt bolgesi

olmak tlizere

ou(x, t) Z”: 9 : )6u ket
ot ax \ "Wy ) TR

ij=1
u(x,0) =uy(x),x €Q

u(x,t) =0,x € 0Q



parabolik denklemine Galerkin metodu ve Crank-Nicolson-Galerkin metodunu
uygulayarak yaklasik ¢6ziim elde etmislerdir. Ayrica bu metotlarin hata analizlerini

yapmuslardir

Wheeler (1973) ise ¢alismasinda

u; = V.a(x,u)Vu + z b;(x,wWu, + f(x,u), (x,t) € 2 x (0, T]

=1

ve

u, = V.oa(x,u)Vu + a; i (x)p(x, u)uxj + ) bi(x,wuy, + f(x,u),
t i,jz=1 ( ! )xi ;
(x,t) € A x (0,T]

denklemleri i¢in Dirichlet sinir sartli sistemini ele almistir. Parabolik baslangig-sinir
deger problemlerinin ¢oziimlerinin Galerkin yaklasimlar1 igin L, hata kestirimlerini

ispatlamistir.

Luskin (1979) calismasinda Galerkin metodu yardimiyla lineer olmayan parabolik bir

problemin ¢oziimii elde edilmistir.
Estep and Larsson (1993) calismalarinda Q c R? olmak iizere Dirichlet sinir sartl
u; —Au = f(x, t,u), (x,t) € QA x (0,t")

yar1 lineer parabolik denkleminin siireksiz Galerkin metodu ile nlimerik ¢oziimiinii
yapmislardir. Metodun hata kestirimini ispatlamiglardir. Yar1 lineer denklemde sag taraf
fonksiyonunu  f(x,t,u) = 10(u —u3) segerek teorik sonuclari &rnek {izerinde

gostermislerdir.



Amann (1998) ¢alismasinda lineer olmayan sinir sartli yari lineer bir parabolik denklem
ele almistir. Parabolik baslangic smir deger probleminin ¢ézliimiiniin varligini

incelemistir.

Galerkin metodunun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi ve
hata analizini yapan diger bir bilim adami da Zhelezovskii’dir. Zhelezovskii (1998)
caligmasinda degisken operatdr katsayili bir lineer hiperbolik kismi diferansiyel
denkleme Galerkin metodunu uygulamis ve metodun hata analizini yapmistir. Ayrica
Zhelezovskii and Lyashko (2001) ¢alismasinda lineer olmayan bir hiperbolik denklemin

¢Oziimii i¢in Galerkin metodunun hata kestirimlerini ispatlamiglardir.

Li and Wang (2013) parabolik denklemlerin Galerkin metodu ile zayif ¢oziimiinii
incelemistir. Ayrica zayif ¢6ziim i¢in hata analizini yapmis ve niimerik O6rnekler ile

desteklemistir.

Liang (2015) lineer parabolik denklemler i¢in Galerkin metodunun hatasini incelemistir

ve elde edilen sonuglar niimerik 6rnekler tizerinde gostermistir.

Adi diferansiyel denklem sistemlerinin degisik niimerik yontemler ile ¢oziimii farkli
bilim adamlari tarafindan ele alinmistir. Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem
sistemleri ve sabit katsayili veya degisken katsayili diferansiyel denklem sistemlerinin

¢Oziimleri i¢in farkli yontemler sunulmustur.

Adomian ayristirma metodu (AAM), 1970 yilindan sonra Geoerge Adomian tarafindan
gelistirilmistir. Metot adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilir. Ayni

zamanda adi ve kismi diferansiyel denklem sistemlerine uygulamasi da mevcuttur.

Abbaoui and Cherruault (1994) ¢alismasinda Adomian Ayristirma Metodunun lineer
olmayan adi diferansiyel denklemlere uygulandiginda metodun yakinsamasi ispat

edilmistir.



Biazar et al. (2004) galismasinda Adomian Ayristirma Metodu (AAM) kullanilarak adi
diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii ortaya konmustur. Ayrica bazi Ornekler
tizerinde hem lineer hem de lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik

¢Oziimleri elde edilmistir.

Shawagfeh and Kaya (2004) adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in Adomian
Ayristirma Metodu ile Runge Kutta metodu arasinda karsilagtirmalar yapmislardir.
Niimerik dogrulugunu gostermek icin biri lineer digeri lineer olmayan iki 6rnek ele
almiglardir .Bu ¢alisma ile Adomian metodunun, adi diferansiyel denklemlerinin genis
bir sinifi i¢in niimerik ¢oziimlerine ek olarak analitik olarak da giiglii ve etkili oldugu
sonucuna varabileceklerini One slirmiislerdir. Niimerik Orneklerin sonuglarini tablo

haline getirip giiglii yakinsamalar oldugunu ispatlamiglardir.

Mahmood et al. (2005) birinci mertebeden baslangi¢ deger problemine Adomian
Ayristirma Metodu uygulamislardir. Caligtiklart sistem

yi = fiu Yy v) +9i(x), i=12,-,m

seklindedir. Burada f;, i =1,2,---,m lineer olmayan fonksiyonlardir. Niimerik
orneklerde hem lineer hem de lineer olmayan denklemler ele almis ve yaklasik

¢Ozlimleri bulmuslardir.

El-Kalla (2006) ¢alismasinda lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Adomian serileri

ile ¢oziimiiniin hata analizini yapmustir.

Mirzaee (2011) tlirev doniisim metodunu n. mertebeden adi diferansiyel denklem
sistemlerine uygulamistir. Bununla birlikte 6rnekler tizerinde lineer ve lineer olmayan

adi diferansiyel denklem sistemleri alarak niimerik ¢6ziimlerini elde etmistir.



Dogan (2012) calismasinda

yi®) = fi(y1,92, V)

Vo (t) = f2(,¥1, Y2, V)

Yu(£) = fu(6, Y1, Y2, V)

adi diferansiyel denklem sistemini ele alip Laplace Doniisiimii ve Adomian Ayristirma

Metodunu birlikte kullanmistir ve niimerik 6rnekler ile de ¢alismasini desteklemistir.

Al-Omari et al. (2013) birinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem
sisteminin niimerik ¢éziimiinii Galerkin sonlu elemanlar metodu ile yapmuslardir. Elde

edilen sonuclari niimerik 6rneklerde test etmislerdir.

Bu calismada oncelikle lineer parabolik bir problem ve lineer olmayan parabolik bir
problemin yaklasik ¢oziimiinden bahsedilmistir. Ele alinan lineer parabolik problem bir
uzay degiskenli 1s1 denklemi i¢in bir baglangi¢ sinir deger problemidir. Her iki problem
de Dirichlet sinir sartlari ile verilmistir. Galerkin metodunun bu sistemlere uygulanmasi
ile bir adi diferansiyel denklem sistemine ge¢ilmistir. Lineer problem i¢in bir lineer adi
diferansiyel denklem sistemi ve lineer olmayan problem i¢in bir lineer olmayan bir adi
diferansiyel denklem sistemi elde edilmistir. Bu adi diferansiyel denklem sistemlerinin
¢Oziimii i¢cin Adomian ayristirma metodu kullanilmistir. Niimerik oOrneklerde bazi

parabolik sistemler i¢in yaklasik ¢oziimler elde edilmistir.

Tezin devam eden béliimlerinde ilk olarak, 2. boliimde, tez i¢in temel olusturabilecek

bazi tanimlara yer verilmistir.

3.1. boliimde lineer parabolik bir problemin genellestirilmis ¢6ziim tanimi verilmistir.
Ayrica bu problem i¢in tek bir genellestirilmis ¢6ziim oldugu Teorem 3.1 ile

desteklenmis ve ispat ile teorem sonlandirilmistir.



3.2. bolimde lineer olmayan bir parabolik problemin genellestirilmis ¢ozliimiiniin

bulunmasi i¢in Galerkin metodunun nasil kullanilacagi incelenmistir.

3.3. boliimde Galerkin metodunun kullanimi sonucunda elde edilen adi diferansiyel

denklem sistemlerine Adomian ayristirma metodunun uygulanmasi anlatilmistir

4. boliimde yapilan ¢alismalar ile elde edilen bazi bulgular verilmistir.

4.1. bolimde lineer parabolik problemler i¢in niimerik 6rneklere yer verilmis olup, 6zel
bir 6rnek icin MAPLE® programi yazilmistir. Ayrica bulunan sonuglarin hata verileri

tablolar seklinde sunulmustur.

4.2 bolimde lineer olmayan parabolik bir problem i¢in niimerik 6rnekler incelenmis,

sonuclarin hata gdsterimi i¢in tablolar sunulmustur.

Son olarak 5. boliimde bu ¢alismada yapilan uygulamalar belirtilmis ve tezin dnemi

vurgulanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde verilen tanim ve teoremler i¢in Hunter and Nachtergaele (2001), Kreyszig
(1989), Ladyzhenskaya (1985), Zeidler (1995) ve Hasanoglu (2010) kaynaklarindan

faydalanilmistir.

Tamm 2.1: t bagimsiz degiskenini, t’ye bagh x;,x5,: -, x,, fonksiyonlarini ve bu

fonksiyonlarin tiirevlerini iceren n denklemden olusan

roLn o ’ " _
fl(t,xl,xl,xl ,-..,xz,xz,xz’...,...,xm’xm,xm'...) =0

fZ(tlxllxilx{’;"'JXZ;xé;xély"';"';xmyx;n;x‘;r’u"') =0
(2.1)

! n 4 n !/ n -
fn(t,xl,xl,xl ,-..,xz,xz,xz‘--.,--.,xm’xm’xm' ...) — 0

seklindeki bir sisteme adi diferansiyel denklem sistemi denir.

X, = @(t), x; = @y(t), -, Xy = @y (t) fonksiyonlar1 (2.1) sistemini 6zdes olarak

sagliyorsa bu fonksiyonlar (2.1) siteminin bir ¢6zliimii olur.

Tanmm 2.2: Bir adi diferansiyel denklem sisteminde yer alan tiim denklemler lineer ise
bu sisteme lineer adi diferansiyel denklem sistemi denir. Tek bir diferansiyel denklem

bile lineer degilse sisteme lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi denir.

Tamim 2.4: Bir lineer adi diferansiyel denklem sisteminde yer alan tiim denklemler
sabit katsayili ise bu sisteme sabit katsayili lineer adi diferansiyel denklem sistemi
denir. Eger sistemindeki denklemlerden en az biri degisken katsayili ise sisteme

degisken katsayili lineer adi diferansiyel denklem sistemi denir.



Tamim 2.5: Her bir denklemde bilinmeyenlerden sadece birinin birinci mertebeden

tirevi bulunan

xZ’l(t) = fl(tlxlixZ'”"xm)

X1(t) = fl(t, X1, X2, "'lxm)
2.2)

X;n(t) = fm(t' X1, X2, xm)

seklindeki diferansiyel denklem sistemine normal sistem denir. Burada fi, f5, ) fin

fonksiyonlar1 t, x4, x5, -+, X;,, arglimanlarinin verilmis fonksiyonlaridir.

Tanmm 2.6: Eger bir I € R acik araliginda birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip
olan bir {x;(t), x,(t), -, x,,(t)} fonksiyon kiimesi, (2.2) sisteminin her denklemini
0zdes olarak sagliyorsa, bu fonksiyon kiimesine I araliginda (2.2) sisteminin bir ¢ézimii

denir.

m. mertebeden bir normal sistemin, m keyfi sabite bagli olan

xl = (pl(tﬂ Cl! CZ! Ty Cm)

Xy = @2 (tr C1,C, 0, C‘m)

Xm = (pm(t' C1, €0, Cm)

seklinde ¢6ziimii vardir. Bu ¢oziime normal sistemin genel ¢oziimii denir. Genel
¢oziimde ¢4, ¢y, **+, ¢y, sabitlerine 6zel degerler vererek elde dilen ¢oziime 6zel ¢oziim
denir. Keyfi sabit icermeyen ve 6zel ¢oziimden elde edilemeyen ¢oziimlere de tekil

¢Ozlim denir.



Tammm 2. 7: a4,a,,+,a,, Onceden verilmis degerler olmak iizere (2.2) normal

sisteminin bir t, € I baslangi¢ noktasinda

x1(to) = ay, x5(to) = az, -+, xp(to) = am (2.3)

baslangi¢ kosullarint saglayan bir ¢oziimiiniin bulunmasi problemine, (2.2) sistemi i¢in

bir baslangi¢ deger problemi denir.

Baslangi¢ deger probleminin bir [ araliginda ¢6ziimii demek, bu [ araliginda sistemdeki
tim denklemleri saglayan ve t, € I baslangic noktasinda verilen baslangi¢ sartlarini

saglayan bir {x,(t), x,(t), -, xy (t)} fonksiyon kiimesidir.

Tammm 2.8: X bir metrik uzay olsun. X de tamimli tim reel degerli siirekli
fonksiyonlarin kiimesi bir normlu uzaydir ve uzay C(X) ile gosterilir. Bu uzayda metrik

ve norm sirastyla

a(f,g) = glg)glf(x) —g(x)|
ve

Il = rggglf(x)l
olarak tanimlanir.

Tamm 2.9: O ¢ R" olmak iizere C*(Q), k. mertebeye kadar tiirevleri Q bolgesinde

stirekli olan tiim stirekli fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir.

Tamm 2.10: O ¢ R" olmak iizere C*(Q), k. mertebeye kadar tiirevleri Q bolgesinde

stirekli olan tiim stirekli fonksiyonlarin olusturdugu Banach uzayidir. Bu uzayda norm
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bigiminde tanimlanir.

Tamm 2.11: Q c R? olmak iizere C%1((), birinci degiskenine gore ikinci mertebeden
ve ikinci degiskenine gore birinci mertebeden siirekli tlirevlere sahip olan (1 bolgesinde

tiim stirekli fonksiyonlarin uzayidir.

Tamim 2.12: Q c R dlciilebilir bir kiime ve bu kiime tlizerinde taniml1 f fonksiyonu igin
hemen hemen her yerde ||f(x)|| < c olacak ¢ = 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna Q da
hemen hemen her yerde siirlidir denir. Bu esitsizligi saglayan ¢ > 0 sayilarinin en

kiigtigiine f fonksiyonunun esasli sinir1 denir.

) lizerinde esasli sinira sahip fonksiyonlarin uzay1 L, (£2) ile gosterilir ve
1|z, = inf{c =0 : hhh|f(x)| < c}

seklinde taninmlanir.

Tanim 2.13: Keyfi m, n sayilar1 ve herhangi & >0 igin

1 £
mn| < —|ml|? + = |n|?
|mn| 2€| | 2||

esitsizligine ¢-Cauchy Esitsizligi ad1 verilir.

Tamim 2.14: Her € > 0 ve her n > n, igin |x,, — a| < € olacak seklide bir n, sayisi

bulunabiliyor ise a sayisina (x,) dizisinin limiti ad1 verilir. Bu durumda (x,,) dizisi a
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ya yakinsiyor denir. Bir dizi herhangi bir limit degerine yakinsiyor ise bu diziye

yakinsik dizi denir.
Tamm 2.15: a,,, Hilbert uzayinda bir dizi olmak {izere her b € H igin
lim (@, b) = (a,b)
esitligi saglanmasi durumunda a,, dizisi a € H elemanina zayif yakinsiyor denir.

Tanmmm 2.16: L,(0,1), (0,)araliginda karesel olarak integrallenebilir fonksiyonlarin

olusturdugu bir uzaydir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirastyla

!
f Do = | FCIgdx, Ifll,on = [ 900
! J

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.17: L,(Q), Q= (0,0) x (0,T] bolgesinde  olgiilebilir ~ ve  karesi

integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla
(f, g)Lz(Q) = ff flx, t)g(x, t)dxdt
Q

Nl = V5 P

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.18: (X,()), bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu uzay d(x,y) =/ {(x —y,x —y)

metrigine gore tam ise Hilbert uzayi olarak adlandirilir.
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Tamm 2.19: W.1(0,1) = H'(0,1), Hilbert uzay1 olup kendisi ve birinci mertebeden

genellestirilmis tiirevleri L, (0, l) uzayina ait olan fonksiyonlarin uzayidir.

H2(0,1) uzay1 H*(0,1) uzaymin alt uzay: olup, (0,1) arahginin sinirlarinda sifir olan

fonksiyonlar icermektedir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirastyla

du(x) dv(x)> dx.

1
(u,v)H&(OID =f<u(x)v(x) + I dx
0

||u||H3(0_l) = ’ (u’ U)H(}(O,l)

seklinde tanimlanir.

Ayrica bu uzayda Poincare i¢ ¢arpim ve normu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

l
d d
(W Vyaon = J ( I;ECX) 1;5?) dx
0

l
du(x) dv(x)
ellugon = | [ (S ) d
0

H}(0,1) uzaymnda yukarida verilen iki norm denk normlardir.

Tammm 2.20: H'(Q) kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzayina ait fonksiyonlarin olusturdugu Sobolev uzayidir.

HY(Q) uzay1 H'(Q) uzaymin alt uzayr olup, Q kiimesinin smirlarinda sifir olan

fonksiyonlar icermektedir.



13

Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla u(x, t), v(x, t) € Q i¢in

Judv Jdudv

(u,v)H&(m = Jf (uv+aa+aa>dxdt
Q

lellg ) = [ Vg
seklinde tanimlanir.
Ayrica bu uzayda Poincare i¢ ¢arpim ve normu sirastyla
W, V1) = (Vu, V)1, ()
lullpzay = IVullL,o)
seklinde tanimlanmaktadir.

H} (0, 1) uzaymda yukarida verilen iki norm denk normlardir.

Tamim 2.21: W,"°(Q) = H*°(Q) = L,((0,T), W} (Q)) kendisi ve x degiskenine gore
birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,({)) uzaymma ait fonksiyonlarin

olusturdugu Hilbert uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢arpim

oudv
(W, v)groqy = ﬂ (uv + a&> dxdt
Q

ve norm
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”u”Hl'O(Q) = ’(u, Upioq)

seklinde tanimlanmaktadir.
Tamim 2.22: A:n X n tipinde bir matris olsun.

1) AT=4
2) Hery € R"igin yTAy>0

Ise A matrisine pozitif tanimli denir.

n X n tipinde A matrisinin pozitif olmasi igin gerek ve yeter sart k = 1,2, ..., n i¢gin,

(d11 Q12 0 Qqg7
a1 Q- Ak

det >0
Aj; Az Aggd

olmasidir.

Tanmim 2.23: X bir siitun matris olmak tizere G = X.XT olarak tanimlanan G matrisine

Gram matris ad1 verilir.

Ic carpim uzayindaki x4, x5, -*+, x,, vektorlerinin Gram matrisi
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(X1, x1) (X1, %2) = (X1, Xp)]

(x2, x1) (x2, %) (x2, x)
G(xlixZi "')xn) =

—(xnrx1> (xnrxz) (xn' xn)—

seklinde olur. Burada (., .) ile i¢ garpim gosterilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu caligmada degisken katsayili lineer

1 — (k()u)x = F(x, 6, (x,£) € 0 := (0,1) X (0,T] 3.1)

u(x,0) = p(x), x € (0, 1) (3-2)

u(0,6) = 0,u(l,t) = 0, € (0,T] (33)
parabolik baslangic sinir deger problemi ve lineer olmayan

U — (@0 W)y, = £ t,w), (x,£) € Q= (0,1) X (0,T] (3.4)

u(x,0) = Y(x), x € (0,]) (35)

u(0,t) =0,u(l,t) =0,t € (0,T] (3.6)

parabolik baslangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir. Burada [ ve T pozitif sayidir.

(3.1) denklemi [ > 0 uzunluga sahip bir gubuk igin 1s1 iletim denklemi olarak ele alinir.
Burada k(x) 1s1 iletim katsayist ve F(x,t) 1s1 kaynaginin yogunlugunu belirten
fonksiyondur. (3.2) sartt ile verilen ¢@(x), t =0 baslangic aninda 1s1 iletim
fonksiyonudur. Ayrica (3.3) Dirichlet sinir sartlari ise x = 0 ve x = [ uglarinda 1sinin

degerini belirtmektedir (Tikhonov and Samarskii 1963).

(x,t) € Q:= (0,1) x (0,T] bolgesinde (3.1) ile verilen denklemin t = 0 aninda (3.2)
sarttm ve x = 0 ve x = sirlarinda (3.3) sartlarim1 saglayan u € C%1(Q) N C(Q)
fonksiyonuna 1s1 iletim denklemi i¢in Dirichlet baslangi¢ sinir deger probleminin klasik

¢Ozlimii denir. Bu ¢oziimii elde etmek i¢in giris verilerinin
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k(x) € C1(0,1), p(x) € C[0,1], F(x, t) € C(Q) (3.7)

ve

0<ky < k() <kyxe (0,0 (3.8)

kosullarin1 saglamasi gerekir (Hasanoglu 2010).

Bu c¢alismada amacimiz (3.1)-(3.3) ve (3.4)-(3.6) problemlerine bir ¢6ziim elde
etmektir. Bu parabolik problemler icin zayif ¢6ziimiin tanimi verilecek ve zayif

¢Ozlimiin nasil elde edilebildigi agilanacaktir.

(3.4)-(3.6) probleminin {izerine bazi sartlar ekleyelim. Her (x,p) € (0,1) X Ri¢in
0<Cy <alx,p) <C; (3.9)

ve w(x) € L,(0,1) i¢in
Y € Ly(0,1), f(x,t,w(x)) € L,(0, 1) (3.10)

sartlarinin saglandigini kabul edelim.

3.1. Lineer Parabolik Problem i¢in Genellestirilmis Coziim

(3.1)-(3.3) lineer parabolik sisteminin genellestirilmis ¢6ziim tanimi verelim.

(3.1) denklemi v € H} () fonksiyonu ile garpilir ve Q kiimesinde integrallenirse
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J;Tfolutvdth_fOTj:(k(x)ux)xvdxdt _ fOTj:F(x,t)vdxdt (3.11)

elde edilir. Simdi bu ifadede sol tarafta yer alan her iki integrale kismi integrasyon

uygulayalim.

Sol taraftaki ilk intagrale kismi integral uygulanirsa

T ! T
f j uvdx dt = j (utvlg - j uvtdt> dx
0 Jo 0 0

1 l
=fut(x,r)v(x,T)dx—Jut(x,O)v(x. 0)dx
0

0
F

—j fuvtdxdt
o Jo

elde edilir. Buradan v(x, T) = 0 sart1 ve u;(x, 0) = ¢@(x) oldugu kullanilarak

T 1 l T 1
f futvdx dt = —f @(x)v(x,0)dx —f fuvtdx dt
o Jo 0 0o Jo

yazilir. Simdi benzer sekilde sol tarafta yer alan ikinci integrale kismi integrasyon

uygulayalim.

T T !
] j(k(x)ux)xvdxdt=j <k(x)uxv|f,—J k(x)uxvxdx> dt
0o Jo 0 0

T

T
- f k(D (L, vl t)dt — f k(0)u, (0, £)v(0, t)dt
0

0

T
— f f k(x)u, v, dxdt
0o Jo

Burada v(0,t) = 0 ve v(l,t) = 0 oldugundan
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'[;T fol(k(x)ux)xvdxdt =— .I;T folk(x)uxvxdxdt

elde edilir. Bu son ifadeler ilgili denklemde yerine yazildiginda

T 1 l T 1 (3.12)
J. f(—uvt+k(x)uxvx)dxdt = f p()v(x, O)dx+f fdexdt
0o Jo 0 0o Jo
integral esitligi elde edilir. Ayrica
(u(x,0), V)00 = (@ V)1,00 (3.13)

olur.

Tamm 3.1.1: v(x, T) = 0 &zelligindeki her v € Hj (Q) fonksiyonu igin (3.12) ve (3.13)
esitliklerini saglayan u € H°(Q) elemanina (3.1)-(3.3) probleminin zayif ¢dziimii veya
genellestirilmis ¢6ziimii denir (Ladyzhenskaya 1985).

Ayrica bu zayif ¢oziim i¢in

k € Le(0,0),9 € L,(0,1),F € L,(Q) (3.14)

ve x € (0,1) i¢in

0<ky<k() <k (3.15)

sartlarinin saglanmasi gerekir.
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Teorem 3.1.1: (3.14) ve (3.15) sartlar1 saglansin. Bu durumda (3.1)-(3.3) baslangi¢

deger probleminin H° () uzayinda tek bir genellestirilmis ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim

maxeefo,rilluC, Oll, o0 + MuxllL, @) < Co[”‘/’”Lz(o,Z) + ||f||L2(Q)] (3.16)
kestirimini saglar (Ladyzhenskaya, 1985).

Ispat: (3.1) denklemi u ile carpildiktan sonra t € [0,T] olmak iizere Q; := (0,1) X

(0, t) tizerinde integrallenirse

t ol t ol
f f (uy — (k) uy))udxdt = J J fudxdt,t € [0,T]
0 Jo 0 Jo

yazilir. Buradan kismi integrasyon alinarak

11t rldu? ¢ !
—j j —dxdt—J Ik(x)uxulf, —f k(x)u,u, dx
2) Jo dt 0 0

elde edilir. (3.3) sinir sartlarina goére u(0,t) = 0 ve u(l,t) = 0 oldugundan

t rl
dt = f ffudxdt,t € [0,T]
0 Y0

%fol[u(x, t)]%dx + fot fol k() u,u, dxdt 17
= %fol[u(x, 0)]%dx + fot fol fudxdt,t € [0,T] .

bulunur. Bu ifadeye (3.1)-(3.3) probleminin enerji-denge denklemi denir. Cauchy-

Schwartz esitsizligi ve (3.15) sartindan faydalanilarak

1 1 t
S, O 01 + KollelZ, 0 < 5 140 OIE, o) + max e, Dl o0 fo 1f lycon dt
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elde edilir. Buradan

max [[u(, D%}, o < GO0 + 2 maxfluC, D, z)f I Nl o dt.t € [0,T]

0<t<t

ve

1 t
o maxluC. Dln [ Wil det € [0.7)
- 0

1
2 2
Il 0 < 5 IGO0 +

yazilabilir. Bu iki esitszilgin karekokiinii alip, taraf tarafa toplayalim. Daha sonra bu

toplamda

lul, 0,00 < lulg, = tg%g;s]llu(-,t)llh(o,z) + uxllL, )
ve

max ||[u(., T < |u = max ||u(.,t + ||lu
Osrst“ GO0 < ulg, te[o,T]” GO0 + sl @

esitsizlikleri degerlendirilir ve ifadenin karesi alinirsa t € [0, T] igin

max luC, Oll,on + uxlli,0 =

(2 + klo) luC,0)lz, 00 + (4 + k%) J:”f"Lz(O,l) dt]
bulunur. Buradan

3 1 Ol 00 + el < (44 ) [ Oy +VE iy cay ) ¢ € 1071
elde edilir. Bu esitsizlikte t = T alinirsa

max, lul, Ol + luxllL,@ < colllell,on + 1fllL,w]
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olur. Burada c, = max(1,vT) (4 + ) seklindedir. Boylelikle (3.16) esitsizligi ispat
0

edilmistir.

Simdi H¥°(Q) uzayinda (3.1)-(3.3) probleminin bir genellestirilmis ¢dziimiiniin var

oldugunu ispat edelim.
(3.1)-(3.3) lineer parabolik probleminin ¢6ziimii olan u fonksiyonuna
Ux,t) = BiLi ci(®)pi(x) (3.18)

fonksiyonlariyla yaklasilabilir. Burada ¢;,i = 1,2 ... fonksiyonlar1 H3(0,1) uzaymda
temel sistem (L, (0, 1) uzayinda ortanormal) ve c;(t) katsayilar1 ise bulunmasi gereken

fonksiyonlardir.

Simdi Galerkin metodunu kullanarak (3.1)-(3.3) probleminin yaklasik ¢6ziimiinii elde

edelim.

¢, 1 =1,2,-++, N fonksiyonlar1 ile (3.1) denklemi ¢arpilir ve (0, ) de integrali alinirsa

l l l
j e dx - j () e prdx = j Foudx,l = 1,2, ,N
0 0 0

yazilir. Yukarida sol tarafta yer alan ikinci integrale kismi integral uygulanirsa

! ! !
u<pdx+fk(x)u (pxdx=fF<p dx,l=1,2,---,N
jo A o (3.19)

bulunur. (3.19) da u yerine U = XN, ¢;(t)p;(x) fonksiyonu yazilirsa [ = 1,2,++,N

olmak tlizere
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LEN 0@ (x) dx + [ T k() (O)9; () @) (x)dx

l (3.20)
= [, F(x, )@ (x)dx

esitligi elde edilir. Bu son ifadede

0,k+#1
(P POL 00 =11k = |

ozelligi gbz online alindiginda

l

l N
GO+ [ k) Y @it el = [ Pl te @dx
0 i=1

0
l

l N
GO+ [ k)Y a@ei@eidx = [ Faoe@ax  @21)
0 i=1

0

l

l N
@+ [ k@) Y 6O ek = | Fix Doy (dx
0 i=1

0

adi diferansiyel denklem sistemi bulunur. Bu sistem igin
Ci (O) = ( <p: (Pi>L2(0,l); l = 1;2r Y N (322)

baslangic sartlar1 elde edilir. (3.21) sistemi, bilinmeyenleri c;(t),i = 1,2,:--, N olan
lineer adi diferansiyel denklem sistemidir. (3.21)-(3.22) sisteminin [0,T] de siirekli

ci(t),i =1,2,---, N tek ¢oziimii vardir (Caglayan 2013).

U i¢in N sayisina bagli olmayan bir simnir elde etmek miimkiindiir. Bunun i¢in (3.19)
denklemleri uygun c; ile carpilir, 1 de N e kadar toplanir ve daha sonra 0 < t < T igin
[0, t] de integrali alinirsa u = U igin (3.17) denklemi elde edilmis olur. (3.17) ifadesinin
(3.16) esitsizligini gerektirdigini biliyoruz.
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O halde
maXte[o,T]”U(-,t)”Lz(O,l) + ”Ux“LZ(Q) < Cq (3.23)

yazilabilir. Burada c;, N den bagimsiz bir sabittir. (3.23) den dolay1 (3.18) ile
tanimlanan dizinin u € H°(Q) elemanina L,(Q) uzayinda zayif yakinsayan bir alt
dizisi segilebilir. Bu u(x,t) fonksiyonu (3.1)-(3.3) probleminin genellestirilmis

¢Ozlimiidiir.

(3.20) denklemleri % € L,(0,T),d;(T) = 0 sartim1 saglayan keyfi bir d;(t) fonksiyonu

ile garpilip, denklemler toplanir ve sonra da [0, T] de integral alinirsa
Y l T (1
fo fo(—U(;bt + kU, ¢, )dxdt = f0U¢|t=odx + fo fo Fepdxdt (3.24)

bulunur. Burada ¢ = Y, d,(t) @, (x) seklindedir. Bu sekildeki tiim ¢ fonksiyonlarmin
kiimesi My ile gosterilsin. Uy_; M, toplami, ¢ = T igin sifira esit olan H(Q) nin alt
kiimesinde yogundur. (3.24) denkleminde sabit bir ¢ € M, i¢in Ny, = p ile baslanarak
yukarida bahsedilen alt dizinin limiti alinabilir. Sonug olarak v = ¢ € M, olmak lizere
u fonksiyonu igin (3.12) integral denklemi elde edilir. Up-; M, toplamu, HL(Q)
uzayinin t =T i¢in sifira esit olan fonksiyonlarin olusturdugu alt kiimesinde yogun

oldugundan (3.12) denklemi ashinda her v € H3(Q),v(x,T) =0 fonksiyonu igin
saglanmaktadir. O halde bu u(x, t), (3.1)-(3.3) probleminin genellestirilmis ¢6ziimiidiir.

Boylelikle genellestirilmis ¢oziimiin varlig1 gosterilmis oldu. Simdi ¢6ziimiin tekliginin
ispatini ele alalim. Bunun i¢in u; ve u, seklinde iki farkli ¢6ziim oldugu kabul edelim.

Bu durumda r = u; — u, fonksiyonu
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. — (k(x)r), =0, (x,t) € Q:=(0,1) x (0,T]
r(x,0) =0, x € (0,01

r(0,t) =0, r(l,t) =0, t € (0,T]

probleminin bir genellestirilmis ¢6ziimii olur. (3.16) esitsizliginin ispati1 i¢in yapilan

adimlar uygulandiginda bu problem i¢in
trer%gg]llr(-.t)lhz(o,z) + Il ) < 0

esitsizligi elde edilir. Bu durumda r = 0 olmak zorunda olup, u; ve u, ayni elemandir.

Boylece ispat tamamlanir.
(3.21) adi diferansiyel denklem sistemi
C'+AC=F (3.25)
seklinde ve (3.22) baslangi¢ sartlari
C(0) =C, (3.26)
seklinde matris formda yazilabilir. Burada C bilinmeyen matrisi olmak {izere matrisler

ey ()]
c2(t)

ey (t)]
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([, k@i (@i (dx [, k()@a()@i()dx [ k()i ()9} (x)dx]

[ k@i ep0dx [l k(0)@sepxdx - [Ik()ey()@h(x)dx

[ k()@ (Dey(dx [, k()@y)ek(dx - fi k(x)@k ()@ (x)dx]

[ [} F(x, )1 (x)dx |

[y F(x, @5 (x)dx

[ F(x, o (x)dx ]

ve
[ () (X)dx]

[} 9 ()9, () dx

&
I

l
[ ooy (x)dx,
seklinde tanimlanir.

3.2. Lineer olmayan Parabolik Problem i¢in Genellestirilmis Coziim

Bu c¢alismada (3.4)-(3.6) parabolik sistemi igin asagidaki zayif ¢oziim tanimi

kullanilmistir.
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Tamm 3.2.1: Her v € H}(0, 1) fonksiyonu igin

! !
(ur, V)1, 00 + f a(x, uW)u,v,dx = Jf(x, t,wvdx,x € (0,),0<t<T (3.27)
0

0

ve

(u(x,0),v),00 = (Y, V)00 (3.28)

esitliklerini saglayan u € H}(0,1), 0 < t < T elemanina (3.4)-(3.6) probleminin zayif
¢oziimi denir (Wheeler 1973).

Parabolik problem icin zayif ¢6ziim Galerkin metodu kullanilarak elde edilebilir.

Galerkin metoduna gére u € Hg () fonksiyonuna

Ux, ) = XiL; ci(D)epi(x) (3.29)

fonksiyonlariyla yaklasilabilir. Burada ¢;,i = 1,2 ... fonksiyonlar1 H}(0,l) uzaymnda

lineer bagimsiz fonksiyonlar ve c;(t) katsayilart ise bulunmasi gereken fonksiyonlardir.

M, @1, 93, , @y lineer bagimsiz fonksiyonlari tarafindan gerilen ve H}(Q) kiimesinin
sonlu boyutlu bir alt uzayr olsun. (3.4) denklemi (3.29) ile tanimlanan U(x,t) igin

yeniden yazilir, V € M fonksiyonu ile garpilir ve sonra (0, [) araliginda integrallenirse

! ! L
f UVdx — f (aCx, U)Uy), Vdx = f flxt, U)Vdx (3.30)
0 0 0

yazilir. Burada sol tarafta yer alan ikinci integrale kismi integral uygulanirsa
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l l
f (a(x, U, Vdx = (alx, DUV |} — f a(x, V)U,V,dx

0

buradan

l

!
f(a(x, 0U,),Vdx = —f a(x,U)U,V,dx
0 0

elde edilir. Bu ifade (3.30) de yerine yazilirsa

l l l

f U Vdx + f a(x, V)UyV,dx = f f(x,t,U)Vdx, (3.31)
0 0 0

(U,0),V)1,00 =0 V,00
bulunur.

(3.31) ifadesinde (3.29) ile verilen U fonksiyonu yerine yazilir ve V yerine ¢y,
[ =1,2,..., N fonksiyonlar1 alinirsa

l

Il N N N
[ Yo prax+ | a(x,zci(t)cmx) )Zci(t)cpxx) pi)dx
J .

1 0 i=1
N
=1

=1

=] fxt

l

ci()@i(x) )i (x)dx (3.32)

esitligi elde edilir. Bu sistem vektorel formda

BC' = —D(C)C + E(C) (3.33)
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seklinde yazilir. Baslangig sartlari

BC(0) =(;
olur. Burada
[c1(6)]
cz(6)
C = ,
ey (t)]
-l l
fo P19,dx fo P21dx
l l
fo P1p2dx fo P22dx
B =
l l
_fo Pp1pydx fo P2pndx
r ol o
fo a(x, T, cip)pipidx
l ! !/
fo a(x, Ni; cip) 1 pzdx
D(C) =

l o
_fo a(xP Zlivzl Cl'(pi)(pl(dex

E(C) =

— l —
fo fot, XL cip)prdx

l
fo fOot, Z cipi) padx

!
o FOot, X cip) o]

l -
fo Pnp1dx

l
fo (pN(pde

!
fo PnPNnax]

l l ! T
Jya(x, XLy cip)pnpidx

l ! !/
fo a(x, X, i) ey pzdx

l ! !
fo a(x, T, cip)onpydx]

(3.34)
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ve
— l -
f() l/)(pldx
l
fo l/}(pzdx
Cl =
l
_fo l/)(dex_
seklindedir.

B matrisi Gram matrisi oldugundan pozitif tanimlidir ve tersi vardir. Bu durumda (3.33)

sistemi

C' = —B1D(C)C + B 1E(C) (3.35)

seklinde yazilabilir.

3.3. Adi Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Céziimii icin Adomian Ayristirma

Metodu

Bu boéliimde normal diferansiyel denklem sistemleri i¢in baslangi¢ deger problemlerinin
nlimerik ¢oziimii lizerinde durulmustur. Lineer sabit katsayili adi diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢oziimlerini bulmak pratik olabilirken degisken katsayili lineer adi
diferansiyel denklem sistemleri ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerini
¢ozmek daha karmasiktir. Hatta bazen bir diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimii olsa
bile, bu ¢dziim ¢ok karmasik veya hesaplamalar igin kullanigsiz olabilir. Iste boyle
durumlarda denklem sisteminin ¢ézlimiine niimerik yaklasimlar olusturulur. Adomian
ayristirma metodu adi diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in kullanilabilecek

numerik metotlardan biridir.
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Simdi Adomian Ayristirma Metodundan (AAM) bahsedelim.
Vi =fiuya ) g, i =12,,m (3.36)
adi diferansiyel denklem sisteminin
yi(0) =yLi=12-,m
baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimlerinin Adomian ayristirma metodu ile nasil elde

edilebilecegini agiklayalim. Bu denklem sisteminde f; lineer olmayan fonksiyon ve g;,

t’nin bilinen fonksiyonlaridir. (3.36) sistemi L =% lineer operatorii  ve

N (v, Y2, V) = fi(V1, V2, -+, yn) lineer olmayan operatorti ile

Ly; = Ni(y1, Y2, ¥n) + 8i (3.37)

seklinde yazilir. (3.37) ifadesinin her iki tarafina L™! ters operatorii uygulanirsa

(L1 = fL1de)

Yi = ¥i(0) + L7INi (v, 2+, ) + L7 (3.38)
denklemleri elde edilir. Adomian metodu i¢in ayristirilmis seri fonksiyonu
Yi = Xn=0Yin i =12,,m (3.39)
ve lineer olmayan N; operatdriiniin ayristirma fonksiyou
Niy1, Y2, ¥n) = Zn=0Ain »i =1,2,--,m (3.40)

seklindedir. Burada 4; ,, Adomian polinom fonksiyonlaridir ve su sekilde tanimlanur:
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1

n!

A = = [N(E20 29|,y 1 = 1,2, (3.41)

(3.39) ve (3.40) esitlikleri (3.38) te yerine konulursa
Vi = YmeoVin =Yi(0) + L1 Y2 (A + L7 g; (3.42)
denklemi elde edilir. Buradan

Yio =y:(0) +L7"g;
. (3.43)
yi,n+1 = fo Ai,n(yO' e J’n) dt! i = 1121 e, = 0;1;2; v

denklem sistemi olusturulur. Boylelikle y; nin tiim bilesenleri verilen A4;, Adomian

polinom fonksiyonlariyla hesaplanabilir.

Ornek 3.3.1: vy = iy + y' diferansiyel denkleminin y(0) = 0,y'(0) = 1,y"(0) = 2
baslangic sartlarin1 saglayan ¢6ziimii y = xe* fonksiyonudur. Yaklasik ¢dzimi ADM

ile bulalim.

y1(x) = y(x), y,(x) = y'(x) ve y3(x) = y"(x) olarak alinmasiyla verilen diferansiyel

denklem

Vi =Yz
Y2 =13
, 1
Y3 =1)1 + ¥,

sistemine doniislir.
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Y10=0
V2,0 =1
V3,0 = 2

olmak iizere, sisteme L™! ters operatdriinii uygulanip (L71[.] = f: [.]1dx) Adomian

polinomlarini kullanilirsa

Yin+1 = IOxJ’z,n dt
X
Yont1 = [y Yan dt
Van+1 = fox (%yl,n + yz,n) dt

elde edilir. y? =y, + vy, + -+ y;, fonksiyonu p +1 terimden olusan yaklasik

¢oziim olsun. O halde

l+x+—+—+—

x%  x3 x4+31x5+ x7
2 6 24 4320 2520

yaklasimlar1 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse y = xe* ¢06ziimiine ulasilacagi

asikardir (Biazar, 2004).
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Ornek 3.3.2:
yi =23
Yz =e"y
Y3 =Y2+Y3

lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin

y1(0) =1
y2(0) =1
y3(0) =0

baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢ozimii y,(x) = e?*,y,(x) = e* ve y;(x) = xe3*
seklindedir.

Denklem sistemine L™ ters operatorii (L™1[.] = fox[.] dx) uygulandiginda

y1=1+2f0xy22dx
y, = 1+f0xe‘xyl dx

Y3 = f(jc(YZ +y3) dx

esitlikleri elde edilir.

Y10 =1
V2,0 =1
V30 =10

olmak iizere Adomian polinomlarinin kullanimiyla
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Yin+1 = 2 f:(22=o Y2k yZn—k) dx
Yan+1 = foxe_xyLn dx

Yan+1 = f(jc(YZ,n + Y3n) dx
bulunur. Elde ettigimiz yukaridaki esitlikler

YVi=Yi0tYi1t "+ Vin
Y2 =Y20t Y21t "t Von

Y3 =Y30t Y31t tYsn
denklemlerinde besinci terime kadar yerine yazilirsa

y1(x) = 4(26x + 31)e™™ + (—4x? — 16x + 15)e ?* — 3.11111e73*
—58.666x — 134.888

Y. (x) = —4(8x — 7)e ™ — (2x + 5)e™2* + 0.11111(12x + 13)e™3¥
+11.5555

y3(x) = (12x + 3)e™ + (2x + 7.5)e™?* — 0.11111e73* + 0.00833x°>

+0.00833x* + 0.5x3 + x% + 4.66666x — 10.3888

yaklagik ¢oziimleri elde edilir (Biazar, 2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde bazi parabolik baslangig-sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimleri
Maple® programindan faydalanilarak elde edilmistir. Bunun icin bir énceki boliimde

verilen Galerkin ve Adomian ayristirma metotlar1 kullanilmustir.

(3.3) ve (3.6) Dirichlet siir sartlart géz oniine alindiginda bu simir sartlart ile uyumlu

olacak sekilde ¢;(x),i = 1,2,---, N fonksiyonlar,

{p;(x)} = {\/%sinn—lx,\/%sinzg,...,\/%sin#,...} (4.1)

seklinde secilebilir. Bu kiimede

0,k=+#1
(¢k'§0l)L2(0,l) “"W k=1

ozelligi gegerlidir. Lineer bagimsiz vektorlerin (4.1) kiimesinden seg¢imi ile (3.32)

sistemi
l N
i+ | a(x.zcmz ) phdx = f fens ) anpnds
0 i=1
l N N
Cé + f a(x'z Cl(pl)z Cl(pl <p2dx = ff(x t Cip)Podx (4,2)
0 i=1 i=1
l N . N
i+ [ o clqoaz ] ghydx = f Ft Y cpdonds
0 i=1 i=1

denklem sistemine doniisiir. Ayrica bu sistem i¢in

Ci (O) = ( lp; (Pi>L2(0,l)' = 1F2F Tty N (43)
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baslangi¢ sartlar1 mevcuttur.

4.1. Lineer Parabolik sistem i¢in niimerik érnekler

Bu boliimdeki 6rneklerde niimerik sonuglara Maple programi kullanilarak ulasilmastir.
Ornek 4.1. i¢in kullanilan Maple programi asagida verilmistir. Diger 6rneklerde benzer

prosediirler yazilarak sembolik sonuglar elde edilmistir.

> restart:

>  W:=PIECEWISE([(t"4)*((1/48)*x"3-(1/48)*x"2), 0 <= x and x <= 2],
[(1/48)*(t"4)*x*(4-X), 2< x and X <= 4]):

>a:=PIECEWISE([sin(Pi*x/2)+0.0001, 0 <= x and x <= 2],[+0.0001, 2< x and x <=
4)):

>F1:=PIECEWISE([(4*t"3)*((1/48)*x"3-(1/48)*x"2)-
(t4)*(Pi/2*cos(Pi*x/2)*((1/16)*x"2-(1/24)*x)+sin(Pi*x/2)*((1/8)*x-(1/24))), 0 <=
x and x <= 2],[(1/48)*4*t"3*(4-x)*x+0.0001*(t"4)*(1/24), 2< x and x <= 4]):

> :=4.:N:=4:

> ph:=array(1..N):

> for n from 1 to N do

> ph[n]:=sqrt(2/1)*sin(n*Pi*x/l):
> tph[n]:=diff(ph[n],x):

> od:

> E:=array(1..N,1..N):

> for i from 1to N do

> for j from 1 to N do

> E[i,j]:=evalf(int(a*tph[i]*tph[j],x=0..1)):
> od:

> od:

> F:=array(1..N):

> for r from 1 to N do
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> F[r]:=evalf(int(F1*ph[r],x=0..1)):

> od:

> M:=300:
C1[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[1],x=0..1)+int(F[1],t=0..t):C2[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[2] ,x
=0..1)+int(F[2],t=0..t):C3[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[3],x=0..1)+int(F[3],t=0..t): C4[0]:=in
t(subs(t=0,u)*ph[4],x=0..1)+int(F[4],t=0..t):

> for k from 1 to M do
>C1[k]:=evalf(-E[1,1]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,1]*int(C2[k-1],t=0..t)-
E[3,1]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,1]*int(C4[k-1],t=0..1));
>C2[K]:=evalf(-E[1,2]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,2]*int(C2[Kk-1],t=0..t)-
E[3,2]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,2]*int(C4[k-1],t=0..t));
>C3[k]:=evalf(-E[1,3]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,3]*int(C2[k-1],t=0..t)-
E[3,3]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,3]*int(C4[k-1],t=0..1));
>C4[k]:=evalf(-E[1,4]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,4]*int(C2[k-1],t=0..t)-
E[3,4]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,4]*int(C4[k-1],t=0..t));

> od:
>uyak:=(sum(C1[s],s=0..M))*ph[1]+(sum(C2[s],s=0..M))*ph[2]+(sum(C3[s],s=0..M
))*ph[3]+(sum(C4[s],s=0..M))*ph[4]:

> plot3d(u,x=0..4,t=0..1);
> plot3d(uyak,x=0..4,t=0..1);

Ornek 4.1.1: (3.1)-(3.3) parabolik problemi i¢in Q = (0,4) x (0, T] bolgesinde

sin”z—"+ 0.0001, 0<x<2

k(x) = {
0.0001, 2<x<4

, @(x) =0 ve F(x,t) sag taraf fonksiyonunu

her t € (0,T] i¢in
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3 3_.2 2 —
Gk x)—t4<ncos"—x(x——£)+(sinE+10_4)(£)>, 0<x<2
12 2 \32 48 2 24

t3(4x—x?)

——+ 0.00000417t*, 2<x<4

olarak secelim. Bu durumda parabolik problemin ¢6ziimii

(i(xs_xZ), 0<x<2te(0,T]
u(x,t)=i

—(4x—x?), 2<x<4,te(0,T]

fonksiyonu olur.

Bu parabolik probleme N =4 i¢in Galerkin metodu uygulandiginda asagidaki adi

diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

c; = —0.19641122c; — 0.10471975¢, + 0.19634954¢; + 0.38895909¢,
+0.00053771(16.85692179t + 145.6123759)t3

+0.30407038 x 10716(0.12337005 x 10'?t + 0.8 x 10©)¢3

cy = —0.10471975¢; — 0.52384551c, — 0.67319842¢; — 0.1261481 x 10~ 3¢,
—0.00095021(31.00627668t — 29.91367042)t3

—0.30407038 x 1071¢(0.12337005 x 10'?t + 0.69 x 10°)¢3

c3 = 0.19634954c; — 0.67319842c, — 1.76770103¢c; — 1.46607657c,
—0.14339053 x 1075(39667.67093t + 44934.4411)t3

+0.11261866 x 10717(0.11103304 x 103t + 0.8 x 10°)¢3

cy = 0.38895909¢; — 0.12614818 x 10~ 3¢, — 1.46607657c; — 2.93314010c,

—0.00084463(11.33742105t + 61.82643961)t> + 0.07502635¢3
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Yukaridaki adi diferansiyel denklem sisteminin

Nl

Ci = Ci,kli = 1,2,3,4

k=0

¢Ozlimleri bulunarak U yaklasik ¢oziimii

U(x,t) =0.70710678(—0.00048957t> + 0.08038854t* + 0.00039771t°
X
—0.00020695t” + 0.0001001t8 — 0.00004412t° — 0.00003307t1°)sin(T)
+0.70710678(—0.00093287t> — 0.04561055t* — 0.00003891t°
X
+0.000139815t” — 0.00008833t® + 0.00004188t° + 0.00003298t1°)sin(7)
+0.70710678(0.00114893t> — 0.01385556t* — 0.00148537t°
. 3mx
+0.00097315t7 — 0.00050674t8 + 0.00022859t° + 0.00017414t1°)sm(T)
+0.70710678(0.00505647t> + 0.00570131t* — 0.00278436t°

+0.00149991t”7 — 0.00073832t8 + 0.00032749t° + 0.00024654t1%)sin(mx)
seklinde elde edilir.

Asagidaki tabloda zayif ¢6ziim (u) ve yaklasik zayif ¢oziim (U) arasinda baz1 L,(0,4),
L,(Q) ve H°(Q) hatalar1 verilmistir.
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Cizelge 4.1. Zayif ¢ozliim ve yaklagik zayif ¢6ziim arasindaki bazi hatalar

N T

L,(0,4)

2
”u - U” Ly (Q)

”u — U”ZHl'O(ﬂ)

0.2
0.4
4 06
0.8
1

0.24630731 x 107°
0.64415586 x 1077
0.16955367 x 107°
0.00001742831392
0.00010669063972

0.54648845 x 10711
0.28493949 x 1078
0.11211485 x 107°
0.15315971 x 107>
0.00001171024942

0.17198374 x 107°
0.88587539 x 1077
0.34321921 x 107°
0.0000461060141
0.0003465790358

0.2
0.4
6 06
0.8
1

0.64736159 x 10710
0.17418494 x 1077
0.46776725 x 107
0.48685822 x 107>
0.000030081392

0.14319592 x 10711
0.76650963 x 107°
0.30764762 x 1077
0.42588511 x 107
0.32834266 x 107>

0.10511901 x 10~°
0.54549491 x 1077
0.21253733 x 107>
0.28656005 x 107*
0.0002158676695

0.2

0.4

8 06
0.8

1

0.32939225 x 10710
0.90543801 x 1078
0.24571396 x 107
0.25715973 x 107>
0.0000159351361

0.72635096 x 10712
0.39712622 x 10~°
0.16117700 x 1077
0.22450814 x 10~°
0.17358235 x 107>

0.83413173
0.43652106 x 1077
0.17095614 x 107>
0.0000231240687
0.0001748042836

Sekil 4.1. Zayif ¢6ziim
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m?:fv‘?k

0.2

Sekil 4.2. N = 4 i¢in yaklasik zayif ¢oziim

Ornek 4.1.2: (3.1)-(3.3) parabolik problemi igin Q = (0,1) x (0, T] bolgesinde

k(x) = :

01, -<x<1
1(113+) 0< <1
10 T X X=3

p(x) =47 1
— (21x3 — 24x2 2 — <1
10( X x“+x+2), 2<x_

ve F(x, t) sag taraf fonksiyonunu her t € (0, T] igin

10t°(—11x3 + x) + 0.000066(t° + 0.1)x,

(@]
AN
&
IA
N R

106°(21x3 — 24x% + x + 2) — 0.1(t1° + 0.1)(126x — 48), % <x<1

olarak segelim. Bu durumda parabolik problemin ¢dziimii
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1
(1% + 0.1)(—11x3 + x), 0<x§5,te (0,T]
u(x,t) =

1
(t1° 4+ 0.1)(21x3 — 24x2% + x + 2), > <x<1te(0,T]

fonksiyonu olur.

Bu parabolik probleme N = 4 i¢in Galerkin metodu uygulandiginda asagidaki adi

diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

c; = 0.49348515¢; — 0.41887483¢, + 0.15820572 x 10~ 1*c; 4+ 0.16754993¢,
—1.70577279t*° — 7.7011154¢° — 0.17057727

¢y = —0.41887483¢; + 1.97394061c, — 2.26192408¢;5 + 0.66290201 x 10~ 13¢,
+2.09324286t° + 7.18366278t° + 0.20932428

c; = 0.15820572 x 107 *¢; — 2.26192408 + 4.44136629¢; — 3.23132012¢,
—1.37101797t*° — 1.66177564t° — 0.13710179

cy = 0.16754993¢; + 0.66290201 x 107 3¢, — 3.23132012¢5 + 7.89576247c,

+0.70899538t° + 0.21379948t° + 0.07089953

Yukaridaki adi diferansiyel denklem sisteminin

5

Ci = z Ci,k'i = 1,2,3,4

k=0

¢Oziimleri bulunarak U yaklasik ¢oziimii
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U(x,t) = 1.41421356(—0.07701115 — 0.09349189¢** — 0.77011154¢1°
—0.10284108t + 0.00301608t'2 + 0.02378086t% + 0.00010545¢*3
+0.00301611¢t3 — 0.15667467 x 10~5t'* — 0.00015683t* — 0.00005836t*>
—0.01752801¢t5 — 0.00018557t'® — 0.14861104t°) sin(mx)
+1.41421356(0.07183662 — 0.00211189t** + 0.71836627t°
—0.00232308t + 0.01526523t*2 + 0.10075058t% — 0.00791931¢*3
—0.22649246t3 + 0.00414052t** + 0.41446619t* — 0.00232761t15
—0.69898278t5 — 0.00458512t® — 3.67177153t°) sin(2mx)
+1.41421356(—0.01661775 + 0.09645571t'! — 0.16617756t°
+0.10610129t — 0.03286039t'? — 0.21687861t% + 0.01869685¢*3
+0.53473003t3 — 0.01182198t'* — 1.18338036t* + 0.00748131¢t*>
+2.24663871t° + 0.01566444t'° + 12.54408421t°) sin(3mx)
+1.41421356(0.00213799 + 0.01202214t** + 0.02137994t°
+0.01322436t + 0.01936832t'2 + 0.12783091t% — 0.01997798¢t*3
—0.57137041¢t3 + 0.01558137t'* + 1.55969588t* — 0.01074848t'>
—3.22776854t5 — 0.02336669t1® — 18.71205139t°) sin(3 — 4mx)

seklinde elde edilir.

Asagidaki tabloda zayif ¢6ziim (u) ve yaklasik zayif ¢oziim (U) arasinda bazi L,(0,1),
L,(Q) ve H°(Q) hatalar1 verilmistir.
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Cizelge 4.2. Zayif ¢oziim ve yaklagik zayif ¢6ziim arasindaki bazi hatalar

N T luC.D-UCDI, 00 lu—Ul%, @ lu = Ull? j10.q)
0.6 0.00428554 0.0096104 0.04250882
4 g 0.00837106 0.00214491 0.08956652
1 0.04703151 0.00605855 0.27799358
0.6 0.26263 x 107° 0.6956644 x 1078 0.54853672 x 107°
7 g 0.00013281 0.46982277 x 1075  0.34568244 x 1077
1 0.01657638 0.00422937 0.25845378 x 1074
0.6 0.1236345 x 1077 0.45656634 x 10711 0.44587268 x 10712
10 g 0.94300234 x 107> 0.7658326 x 1078 0.14542596 x 1078
1 0.00046438 0.25423588 X 10™* 0.10456727 x 107>

Asagida zayif ¢oziim ve N = 4 icin Galerkin metodu ile elde edilmis yaklasik ¢6zlimiin

grafikleri verilmistir.

t“‘“.:,"'i'l-*l L
S5

LMo
R
S ‘1
N

Sekil 4.3. Zayif ¢6ziim
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Sekil 4.4. N = 4 i¢in Yaklasik zayif ¢c6ziim
4.2. Lineer Olmayan Parabolik sistem i¢in Niimerik Uygulamalar
Ornek 4.2.1:

1

u, — ((x?u? + 0.01) ux)x = Ex3(x —1)% —0.006(t + D)x(x — 1)°

—0.036(t + 1)x%(x — 1)° — 0.03(t + Dx3(x — 1)*

3

—%(t + 1)%2x%(x — 1)1°(42x% — 30x + 5)u, (x,t) € ()

u(x, 0) =Lx3(x—1)6 x € (0,1)
) 100 ) )

u(0,t) =0, u(1,t) =0, t € (0,T]

parabolik problemini ele alalim. Bu problem i¢in zayif ¢6ziim

1
(t +ﬁ) x3(x _ 1)6

u(lx,t) = 10

fonksiyonudur.

Bu problemin (3.29) ile tanimlanan formda yaklasik zayif ¢6ziimiinii bulmak i¢in N = 3

alalim. Parabolik probleme Galerkin metodu uygulandiginda
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c; = —1.58243406¢3 + 2.10140589¢3 — 0.86062499¢3 + 3.83999999c%c,
+0.47132295c%c; — 4.27597924c2c; — 3.46611461c2c; — 3.93743757c2¢,
+4.78685814c2c, + 14.64598638c;c,c5 + 0.00001371t + 0.00015261
—(0.13950616 x 107°t% + 0.27893401 x 10~°t + 9.86960453)c;
+(0.16393398 x 1075t% + 0.40983495 x 1075t + 0.16393398 x 10~ 5)c,
+(0.83430124 x 1077t 4+ 0.16192111 x 107°¢ + 0.83430124 x 107 7)c,
cy = 0.14222222c3 — 6.51723625¢3 + 6.06796423c3 — 11.43725031c?c,
+8.94258502c%c3 + 9.36925169c2c; + 13.9693827c2c5 + 5.02679767c3c,
—15.27725031c%c, — 15.57279181c;c,c5 + 0.00003512¢ + 0.00012411
+(0.16393398 x 10752 + 0.40983498 x 1075t + 0.16393398 x 107>)¢,
—(0.56019844 x 10~ 7t% + 0.11203968 x 105t + 39.47841764)c,
+(0.85643666 x 107°t% + 0.17128732 x 1075t + 0.85643662 X 107°)c,
c3 = 4.08063555¢3 + 5.49925925¢5 — 14.74190659¢3 + 0.23510203c?c,
—25.1869381c?c3 — 12.9450317c2c; — 29.5238131c2c; — 4.33687499c2c,
+23.56655083c2c, + 34.1855782c;c,c3 — 0.00000899¢ — 0.00001912
+(0.83430124 x 1077t% + 0.16692111 x 10~°t + 0.83430124 x 10~ )¢,
+(0.85643662 x 107°t% + 0.17128732 x 1075t + 0.85643662 x 10~°)c,

—(0.16366285 x 107%t% + 0.32733257 x 107°t + 88.82643972)c;

adi diferansiyel denklem sistemi ve

¢, (0) = 0.00013891
¢,(0) = 0.00008898
¢5(0) = —0.00001012

baslangic sartlar1 elde edilir. Bu adi diferansiyel denklem sistemi lineer degildir.
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Yukaridaki adi diferansiyel denklem sistemi Adomian metodu ile ¢oziildiikten sonra
yaklagik zayif ¢oziim
U(x,t) = 1.414213(0.000138 + 0.000152t + 0.68547 x 107°t2 + 0.7638 x 10~ 1%¢3
+0.7327 x 1072¢* 4+ 0.256939 x 10~ *2¢> + 0.3188 x 107 '3t° + 0.1799 x 10~ 14¢7
+(0.163933 x 107° + 0.16393 x 1075t2 + 0.40983495 x 10~°t)
(0.00008898t + 0.58548720 x 10~>t3 + 0.00006205t2)
+(0.8343 x 1077 + 0.8343 x 1077t% + 0.1669 x 107°t)
(—0.00001t — 0.1498 x 107°t3 — 0.95564 x 10~°t?)
+(—9.86960453 — 0.1395 x 107°t? — 0.2789 x 10~°t)
(0.0001389¢t + 0.2284927 x 10~°t3 + 0.000763t?2)) sin(mx)
+1.414213(0.0008898 + 0.000124¢t + 0.000017t? — 0.1716 x 1071%¢®
—0.2021 x 107¢> — 0.1154 x 10710¢* — 0.2724 x 1071°¢3 — 0.7348 x 10~ 14¢7
+(—39.47841 — 0.560198 x 10~7t% — 0.1120 x 10~°¢t)
(0.00008898t + 0.5854 x 10~>t3 + 0.000062t2)
+(0.8564 x 1076 + 0.8564 x 107°t% + 0.1712 x 10~5¢t)
(—0.000011¢t — 0.1498 x 10~5t3 — 0.9556 x 107°t?)
+(0.1639 x 1075 4+ 0.1639 x 10752 + 0.4098 x 10~5t)
(0.000138t + 0.2284 x 10~5t3 + 0.000076t2)) sin(2mx)
+1.414213(—0.000011 — 0.000019¢ — 0.4495 x 10~°t% + 0.1321 x 10~ 10¢3
+0.5733 X 10711¢* 4+ 0.1152 X 10711¢5 + 0.143859 x 107126 + 0.8424 x 10~ 14¢7
+(88.826439 + 0.3273 x 107°t + 0.1636 x 1070t?)
(0.0001¢t + 0.9556 x 1075t + 0.1498 x 1075t3)
+(0.8564 X 107% 4+ 0.1712 x 1075t + 0.8564 x 1076t?)
(0.000088t + 0.5854 x 1075t + 0.000062t2)
+(0.8343 x 1077 4+ 0.1669 x 107°t + 0.8343 x 107 7t?)

(0.000138t + 0.2284 x 10~5t3 + 0.000076t2)) sin(3mx)



seklinde bulunur.
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Asagidaki tabloda zayif ¢oziim (u) ve yaklasik zayif ¢6ziim (U) arasinda bazi hatalar

verilmigtir.

Cizelge 4.3. Zayif ¢oziim ve yaklagik zayif ¢6ziim arasindaki bazi hatalar

N T

luC. T) = UC DI,

2
”u - U” Ly (Q)

”u - U”ZH(l)(Q)

0.5

0.63476369 x 107°
0.32648352 x 1078
0.60469967 x 1077

0.42932951 x 107°

0.19468146 x 10~°
0.97187465 x 10~°
0.22429859 x 1077

0.22071841 x 10

0.54647999 x 10~7
0.22455347 x 10~°
0.37571566 x 107>

0.34784833 x 107*

0.33150956 x 10710
0.58935037 x 10710

0.13260393 x 10~°

0.23574127 x 107°

0.11664154 x 10710
0.34378630 x 10710

0.12769246 x 10~°

0.30940966 x 107°

0.65874892 x 1078
0.19408779 x 1077
0.72064497 x 1077

0.17459063 x 107

0.36207485 x 10~ 11
0.64368889 x 10~ 11
0.14483098 x 1010

0.25748669 x 1010

0.12740263 x 10~11
0.37549534 x 1011
0.13946739 x 10~10

0.33794151 x 10~1°

0.12045546 x 1078
0.35495033 x 1078
0.13181108 x 1077

0.31935881 x 1077

Asagida zayif ¢oziim ve N = 3 i¢in Galerkin metodu ile elde edilmis yaklasik ¢oziimiin

grafikleri verilmistir.
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Sekil 4.5. Zayif ¢6ziim
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Sekil 4.6. N = 3 i¢in yaklasik zayif ¢6ziim
Ornek 4.2.2: O = (0,1) x (0, T] bdlgesinde
x0+1
a(x,u) = G +D L e

10

fonksiyonu alindiginda (3.4)-(3.6) problemi



o1

10
u; — w+u2 u = 100t”° — cos? mit1) cos? mxt1)
t 10 x 2 4
X

+£100[2¢200 ¢os3 (@) cos? (@) sin (@) T

—t200 cos* (@) cos® (ﬂ(x:n) sin (”(x:l)) m—x°)

X E cos? (H(XTH)) + = cos? (@)] nsin(n(x + 1))

8

- [tZOO cos? (H(X+1)) cost (ﬂ(x+1)) + x1°+1]
2 4 10

1 +1)\ . +1 1049
X [> t190 cos? (M) sin? (ﬂ(x )) +Z
2 4 2 1072

£ () (st (£522) (222

+ i S sin(n(x + 1)) sin (n(x;l))]nz

u(x,0) =0, x€(0,1)

u(0,t) =0, u(1,t) =0, t € (0,T]

seklinde olur. Bu problem i¢in zayif ¢c6ziim

u(x,t) = t1%0 cos? <@) cos? <@)

fonksiyonudur.

Bu problemin (3.29) ile tanimlanan formda yaklasik zayif ¢6ziimiinii bulmak i¢in N = 3

alalim. Parabolik probleme Galerkin metodu uygulandiginda
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¢} = —4.93480219¢3 + 0.10219180c¢3 — 0.48849813¢3 + 0.54118917c2c,
+4.93480219¢2c5 — 9.86960439c2c, — 4.93480219¢2¢; — 9.86960439¢2c,

—0.26831620c2c, — 0.58038978¢, c,c5 — 0.10192426¢; + 0.00300037c,

0.003047¢. + 0.94659871 x 10-17¢%9 (0.59261655 x 1014£201 4 0.50203206 X 1016t)
: 3T +0.47555331 x 1018

ch = 0.64714219¢3 — 19.73920878¢3 — 0.29298505¢3 — 39.47841756¢2c,
+0.30273159¢2¢;5 — 0.57142560c2c; + 0.17422822¢2c;5 — 0.38974455¢2¢,

—39.47841756¢%c, — 19.73920879¢, c,¢5 + 0.00300037¢, — 0.10497127c,

234201 24
L 00548624c. + 013748043 X 10-25¢% (0.2510992615 x 1023¢201 4 0.9282679 x 10 t)
“s +0.31184223 x 1026

c3 = 14.80440659¢3 — 0.72587850¢3 — 44.41321976¢3 + 014200031c?c,
—88.82643952c7c; — 44.41321976¢2¢c; — 88.82643952c3c; — 0.22456659c%c,

—0.63732686¢2c, + 0.21373040¢, c5c5 — 0.003047¢; + 0.00548624c,

—0.10678307¢5 — 0.85262812 x 10~34¢9 (0.30582924 x 1032201 4 0.7857999 x 1033t)
' 4 +0.92184437 x 1034

adi diferansiyel denklem sistemi ve

c,(0)=0
c,(0)=0
c;(0)=0

baslangic sartlar1 elde edilir. Ele aldigimiz bu adi diferansiyel denklemin Adomian

metoduyla yaklasik zayif ¢oziim
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U(x, t) = 1.414213(0.66471 x 10~12¢50% + 0.134284 x 1071°¢303 — 0.136683
x 10711¢502 4+ 0318248 x 10710304 — 0,392187 x 1078393 — 0.111714
x 1076¢302 — 0.210914 x 10715¢t%%% — 0.899359 x 10~1°¢t7%% — 0.421807
x 10713¢793 — 0,880587 x 1070t102 4+ 0.045015 x t1°0 — 0.664416
x 1077¢301 + 0.00038 x t1°1 + 0.142517 x 10720¢1106 — 0,115992
x 10719¢1105 4 0,774503 x 1072°¢907 + 0.301072 x 10~ 18¢206
—0.295682 x 107 18¢797 + 0.866909 x 10~17¢t7%6 — 0.602205 x 10716507
+ 0.205336 x 10~ 14£506 — 0.225126 x 10713¢5%5 — 0.256485 x 10713305
+0.194192 x 10~17¢9%5 + 0.469857 x 705 + 0.328805 x 10727¢1507
+0.101892 x 107241307 — 0.125073 x 10723¢1306 + 0.320267
x 10722¢1107) sin(mx) + 1.414213(0.178454 x 10~11¢504 4 0.383155
x 10710£503 4+ 0.292038 x 10711£5°2 + 0.616028 x 10719¢304 — 0.294593
x 1079¢303 — 0.631826 x 107 7t392 — 0.129032 x 10715¢%0% — 0.148041
x 10713¢70% + 0.253647 x 10712¢703 — 0.331082 x 107°¢t1°2 + 0.004287
x t100 —0.217147 x 1077¢301 + 0.000119 x 191 — 0.113941
X 10720¢1106 1 0.296251 x 10~ 19¢1105 + 0.31954 x 10720t°07 — 0.404767
x 10718¢906 — 0.840295 x 10718707 — 0.209843 x 10~16¢7%¢ — 0.164992
X 10715¢507 — 0.411051 x 10~ 14£505 — 079281 x 10713¢3%5 — 0.199701
X 10716905 — 0.132664 x 10714t7%5 + 0.112683 x 10727¢1507
+0.752423 x 10725¢1307 + 0.134309 x 10722¢13%6 + 0501862
x 107231107y sin(2mx) + 1.414213(0.139924 x 10~ 10¢504 — 0.312892
x 1079¢503 — 0.250719 x 10710¢502 + 0.132707 x 107°¢3%* + 0.697884
x 1078303 4 0.484895 x 107302 — 0.624754 x 10~ 15¢t%%% — 0.262894
x 10712¢704 — 0.347304 x 10711£7%3 4 0.141948 x 10~5t1°2 — 0.007859

x t190 1 0.409203 x 10~7¢391 — 0.000648 x t1°1 — 0.769874
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X 10720¢1106 _ 0,132877 x 107181195 + 0.921807 x 1021£997

—0.747817 x 10718¢%06 1 0.12466 x 10718t707 — (0.547741 x 10716706

—0.215924 x 10715¢597 — 0.23551 x 107 14¢506 — 0.243997 x 10~ 12¢505

—0.479061 x 10712¢395 — 0.420586 x 10716¢905 — 0.682459 x 10~ 14¢705

—0.316498 x 107261507 — 0.472228 x 10724¢1307 — 0.226028

x 10722£1306 — 0.441545 x 10~22t1107) sin(3mx)

seklinde bulunur. Zayif ¢oziim (u) ve yaklasik zayif ¢éziim (U) arasindaki bazi hatalar

tabloda verilmistir.

Cizelge 4.4. Zay1f ¢ozlim ve yaklasik zayif ¢oziim arasindaki bazi hatalar

N T luC.D)-UCDI?, 00 lu—-Ul%,, @ e = Ul1? 410
0.2 0.62746221 x 107146 0.62387671 x 10~149 0.15814838 x 107133
0.4 012361251 x 10785 0.24539976 x 1078  0.15692849 x 10783
6 0.6 0.26700449 x 1075° 0.79371197 x 10753  0.22787343 x 10748
0.8 0.34477883 x 1072° 0.1364622 x 10727 0.22243357 x 10723
1 0.10939744 x 1075 0.54081809 x 1078 0.00005686
0.2 0.1952418 x 10~14¢ 0.19375558 x 10714 0.8518095 x 10~14°
0.4 0.56677652 x 10~8¢ 0.11213026 x 10788 0.72268884 x 10784
8 0.6 0.16329967 x 1075° 0.48377870 x 10753  0.13959901 x 1048
0.8 0.25338174 x 10725 0.10000086 x 10727  0.16336352 x 10723
1 0.90316160 x 10~° 0.44541672 x 1078 0.00004685
0.2 0.10365564 x 10714 0.10259168 x 107294 0.26275216 x 10~ 144
0.4 0.43598550 x 107146 0.86059396 x 1078° 0.55611501 x 1084
10 0.6 0.14618769 x 10~14° 0.43245939 x 10753 0.1249169 x 10748
0.8 0.24287091 x 10725 0.95762585 x 10728 0.15650018 x 10723

1

0.89601990 x 107

0.44179562 x 1078

0.00004646
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Asagida zayif ¢6ziim ve N = 3 icin Galerkin metodu ile elde edilmis yaklasik ¢6ziimiin

grafikleri verilmistir.
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Sekil 4.7. Zayif ¢6ziim
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Sekil 4.8. N = 3 i¢in yaklasik zayif ¢6ziim
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5. SONUC

Bu calismada [ uzunluguna sahip bir ¢ubuk i¢in ¢ubugun sol ve sag uglarinda 1s1
degerinin sifir oldugu bir 1s1 iletim problemi ele alinmistir. Bu Dirichlet sinir sarth
parabolik problemin genellestirilmis ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi i¢in gerekli sartlar
ispat1 ile birlikte verilmistir. Bu genellestirilmis ¢éziimiin elde edilmesinde Galerkin
metodu kullanilmistir. Ayrica lineer olmayan bir parabolik problem ele alinarak, yine
Galerkin metodu ile bu problemin yaklasik zayif ¢oziimii ortaya konulmustur. Yaklagik
zay1f ¢oziimlere niimerik yaklagim i¢in Galerkin metodunda, Dirichlet sinir sartlarina da
uygun olarak siniis fonksiyonlari, baz fonksiyonlari olarak secilmistir. Her iki parabolik
probleme metot uygulandiginda adi diferansiyel denklem sistemlerine indirgendigi
goriiliir. Elde edilen adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in Adomian

ayristirma metodu kullanilmastir.

Arastirma bulgular1 boliimiinde bazi parabolik problemlerin yaklasik zayif ¢oziimler
elde edilmisti. Bu asamada hesaplamalart oldukca kolaylastiran MAPLE®
programindan faydalanilmistir. Bulunan yaklasik ¢éziimlerin hata verileri toplanilarak
tablolar haline getirilmistir. Olusturulan tablolar 1s1ginda elde edilen yaklasik zayif
cozlimlerin, problemlerin zayif ¢oziimlerine yliksek oranda yaklagtigi gorlilmistiir.
Dolayisiyla Galerkin metodunun parabolik problemler i¢in kullanigh yaklasik zayif

¢oziimler verdigi gozlemlemistir.
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