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Bu çalışmada, Dirichlet sınır şartlı lineer bir parabolik problem ve lineer olmayan bir 

parabolik problemin zayıf çözümleri incelenmiştir. Galerkin metodu ve Adomian 

ayrıştırma metodu kullanılarak bu problemlerin zayıf çözümleri elde edilmiştir. 

Galerkin metodu lineer parabolik probleme uygulandığında, lineer adi diferansiyel 

denklem sistemi ve lineer olmayan parabolik probleme uygulandığında lineer olmayan 

adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu adi diferansiyel denklem sistemlerini 

çözmek için Adomian ayrıştırma metodu kullanılmıştır. MAPLE
®
 programı kullanılarak 

elde edilen sonuçlar nümerik örneklerle test edilmiştir.  

2017, 58 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Galerkin metodu, Adomian ayrıştırma metodu, Parabolik kısmi 

diferansiyel denklem  
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In this study, we investigate the weak solutions of linear and nonlinear parabolic 

problems subject to Dicihlet boundary conditions. Using Galerkin method and Adomian 

method approximate solutions of these problems have been obtained. Appling the 

Galerkin method to linear parabolic problems, the system of linear ordinary differential 

equations has been get. Using the Galerkin method to nonlinear parabolic problems, we 

have the system of nonlinear ordinary differential equations. Adomian decomposition 

method to solve these systems of the ordinary differential equations has been used. 

Obtained results are tested with some numerical examples by using MAPLE
®
 program. 

2017, 58 pages 

Keywords: Galerkin method, Adomian decomposition method, Parabolic partial 

differential equation 
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1. GİRİŞ 

Elektrik, mekanik, akışkan dinamiği, manyetizma, optik veya ısı akışı gibi çoğu fiziksek 

olay genelde kısmi diferansiyel denklemler ile tanımlanır. Uygulamada çoğu olay uzay 

ve zaman değişkeni ile tarif edilir ve kısmi diferansiyel denklemlerde türevler, hız, 

ivme, kuvvet, akı, akım gibi doğal şeyleri ifade eder. Zaman değişkenine göre fiziksel 

süreçler üç gruba ayrılır. Bu gruplardan biri olan parabolik kısmi diferansiyel 

denklemler, zamana bağlılığı sadece hız ile ifade edilen fiziksel süreçleri karşılar. 

Parabolik türden lineer kısmi diferansiyel denklemlere en önemli örneklerden birisi ısı 

denklemidir. 

Literatürde, kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerinin elde edilmesi için 

farklı nümerik metotlar ile çalışmalar yapılmıştır. Hem lineer hem de lineer olmayan 

parabolik kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümleri incelenmiştir. 

Galerkin metodu yaklaşık çözüm elde etmede kullanılan yaygın metotlardan bir 

tanesidir. Teknolojinin gelişimi ile ihtiyaç haline gelen bazı mühendislik problemlerine 

ek olarak çeşitli diferansiyel denklemlerin çözümü için oldukça kullanışlı olan Galerkin 

metodu, makine, inşaat, otomotiv mühendislik uygulamaları, medikal uygulamalar, 

yapısal analizler ve elektromanyetik uygulama alanlarında sıklıkla başvurulan kullanışlı 

bir yöntemdir. 

Douglas and Dupont (1970) çalışmalarında   kümesi    uzayının sınırlı bir alt bölgesi 

olmak üzere 

       

  
 ∑

 

   
(         

  

   
)
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parabolik denklemine Galerkin metodu ve Crank-Nicolson-Galerkin metodunu 

uygulayarak yaklaşık çözüm elde etmişlerdir. Ayrıca bu metotların hata analizlerini 

yapmışlardır 

Wheeler (1973) ise çalışmasında 

              ∑         

 

   

                    ] 

ve 

              ∑ (                )  

 

     

 ∑          

 

   

        

            ]

 

denklemleri için Dirichlet sınır şartlı sistemini ele almıştır. Parabolik başlangıç-sınır 

değer problemlerinin çözümlerinin Galerkin yaklaşımları için    hata kestirimlerini 

ispatlamıştır. 

Luskin (1979) çalışmasında Galerkin metodu yardımıyla lineer olmayan parabolik bir 

problemin çözümü elde edilmiştir. 

Estep and Larsson (1993) çalışmalarında      olmak üzere Dirichlet sınır şartlı 

               ,                

yarı lineer parabolik denkleminin süreksiz Galerkin metodu ile nümerik çözümünü 

yapmışlardır. Metodun hata kestirimini ispatlamışlardır. Yarı lineer denklemde sağ taraf 

fonksiyonunu                   seçerek teorik sonuçları örnek üzerinde 

göstermişlerdir. 
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Amann (1998) çalışmasında lineer olmayan sınır şartlı yarı lineer bir parabolik denklem 

ele almıştır. Parabolik başlangıç sınır değer probleminin çözümünün varlığını 

incelemiştir. 

Galerkin metodunun lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlere uygulanması ve 

hata analizini yapan diğer bir bilim adamı da Zhelezovskii’dir. Zhelezovskii (1998) 

çalışmasında değişken operatör katsayılı bir lineer hiperbolik kısmi diferansiyel 

denkleme Galerkin metodunu uygulamış ve metodun hata analizini yapmıştır. Ayrıca 

Zhelezovskii and Lyashko (2001) çalışmasında lineer olmayan bir hiperbolik denklemin 

çözümü için Galerkin metodunun hata kestirimlerini ispatlamışlardır. 

Li and Wang (2013) parabolik denklemlerin Galerkin metodu ile zayıf çözümünü 

incelemiştir. Ayrıca zayıf çözüm için hata analizini yapmış ve nümerik örnekler ile 

desteklemiştir. 

Liang (2015) lineer parabolik denklemler için Galerkin metodunun hatasını incelemiştir 

ve elde edilen sonuçları nümerik örnekler üzerinde göstermiştir. 

Adi diferansiyel denklem sistemlerinin değişik nümerik yöntemler ile çözümü farklı 

bilim adamları tarafından ele alınmıştır. Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem 

sistemleri ve sabit katsayılı veya değişken katsayılı diferansiyel denklem sistemlerinin 

çözümleri için farklı yöntemler sunulmuştur. 

Adomian ayrıştırma metodu (AAM), 1970 yılından sonra Geoerge Adomian tarafından 

geliştirilmiştir. Metot adi ve kısmi diferansiyel denklemleri çözmek için kullanılır. Aynı 

zamanda adi ve kısmi diferansiyel denklem sistemlerine uygulaması da mevcuttur. 

Abbaoui and Cherruault (1994) çalışmasında Adomian Ayrıştırma Metodunun lineer 

olmayan adi diferansiyel denklemlere uygulandığında metodun yakınsaması ispat 

edilmiştir. 
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Biazar et al. (2004) çalışmasında Adomian Ayrıştırma Metodu (AAM) kullanılarak adi 

diferansiyel denklem sisteminin çözümü ortaya konmuştur. Ayrıca bazı örnekler 

üzerinde hem lineer hem de lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin yaklaşık 

çözümleri elde edilmiştir. 

Shawagfeh and Kaya (2004) adi diferansiyel denklem sistemleri için Adomian 

Ayrıştırma Metodu ile Runge Kutta metodu arasında karşılaştırmalar yapmışlardır. 

Nümerik doğruluğunu göstermek için biri lineer diğeri lineer olmayan iki örnek ele 

almışlardır .Bu çalışma ile Adomian metodunun, adi diferansiyel denklemlerinin geniş 

bir sınıfı için nümerik çözümlerine ek olarak analitik olarak da güçlü ve etkili olduğu 

sonucuna varabileceklerini öne sürmüşlerdir. Nümerik örneklerin sonuçlarını tablo 

haline getirip güçlü yakınsamalar olduğunu ispatlamışlardır. 

Mahmood et al. (2005) birinci mertebeden başlangıç değer problemine Adomian 

Ayrıştırma Metodu uygulamışlardır. Çalıştıkları sistem 

  
                                 

şeklindedir. Burada              lineer olmayan fonksiyonlardır. Nümerik 

örneklerde hem lineer hem de lineer olmayan denklemler ele almış ve yaklaşık 

çözümleri bulmuşlardır. 

El-Kalla (2006) çalışmasında lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Adomian serileri 

ile çözümünün hata analizini yapmıştır. 

Mirzaee (2011) türev dönüşüm metodunu    mertebeden adi diferansiyel denklem 

sistemlerine uygulamıştır. Bununla birlikte örnekler üzerinde lineer ve lineer olmayan 

adi diferansiyel denklem sistemleri alarak nümerik çözümlerini elde etmiştir. 
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Doğan (2012) çalışmasında 

  
                     

  
                     

 

  
                     

 

adi diferansiyel denklem sistemini ele alıp Laplace Dönüşümü ve Adomian Ayrıştırma 

Metodunu birlikte kullanmıştır ve nümerik örnekler ile de çalışmasını desteklemiştir. 

Al-Omari et al. (2013) birinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem 

sisteminin nümerik çözümünü Galerkin sonlu elemanlar metodu ile yapmışlardır. Elde 

edilen sonuçları nümerik örneklerde test etmişlerdir. 

Bu çalışmada öncelikle lineer parabolik bir problem ve lineer olmayan parabolik bir 

problemin yaklaşık çözümünden bahsedilmiştir. Ele alınan lineer parabolik problem bir 

uzay değişkenli ısı denklemi için bir başlangıç sınır değer problemidir. Her iki problem 

de Dirichlet sınır şartları ile verilmiştir. Galerkin metodunun bu sistemlere uygulanması 

ile bir adi diferansiyel denklem sistemine geçilmiştir. Lineer problem için bir lineer adi 

diferansiyel denklem sistemi ve lineer olmayan problem için bir lineer olmayan bir adi 

diferansiyel denklem sistemi elde edilmiştir. Bu adi diferansiyel denklem sistemlerinin 

çözümü için Adomian ayrıştırma metodu kullanılmıştır. Nümerik örneklerde bazı 

parabolik sistemler için yaklaşık çözümler elde edilmiştir. 

Tezin devam eden bölümlerinde ilk olarak, 2. bölümde, tez için temel oluşturabilecek 

bazı tanımlara yer verilmiştir. 

3.1. bölümde lineer parabolik bir problemin genelleştirilmiş çözüm tanımı verilmiştir. 

Ayrıca bu problem için tek bir genelleştirilmiş çözüm olduğu Teorem 3.1 ile 

desteklenmiş ve ispat ile teorem sonlandırılmıştır. 
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3.2. bölümde lineer olmayan bir parabolik problemin genelleştirilmiş çözümünün 

bulunması için Galerkin metodunun nasıl kullanılacağı incelenmiştir. 

3.3. bölümde Galerkin metodunun kullanımı sonucunda elde edilen adi diferansiyel 

denklem sistemlerine Adomian ayrıştırma metodunun uygulanması anlatılmıştır 

4. bölümde yapılan çalışmalar ile elde edilen bazı bulgular verilmiştir. 

4.1. bölümde lineer parabolik problemler için nümerik örneklere yer verilmiş olup, özel 

bir örnek için        programı yazılmıştır. Ayrıca bulunan sonuçların hata verileri 

tablolar şeklinde sunulmuştur. 

4.2 bölümde lineer olmayan parabolik bir problem için nümerik örnekler incelenmiş, 

sonuçların hata gösterimi için tablolar sunulmuştur. 

Son olarak 5. bölümde bu çalışmada yapılan uygulamalar belirtilmiş ve tezin önemi 

vurgulanmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde verilen tanım ve teoremler için Hunter and Nachtergaele (2001), Kreyszig 

(1989), Ladyzhenskaya (1985), Zeidler (1995) ve Hasanoğlu (2010) kaynaklarından 

faydalanılmıştır. 

Tanım 2.1:   bağımsız değişkenini,  ’ye bağlı            fonksiyonlarını ve bu 

fonksiyonların türevlerini içeren   denklemden oluşan 

          
    

          
    

            
    

       

          
    

          
    

            
    

       

 

          
    

          
    

            
    

       

 (2.1) 

şeklindeki bir sisteme adi diferansiyel denklem sistemi denir. 

                             fonksiyonları (2.1) sistemini özdeş olarak 

sağlıyorsa bu fonksiyonlar (2.1) siteminin bir çözümü olur. 

Tanım 2.2: Bir adi diferansiyel denklem sisteminde yer alan tüm denklemler lineer ise 

bu sisteme lineer adi diferansiyel denklem sistemi denir. Tek bir diferansiyel denklem 

bile lineer değilse sisteme lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi denir. 

Tanım 2.4: Bir lineer adi diferansiyel denklem sisteminde yer alan tüm denklemler 

sabit katsayılı ise bu sisteme sabit katsayılı lineer adi diferansiyel denklem sistemi 

denir. Eğer sistemindeki denklemlerden en az biri değişken katsayılı ise sisteme 

değişken katsayılı lineer adi diferansiyel denklem sistemi denir. 
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Tanım 2.5: Her bir denklemde bilinmeyenlerden sadece birinin birinci mertebeden 

türevi bulunan 

    

  
                     

  
                     

 

  
                     

        (2.2) 

şeklindeki diferansiyel denklem sistemine normal sistem denir. Burada            

fonksiyonları              argümanlarının verilmiş fonksiyonlarıdır. 

Tanım 2.6: Eğer bir     açık aralığında birinci mertebeden sürekli türevlere sahip 

olan bir {                   } fonksiyon kümesi, (2.2) sisteminin her denklemini 

özdeş olarak sağlıyorsa, bu fonksiyon kümesine   aralığında (2.2) sisteminin bir çözümü 

denir. 

   mertebeden bir normal sistemin,   keyfi sabite bağlı olan 

                   

                   

 

                   

 

şeklinde çözümü vardır. Bu çözüme normal sistemin genel çözümü denir. Genel 

çözümde            sabitlerine özel değerler vererek elde dilen çözüme özel çözüm 

denir. Keyfi sabit içermeyen ve özel çözümden elde edilemeyen çözümlere de tekil 

çözüm denir. 
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Tanım 2. 7:            önceden verilmiş değerler olmak üzere (2.2) normal 

sisteminin bir      başlangıç noktasında 

                                                  (2.3) 

başlangıç koşullarını sağlayan bir çözümünün bulunması problemine, (2.2) sistemi için 

bir başlangıç değer problemi denir. 

Başlangıç değer probleminin bir   aralığında çözümü demek, bu   aralığında sistemdeki 

tüm denklemleri sağlayan ve      başlangıç noktasında verilen başlangıç şartlarını 

sağlayan bir {                   } fonksiyon kümesidir. 

Tanım 2.8:   bir metrik uzay olsun.   de tanımlı tüm reel değerli sürekli 

fonksiyonların kümesi bir normlu uzaydır ve uzay      ile gösterilir. Bu uzayda metrik 

ve norm sırasıyla 

          
   

|         | 

ve 

‖ ‖     
   

|    | 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.9:      olmak üzere      ,    mertebeye kadar türevleri   bölgesinde 

sürekli olan tüm sürekli fonksiyonların oluşturduğu kümedir. 

Tanım 2.10:      olmak üzere     ̅ ,    mertebeye kadar türevleri  ̅ bölgesinde 

sürekli olan tüm sürekli fonksiyonların oluşturduğu Banach uzayıdır. Bu uzayda norm 
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| | 
  ∑ ∑   

   
|

 | |    

   
      

  
|

   

 

| |  

 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 2.11:      olmak üzere        , birinci değişkenine göre ikinci mertebeden 

ve ikinci değişkenine göre birinci mertebeden sürekli türevlere sahip olan   bölgesinde 

tüm sürekli fonksiyonların uzayıdır. 

Tanım 2.12:     ölçülebilir bir küme ve bu küme üzerinde tanımlı   fonksiyonu için 

hemen hemen her yerde ‖    ‖    olacak     sayısı varsa   fonksiyonuna   da 

hemen hemen her yerde sınırlıdır denir. Bu eşitsizliği sağlayan     sayılarının en 

küçüğüne   fonksiyonunun esaslı sınırı denir. 

  üzerinde esaslı sınıra sahip fonksiyonların uzayı       ile gösterilir ve  

 ‖ ‖      {       |    |   } 

şeklinde tanınmlanır. 

Tanım 2.13: Keyfi     sayıları ve herhangi 0   için 

 

|  |  
 

  
| |  

 

 
| |  

eşitsizliğine  -Cauchy Eşitsizliği adı verilir. 

Tanım 2.14: Her     ve her       için |    |    olacak şeklide bir    sayısı 

bulunabiliyor ise   sayısına      dizisinin limiti adı verilir. Bu durumda      dizisi   
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ya yakınsıyor denir. Bir dizi herhangi bir limit değerine yakınsıyor ise bu diziye 

yakınsık dizi denir. 

Tanım 2.15:   , Hilbert uzayında bir dizi olmak üzere her     için 

   
   

〈    〉  〈   〉 

eşitliği sağlanması durumunda    dizisi     elemanına zayıf yakınsıyor denir. 

Tanım 2.16:        ,      aralığında karesel olarak integrallenebilir fonksiyonların 

oluşturduğu bir uzaydır. Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉      ]  ∫          

 

 

    ‖ ‖        √〈   〉      ] 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.17:                   ] bölgesinde ölçülebilir ve karesi 

integrallenebilir fonksiyonların Hilbert uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉      ∬                

 

    

 ‖ ‖      √〈   〉      

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.18:    〈 〉 , bir iç çarpım uzayı olsun. Bu uzay        √〈       〉 

metriğine göre tam ise Hilbert uzayı olarak adlandırılır. 
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Tanım 2.19:   
              , Hilbert uzayı olup kendisi ve birinci mertebeden 

genelleştirilmiş türevleri         uzayına ait olan fonksiyonların uzayıdır. 

  
       uzayı         uzayının alt uzayı olup,       aralığının sınırlarında sıfır olan 

fonksiyonlar içermektedir. Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉         ∫(         
     

  

     

  
)   

 

 

  

‖ ‖         √〈   〉         

şeklinde tanımlanır. 

Ayrıca bu uzayda Poincare iç çarpım ve normu aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 

〈   〉         ∫(
     

  

     

  
)   

 

 

 

‖ ‖         .∫(
     

  

     

  
)   

 

 

/

 
 

 

  
       uzayında yukarıda verilen iki norm denk normlardır. 

Tanım 2.20:       kendisi ve birinci mertebeden genelleştirilmiş türevleri       

uzayına ait fonksiyonların oluşturduğu Sobolev uzayıdır. 

  
     uzayı       uzayının alt uzayı olup,   kümesinin sınırlarında sıfır olan 

fonksiyonlar içermektedir.  
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Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla                 için 

〈   〉       ∬(   
  

  

  

  
 
  

  

  

  
)     

 

 

‖ ‖       √〈   〉       

şeklinde tanımlanır. 

Ayrıca bu uzayda Poincare iç çarpım ve normu sırasıyla 

〈   〉       〈     〉      

‖ ‖      ‖  ‖     

şeklinde tanımlanmaktadır. 

  
       uzayında yukarıda verilen iki norm denk normlardır. 

Tanım 2.21:   
                 (        

    ) kendisi ve   değişkenine göre 

birinci mertebeden genelleştirilmiş türevleri       uzayına ait fonksiyonların 

oluşturduğu Hilbert uzayıdır. 

Bu uzayda iç çarpım 

〈   〉        ∬(   
  

  

  

  
)     

 

 

ve norm 
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‖ ‖        √〈   〉        

şeklinde tanımlanmaktadır. 

Tanım 2.22:       tipinde bir matris olsun. 

1)      

2) Her      için        

ise   matrisine pozitif tanımlı denir. 

    tipinde   matrisinin pozitif olması için gerek ve yeter şart           için, 

   

[
 
 
 
 
 
 
          

          

   

          ]
 
 
 
 
 
 

   

olmasıdır. 

Tanım 2.23:   bir sütun matris olmak üzere        olarak tanımlanan   matrisine 

Gram matris adı verilir. 

İç çarpım uzayındaki            vektörlerinin Gram matrisi 
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[
 
 
 
 
 
 
〈     〉 〈     〉 〈     〉

〈     〉 〈     〉 〈     〉

   

〈     〉 〈     〉 〈     〉]
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde olur. Burada 〈   〉 ile iç çarpım gösterilmiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu çalışmada değişken katsayılı lineer 

                                      ] (3.1) 

                    
(3.2) 

                        ] 
(3.3) 

parabolik başlangıç sınır değer problemi ve lineer olmayan 

                                           ]  (3.4) 

                        (3.5) 

                        ]   (3.6) 

parabolik başlangıç sınır değer problemi ele alınmıştır. Burada   ve   pozitif sayıdır. 

(3.1) denklemi     uzunluğa sahip bir çubuk için ısı iletim denklemi olarak ele alınır. 

Burada      ısı iletim katsayısı ve        ısı kaynağının yoğunluğunu belirten 

fonksiyondur. (3.2) şartı ile verilen           başlangıç anında ısı iletim 

fonksiyonudur. Ayrıca       Dirichlet sınır şartları ise     ve     uçlarında ısının 

değerini belirtmektedir (Tikhonov and Samarskii 1963). 

                  ] bölgesinde (3.1) ile verilen denklemin     anında (3.2) 

şartını ve     ve     sınırlarında (3.3) şartlarını sağlayan              ̅  

fonksiyonuna ısı iletim denklemi için Dirichlet başlangıç sınır değer probleminin klasik 

çözümü denir. Bu çözümü elde etmek için giriş verilerinin 
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                        ]             (3.7) 

ve 

                      (3.8) 

koşullarını sağlaması gerekir (Hasanoğlu 2010). 

Bu çalışmada amacımız (3.1)-(3.3) ve (3.4)-(3.6) problemlerine bir çözüm elde 

etmektir. Bu parabolik problemler için zayıf çözümün tanımı verilecek ve zayıf 

çözümün nasıl elde edilebildiği açılanacaktır. 

(3.4)-(3.6) probleminin üzerine bazı şartlar ekleyelim. Her               için 

                 (3.9) 

ve              için 

            (        )          (3.10) 

şartlarının sağlandığını kabul edelim. 

3.1. Lineer Parabolik Problem için Genelleştirilmiş Çözüm 

(3.1)-(3.3) lineer parabolik sisteminin genelleştirilmiş çözüm tanımı verelim. 

(3.1) denklemi     
     fonksiyonu ile çarpılır ve   kümesinde integrallenirse 
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∫ ∫      
 

 

 

 

   ∫ ∫             
 

 

 

 

    ∫ ∫          
 

 

 

 

   
(3.11) 

elde edilir. Şimdi bu ifadede sol tarafta yer alan her iki integrale kısmi integrasyon 

uygulayalım. 

Sol taraftaki ilk intagrale kısmi integral uygulanırsa 

∫ ∫      
 

 

 

 

   ∫ (   | 
  ∫      

 

 

)  
 

 

  ∫                
 

 

 ∫                
 

 

  ∫ ∫      
 

 

 

 

  

 

elde edilir. Buradan          şartı ve              olduğu kullanılarak 

∫ ∫      
 

 

 

 

    ∫             
 

 

 ∫ ∫      
 

 

 

 

   

yazılır. Şimdi benzer şekilde sol tarafta yer alan ikinci integrale kısmi integrasyon 

uygulayalım. 

∫ ∫               
 

 

 

 

 ∫ (       | 
  ∫           

 

 

)  
 

 

                                             ∫                    
 

 

 ∫                    
 

 

                                             ∫ ∫             
 

 

 

 

 

Burada          ve          olduğundan 
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∫ ∫               
 

 

 

 

  ∫ ∫             
 

 

 

 

 

elde edilir. Bu son ifadeler ilgili denklemde yerine yazıldığında 

∫ ∫                    
 

 

 

 

 ∫             
 

 

 ∫ ∫       
 

 

 

 

 
(3.12) 

integral eşitliği elde edilir. Ayrıca 

 〈        〉         〈    〉        (3.13) 

olur. 

Tanım 3.1.1:          özelliğindeki her     
     fonksiyonu için (3.12) ve (3.13) 

eşitliklerini sağlayan           elemanına (3.1)-(3.3) probleminin zayıf çözümü veya 

genelleştirilmiş çözümü denir (Ladyzhenskaya 1985). 

Ayrıca bu zayıf çözüm için 

                             (3.14) 

ve         için 

              (3.15) 

şartlarının sağlanması gerekir. 
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Teorem 3.1.1: (3.14) ve (3.15) şartları sağlansın. Bu durumda (3.1)-(3.3) başlangıç 

değer probleminin         uzayında tek bir genelleştirilmiş çözümü vardır. Bu çözüm 

         ]‖      ‖        ‖  ‖        [‖ ‖        ‖ ‖     ] (3.16) 

kestirimini sağlar (Ladyzhenskaya, 1985). 

İspat: (3.1) denklemi   ile çarpıldıktan sonra       ] olmak üzere          

      üzerinde integrallenirse 

∫ ∫                    
 

 

 

 

 ∫ ∫       
 

 

 

 

       ] 

yazılır. Buradan kısmi integrasyon alınarak 

 

 
∫ ∫

   

  
    

 

 

 

 

 ∫ *       | 
  ∫           

 

 

+   
 

 

 ∫ ∫       
 

 

 

 

       ] 

elde edilir. (3.3) sınır şartlarına göre          ve          olduğundan 

 

 

 
∫        ]   
 

 
 ∫ ∫             

 

 

 

 

                                   
 

 
∫        ]   
 

 
 ∫ ∫       

 

 

 

 
       ]

 (3.17) 

bulunur. Bu ifadeye (3.1)-(3.3) probleminin enerji-denge denklemi denir. Cauchy-

Schwartz eşitsizliği ve (3.15) şartından faydalanılarak 

 

 
‖      ‖       

    ‖  ‖      
  

 

 
‖      ‖       

     
     

‖      ‖       ∫ ‖ ‖       
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elde edilir. Buradan 

   
     

‖      ‖         
‖      ‖       

      
     

‖      ‖       ∫ ‖ ‖       

 

 

         ] 

ve 

‖  ‖      
  

 

   
‖      ‖       

  
 

  
   
     

‖      ‖       ∫ ‖ ‖       

 

 

         ] 

yazılabilir. Bu iki eşitszilğin karekökünü alıp, taraf tarafa toplayalım. Daha sonra bu 

toplamda 

‖      ‖        | |  
    

      ]
‖      ‖        ‖  ‖      

ve 

   
     

‖      ‖        | |  
    

      ]
‖      ‖        ‖  ‖      

eşitsizlikleri değerlendirilir ve ifadenin karesi alınırsa       ] için 

   
      ]

‖      ‖        ‖  ‖       *(  
 

  
) ‖      ‖        (  

 

  
)∫ ‖ ‖       

 

 

  + 

bulunur. Buradan 

   
      ]

‖      ‖        ‖  ‖       (  
 

  
) [‖      ‖        √ ‖ ‖      ]       ] 

elde edilir. Bu eşitsizlikte     alınırsa 

   
      ]

‖      ‖        ‖  ‖        [‖ ‖        ‖ ‖     ] 
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olur. Burada       (  √ ) (  
 

  
) şeklindedir. Böylelikle (3.16) eşitsizliği ispat 

edilmiştir. 

Şimdi         uzayında (3.1)-(3.3) probleminin bir genelleştirilmiş çözümünün var 

olduğunu ispat edelim. 

(3.1)-(3.3) lineer parabolik probleminin çözümü olan   fonksiyonuna 

        ∑           
 
    (3.18) 

fonksiyonlarıyla yaklaşılabilir. Burada           fonksiyonları   
       uzayında 

temel sistem (        uzayında ortanormal) ve       katsayıları ise bulunması gereken 

fonksiyonlardır. 

Şimdi Galerkin metodunu kullanarak (3.1)-(3.3) probleminin yaklaşık çözümünü elde 

edelim. 

             fonksiyonları ile (3.1) denklemi çarpılır ve       de integrali alınırsa 

∫       
 

 

 ∫              
 

 

 ∫      
 

 

           

yazılır. Yukarıda sol tarafta yer alan ikinci integrale kısmi integral uygulanırsa 

∫       
 

 

 ∫            
 

 

 ∫      
 

 

            

 

                 

(3.19) 

bulunur. (3.19) da   yerine   ∑           
 
    fonksiyonu yazılırsa           

olmak üzere 
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∫ ∑   

                 
 
    ∫ ∑            

      
       

   
 

 

 

 

                                                                            ∫              
 

 

 (3.20) 

eşitliği elde edilir. Bu son ifadede 

〈     〉        {
     
     

 

özelliği göz önüne alındığında 

  
     ∫    ∑       

    

 

   

  
      

 

 

  ∫             

 

 

  
     ∫    ∑       

 

 

   

     
      

 

 

  ∫             

 

 

 

  
     ∫    ∑       

 

 

   

     
      

 

 

 ∫             

 

 

 

 

       

 

        (3.21) 

adi diferansiyel denklem sistemi bulunur. Bu sistem için 

       〈     〉                  (3.22) 

başlangıç şartları elde edilir. (3.21) sistemi, bilinmeyenleri                 olan 

lineer adi diferansiyel denklem sistemidir. (3.21)-(3.22) sisteminin     ] de sürekli 

                tek çözümü vardır (Çağlayan 2013). 

  için   sayısına bağlı olmayan bir sınır elde etmek mümkündür. Bunun için (3.19) 

denklemleri uygun    ile çarpılır, 1 de   e kadar toplanır ve daha sonra       için 

    ] de integrali alınırsa     için (3.17) denklemi elde edilmiş olur. (3.17) ifadesinin 

(3.16) eşitsizliğini gerektirdiğini biliyoruz.  
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O halde 

          ]‖      ‖        ‖  ‖         (3.23) 

yazılabilir. Burada   ,   den bağımsız bir sabittir. (3.23) den dolayı (3.18) ile 

tanımlanan dizinin           elemanına       uzayında zayıf yakınsayan bir alt 

dizisi seçilebilir. Bu        fonksiyonu (3.1)-(3.3) probleminin genelleştirilmiş 

çözümüdür. 

(3.20) denklemleri 
   

  
                 şartını sağlayan keyfi bir       fonksiyonu 

ile çarpılıp, denklemler toplanır ve sonra da     ] de integral alınırsa 

∫ ∫                 
 

 

 

 
 ∫   |     

 

 
 ∫ ∫       

 

 

 

 
 (3.24) 

bulunur. Burada   ∑           
 
    şeklindedir. Bu şekildeki tüm   fonksiyonlarının 

kümesi    ile gösterilsin.     
    toplamı,     için sıfıra eşit olan   

     nin alt 

kümesinde yoğundur. (3.24) denkleminde sabit bir      için      ile başlanarak 

yukarıda bahsedilen alt dizinin limiti alınabilir. Sonuç olarak         olmak üzere 

  fonksiyonu için (3.12) integral denklemi elde edilir.     
    toplamı,   

     

uzayının     için sıfıra eşit olan fonksiyonların oluşturduğu alt kümesinde yoğun 

olduğundan (3.12) denklemi aslında her     
              fonksiyonu için 

sağlanmaktadır. O halde bu       , (3.1)-(3.3) probleminin genelleştirilmiş çözümüdür. 

Böylelikle genelleştirilmiş çözümün varlığı gösterilmiş oldu. Şimdi çözümün tekliğinin 

ispatını ele alalım. Bunun için    ve    şeklinde iki farklı çözüm olduğu kabul edelim. 

Bu durumda         fonksiyonu 
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                                 ]

                 

                         ]

 

probleminin bir genelleştirilmiş çözümü olur. (3.16) eşitsizliğinin ispatı için yapılan 

adımlar uygulandığında bu problem için 

   
      ]

‖      ‖        ‖  ‖        

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda     olmak zorunda olup,    ve    aynı elemandır. 

Böylece ispat tamamlanır. 

(3.21) adi diferansiyel denklem sistemi 

         (3.25) 

şeklinde ve (3.22) başlangıç şartları 

         (3.26) 

şeklinde matris formda yazılabilir. Burada   bilinmeyen matrisi olmak üzere matrisler 

   

[
 
 
 
 
 
 
     

     

 

     ]
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[
 
 
 
 
 
 
 ∫       

      
      

 

 
∫       

      
      

 

 
 ∫       

      
      

 

 

∫       
      

      
 

 
∫       

      
      

 

 
 ∫       

      
      

 

 

    

∫       
      

      
 

 
∫       

      
      

 

 
 ∫       

      
      

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

  

   

[
 
 
 
 
 
 
 ∫              

 

 

∫              
 

 

 

∫              
 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

ve 

    

[
 
 
 
 
 
 
 ∫            

 

 

∫            
 

 

 

∫            
 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde tanımlanır. 

3.2. Lineer olmayan Parabolik Problem için Genelleştirilmiş Çözüm 

Bu çalışmada (3.4)-(3.6) parabolik sistemi için aşağıdaki zayıf çözüm tanımı 

kullanılmıştır. 
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Tanım 3.2.1: Her     
       fonksiyonu için 

〈    〉        ∫             

 

 

 ∫           

 

 

               

 

  (3.27) 

ve 

 〈        〉         〈    〉        (3.28) 

eşitliklerini sağlayan     
             elemanına (3.4)-(3.6) probleminin zayıf 

çözümü denir (Wheeler 1973). 

Parabolik problem için zayıf çözüm Galerkin metodu kullanılarak elde edilebilir. 

Galerkin metoduna göre     
     fonksiyonuna 

        ∑           
 
    (3.29) 

fonksiyonlarıyla yaklaşılabilir. Burada           fonksiyonları   
       uzayında 

lineer bağımsız fonksiyonlar ve       katsayıları ise bulunması gereken fonksiyonlardır. 

 ,            lineer bağımsız fonksiyonları tarafından gerilen ve   
     kümesinin 

sonlu boyutlu bir alt uzayı olsun. (3.4) denklemi (3.29) ile tanımlanan        için 

yeniden yazılır,     fonksiyonu ile çarpılır ve sonra       aralığında integrallenirse 

∫     

 

 

 ∫              

 

 

  ∫           

 

 

 

 

(3.30) 

yazılır. Burada sol tarafta yer alan ikinci integrale kısmi integral uygulanırsa 
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∫              

 

 

             | 
  ∫             

 

 

 

buradan 

∫              

 

 

  ∫             

 

 

 

elde edilir. Bu ifade (3.30) de yerine yazılırsa 

∫     

 

 

 ∫             

 

 

 ∫           

 

 

 

〈        〉        〈    〉        

 

 

(3.31) 

bulunur. 

 (3.31) ifadesinde (3.29) ile verilen   fonksiyonu yerine yazılır ve   yerine                      

           fonksiyonları alınırsa 

∫∑  
         

 

   

        ∫ (  ∑           

 

   

)∑       
     

 

   

  
     

 

 

 

 

 

 

 ∫      ∑           

 

   

        

 

 

 

 

 

(3.32) 

eşitliği elde edilir. Bu sistem vektörel formda 

                 (3.33) 
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şeklinde yazılır. Başlangıç şartları 

          (3.34) 

olur. Burada 

   

[
 
 
 
 
 
 
     

     

 

     ]
 
 
 
 
 
 

  

   

[
 
 
 
 
 
 
 ∫       

 

 
∫       
 

 
 ∫       

 

 

∫       
 

 
∫       
 

 
 ∫       

 

 

    

∫       
 

 
∫       
 

 
 ∫       

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

  

      

[
 
 
 
 
 
 
 ∫     ∑     

 
      

   
   

 

 
 ∫     ∑     

 
      

   
   

 

 

∫     ∑     
 
      

   
   

 

 
 ∫     ∑     

 
      

   
   

 

 

   

∫     ∑     
 
      

   
   

 

 
 ∫     ∑     

 
      

   
   

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

  

      

[
 
 
 
 
 
 
 ∫       ∑     

 
        

 

 

∫       ∑     
 
        

 

 

 

∫       ∑     
 
        

 

 ]
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ve 

    

[
 
 
 
 
 
 
 ∫      

 

 

∫      
 

 

 

∫      
 

 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

  matrisi Gram matrisi olduğundan pozitif tanımlıdır ve tersi vardır. Bu durumda (3.33) 

sistemi 

                      (3.35) 

şeklinde yazılabilir. 

3.3. Adi Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Çözümü İçin Adomian Ayrıştırma 

Metodu 

Bu bölümde normal diferansiyel denklem sistemleri için başlangıç değer problemlerinin 

nümerik çözümü üzerinde durulmuştur. Lineer sabit katsayılı adi diferansiyel denklem 

sistemlerinin çözümlerini bulmak pratik olabilirken değişken katsayılı lineer adi 

diferansiyel denklem sistemleri ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerini 

çözmek daha karmaşıktır. Hatta bazen bir diferansiyel denklem sisteminin çözümü olsa 

bile, bu çözüm çok karmaşık veya hesaplamalar için kullanışsız olabilir. İşte böyle 

durumlarda denklem sisteminin çözümüne nümerik yaklaşımlar oluşturulur. Adomian 

ayrıştırma metodu adi diferansiyel denklem sistemlerini çözmek için kullanılabilecek 

nümerik metotlardan biridir. 
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Şimdi Adomian Ayrıştırma Metodundan (AAM) bahsedelim. 

   
                               (3.36) 

adi diferansiyel denklem sisteminin 

                   

başlangıç şartlarını sağlayan çözümlerinin Adomian ayrıştırma metodu ile nasıl elde 

edilebileceğini açıklayalım. Bu denklem sisteminde    lineer olmayan fonksiyon ve   , 

 ’nin bilinen fonksiyonlarıdır. (3.36) sistemi   
 

  
  lineer operatörü ve 

                              lineer olmayan operatörü ile 

                       (3.37) 

şeklinde yazılır. (3.37) ifadesinin her iki tarafına     ters operatörü uygulanırsa 

 (     ]  ∫   ]
 

 
  ) 

                                  (3.38) 

denklemleri elde edilir. Adomian metodu için ayrıştırılmış seri fonksiyonu 

    ∑     
 
               (3.39) 

ve lineer olmayan    operatörünün ayrıştırma fonksiyou 

                ∑     
 
               (3.40) 

şeklindedir. Burada      Adomian polinom fonksiyonlarıdır ve şu şekilde tanımlanır: 
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[  (∑     

 
   )]

   
          (3.41) 

 (3.39) ve (3.40) eşitlikleri (3.38) te yerine konulursa 

    ∑     
 
             ∑     

 
          (3.42) 

denklemi elde edilir. Buradan 

 

                 

        ∫              
 

 
                       

 (3.43) 

denklem sistemi oluşturulur. Böylelikle    nin tüm bileşenleri verilen      Adomian 

polinom fonksiyonlarıyla hesaplanabilir. 

Örnek 3.3.1:      
 

 
     diferansiyel denkleminin                         

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü       fonksiyonudur. Yaklaşık çözümü ADM 

ile bulalım. 

          ,             ve              olarak alınmasıyla verilen diferansiyel 

denklem  

 

  
    

  
    

  
  

 

 
     

 

sistemine dönüşür.  
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olmak üzere, sisteme     ters operatörünü uygulanıp (     ]  ∫   ]
 

 
  ) Adomian 

polinomlarını kullanılırsa 

 

       ∫     
 

 
  

       ∫     
 

 
  

       ∫ (
 

 
         )

 

 
  

 

elde edilir.                     fonksiyonu     terimden oluşan yaklaşık 

çözüm olsun. O halde 

 

    (    
   

 
)

    (    
   

 
 
   

  
)

    (    
   

 
 
   

 
 
   

  
)

    (    
   

 
 
   

 
 
    

   
 

   

   
)

    (    
   

 
 
   

 
 
   

  
 
     

    
 

   

    
)

                                            

 

yaklaşımları elde edilir. Bu şekilde devam edilirse       çözümüne ulaşılacağı 

aşikardır (Biazar, 2004). 
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Örnek 3.3.2:  

 

  
     

 

  
       

  
       

 

lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Bu sistemin 

 

       

       

       

 

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü                    ve            

şeklindedir. 

Denklem sistemine     ters operatörü (     ]  ∫   ]
 

 
  ) uygulandığında 

 

      ∫   
  

 
  

     ∫      
 

 
  

   ∫        
 

 
  

 

eşitlikleri elde edilir.  

 

       

      

      

 

olmak üzere Adomian polinomlarının kullanımıyla 
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        ∫ (∑     
 
        ) 

 

 
   

       ∫        
 

 
  

       ∫ (         )
 

 
  

 

bulunur. Elde ettiğimiz yukarıdaki eşitlikler 

 

                    

                   

                   

 

denklemlerinde beşinci terime kadar yerine yazılırsa 

                                                

                                

                                                

                        

                                                   

                                                    

 

yaklaşık çözümleri elde edilir (Biazar, 2004). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde bazı parabolik başlangıç-sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümleri 

Maple
®
 programından faydalanılarak elde edilmiştir. Bunun için bir önceki bölümde 

verilen Galerkin ve Adomian ayrıştırma metotları kullanılmıştır. 

(3.3) ve (3.6) Dirichlet sınır şartları göz önüne alındığında bu sınır şartları ile uyumlu 

olacak şekilde                 fonksiyonları; 

{     }  ,√
 

 
   

  

 
 √

 

 
   

   

 
   √

 

 
   

   

 
  -  (4.1) 

şeklinde seçilebilir. Bu kümede 

〈     〉        {
     
     

 

özelliği geçerlidir. Lineer bağımsız vektörlerin (4.1) kümesinden seçimi ile (3.32) 

sistemi 

  
  ∫    ∑    

 

   

 ∑    
 

 

   

  
   

 

 

  ∫      ∑    

 

   

     

 

 

  
  ∫    ∑    

 

   

 ∑    
 

 

   

  
   

 

 

  ∫      ∑    

 

   

     

 

 

 

  
  ∫    ∑    

 

   

 ∑    
 

 

   

  
   

 

 

 ∫      ∑    

 

   

     

 

 

 

 

 

(4.2) 

denklem sistemine dönüşür. Ayrıca bu sistem için 

      〈     〉                  (4.3) 
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başlangıç şartları mevcuttur. 

4.1. Lineer Parabolik sistem için nümerik örnekler 

Bu bölümdeki örneklerde nümerik sonuçlara Maple programı kullanılarak ulaşılmıştır. 

Örnek 4.1. için kullanılan Maple programı aşağıda verilmiştir. Diğer örneklerde benzer 

prosedürler yazılarak sembolik sonuçlar elde edilmiştir. 

> restart: 

> u:=PIECEWISE([(t^4)*((1/48)*x^3-(1/48)*x^2), 0 <= x and x <= 2], 

[(1/48)*(t^4)*x*(4-x), 2< x and x <= 4]): 

>a:=PIECEWISE([sin(Pi*x/2)+0.0001, 0 <= x and x <= 2],[+0.0001, 2< x and x <= 

4]): 

>F1:=PIECEWISE([(4*t^3)*((1/48)*x^3-(1/48)*x^2)-

(t^4)*(Pi/2*cos(Pi*x/2)*((1/16)*x^2-(1/24)*x)+sin(Pi*x/2)*((1/8)*x-(1/24))), 0 <= 

x and x <= 2],[(1/48)*4*t^3*(4-x)*x+0.0001*(t^4)*(1/24), 2< x and x <= 4]): 

> l:=4.:N:=4: 

> ph:=array(1..N): 

> for n from 1 to N do 

> ph[n]:=sqrt(2/l)*sin(n*Pi*x/l): 

> tph[n]:=diff(ph[n],x): 

> od: 

> E:=array(1..N,1..N): 

> for i from 1 to N do 

> for j from 1 to N do 

> E[i,j]:=evalf(int(a*tph[i]*tph[j],x=0..l)): 

> od: 

> od: 

> F:=array(1..N): 

> for r from 1 to N do 
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> F[r]:=evalf(int(F1*ph[r],x=0..l)): 

> od: 

> M:=300: 

C1[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[1],x=0..l)+int(F[1],t=0..t):C2[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[2],x

=0..l)+int(F[2],t=0..t):C3[0]:=int(subs(t=0,u)*ph[3],x=0..l)+int(F[3],t=0..t):C4[0]:=in

t(subs(t=0,u)*ph[4],x=0..l)+int(F[4],t=0..t): 

> for k from 1 to M do 

>C1[k]:=evalf(-E[1,1]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,1]*int(C2[k-1],t=0..t)-

E[3,1]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,1]*int(C4[k-1],t=0..t)); 

>C2[k]:=evalf(-E[1,2]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,2]*int(C2[k-1],t=0..t)-

E[3,2]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,2]*int(C4[k-1],t=0..t)); 

>C3[k]:=evalf(-E[1,3]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,3]*int(C2[k-1],t=0..t)-

E[3,3]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,3]*int(C4[k-1],t=0..t)); 

>C4[k]:=evalf(-E[1,4]*int(C1[k-1],t=0..t)-E[2,4]*int(C2[k-1],t=0..t)-

E[3,4]*int(C3[k-1],t=0..t)-E[4,4]*int(C4[k-1],t=0..t)); 

> od: 

>uyak:=(sum(C1[s],s=0..M))*ph[1]+(sum(C2[s],s=0..M))*ph[2]+(sum(C3[s],s=0..M

))*ph[3]+(sum(C4[s],s=0..M))*ph[4]: 

> plot3d(u,x=0..4,t=0..1); 

> plot3d(uyak,x=0..4,t=0..1); 

Örnek 4.1.1: (3.1)-(3.3) parabolik problemi için             ] bölgesinde 

     ,
   

  

 
              

            
,        ve        sağ taraf fonksiyonunu 

her       ] için 
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 {

  (     )

  
   (    

  

 
(
  

  
 

 

  
)  (   

  

 
     ) (

    

  
))       

  (     )

  
                   

 

olarak seçelim. Bu durumda parabolik problemin çözümü 

       

{
 

 
  

  
                    ] 

  

  
                    ]

 

fonksiyonu olur. 

Bu parabolik probleme     için Galerkin metodu uygulandığında aşağıdaki adi 

diferansiyel denklem sistemi elde edilir: 
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Yukarıdaki adi diferansiyel denklem sisteminin 

   ∑    

 

   

           

çözümleri bulunarak   yaklaşık çözümü 

                                                         

                                                          
  

 
  

                                                   

                                                            
  

 
  

                                                  

                                                           
   

 
 

                                                  

                                                               

 

şeklinde elde edilir. 

Aşağıdaki tabloda zayıf çözüm ( ) ve yaklaşık zayıf çözüm ( ) arasında bazı        , 

      ve         hataları verilmiştir. 
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Çizelge 4.1. Zayıf çözüm ve yaklaşık zayıf çözüm arasındaki bazı hatalar 

    ‖             ‖         
‖   ‖       

‖   ‖         

4 

0.2                                                  

0.4                                                 

0.6                                                 

0.8                                                             

1                                                   

6 

0.2                                                   

0.4                                                 

0.6                                                 

0.8                                                             

1                                                

8 

0.2                                             

       0.4                                                 

0.6                                                 

0.8                                                 

1                                                 

 

Şekil 4.1. Zayıf çözüm  
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Şekil 4.2.     için yaklaşık zayıf çözüm 

Örnek 4.1.2: (3.1)-(3.3) parabolik problemi için             ] bölgesinde 

     {
         

 

 

    
 

 
    

, 

     {

 

  
              

 

 
 

 

  
                

 

 
    

 

ve        sağ taraf fonksiyonunu her       ] için 

 {
                                      

 

 

                                          
 

 
    

 

olarak seçelim. Bu durumda parabolik problemin çözümü 
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       {
                       

 

 
       ] 

                         
 

 
           ]

 

fonksiyonu olur. 

Bu parabolik probleme     için Galerkin metodu uygulandığında aşağıdaki adi 

diferansiyel denklem sistemi elde edilir: 

  

 

  
                                                           

                                     

  
                                                            

                                      

  
                                                         

                                      

  
                                                            

                                       

 

Yukarıdaki adi diferansiyel denklem sisteminin 

   ∑    

 

   

           

çözümleri bulunarak   yaklaşık çözümü 
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şeklinde elde edilir.  

 

 

Aşağıdaki tabloda zayıf çözüm ( ) ve yaklaşık zayıf çözüm ( ) arasında bazı        , 

      ve         hataları verilmiştir. 
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Çizelge 4.2. Zayıf çözüm ve yaklaşık zayıf çözüm arasındaki bazı hatalar 

    ‖             ‖         
‖   ‖       ‖   ‖         

4 

0.6                                 

0.8                                  

1                                  

7 

0.6                                             

0.8                                            

1                                       

10 

0.6                                                  

0.8                                                

1                                            

 

 

Aşağıda zayıf çözüm ve     için Galerkin metodu ile elde edilmiş yaklaşık çözümün 

grafikleri verilmiştir.  

 

Şekil 4.3. Zayıf çözüm  
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Şekil 4.4.     için Yaklaşık zayıf çözüm  

4.2. Lineer Olmayan Parabolik sistem için Nümerik Uygulamalar 

Örnek 4.2.1:  

   (              )  
 

  
                          

                                                                                    

                                                
 

  
                                      

       
 

   
                

                        ]

 

parabolik problemini ele alalım. Bu problem için zayıf çözüm 

       
(  

 
  )

  
         

fonksiyonudur. 

Bu problemin (3.29) ile tanımlanan formda yaklaşık zayıf çözümünü bulmak için     

alalım. Parabolik probleme Galerkin metodu uygulandığında 
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adi diferansiyel denklem sistemi ve 

  

                

                

                 

 

başlangıç şartları elde edilir. Bu adi diferansiyel denklem sistemi lineer değildir. 



48 

 

Yukarıdaki adi diferansiyel denklem sistemi Adomian metodu ile çözüldükten sonra 

yaklaşık zayıf çözüm 
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şeklinde bulunur. 

Aşağıdaki tabloda zayıf çözüm ( ) ve yaklaşık zayıf çözüm ( ) arasında bazı hatalar 

verilmiştir. 

Çizelge 4.3. Zayıf çözüm ve yaklaşık zayıf çözüm arasındaki bazı hatalar 

    ‖             ‖         
‖   ‖       

‖   ‖   
     

4 

0.5                                                 

1                                                 

2                                                 

3                                                 

6 

0.5                                                   

1                                                   

2                                                 

3                                                 

8 

0.5                                                   

1                                                   

2                                                   

3                                                   

Aşağıda zayıf çözüm ve     için Galerkin metodu ile elde edilmiş yaklaşık çözümün 

grafikleri verilmiştir. 
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Şekil 4.5. Zayıf çözüm  

 

 

Şekil 4.6.     için yaklaşık zayıf çözüm 

Örnek 4.2.2:             ] bölgesinde 

       
       

  
    

 

fonksiyonu alındığında (3.4)-(3.6) problemi 
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)     ]

                                                 *
 

 
    (

      

 
)  

 

 
    (

      

 
)+     (      )

                                                *        (
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)     (

      

 
)  

     

    

                                                    
    

 
    (

      

 
) (      (

      

 
)      (

      

 
))

                                                    
 

 
       (      )    (

      

 
)]  

                     

                        ]

 

şeklinde olur. Bu problem için zayıf çözüm 

               (
      

 
)     (

      

 
) 

fonksiyonudur. 

Bu problemin (3.29) ile tanımlanan formda yaklaşık zayıf çözümünü bulmak için     

alalım. Parabolik probleme Galerkin metodu uygulandığında 
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                                (                                    
                

)

  
              

               
              

               
   

              
                

                
                

   

               
                                               

                                  (                                     
                

)

  
               

              
               

              
   

              
                 

                 
                 

   

             
                                            

                                  (                                   
                

)

 

adi diferansiyel denklem sistemi ve 

       

       

       

 

başlangıç şartları elde edilir. Ele aldığımız bu adi diferansiyel denklemin Adomian 

metoduyla yaklaşık zayıf çözüm 
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şeklinde bulunur. Zayıf çözüm     ve yaklaşık zayıf çözüm     arasındaki bazı hatalar 

tabloda verilmiştir. 

Çizelge 4.4. Zayıf çözüm ve yaklaşık zayıf çözüm arasındaki bazı hatalar 

    ‖             ‖         
‖   ‖       

‖   ‖   
     

6 

0.2                                     0.15814838         

0.4                                  0.15692849        

0.6                                   0.22787343        

0.8                                  0.22243357        

1                                 0.00005686 

8 

0.2                                    0.8518095         

0.4  0.56677652                         0.72268884        

0.6  0.16329967                         0.13959901        

0.8                                   0.16336352        

1  0.90316160                       0.00004685 

10 

0.2                                     0.26275216         

0.4  0.43598550                          0.55611501        

0.6  0.14618769                          0.1249169        

0.8                                   0.15650018        

1  0.89601990                       0.00004646 
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Aşağıda zayıf çözüm ve     için Galerkin metodu ile elde edilmiş yaklaşık çözümün 

grafikleri verilmiştir.  

 

Şekil 4.7. Zayıf çözüm 

 

 

 

Şekil 4.8.     için yaklaşık zayıf çözüm 
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5. SONUÇ 

Bu çalışmada   uzunluğuna sahip bir çubuk için çubuğun sol ve sağ uçlarında ısı 

değerinin sıfır olduğu bir ısı iletim problemi ele alınmıştır. Bu Dirichlet sınır şartlı 

parabolik problemin genelleştirilmiş çözümünün varlığı ve tekliği için gerekli şartlar 

ispatı ile birlikte verilmiştir. Bu genelleştirilmiş çözümün elde edilmesinde Galerkin 

metodu kullanılmıştır. Ayrıca lineer olmayan bir parabolik problem ele alınarak, yine 

Galerkin metodu ile bu problemin yaklaşık zayıf çözümü ortaya konulmuştur. Yaklaşık 

zayıf çözümlere nümerik yaklaşım için Galerkin metodunda, Dirichlet sınır şartlarına da 

uygun olarak sinüs fonksiyonları, baz fonksiyonları olarak seçilmiştir. Her iki parabolik 

probleme metot uygulandığında adi diferansiyel denklem sistemlerine indirgendiği 

görülür. Elde edilen adi diferansiyel denklem sistemlerinin çözümü için Adomian 

ayrıştırma metodu kullanılmıştır.  

Araştırma bulguları bölümünde bazı parabolik problemlerin yaklaşık zayıf çözümler 

elde edilmiştir. Bu aşamada hesaplamaları oldukça kolaylaştıran        

programından faydalanılmıştır. Bulunan yaklaşık çözümlerin hata verileri toplanılarak 

tablolar haline getirilmiştir. Oluşturulan tablolar ışığında elde edilen yaklaşık zayıf 

çözümlerin, problemlerin zayıf çözümlerine yüksek oranda yaklaştığı görülmüştür. 

Dolayısıyla Galerkin metodunun parabolik problemler için kullanışlı yaklaşık zayıf 

çözümler verdiği gözlemlemiştir. 
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