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OZET

Sabit nokta teorisinde iterasyon yontemleri genis bir literatiire sahip olup bu
yontemler i¢in elde edilen sonuglar s6z konusu iterasyon yonteminden elde edilen
dizinin yakinsakligi, yakinsaklik hizi, yakinsama denkligi, veri baglilig1 ve kararlilik
olarak siralanabilir. Ayrica bu yontemler integral veya diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiine ulasmada etkin bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sabit nokta teorisine dair
literatiir 6zeti verilmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilacak temel kavramlar,
tanimlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde yeni tanimlanmis olan dért adiml
sabit nokta iterasyon yonteminin rasyonel doniisiim sinifi kullanilarak belirli kosullar
altinda bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsaklig1 ve yakinsaklik hizi incelenmistir.
Ayrica yeni iterasyon yontemi igin Kararlililk ve wveri bagliligi kavramlart
irdelenmistir. Ek olarak bu sonuglar igin asikdr olmayan niimerik Ornekler
verilmistir. Dordiincii  boliimde  genellestirilmis  tipte bir integral denklemin
¢Ozlimiine yeni iterasyon yontemi kullanilarak ulasilabilecegi ispatlanmis ayrica bu
denklemin ¢6ziimiiniin veri bagli oldugu gosterilmistir. Besinci boliimde ise, tez
boyunca elde edilen sonuglardan bahsedilmis ve ileride yapilabilecek g¢alismalar
hakkinda bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Iterasyon Yontemi, Yakinsaklik, Kararlilik, Veri
Bagliligy, integral ve Diferansiyel Denklem
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ABSTRACT

Iteration methods in fixed point theory, have a wide literature, and the results
obtained for these methods can be listed as the convergence of the sequence obtained
from the mentioned iteration method, the rate of convergence, the equivalence of
convergence, data dependence, and stability. In addition, these methods are used as
an effective tool in reaching the solution of integral or differential equations.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a summary of the literature
on fixed point theory is given. In the second chapter, the basic concepts, definitions,
and theorems to be used in the thesis are given. In the third chapter, the convergence
of the newly defined four-step fixed point iteration method and the rate of
convergence were investigated under certain conditions by using the rational
mapping class. In addition, the concepts of stability and data dependency were
examined for the new iteration method. Also, nontrivial numerical examples are
given for these results. In the fourth chapter, it is proved that the solution of a
generalized type integral equation can be reached by using the new iteration method,
and it is shown that the solution of this equation is data-dependent. In the fifth
chapter, the results obtained during the thesis are mentioned and information about
the possible future studies is given.

Keywords: Fixed Point, Iteration Method, Convergence, Stability, Data
Dependency, Integral and Differential Equation

July, 2022; 51 pages



SEKILLER DiZiNi

Sekil 3.1. T doniisiimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik. .......... 22
Sekil 3.2. T doniisiimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik............ 26
Sekil 3.3. T doniisiimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik............ 32



CiZELGELER DiZIiNi

Cizelge 3.1. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilastirilmasi. . 23
Cizelge 3.2. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarinin karsilastirilmasi. . 24
Cizelge 3.3. (3.26) ile verilen iterasyon yonteminin yakinsaklik davranist............... 33

Vi



SIMGELER VE KISALTMALAR

N
R
R+
C
F

Fr

T:A— B
C(a,b)
{xn}

(4,p)

A 11D
IA]|
I.II:A—F

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Pozitif reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Cisim (F =R veya [F = C)

T doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

A kiimesinden B kiimesine tanimli T doniisiimii
(a, b) aralig lizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi
{x,} dizisi

A metrik uzay1

A normlu uzay1

A’ni normu

A lizerinde tanimli norm fonksiyonu

vii



1.GIRiS

Sabit nokta teorisi, bir¢ok bilim dalinda genis bir uygulama alanina sahip olmasinin
yani sira giinliik hayat problemlerinin modellenmesinde kullanilan integral veya
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in etkin ve ilgi ¢ekici bir arag olarak karsimiza

cikmaktadir.

Bir doniisiimiin sabit noktas1 A bostan farkli bir kiime olmak {izere T:A — A,
T(x) = x esitligiyle belirlenir. Bu teorideki temel diisiince T nin herhangi bir sabit
noktaya sahip olabilmesi i¢in doniisiim {izerine veya A kiimesi lizerine konulmasi

gereken uygun sartlar1 belirlemektir [1-5].

1909 yilinda normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisine dair ¢alismalar yapan
Brouwer, “[a, b] € R olmak tizere f:[a, b] — [a, b] sirekli bir dontisiim olsun. Bu
durumda f’nin [a, b] araliginda bir sabit noktas: vardir.” teoremini ispatlamis ve
1912 yilinda Brouwer bu teoremin sonucunun R yerine R" kiimesi alindiginda da

gecerli oldugunu gostermistir [6].

1930 yilinda Schauder ise “A bir Banach uzayi, C, A’nin kompakt, konveks alt
kiimesi ve f:C — C siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda f, C’de en az bir sabit
noktaya sahiptir.” teoremini ispatlayarak, Brouwer’in sonlu boyutlu uzaylarda elde
ettigi sonucun R™ yerine herhangi bir Banach uzayi alindiginda da gegerli oldugunu

gostermistir [1].

1922 yilinda Banach tarafindan ispatlanan ve Banach Sabit Nokta Teoremi olarak
bilinen teorem su sekildedir: “(4,d) bir tam metrik uzay ve f:A - A dontisim
olsun. Her x,y € A ve bir a € [0,1) igin p(f(x), f(¥)) < ap(x,y) saglansin. Bu

durumda f contraction doniisiimii, A’da bir tek sabit noktaya sahiptir” [2].

Bu teoremde teklikle belirlenen sabit noktaya ulagsmak i¢in kullanilan yontem Picard
iterasyonu olarak adlandirilir. Ancak bu teoremde contraction donilisim yerine
nonexpansive doniisiim alindiginda Picard iterasyonundan elde edilen dizi bu sabit
noktaya yakinsamaz. Bu nedenle arastirmacilar tarafindan yeni iterasyon yontemleri
tanimlanarak farkli dontisiimler i¢in uygun sartlar altinda varlig1 veya tekligi garanti

edilen bu sabit noktaya ulagmak icin yakinsaklik, yakinsaklik denkligi, yakinsaklik



hizi, veri bagliligi ve kararlilik gibi sabit nokta sonuglar1 elde edilerek genis bir

literatiir olugturulmustur [7-15].

Sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsaklik anlaminda denkligi, ayn1 doniisiim
ile insa edilen iki iterasyon yonteminden elde edilecek dizilerden birisi doniistimiin
sabit noktasina yakinsak iken diger dizinin de yakinsak olmasi seklinde ifade

edilebilir [16-20].

Belirli sartlar altinda ayni sabit noktaya yakinsayan iki iterasyon yonteminden elde
edilen dizilerden hangisinin daha hizli oldugunun belirlenmesi karsimiza yakinsaklik
hizi kavraminmi ¢ikarmaktadir. Bu amag¢ dogrultusunda yapilan bazi galismalara [20-

24] ile verilen kaynaklardan ulasilabilir.

Sabit noktalarin veri baghiligi; bir doniisiim kullanilarak olusturulan iterasyon
yonteminden elde edilecek dizi ile bu doniisiime ¢ok yakin olan bagka bir doniisiim
kullanilarak ayn1 iterasyon yonteminden elde edilecek dizinin yakinsadiklar

noktalarin farkinin ne kadar oldugu seklinde ifade edilebilir [25-31].

Matematiksel olarak kararlilik kavrami ise bir problemdeki verilerde ya da problemin
belirli asamalarinda yapilan kii¢iik degisimlerin elde edilmesi gereken temel sonuca

etkisinin ne kadar oldugunun hesaplanmasi olarak aciklanabilir [32-41].

Yukarida bir kismindan bahsedilen sabit nokta teorisine dair c¢alismalar, metrik
uzaylar [5], b-metrik uzaylar [42], quasi metrik uzaylar [43], G-metrik uzaylar [44],
konveks metrik uzaylar [45], hiperbolik uzaylar [46], CAT uzaylar [47], normlu
uzaylar ve kompleks-degerli Banach [48] uzaylar1 gibi lineer ve lineer olmayan farkli
yapilar iizerinde yliriitiilmektedir. Ayrica bu yapilarin bazilar1 iizerinde tanimlanan
integral veya diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ulagabilmek i¢in ilgili denklem bir
operator olarak goz Oniine alinir ve belirli bir doniisiim sinifina dahil edilerek
olusturulacak olan iterasyon yonteminden elde edilecek dizinin operatoriin ¢ozlimiine
hangi sartlar altinda yakinsayacagi belirlenir. Bu nedenle sabit nokta iterasyon
yontemleri integral ve diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de etkin bir rol

oynamaktadir [49-52].

Bu calismada belirli bir rasyonel doniisiim sinifi géz Oniine alinarak yeni bir

iterasyon yontemi tanimlanmis ve bu iterasyon yontemi i¢in yakinsaklik, yakinsaklik

2



hizi, veri baglilig1 ve kararlilik sonuglari irdelenmistir. Bu sonuglar asikar olmayan
niimerik Orneklerle desteklenmistir. Ayrica, bir fonksiyonel-integral denklem
¢esidinin yeni tamimlanan iterasyon yontemi kullanilarak uygun sartlar altinda
¢Ozlimiiniin elde edilebilecegi gosterilmis ve bu sonucun veri bagli oldugu

ispatlanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, temel sonuglarimizin elde edilmesi amaciyla bazi tamimlar, doniisiim

smiflari, teoremler, lemmalar ve iterasyon yontemleri verilmistir.

2.1 Tanimlar

2.1.1 Tanim A bos olmayan bir kiime ve p: 4 X A - R* bir fonksiyon olsun. Her

X1,X5, X3 € A igin

1) p(x1,%2) = 0

2) p(x1,x2) =0 © x; = x;,

3) p(xy,x3) = p(xy, x1) (simetri 6zelligi)
4) pxy, ;) < p(xy, x3) + pla, %) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglayan p fonksiyonuna A iizerinde bir metrik fonksiyonu, (4,p)

ikilisine de metrik uzay denir [53].

2.1.2 Tammm (A4, p) metrik uzay ve {x,} bir dizi olsun. Her bir £ > 0 i¢in n > n,
oldugunda p(x,,x) < € olacak sekilde bir n, = ny(e) € N sayis1 varsa {x,} dizisi

X € A noktasina yakinsaktir denir ve x,, = x ile gosterilir [53].

2.1.3 Tanmmm (4, p) metrik uzay ve {x,} bir dizi olsun. Her bir € > 0 i¢in m,n > n,
oldugunda p(x,,x,,) < € olacak sekilde bir ny = ny(¢) € N sayis1 varsa {x,}

dizisine Cauchy dizisi denir [53].

2.1.4 Tammm (A4, p) bir metrik uzay olsun. A uzaymndaki her {x,} Cauchy dizisi

yakinsak ise A uzayina tam metrik uzay denir [54].

2.1.5 Tamim L bos olmayan bir kiime ve [ bir cisim olsun. +:L X L - L ve F X

L — L islemleri tanimlansin.

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Her x4, x,, x3 € L igin
Dx;+x, €L

2) x; + (x, +x3) = (1 + x3) + x5

3) x; + 0 = 6 + x; = x; olacak sekilde 6 € L vardir.



4) x; + (—x1) = (—x1) + x; = 6 olacak sekilde —x; € L ve 6 € L vardir.
5 x; +x; =x, + x4

B) Her x;,x, € L ve her @y, a, € F i¢in

1) a;x; €L

2) ay(x1 + x3) = a;x; + 3%,

3) (a1 + az)xy = a1x1 + ayxq

4) ay (azx1) = (a1a2)x,

5 1-x; = x4 (1, F’nin birim elemanidir)

ozelliklerini sagliyorsa L’ye [F cismi tizerinde vektor uzay denir [55].

2.1.6 Tamm A bir vektdor uzay olsun. F cismi R olmak iizere, ||.[:4 - R
fonksiyonunun x; noktasindaki degeri ||x,]| ile verilsin. Her x;,x, € A ve a; € F

i¢in

1) llxqll =0
2) lx1]l =0 &x;, =0
3) llayxq |l = laq . x4l

4) llxy + x| < Mlxa [ + [l

ozelliklerini saghyorsa ||. || fonksiyonuna A tizerinde bir norm, (4, ||.]|) ikilisine de

normlu uzay denir [56].

A lizerinde bir norm bu uzayda,

p(xy,x2) = llx; — x3|l, (x1,x, € A) (2.1)

ile verilen bir metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan tiretilen metrik denir.

2.1.7 Tanim A normlu vektor uzay olsun. A uzay1, p(xq, x5) = ||x; — x|, (x4, x5 €
A) ile verilen norm tarafindan iiretilen metrige gore tam ise A uzayina Banach uzay1

denir [57].

2.1.8 Tanim (4,p) ve (B,d) iki metrik uzay, f:A - B bir doniisiim ve x, € A

olsun. Her bir € > 0 sayist i¢in



p(x,x0) < & oldugunda d(f (x), f(x0)) < €

olacak sekilde bir § = §(&) > 0 sayis1 varsa f’ye x, noktasinda siireklidir denir. f,

A’nin her noktasinda siirekli ise f doniisiimiine A’da siireklidir denir [58].
2.1.9 Tamim L bir reel vektor uzay ve A € L olsun. Her x;, x, € A i¢in
B={z€elLz=ax; +(1—a)x,, 0<a; <1} c A

ise A kiimesine konvekstir denir [58].

2.1.10 Tamm A metrik uzay1 iginde {x,} bir dizi ve x, € A olsun. Eger
lim, e p(x,,%0) =0 ise ya da her €>0 sayisi In, e N3Vn>n, icin
p(xn, xo) < € oluyorsa {x,} dizisi {x,} noktasina yakisiyor denir ve x,, = x, ya da
lim,,_,, X, = X ile gosterilir. Burada {x,} noktasma {x,} dizisinin kuvvetli limiti

ad1 verilir [53].

2.1.11 Tanim F = R veya F = C olmak iizere L, F iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
f:L = F operatoriine fonksiyonel denir. Burada L vektor uzay ise F = R, kompleks

vektor uzay ise F = C dir. Eger f lineer ise f’ye lineer fonksiyonel denir [53].
2.1.12 Tamm T, S: A = A iki operatdr olsun. Her x € A ve uygun bir € > 0 i¢in
|Tx — Sx|| < ¢ (2.2)
ise S’ye T’nin bir yaklagim operatorii denir [30].

2.1.13 Tamm {u, };-, Ve {v,}ne( ayni sabit p noktasina yakinsayan iki dizi olsun.
Eger

lim,, o, 2222 — (2.3)

ise {u, }ymeo dizisi p noktasina {v, }5-, dizisinden daha hizli yakinsar denir [59].

2.1.14 Tammm (A4, p) bir metrik uzay, T: A - A donisiim ve x, € A olsun. Picard
iterasyon yonteminden elde edilen {x,}n—; dizisinin T’nin p sabit noktasina

yakinsadigini kabul edelim. {u,},;, 4 uzayinda keyfi bir dizi olmak tizere

6



&, = p(un+1,f(T, un)),n =0,12,..

olarak alalim. Bu iterasyon yonteminin T-kararli veya T’ye gore karar1 olmasi igin

gerek ve yeter kosul

lim, &, =0 © lim,u, =p

olmasidir [33-34].

2.1.15 Tamim A bos olmayan bir kiime T: A — A herhangi bir doniisiim olsun.
T(x)=x (2.4)

olacak sekilde bir x € A varsa bu x noktasma T’nin sabit noktas: denir ve T’nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi Fr ile gosterilir [1].

2.1.16 Ornek Asagida sabit nokta 6rnekleri verilmistir:

a) A = Rverilsin. T(x) = x? — 5x + 9 olsun. Buradan F = {3} tiir.
b) A = R verilsin. T(x) = x — 7 olsun. Buradan F; = @ dir.

c) A = R verilsin. T(x) = x? — 2 olsun. Buradan F; = {—1,2} dir.

2.2 Bazi1 Sabit Nokta Doniisiim Simiflar

Bu kisimda, tezde kullanilan rasyonel tipli doniisiim tanim1 verilmeden 6nce yaygin

olarak kullanilan bazi dontistimler hakkinda bilgi verilecektir.

2.2.1 Tanmim (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x4, x, € A

i¢cin
p(Tx1,Txz) < ayp(xy,x2) (2.9)

olacak sekilde bir a; > 0 sayis1 varsa T’ye Lipschitzian doniistimii denir ve bu

esitsizligi saglayan en kiigiik a; sayisina T nin Lipschitz sabiti denir [1].

2.2.2 Tanmim (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her xq,x, € A

i¢cin



p(Txy, Txz) < p(xq,x3) (2.6)
ise T’ye bir nonexpansive doniisiim veya genislemeyen doniisiim denir [1].

2.2.3 Tanim A bir normlu uzay ve T: A = A bir doniisiim olsun. Her x;,x, € A ve

her n > 1 i¢in k,, = 1 olmak tizere
ITxy = Tz |l < kpllxy — x| (2.7)

sartin1  saglayan bir {k,} c [1,00) dizisi varsa T’ye asimptotik genislemeyen

doniisiim denir [1].

2.2.4 Tanmim (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x;,x, € A

i¢in
p(Txy, Txz) < ayp(xy,%2) (2.8)

olacak sekilde bir a; € [0,1) sayis1 varsa T’ye Contraction doniisiim veya daraltan

doniisiim denir [1].

2.2.5 Tanmim (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x4, x, € A

Ve x; # X, igin
p(Txy, Txz) < p(xq,x3) (2.9)
ise T’ye strict contraction doniisiim veya kesin daraltan dontisiim denir [1].

2.2.6 Tamim A bir Banach uzay1 ve T: A = A bir doniistim olsun. Her x;,x, € A ve

r > 0igin
llx1 — x|l < [[(X+ 1)y + x2) —7(Txy — Txo)|| (2.10)
ise T’ye pseudo-kesin daralma doniisiimii denir [1].

2.2.7 Tamim (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A doniisiim olsun. Her x4, x, € A i¢in

p(xlle)f p(xllTxl)’p(XZ'TXZ)’} (211)

Txq,Tx,) < h.max {
p(Tx; 2) p(x1,Txy), p(x3,Txy)



olacak sekilde bir h € (0,1) sayis1 varsa T ye quasi-contraction doniisiim denir [60].

2.2.8 Tammm (A4,p) bir tam metrik uzay ve T:A - A bir doniisim olsun. Her

X1,%, € Aigin

p(Txy, Txz) < ayp(xy,x2) + Lyp(xz, Txy) (2.12)
veya
p(Txy, Txz) < ayp(xy, xz) + Lip(xq, Txz) (2.13)

olacak sekilde bir @; € (0,1) sayisi ve bir L; = 0 varsa T’ye almost contraction veya

hemen-hemen daraltan doniisiim denir [61].

2.2.9 Tammm (4, p) bir metrik uzay ve T: A - A bir doniisim olsun. Her x;,x, €

A icin

p(x1, Tx1)p(x, Tx;)
p(xq,x7)

p(Txy, Txz) < ayp(xy,%2) + @z (2.14)

olacak sekilde a; + a, < 1 sartim1 saglayan aq, a, € [0,1) sayilar1 varsa T’ye Jaggi

doniistimii denir [62].

2.2.10 Tammm (4, p) bir metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x;,x, € A

1¢in,

p(Txy,x2)[p(Txq, %) + 1]
1+ p(xq,x3)

p(Txy, Txz) < ayp(xy,%2) + @z (2.15)

olacak sekilde a; + a, < 1 sartim saglayan a4, a, € [0,1) sayilan varsa T’ye bir

Jaggi tipi doniistimii denir [63].

Rasyonel doniisiim olan (2.15) ile verilen Jaggi tipi doniisiim normlu uzaylarda

asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

A bir normlu uzay ve T: A = A bir doniisiim olsun. Her x,,x, € Avea+ b < 1 igin,



ITx; — 2, |[ITxy — x| + 1]

Tx: —Tx,|| < allx; —x,|| + b
ITx, = Tl < allx, = x| TR P——

(2.16)

2.3 Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda ise sabit noktalarin varligini veya tekligini garanti eden bazi teoremlere

yer verilmistir.

2.3.1 Teorem (A4, p) tam metrik uzay ve T: A — A bir contraction doniisiim olsun. O

halde; T, A’da bir tek p sabit noktasina sahiptir. Ayrica x, € A baslangi¢ noktasi i¢in
Xnse1 =Txy,n =012, ..
Picard iterasyonu tarafindan tiretilen {x,,};=o dizisi p noktasina yakinsar [2].

2.3.2 Teorem (4, p) tam metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x4, x, € A

i¢in
p(Txy, Txz) < az. [p(xy, Txy) + p(xz, Txz)]
olacak sekilde en az bir a, € [0,1/2) sayis1 varsa T bir Picard operatoriidiir [3].

2.3.3 Teorem (4, p) tam metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x4, x, € A

i¢cin
p(Txy, Txz) < az. [p(xy, Txz) + p(xg, Txq)]
olacak sekilde en az bir a3 € [0,1/2) sayisi varsa T bir Picard operatoriidiir [4].

2.3.4 Teorem (4, p) tam metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. Her x4, x, € A

i¢cin

1) p(Tx1, Txz) < a1p(xq, Xx7)
il) p(Txy, Txz) < az. [p(x, Tx) + p(x2, Tx;)]
iii) p(Txy, Tx;) < az.[p(xq, Txy) + p(xz, Txq)]

sartlarindan en az birisinin dogru olacagi sekilde a; € [0,1), 0 < a,, a3 < 1/2

kosullarini saglayan a4, a,, a3 reel sayilari varsa T bir Picard operatoriidiir [5].
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2.3.5 Teorem [a, b] € R olmak iizere f:[a, b] — [a, b] siirekli bir doniisiim olsun.

Bu durumda f’nin [a, b] araliginda bir sabit noktas1 vardir [1].

2.3.6 Teorem A, R"™ de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda f:A4 — A siirekli

dontigiimil bir sabit noktaya sahiptir [1].

2.3.7 Teorem A bir Banach uzayi, B, A’nin kompakt, konveks alt kiimesi ve
f: B — B siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda f, B’de en az bir sabit noktaya

sahiptir [1].

2.3.8 Teorem A bir Banach uzayi, B, A’nin kapali konveks alt kiimesi ve f: B = B
stirekli ve kompakt bir doniisiim olsun. Bu durumda f, B’de en az bir sabit noktaya

sahiptir [1].

2.3.9 Teorem (A, p) bir metrik uzay ve n € N igin T™ bir daralma doniistimii olacak
sekilde bir T: A = A doniisimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir
[64].

2.3.10 Teorem (A4, p) bir tam metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. a;, a, =

0 ve a; + a, < 1 sartlart ile her x4, x, € A i¢in

p(xy, Txy)p(xz, Txz)
p(x1,x3)

p(Txy, Txz) < ayp(xy,%2) + @z (2.17)

esitsizligi saglansin. Bu durumda T ’nin tek bir sabit noktas1 vardir [62].

2.3.11 Teorem (A4, p) bir tam metrik uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. @, @, =

0 ve aq + a, < 1 sartlar ile her x;, x5, € A i¢in

p(Txy, %) [p(Txy, %1) + 1] (2.18)
1+ p(xl. xz)

p(Tx1, Txz) < ayp(xq,x3) + @y

esitsizligi saglansin. Bu durumda T nin tek bir sabit noktas1 vardir [63].

2.4 Baz1 Sabit Nokta Lemmalar1

Bu kisimda kararlilik ve veri bagliligi teoremlerinin ispati i¢in gerekli lemmalara yer

verilmistir.
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2.4.1 Lemma Her n € N i¢gin 6 € [0,1) ve lim,_, &, = 0 esitsizligini saglayan ve
negatif olmayan {e,}n=; say1 dizisi verilsin. u,,; < du, + &, sartim saglayan

herhangi bir {u, },—, pozitif say1 dizisi i¢in lim,,_,., u,, = 0 dir [64].
2.4.2 Lemma {a,}n=o Ve {b,}m=o Negatif olmayan iki dizi olsun.
nt1 = (1 - .un)an + bn

olacak sekilde n = ny igin pu, € (0,1) ve Y77y U, = ©© Ve n — oo igin P 0 dir.

Un

Bu durumda lim,,_,,, a,, = 0 dir [65].
2.4.3 Lemma Her n > n, i¢in {a, }n=, negatif olmayan reel say1 dizisi verilsin.

Ans1 < (1 — pp)a, + ppny

olacak sekilde n, € N mevcut olsun. Burada her n € N i¢in p,, € (0,1), Yprq Up =

oo ve n, = 0 dir. Bu durumda
0 <lim,_ sup a, < lim,_, sup n,
esitsizligi saglanir [30].

2.5 Baz1 Sabit Nokta Iterasyon Yontemleri

(A, -] normlu uzay ve T: A — A bir doniisiim olsun. f bir fonksiyon olmak tizere,

bir sabit nokta iterasyon yontemi en genel haliyle

Xo EA
{xnﬂ = F(T,x)n = 0,1,2, ... (2.19)
seklinde tanimlanir [1].
2.5.1 Tanim Her n € N i¢in
Xg EA
2.20
{xn+1 = f(T,xp) = Txy, ( )

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi denir [1].
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Daralma doniisiimii yerine farkli smiftan bir donilisiim alinirsa Picard iterasyonu,
donilisimiin sabit noktasina yakinsamayabilir [1]. Bu nedenle farkli iterasyon
yontemlerine ihtiya¢ ortaya c¢ikmistir. Bu iterasyon yontemlerinden bazilar1 su

sekildedir:

2.5.2 Tammm Her n € N i¢in a,, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi

olmak lizere

{ Xo €4 2.21)

Xne1 = f(T,xn) = (1 — ap)xy + ayTxy
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir [8].

2.5.3 Tamim Her n € N igin a,, B, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel say1 dizileri

olmak lizere

{xnﬂ =f(T,xn) = (1 — ap)xn + Ty, (2.22)

Yn = (1= Bp)xn + BnTxy
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir [9].

2.5.4 Tanim Her n € N igin a,, B, ¥ € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel sayi

dizileri olmak tizere
Xn4+1 = (1 - an)xn + a, Ty,
Yn = (1 - Bn)xn + BnTz, (2-23)
Zn = (1 - yn)xn + ynTxy

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Noor iterasyon yontemi denir [10].

2.5.5 Tanim Her n € N igin a,, 8, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel say1 dizileri

olmak tlizere

{xn+1 = (1 - an)Txn + a, Ty,

VYo = (1= B)xn + BuTxy (2.24)

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine S-iterasyon yontemi denir [11].
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2.5.6 Tanim Her n € N igin a,, B, ¥» € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel sayi

dizileri olmak tzere

Xnt+1 = (1 - an)yn + a, Ty,
Yn = (1 - ﬁn)zn + ﬁnTZn (2-25)
Zn = (1 - yn)xn + YnTxy

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine SP iterasyon yontemi denir [66].

2.5.7 Tanim Her n € N igin a,, B, ¥ € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel sayi

dizileri olmak tizere

Xnt1 = (1 —ap)yn + anTy,
Yn = (1 = Bp)xn + BT zy (2.26)
Zn = (1 = ¥)xn + ¥aTxp

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine CR iterasyon yontemi denir [67].

2.5.8 Tammm Her n € N i¢in a,, B, ¥ € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel sayi

dizileri olmak tizere
Xn+1 = (1 - an)Txn + a,Ty,
Yn = (1 - Bn)Txn + BTz, (2-27)
Zn = (1 - yn)xn + yuTxy,

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine S* iterasyon yontemi denir [68].

2.5.9 Tanim Her n € N i¢in a, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi

olmak tlizere

Xnt1 = Tyn

2.28
{yn = (1 - an)xn + a,Tx, ( )

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Picard-Mann iterasyon yontemi denir [12].

Yukarida verilen iterasyon yontemlerine ek olarak tanimladigimiz yeni dort adimlh

iterasyon yontemi agagidaki gibidir:
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2.5.10 Tamim Her n € N i¢in a,,, By, Yn, Un € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel sayi

dizileri olmak tizere

Yn = (1 - ﬁn)Txn + ﬁnTZn
Zn = (1 - Vn)Wn + ynTwy
k wyp = (1 — up)xp + unTxy

Xn+1 = (1 - an)Txn + a, Ty,
(2.29)

15



3. YENI iITERASYON YONTEMI ICIN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu boliimde (2.29) ile verilen yeni iterasyon yontemi i¢in (2.16) ile verilen Jaggi tipi
doniistim siifi kullanilarak kuvvetli yakinsaklik, yakinsaklik hizi, kararlilik ve veri

baglilig1 teoremleri ispatlanacaktir.

3.1 Yeni Iterasyon Yonteminin Yakinsakhig

3.1.1 Teorem C kiimesi A Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi ve a + b < 1 olmak tizere (2.16) ile verilen T: C = C doniigimii géz Oniine
alinsin. {x,}n—o, (2.29) ile verilen yeni iterasyon yonteminden firetilen bir dizi ve
{an}, (B}, {vn} ve {u,} kontrol dizileri [0,1] araligina ait olmak tizere )5, @, = o0
sart1 saglansin. Bu durumda {x,},—, dizisi T operatoriiniin teklikle belirli olan p

sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat T operatoriiniin sabit noktast p oldugundan (2.16) ile verilen doniisiim

kullanilirsa

ITp = plIUITxn — xnll + 1]

|ITx, — Tp|| < allx,, —pll + b
nT P noP 1+ %y — pl

3.1)

burada Tp = p oldugundan gerekli diizenlemeler ile birlikte

ITxn — Tpll < allx, —pll 3.2)

olur. Buradan n — oo i¢in x,, = p oldugu gosterilecektir.

(2.29) ile verilen iterasyon yontemi ve (3.2) esitsizligi kullanilarak

Iwn — pll = (1 — un)xn + pnTxy — pli
< (1= p)llxn = pll + pallTx, —pll
< (1= p)llxn —pll + pallTx — Toll
< (1= p)llxn —pll + prallx, —pli
< [1 = py + unalllx, — pll
< [1-u,(1 = a)]llx, —pll

(3.3)
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elde edilir. Ayrica

”Zn - P|| =[1(1- Vn)Wn + ynTwy, — p”
< (1 =vIlwp, =l + v lITw, — pl|
< (1 =vIlwp, —pll + ¥ullTwy, — Tpl|

(3.4)
< (1 =y)llwn = pll + yaallw, —pll
< [1 ~Ynt Vna]”Wn - p”
< [1 - Yn(l - a)]”Wn - p”
olur. (3.3) esitsizligi (3.4) esitsizliginde yerine yazilirsa
”Zn - p” < [1 - Vn(l - a)][]- - .un(]- - a)]”xn - p” (35)

bulunur. Ayrica

lyn —pll = I(1 = B)Txy + BTz, — pll
< (1= BlITxy — pll + BullTz, — pli
< (1 - BllTxy, — Tpll + BullTz, — Tpll (3.6)
< (1 - Bwallx, —pll + Brallz, — pll
< (1 - Bwallx, —pll + Brallz, — pll

olur. (3.5) esitsizligi (3.6) esitsizliginde yerine yazilip [1 —pu,(1—a)] <1 ve
[1—-9,(1 —a)] <1 oldugu kullanilirsa

lyn —pll < (1 = Bpallx, — pll
+Bna[1 - Vn(l - a)][]- - .un(l - a)]”xn - p”

(3.7)
< (1 - Bpallx, —pll + Brallx, —pll
< allx, —pll
elde edilir. Buradan
”xn+1 - P” = ”(1 - an)Txn + anTyn - p”
< (1 - a)lITx, — pll + axlITy, — pl| 38)

< (1= a)ITxy = Tpll + anlITy, — Tpll
< (1 = anallx, = pll + anally, —pll
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olur. (3.7) esitsizligi (3.8) esitsizliginde yazilirsa

”xn+1 - p” < (1 - an)a”xn - p” + anazllxn - p”
< [ - ap)a + aza?]llx, —pll (3.9)
< a[l - a,(1-a)]llx, —pl|

elde edilir. (3.9) esitsizliginde tiimevarim uygulanirsa

”xn+1 - p” < a[l - an(l - a)]”xn - p”
”xn - p” < a[l - an—l(l - a)]”xn—l - p”
|lxn-1 — Pl < all — ap_,(1 — )]llxn—, —pll
n-—1 p n-2 n-—2 p (3.10)
lx; —pll < a[1 - a;(1 — a)]llx, — pll
lx; — pll < all—ae(1-a)]llx, —pll

elde edilir. a € (0,1) oldugundan [1 — a,,(1 — a)] < 1dir. };;2, @; = oo sartindan

n

ltnsr = pll < llxg = plla™** | |11 - @1 - )]
i=0 (3.12)
1
< ”xO _ p”an+1e(1—a)z?=0ai

olur. (3.11) esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa n — oo igin x,, = p oldugu

goriiliir.

Bu teoremde verilen )72, a; = oo sartina gerek kalmaksizin 3.1.1 Teorem yeniden

diizenlenir ve ispatlanirsa asagida verilen teorem elde edilir.

3.1.2 Teorem C, A ve T 3.1.1 Teorem’de oldugu gibi tanimlansin ve a + b < 1 sart1
saglansin. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen {x,}y=o

dizisi
lxn41 — Pl < @™ Hlxo — pll (3.12)

esitsizligi ile T operatoriiniin p sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
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Ispat 3.1.1 Teorem’in ispatina benzer sekilde yapilabilir. Yani (3.9) ile verilen
lxp+1 — 2l < a1l —a,(1 —a)]llx, —pll esitsizligini gbéz Oniine alirsak [1 —

a,(1 — a)] <1 oldugu i¢in

IXn+1 — pll < allx, — pll (3.13)
yazilabilir. Bu esitsizlik kullanilarak lim,,_,||x,, — pl| = 0 elde edilir.

3.2 Yakinsakhik Hizx

3.2.1 Teorem C, Ave T 3.1.1 Teorem’de oldugu gibi tanimlansin ve a + b < 1 sart1
saglansm. x, = uy € C olmak ftizere (2.29) ile verilen yeni iterasyon yonteminden
elde edilen {x,,}-, dizisi ve (2.27) ile verilen S* iterasyon yonteminden elde edilen
{u oo dizisi goz oniine alinsin. {a,}, {f.}, {vn} ve {u,} dizileri [0,1] araliginda
olmak tizere her n € N i¢in sirasiyla )72 a; = oo ve @; < @, < 1 sartlari saglansin.

Bu durumda {x,, };—o dizisi p noktasina {u,},-, dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat 3.1.1 Teorem’den asagida verilen esitsizlik yazilabilir:

n

tner = pll < llxo = plla™* | 1= @1 - @) (3.14)

i=0

Simdi yakinsaklik hizini karsilagtirabilmek igin (2.27) ile verilen S™* iterasyon

yontemini asagidaki sekliyle gbz oniine alalim:

Uptr = (1 — ap)Tuy, + a,Toy
Up = (1 - ﬂn)Tun + .BnTkn (3-15)
kn = (1 - Yn)un + ynTuy

(2.16) dontsgiimii kullanilarak (3.15) iterasyonunun kuvvetli yakinsakligini elde

ederiz.

3.1.1 Teorem’in ispatindaki benzer islemler kullanilarak n — oo i¢in u,, = p oldugu

gosterilecektir.

lkn —pll < (1 = v)llug = pll + ¥ullTu, —pll

(3.16)
< (1 = y)llup — ol + ¥ullTu, — Tol|
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< (1 - Vn)”un - p” + Vna”un - p”
< [1 - Vn(l - a)]”un - p”

bulunur ve

lv, —pll < (1 = B)ITun — pll + BrllTk,, — pll
< (1 - ﬁn)”Tun - Tp” + ﬁn”Tkn - Tp”
< (1 - Ballu, —pll + Brallk, —pli

(3.17)
< (1 - Bwalluy —pll
+Bnall — (1 — a)]llu, — pll
< [(1 - .Bn)a + ,Bna[]- - Vn(l - a)]]”un - p”
olur. [1 — y,,(1 — a)] < 1 oldugu kullanilirsa
lvn — pll < [(1 = Br)a + Bnalllu, — pll
n n n n (3.18)
< allu, —pll
elde edilir. Buradan
lun+1 — oIl < (1 — @) lITuy — pll + anllTv, —pli
< (1 = apalluy —pll + anallvy, —pll
n n n n (319)
< (1 - an)”un - p” + ana”un - p”
<[1-a,(1-a)]llu, —pll
olur ve son esitsizlikte tlimevarim uygulanirsa
lun+: —pll < [1 - an(1 — a)]llu, — pll
lun —pll < [1 - ap-1(1 — A]llup-1 —pll
lun-1 —pll < [1 - an—2(1 — A)lllup—, — pll (3.20)
lu; = pll < [1 — a1 (1 = a)]llwy —pll
olur. a € (0,1) oldugundan [1 — a,,(1 — a)] < 1 dir. };2, @; = oo sartindan
n
ltnsr = pll < g = pll | [ 11— (1 = @] (3:21)
i=0
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1
< lip — plle™ 50

elde edilir. (3.21) esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa n — o igin u, = p

oldugu gortiliir.

a; < a, < 1 sart1 sirasiyla (3.14) ve (3.21) esitsizliklerine uygulanirsa,

n

tnss = Il < llxo = plla™ | |11 = en (1 - @)
i=0

= |lxo — p||an+1[1 - a1(1 - a)]n+1

ve

n
ltner =l < 1o = 1l | |11 - en(1 - )]
i=0

= llup — pll[1 — a; (1 — @)]"*?

cn = llxo —plla™*[1 — a; (1 — )]

dn = |lug — P”[l —a;(1— a)]n+1

seklinde segilsin. §,, = Z—" olsun. Bu durumda
n

5 = Cn _ %o —plla™**[1 - a;(1 - a)]*** = (a™")
"od, lup —pll[1 — a; (1 — a)]"*?

elde edilir. a € (0,1) oldugundan lim,,_,, §,, = 0 olur.

2.1.13 Tanim’dan {x,}n—, dizisi p sabit noktasina {u,};-, dizisine gore daha hizli

yakinsar.

3.2.2 Ornek A = R kiimesi alisilmis metrik ile verilsin. C = [0,1] € A olmak iizere
T:C - C i¢in T(x) = %e‘vzx“ seklinde secilirse bu doniisiimiin a = 0.3 ve b = %

igin (2.16) sartin1 saglayan bir Jaggi tipi doniisiim oldugu Sekil 3.1’den goriilebilir:
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W |Tx-Ty|

. 1 (1+Tx—x)) [Ty—y
0.3 |x—y|+=
W03 [x— y+ § Y

(1+x=30

Sekil 3.1. T doniistimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik.

Bu doniigiimiin sabit noktasinin p = 0.15867379107325 oldugu goriilebilir.

x; = 0.60 baslangic noktasiyla birlikte @, = f, =y = up = ZnnT olsun. Asagida
verilen gizelgeler (2.29) ile tanimlanan yeni iterasyon yonteminin Picard (2.20),
Mann (2.21), Ishikawa (2.22), Noor (2.23), Agarwal S (2.24), SP (2.25), CR (2.26),
S* (2.27) ve Picard Mann (2.28) iterasyonlarindan daha hizli oldugunu

gostermektedir.

Cizelge 3.1°den gorildiigli gibi (2.29) ile tamimlanan yeni iterasyon yontemi 14.
adimda sabit noktaya ulasirken, CR (2.26) iterasyonu 15. adimda, S* (2.27)
iterasyonu 16. adimda, Picard Mann (2.28) iterasyonu 16. adimda ve Agarwal S
(2.24) iterasyonu 18. adimda sabit noktaya ulagmaktadir.

Cizelge 3.2°den goriildiigii gibi SP (2.25) iterasyonu 18. adimda, Picard (2.20)
iterasyonu 19. adimda, Mann (2.21) iterasyonu 48. adimda, Ishikawa (2.22)
iterasyonu 52. adimda ve Noor (2.23) iterasyonu 52. adimda sabit noktaya

ulagmaktadir.
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Cizelge 3.1. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlariin karsilastirilmasi.

Xy Yeni Iterasyon CR S* Picard Mann Agarwal S

Xq 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 | 0.60000000000000
Xy 0.13020188329451 0.13349963150871 0.13046373939769 0.12711221673200 | 0.11800454039893
X13 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107324 | 0.15867379107398
X14 0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107326 | 0.15867379107318
X15 : 0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867379107326 | 0.15867379107325
X1g : 0.15867379107325 0.15867379107325 | 0.15867379107325
X17 : : 0.15867379107326

0.15867379107325
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Cizelge 3.2. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizlarimin karsilastirilmasi.

Xp SP Picard Mann Ishikawa Noor

X1 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000
Xy 0.26863283530504 0.11345070223240 0.43781690074413 0.44237073891067 0.44223025635742
X17 0.15867379107326 0.15867379107321 0.15868181400576 0.15869462706629 0.15869345607573
X1g 0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867738633555 0.15868389891690 0.15868328209470
X19 : 0.15867379107325 0.15867539864977 0.15867868590995 0.15867836354798
X48 0.15867379107325

X5 0.15867379107325 0.15867379107325
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3.3 Yeni Iterasyon Yonteminin Kararhihg

3.3.1 Teorem C, Ave T 3.1.1 Teorem’de oldugu gibi tanimlansin ve a + b < 1 sart1
saglansin. (2.29) ile verilen yeni iterasyon yontemi tarafindan tretilen {x,}y—q
dizisinin Y2, a; = oo sart1 ile T’nin p sabit noktasina yakinsak oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yontemi T-kararlidir.

Ispat &, = ||uys1 — f(T,u,)|| olmak iizere, kabul edelim ki lim,,_,., £, = 0 olsun.
(2.29) ile verilen iterasyon yontemi kullanilarak A’da herhangi bir {u,} dizisini

asagidaki gibi tanimlayalim.

(Un+1 = (1 — ap)Tu, + an Ty

{ v, = (1= Bp)Tuy, + B, Thy (3.22)
h, = (1 - Yn)kn + YuTkn
Uk = (1= g + T

lim,,_, U, = p oldugunu gostermeliyiz. (3.22) iterasyonunu kullanarak

luns1 =PIl = lltnsa = F(T,un) + f(T,up) = pll
< llunsa = FTudll + I (T, un) — pll
< &+ If (T un) —pll
< & + 11— ap)Tup + @, Tv, —pl|
< &n + (1= a)|ITun = pll + anllTv, —pll (3.23)
< &+ (1= ap)lITuy, — Tpll + ay [Ty, — Tl
< & + (1= ap)allu, —pll + anallv, —pll
< & + (1 - apallu, — pll + apa®llu, —pll
<& +all —an(1 = a)]llu, —pll

olur.

a, = |lu, — pll

(p=a[l —a,(1—-a)] €(0,1) (3.24)
b, = ¢,

seklinde segilirse 2.4.2 Lemma’nin sartlar1 saglanir. Dolayisiyla lim,,_,,, u, = p elde

edilir.
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Tersine  lim,_,,u, =p oldugunu kabul edelim. lim,_ &, =0 oldugu

gosterilecektir.

&n = llupsr — F(T,un)ll
= lupt1 —p +p — f(T, W)l
< llups+1 — oIl + IIf (T, up) — pll
< llupsr —pll + 11 — @) Tuy, + anTv, — pl|
< lluns1 —pll + (1 — @) ITun, — pll + I Tv, — pll (3.25)
< llupsr —pll + (1 = a)lITu, — Toll + anllTv, — Tol|
< llups1 —pll + (1 — apallu, — pll + anallv, —pll
< [tnr — 2l + (1 = ap)alluy, — pll + apa®|lu, —pl|

< llupsr = pll + a[l = an(1 = a)]llu, = pll

(3.25) esitsizliginde her iki tarafinin  limiti alinirsa  lim,_., u, =p den
lim,,, o Up41 = p olur. Sonug olarak lim,,_, &, = 0 elde edilir. Dolayisiyla (2.29)

ile tanimlanan yeni iterasyon yontemi T-kararlidir.

3.3.2 Ornek A = R kiimesi alisilmis metrik ile verilsin. C = [0,1] € A olmak iizere
T:C - C igin T(x) = % tan x seklinde secilirse bu donisiimiin a = 0.7 ve b =§

icin (2.16) sartin1 saglayan bir Jaggi tipi doniisim oldugu MATHEMATICA 9

programi kullanilarak elde edilen Sekil 3.2’den goriilebilir:

02

00
W 0.7 |x— y| + ; Blebe

1+|x-

taniy)  taniy)
17 17

Sekil 3.2. T doniisiimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik.
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Bu doniistimiin sabit noktasinin p =0 oldugu goériilebilir. Vn € N i¢in a,, = 5, =

Yo = bn =507 olmak tiizere (2.29) ile verilen iterasyon yontemi T operatorii

kullanilarak yeniden yazilirsa:

_ 34nx, + Tan(x,)

Wn

17 + 34n
68n’x, + 2nTan[x,] + (1 + 2n)Tan[34mf’% i gi?z[x"]]
e 17(1 + 2n)?
_ 2nTan[x,]
Y =17 ¥ 34n
68n2x, + 2nTan[x,] + (1 + 2n)Tan[ 2oy * Tan[n,]
e 1701 + 2n)? ]
17 + 34n
2nTan[x,]

1 = 973y

68n2x, + 2nTan[x,] + (1 + 2n)Tan[> s * gii[xn]]
17(1 + 2n)? ]
17 + 34n ]

17 4+ 34n

2nTan[x,] + Tan[

Tan|

+

elde edilir. Vn €N igin keyfi (un) = (5) sesilirse limp eIy — unll = 0

oldugundan (u,) dizisi (x,) dizisinin bir yaklasim dizisi olur. &, = ||up4q —

1
2n+5

f(T,uy)|l oldugundan dolay1 &, = |uy1 — (T, u,)| = — f(T,uy,)| olur.

Limit alinirsa:

lim,,_, — f(T,u,)| = 0 oldugu goriiliir. Bu durum lim,,_,,, &, = 0 oldugunu

2n+5

gosterir. Sonug olarak T operatoriinden ve (2.29) ile verilen iterasyon yonteminden

elde edilen dizi T kararlidir.

3.4 Yeni Iterasyon Yonteminin Veri Baghhg

3.4.1 Teorem C,A ve T 3.1.1 Teorem’de oldugu gibi tanimlansin ve a + b < 1 sart1
saglansin. S, T operatOriiniin yaklasim operatorii olsun. T ve S operatorleri sirasiyla
p ve g sabit noktalarina sahip olsun. T operatoriinden ve (2.29) ile verilen iterasyon
yonteminden elde edilen dizi {x, }5—, ile gosterilsin. S operatorii i¢in asagida verilen

iterasyondan elde edilen dizi {u,, }5, ile gosterilsin:

27



Uptr = (1 — ap)Su, + a, S,
Up = (1 - ﬁn)sun + BnShn
h, = (1 - Vn)kn + VuSkn
kn = (1 - Un)un + upSu,

(3.26)

burada her n € N i¢in {a,}5-0, {Br}n=0, (¥ntn=0, {tn}n=0 € [0,1] ve% < ay, dir.

€ > 0 olmak tizere n = w0 i¢in u,, = q ise
5¢
Ip—all =7—5
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: (2.29) ve (3.26) ile verilen iterasyon yontemleri kullanilarak

lwn — knll < (1 = w)llxen, — unll + T3, — Suyll
< (1= w)llxen — upll + T3, — Tyl
+unl|Tuy, — Suqll (3.27)
< (1 = p)llxn — upll + pallTxy — Tugll + pune

< (1 - ,un(l r a))”xn r- un” + .unbAl + Un€
burada

A = ”Txn - xn”[”Tun - un” + 1] (3 28)
! 1+ ”xn - un” .

olmak tizere (2.16) sartin1 kullanirsak

”Txn - xn”[”Tun - un” + 1]

ITx, — Tu,|| < allx, —u,ll +b (3.29)
" " " " 1+ ”xn - un”

ve (3.2) esitsizliginden yararlanilirsa

ITxn = xnll < I Txn — Il + llxn — pll
n n n n (3.30)

< (a+ Dllx, —pll

ayrica (3.29) esitsizliginden
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”Txn - Tun” < a”xn - un” + bAl
olur.

lwy, — knll < (1 — u)llxn — upll + nlITx — Suy||
< (1= w)llxn = unll + pnllTxn — Tugl|
+unllTu, — Sugll
< (1 — w)llxn — unll + unllTxy — Tugll + pne
< (1= (1 = @) llxn — upll + ppbA; + pne

elde edilir ve

”Zn - hn” < (1 - Vn)”Wn - kn” + Vn”TWn F Skn”
< (1 — Vn)”Wn i kn” + yn”TWn - Tkn” + Yné€
< (1 - Vn(l — a)) ”Wn F kn” + anAZ + Yn€

burada

”TWn - Wn”[”Tkn - kn” + 1]
1+ ”Wn - kn”

A2:b

alinir ve

ITwy, = wall < ITwy, = pll + llwy, = pll
< (a+ Dliwy, —pll

3.1.1 Teorem’in ispatinda yer alan (3.3) esitsizligi kullanilarak

ITwy, — wyll < [ITwy, — pll + llwy, — pll
< (a + 1)[1 - .un(]- - a)]”xn - p”

elde edilir. Ayrica

”TZn - Zn”[”Thn - hn” + 1]

Tz, — Th,|| < allz, — h,|| + b
" " " " 1+ ”xn_hn”

olur. Burada
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(3.31)
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(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



_ ”TZn - Zn”[”Thn - hn” + 1]

= (3.37)
3 1+ ”xn - hn”
seklindedir. Ayrica
1Tz, — zpll < |IT2 — pll + |z, — Dl
n n n p n p (3.38)
< (a+ Dllz, —pll
olup 3.1.1 Teorem’in ispatinda yer alan (3.3) ve (3.4) esitsizlikleri kullanilarak
172, = zull < (a+ D1 = 7, (1 = )]llwy, — pl
n n n n p (3.39)

<@+ D[ =y(1 - a)][1 = p,(1 = a)]llx, —pll

elde edilir.

Ilyn — vnll £ (1 = B)lITxy — Supll + BullTzy — Shall

< (1= BlITxn — Tugll + (1 = B)lITuy — Suy|l
+BnllTzy — Thyll + BullThy, — Shall

< (1= BlITxn — Tupll + BullTz, — Thyll + €

< a(l = Bllxn — unll + (1 = Br) A4y
+ apnllzy — hnll + bBrA; + €

< a(l = Bllxn — upll + (1 = Br)A4y
+ apnllz, — hyll + bBrA; + € (3.40)

< a(l = Bllxn — unll + (1 = Br)4y
+aBn(1 = yu(1 = @) llwy, — Kyl
+abf,VnAy + alnyne + bPrAs + ¢

< a(l = Bllxn — unll + b(1 = Bn) A,
+aBn(1 = ya(1 = ) (1 — (1 = @)1, — |
+aBn(1 — yo(1 — @))unbA; + abBnynA, + bBnA;
+aBpin(1 = ¥u(1 = a))e + aPuyne + ¢

ve

”xn+1 - un+1” < (1 - an)”Txn - Sun” + an”Tyn - Svn”

(3.41)
< (1 - an)”Txn - Tun” + (1 - an)”Tun - Sun”
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+an”Tyn - Tvn” + an”TUn - Svn”
< (1 - an)”Txn - Tun” + an”Tyn - Tvn” +e
< (1 - an)a”xn - un” + (1 - an)Al

+aan ”yn - Un” + anA4 +¢€

olur. Ayrica

ITyn = YulllliTvy — vyl + 1]

Ty, — Tv,|l < ally, —vull + b 3.42
In n Yn n 1+ ||yn — Un” ( )
elde edilir. Burada
(3.43
1Ty =3l = v+ 1) :
. 1+ llyn = vall
seklindedir. Ayrica
1Ty = yull < ITyn — Pl + llyn — Pl
n n n p yTl p (344)
< (a+ Dlly, —pll
olup 3.1.1 Teorem’in ispatinda yer alan (3.6) esitsizligi kullanilarak
ITyn — yull < (a + Dallx, —pll (3.45)
elde edilir. Son olarak
41 = tneall < a1 = @y (1 = @) llxn — unll
+(1—ay)l; + e+ aye
+aanﬁnﬂn(1 - Vn(l - a))e + aa,Bnyne
+aanﬁn(1 - Vn(l - a)),unbAl + a,A, (346)

+ban(1 - ﬁn)Al + abanﬁnynAZ + banﬁnA3
< (1 —a,(1—- a))llxn — Uyl + 5a,e + ay,Ay

+[(1 - an) + aanﬁn(l - Vn(l - a))]:unbAl
+ban(1 - ﬁn)Al + +abanﬁnynA2 + baanA3

olur.
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an = ”xn - un”

Hn = an(1-a) € (0,1)

_ Sape+ [(1—a,) + aa,Bu(1l — (1 — @) |uabA; + ayA, (3.47)
ban(l - ﬁn)Al + abanﬁnVnAz + banﬁnA3
¥ T-5)

seklinde secilirse 2.4.3 Lemma’dan,

5¢
— <
Ip—all =35

elde edilir.

3.4.2 Ornek A = R ve C = [0,1] alt kiime R alisilmis metrik ile verilsin. T:C — C

i¢in,

T(x) = %(1 + ln(xsi)) seklinde segilirse bu donlisimiin a = 0.12 ve b =§ icin

(2.16) sartin1 saglayan bir Jaggi tipi doniisim oldugu MATHEMATICA 9 programi
kullanilarak Sekil 3.3’ten goriilebilir:

00

W Tx—Ty]

o 1 A+Tx—x)[Ty—1]
W 0.3 |x—y]+ =
] - I 3 (1+jx—D

Sekil 3.3. T doniisiimiiniin (2.16) esitsizliginin saglandigin1 gosteren grafik.

Bu doniisiimiin sabit noktasinin p =0.00727849235582 oldugu goriilebilir. S

1

- .. x x%  x3
operatoru S:C-»C 1¢in S(x) = -- + = + —

seklinde  secilirse
q =0.00777488498544 seklinde tek bir sabit noktaya sahiptir. Burada her x € C igin
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max,ec|Tx — Sx| = 0.15042590893793 elde edilir. Bu nedenle her x € C ve sabit
€>0 icin |Tx — Sx| <0.15042590893793 olur. Dolayisiyla S operatoric T
operatoriiniin bir yaklasim operatoriidiir. Boylece bu iki sabit nokta arasindaki

uzaklik |p —q| = 0.00049639262962 olur. Eger x; = 0.60 baslangi¢ noktasiyla

birlikte a = 0.12, b == Ve aty = f = ¥ = ptn = 7 alindiginda (3.26) ile verilen

n+1

iterasyon  yonteminin  MATLAB  programi  yardimiyla 14,  adimda
q =0.00777488498544 sabit noktasina ulastig1 Cizelge 3.3’ten goriiliir.

Cizelge 3.3. (3.26) ile verilen iterasyon yonteminin yakinsaklik davranisi.

Iterasyon Yontemi
n (3.26)
X1 0.60000000000000
Xy 0.06954796399369
X3 0.01334726211287
Xy 0.00826288929825
X5 0.00781662213884
Xe 0.00777839702996
X7 0.00777517712349
Xg 0.00777490907857
Xg 0.00777488695933
X10 0.00777488514630
X11 0.00777488499849
X12 0.00777488498649
X13 0.00777488498552
X14 0.00777488498544
Buradan
0.75212954468965
0.00049639262962 = |p — q| < 1012

elde edilir.
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4 LINEER OLMAYAN BiR DENKLEMIN ITERATIF YAKLASIMI

Bu bolimde (2.29) ile verilen yeni dort adimli iterasyon yontemi kullanilarak
genellestirilmis  bir fonksiyonel integral denklemin ¢6ziimiine ulasilabilecegi

ispatlanacaktir ve s6z konusu bu ¢6ziimiin veri baglh oldugu gosterilecektir.

(E, |I. ) bir Banach uzay: olsun. T > 0 ve C(R3, E) siirekli fonksiyonlarin bir sinifi

olmak lizere

XT = {xn € C(R':?') E)| EIM(xn) > 0: |xn(X,y, Z)le_T(x+y+Z)
S M(xn): V(x,y, Z) € R+}

seklinde ifade edilsin. X, kiimesini Bielecki normu [69] ile asagidaki gibi g6z Oniine

alalim;

|, [l: = SUPx,y,zeR, (lxn (x,y,2)] e—'r(x+y+z)) (4.1)

Bu durumda (X, ||:||;) bir Banach uzayr olur. Bu kisimda kullanilacak olan

fonksiyonel integral denklem su sekildedir [69]:

u(x,y,2) = g(x,y,2,h(W(x,y,2))

X y VA
+f0 -fo fOK(x,y,z,r,s, t,u(fy (r,s,t), fo(r,s,t), f5(r,s,t)))drdsdt 4.2)

+ foo foo fooV(x, y’ zZ,7,S, t,u(fl (T', S, t), fz(T, S, t),f3(T, S, t)))deSdt
0 0 0

burada
A={(x,v,2,1,5t) ER:0<r<x<0,0<s<y<00<t<z< o}

seklinde olup (x,y,z7,s,t) EA dir. Ayrica g€ C(R3XE,E), K, V€
C(RS X E,E), h € C(X,, X)) fu fo fs € C(RE,R,) dir.

4.1 Fonksiyonel integral Denklemin Céziimii

Marian vd. [69] tarafindan 2021 yilinda (4.2) ile verilen fonksiyonel integral
denkleminin ¢oziimiinlin varligi ve tekligi igin asagidaki teorem ispatlanmistir.

T:X; = X; olmak tlizere
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Tu(x,y,2) = g(x,y,2,h(W(x,,2))

X y zZ
+ f f f KGoy, 2, s tulfi (5,0, (5,0, fi(rs, O)drdsdt o

+ foofoofooV(x, y,z, 1,8, t,u(fy (r,s,t), f,(r,s,t), f5(r,s,t)))drdsdt
o Jo Jo

operatorii asagidaki kosullar altinda bir contraction doniisiim olur:
4.1.1 Teorem Eger

) g € C(R:XE,E),K,V €C(RS XE,E),
h € C(Xy, X)), fif2fs € C(RE,Ry)
i) l, >0veV(x,y,z) €R,,Vx,,p €X;
|h(x,) (%, y,2) — h(D) (x,y, 2| < Lyllxy, — pll "+ *2
iii) I, > 0veV(x,y,z) €ER,,Vx,,p EX;
l9(x,y, 2, h(x) (1,9, 2)) = g (%, 7,2, h(p) (1,9, 2))|
< lglh(x) (X, y, 2) — h(p) (%, y, 2) |
iv) lg, Iy € C(RS,R,) veV(x,y,2,1,5,t) € A, Vx,,p € X,
+|K(x, ¥, 2,1,8 tx, (fi(r,s,t), fr(r,s,t), f3(r,s, t)))
—K(x,y,2,7,5,6,p(fi(r,5,0), fo(r,5,0), fo (1, 5,6))))|
< lx(x,,2,7,5,0)|1x, = pll,e"T+HO
+|V(x, v, 2,7,8,t,x, (fi(r,s,t), fo(r,s,t), f5(1,s, t)))
—V(x,3,2,7,5, 6P (5,0, (5,0, f (5, )|

<ly(x,y,2r1,5s)|x, — p”TeT(T+S+t)

V)1, L, >0veV(x,yzr,s,t) EA

X y VA
f f f Le(x,v,2,7,5,0)e"T+*D drdsde < |, e™@+y+2)
o Jo Jo
j ] j Ly(x,y,2,71,5 )™+ drdsdt < 1,e™*+y+2)
o Jo Jo
Vi) lglh +L+1, <1

Kosullar1 saglaniyorsa (4.2) ile verilen fonksiyonel bir integral denklemin X, ’da

¢Ozimii vardir ve tektir [69].

(4.2) ile verilen fonksiyonel integral denklem
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X0 (x,3,2) = g(x,y,2,h(x,) (x,7,2))

X y zZ
+ f f f Ko,z 6 (5,0, fo(r, 5,0, falr s, O))drdsde

+f f f V(x,y,2,71,5stx,(f1 (r,s,0), fo(r,s,t), f3(r,s,t))drdsdt
o Jo Jo

seklinde yeniden yazilabilir. 4.1.1 Teorem’in sartlar1 kullanilarak asagida verilen
teoremde yeni tanimlanan dort adimli iterasyon yonteminin bu ¢dziime kuvvetli

yakinsadig1 gosterilmistir:

4.1.2 Teorem 4.1.1 Teorem’de verilen (i)-(vi) kosullar1 altinda (4.3) ile verilen
T: X, = X, operatori Ve {ap}n=0, {Brtneo, Wntneor nineo < [0,1] kontrol dizileri
Y=o Ay = 00 sart1 ile géz Oniine alinsin. Bu durumda (4.2) fonksiyonel integral
denklemi bir tek ¢oziime sahiptir ve (2.29) ile verilen yeni dort adimli iterasyon

yontemi bu ¢oziime yakinsar.

Ispat T: X; — X, olmak iizere

Tx,(x,y,2) = g(x,y,2 h(x,)(x,y,2)

X Yy rz
+j;) ]0 LK(X,_’)/,Z,T,S, tlxn(fl (r,S,t);fZ(r:S' t)rf3(r'5,t)))d7"d$dt (45)

+] ] j V(x,y,2,71,5stx,(f1 (r,s,0), fo(r,s,t), f3(r,s,t))drdsdt
o Jo Jo

ve Vx,,p € X; ve T(x,) ig¢in Bielecki normu

I Tx,(x,y,2) — Tp(x, v, 2)ll,
= sup (ITx,(x,y,2) — Tp(x,y,z)|e T&+y+2)

X,Y,ZER +

seklinde ifade edilir. Bu tanimlanan operatdr i¢in (2.29) ile tanimlanan yeni dort
adimli iterasyon yonteminden elde edilen dizinin {x,},—; oldugu ifade edilsin,

n — o i¢in x,, — p oldugu gosterilmelidir.
(1)-(vi) kosullarindan
|Txn(x' Y Z) - Tp(x' Y Z)I
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< |g(x, Y, Z, h(xn)(xf Y, Z)) - g(x' Y,z h(p)(x' Y, Z))I

+

J-xfy fZK(x,y,z,r,s, t,x,(f1 (1, 5,1), fo(r,5,0), f5(1,5,t)))drdsdt
0 0 0

_fxfyle((x’y,z,r,s, t,p(fi (r,s,0), f2(r,s,8), f5(r, 5, )))drdsdt
0o J0 YO

+

foofoofooV(X, v,2,71,8,t,x,(f1 (1,5, t), (1,5, t), f5(r,s,t))drdsdt
o Jo Jo

_ foofoofooV(x, v,z,1,5t,p(fi (1,8, t), fo(r,s,t), f3(1,s,t))drdsdt
o Jo Jo

< lglh(xn)(x' y,z) —h(p)(x,y, Z)l
[ [ Ky zrs bt 04050, 4050
0o Jo Jo
—K(x,y,z,1,s,t,p(fi(r,s,t), ,(r,s,t), f5(r,s,t))|drdsdt
V;:;::;n1;,;2,,, )
+j0 jo fo V(x,y,z,1,5s,tx,(f1(1,s,t), f5(r,s,t), f5(r,s,t))

—V(x,y,z1s t,p(filr,st), f2(r,st), fz3(r,s,t))|drdsdt

< lglpllxn — pll *+*2

X Yy rz
4 f j j I (4,9,2,7,5, ) 1xn = pllee® O drdsdt
0 0 0

+ f f f Ly (5,7,2,75, O l|xn — pllee™ s+ drdsd
0 0 0

< (gl + b + 1) 1, = plle™+
elde edilir. Sonug olarak her x,,p € X; icin
ITxn = Tplle < (lgln + b + 1) llxn = Pl (4.6)
olur. (2.29) ile verilen iterasyon yontemi, (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri kullanilarak

”Wn - p”r < (1 - /’Ln)”xn - p“‘r + :un”Txn - p”‘[
< (1 - .un)”xn - p”‘c + .un(lglh + ll + lz)”xn - p”‘r

= [1 =t (1= (tgln + 1 + 1)) Il = I,

elde edilir. Burada (lglh + 1 + lz) = 0 olarak alinirsa
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”Wn - p”r = [1 - .un(1 - 6)]”xn - p“‘r (47)

yazilabilir. (4.5), (4.6) ve (4.7) esitsizliklerine benzer islemler yapilarak ve (4.7)
esitsizligi ile 1 — p, (1 — 0) < 1 oldugu kullanilarak

1z — pll: < (1 = y)llwn — pllc + vullTw, — pll,
< (1= yllwn = plle + va(lgln + L + L) llwy = pll
=1 =1 (1= (gl + 1+ 1)) | 1w = Pl
=[1=y,(1 = 0)]llw, —pll;

[1—yn(1 =] — un(1 = D]llxn —pll-

[1 -y (1 = O]lix, —pll;

(4.8)
<
<

bulunur. Ayrica (4.8) esitsizligi ve 1 — y,,(1 — ) < 1 sart1 kullanilarak

lyn —pll: = (1 = BIITxn — pllc + BrllTz, — pll-
< (1= B (gl + It + L) llxn = 2l
+Bu(lgln + 11 + 1)1z, — plI;
= (1= Bl = pllc + Bubllzy — pllc 49)
< (1= Bp)0llxn, — pllz + Brb[1 — ¥u(1 = O)]llx, — pll2
< (1= Bn)bllxn, — pllz + Brbl1 — ¥u(1 = O)]llxn — pll¢
< (1 = B)Ollxn, — pllc + BrBllxn — pll.
< Ollx, —pll

elde edilir. (4.9) esitsizligi kullanilarak

IXn41 = Plle < (1 = a)ITx, — pliz + anlITy, — pll;
< (1= an)(lgly + I + 1) l1x, = pll
+a(lgly + 1y + L)y — 2l
= (1 — a)0|lx, — pllz + @ bllyn —pll-
< (1= ap)bllx, — pll: + @62l — pli;
< 0[1-a,(1-0)]llx, —pll

(4.10)

olur. (4.10) esitsizliginden
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”xn+1 - p”r < 9[1 - an(l - 6)]”xn - p”‘r
”xn - p”‘r < 9[1 - an—l(l - 6)]”xn—1 - p”‘t
lxn-1 — Pl < 0[1 — an_o(1 = &)]llxp— —pll
n-—1 Pliz n-2 n-2 Pliz (4.11)
llx; — pll; < 0[1 — ay (1 = 8)]llxy — pll;
llx; — pll: < 0[1 — ao(1 = 8)]llxo — pll-

elde edilir. 8 € (0,1) oldugundan [1 — a,(1 — 0)] < 1 dir. }};2, @; = oo sartindan
n
tnss = Il < llxo = pll6™ | 11— (1 = 0)]
i=0 (4.12)

1
< Ilxo — pll6™* eGP T

seklinde yazilabilir. (4.12) esitsizliginin her iki tarafin limiti alinirsa n — oo igin

X, = p oldugu goriiliir.

Bu teoremde verilen Y2, @, = oo sartina gerek kalmaksizin 4.1.2 Teorem yeniden

diizenlenir ve ispatlanirsa agagida verilen teorem elde edilir.

4.1.3 Teorem 4.1.1 Teorem’de verilen (i)-(vi) kosullar1 altinda (4.3) ile verilen
T: X, = X, operatori Ve {ap}n=o, {Brtmeo, Wntmeor Unineo € [0,1] kontrol dizileri
g6z oniline almsin. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen

{xn )z, dizisi

lxne1 — pIl < 6™ Hlxo — pll (4.13)
yaklagimi ile (4.2) fonksiyonel integral denklemin ¢6ziimiine yakinsar.

Ispat 4.1.2 Teorem’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Simdi (4.2)’de verilen integral denklemin ¢oziimiiniin veri bagh oldugu (2.29) ile

verilen iterasyon metodu kullanilarak ispatlanacaktir. Bunun igin

g1 € C(R-:f- X E, E)'Kli Vl € C(R-?- X E,E),h € C(X-[,X-[),fl,fz,f3 € C(R-?-'R+)
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4.1.1 Teorem’in (i) sartin1 saglasin. S operatorii T operatoriiniin yaklagim operatorii

olmak tizere T,S: X; — X; i¢in

Tu(x,y,2) = g(x,y,2,h(W(x,y,2))

X ry rZ
+.f0 -fo J;)K(x,y,z,r,s,t,u(fl(r,s,t),fz(r,s,t),f3(r,s,t)))drdsdt (4.14)

+.f f J. V(x,y,z,1, s t,u(fy (r,st),f2(rs,t), f3(r,s,t)))drdsdt
0 0 0
ve

Su(x,y,2) = g1(x,y,2,h(W)(x,y,2))

X Yy rz
+J0 j; foKl(x,y,z,r,s,t,u(fl (r,s,t), fo(r,s,t), f5(r,s,t)))drdsdt (4.15)

+f f fVl(x,y,z,r,s,t,u(fl(r,s,t),fz(r,s,t),f3(r,s,t)))drdsdt
o Jo Jo

seklinde gosterimler verilsin.

4.2 Bir Fonksiyonel integral Denklem icin Veri Baghhg

4.2.1 Teorem (i)-(vi) sartlar1 altinda T operatoriiyle insa edilen ve (2.29) ile verilen
iterasyondan elde edilen dizi {x,,}5-, ile gosterilsin. {u,}5—, iS€ S operatoriiyle inga

edilen asagidaki iterasyondan elde edilen bir dizi olsun:

{un+1 = (1 — ap)Suy + anSvy,

Up = (1 - ﬂn)sun + ﬁnShn

4,16
hn = (1 - Yn)kn + VnSkn ( )
kn = (1 — up)up + pSuy

Burada {en}ie-o, {BnYii-o (Yo (tn}i=o © [0,1] Ve {an}sizy kontrol dizisi > < a,
sartim1 saglamaktadir. Ayrica her u € X; ve &;,&,,&3 = 0 icin ||g(u) — g1 (W, <
e, 1K) — Ki(Wll; < lkey, IV() — V()| < l,e5 saglansin. Burada (lglh +
L+1)=0 ve (ge ™0 4 g)l) + e5l,) = ¢ olmak iizere eer p, Ve x,
sirasiyla (4.14) ve (4.15) ile verilen esitliklerin ¢oztimleri ise, bu durumda asagidaki

esitsizlik gecerlidir:
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[2+ 268, + 6B,[1 — v, (1 — 0)]]e

(2.29) ve (4.16) ile verilen iterasyon yontemleri ve (4.14) ve (4.15) ile verilen
operatorler goz Oniine alinarak 4.1.1 Teorem’in (i)-(vi) sartlar1 ve teoremin hipotezi

kullanilarak;

|Txn(x' 82 Z) - Su‘n(x' Y, Z)l
< |9y, 2z h(x,)(x,y,2)) — 91(x, ¥, 2, h(up) (x, ¥, 2)) |

+

fo-yJ.ZK(x,y,Z,r,s, t,x,(f1 (r,s,t), fo(r,s,0), f5(r,s,t))drdsdt
0 0 0

X ry rz
—f ] J Ki(x,y,z,1, s, t,u,(fi (,s,t), fo(r,s,t), f3(r,s,t))drdsdt
o Jo Jo

+

foofooij(x, v, 21,8, t,x,(f1 (r,s,0), f(r,s,t), f3(r,s,t)))drdsdt
o Jo Jo

—f f J—Vl(x,y,z,r,s,t,un(fl(r,s,t),fz(r,s,t),f3(r,s,t)))drdsdt
o Jo Jo

< |g(x, Y, Zrh(xn)(xf Y, Z)) - g(x, Y, Zrh(un)(xr Y, Z))l
+|g(x,y, Z,h(un)(x,y,z)) a gl(x,y,z,h(un)(x, yrz))l

+ fox foy fo| K (3,275t x,(fi(r, 5,0, ,(,5,8), f5(,5,0)) ) wr
—K(x, 9,275, t,uy (fi(r, s, 0), fo(r,s,0), f5(r, 5,))) |drdsdt
+]Oxj0yLZ|K(x,y,z,r,s, tun(fi(r, 5,0, f,(r,5,8), f3(1,5,0)) )
—Ki(%,9,2,7,5, 6, un (i (1,5, 8), (1, 5,8), f5(1, 5, 1)) | drdsdt

+]0 ]0 jo |V(x,y,z,r,s, t,x,(fi(1,5,0), fo(r,s,0), f5(r,5, t)))

V(0 y, 27,5t u(fi(1,5,0), fo(r,s,0), f3(r, 5, 1)) |drdsdt

+f000 fow fole(x,y,z,r, s, t,u, (fi(1,8,t), f2(1,5,t), f3(1,5,1)))

—Vi(x,y,z, 1,8, t, u (fi(r,s,t), (1,5, t), f5(r,5, 1)) |drdsdt
< lglh(xn)(x,y,2) — h(un) (%, ¥, 2)| + &

X Y rz
+j j j Le (,y,2,7,5, )%, — upll,e D drdsdt
0o Jo Jo
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+.[OxJ;)yJ:HK(x,y,Z,r,s,t,un(fl(r,s, t), fo(r, s, t), f3(r,s,t)))

Kl (x' Y,z,71,s, t; Un (fl (T, S, t); fZ (rr S, t)r f3 (T, S, t))) || eT(T+S+t)drdsdt
T
+J. f J. Ly (x,v, 21,5 Olx, — uyll,* T+ drdsdt
o Jo Jo

+j:o J:o LOOHV(x,y, z,1, 8, t, U, (fi(r,s,t), fo(r,s,t), f5(r,5,t)))

/4 (x, Y,Z,7,5,t, U, (f1 (r,s,t), fo(r,s,t), f3(1,s, t))) ” . et +s+O drdsdt

< lglh”xn - un”TeT(x+y+z) + &

X YV rz
+1 %, — uy |l eTEFYFE) + j f f L&, €TTHSTD drdsdt
o Jo Jo

+l2||xn—un||TeT(x+y+Z)+f f f I, e5e™T TS+ 0 drdsdt
o Jo Jo

< (lglh + 1+ lz)llxn — Uy ||, TEFYHD 4 g

+11€2€T(x+y+z) + l283er(x+y+z)
elde edilir. Sonug olarak

”Txn - Sun”‘[ < (lglh + ll + lz)”xn — un”,[ + gle_T(x+y+Z)

(4.18)
+lie, + Lres
olur. (4.18) esitsizligi kullanilarak
”Wn - kn”‘r < (1 - .un)”xn - un”‘r + .un”Txn - Sun”‘[
< (1 - .un)”xn - un"‘r + .un(lglh + ll + lz)”xn - un”r
+e,e TEHYIE) 4 e, + 1,6, (4.19)

= [1 =t (1= (gl + 1 + )] Il = pllc

+e,e TV 4 e, + Lyeg
yazilabilir. Burada (lglh + 1+ lz) = 6 olarak alinirsa

”Wn - un”r < [1 - .un(]- - 9)]”xn - un”‘r + gle—‘r(x+y+Z) + l1€2 + 1283 (420)
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elde edilir. (4.17), (4.18) ve (4.19) esitsizliklerine benzer islemler yapilarak ve (4.20)
esitsizligi ile 1 — u, (1 — 0) < 1 oldugu kullanilarak

Izn — hall: < (1 = vdllwn — knlle + vallTwyn, — Skall.

< (1= ylwn = kulle + va(lgln + i + L) llwy — Kyl

+e,e TV 4 Lo+ [yeg

= 1= (1= (gln + 1 + 1,))] 1w = Kyllz

+e,e7TONYFD [ ey + [yeg (4.21)

=[1 = ¥0(1 = O)]lwy — kplls + £177EHY*D 4 Lig, + &5

< [1 =11 =11 — pn(1 = O)]llxn — unll;

< [1—=¥(1 = Dlxp — unlly + €167 TEF*D 4 Lie, + g5
+[1 = (1 = 6)]g e T*HY+2)
+[1 = yn(1 = O)]lie; + [1 — yu(1 — 0)]l3

bulunur. Ayrica (4.21) esitsizligi ve 1 — y,,(1 — 8) < 1 oldugu kullanilarak

Iyn = vnlle < (1 = BIlITxn — Supllz + BullTzn — Shyll:
< (1= B)0llxn — unlly + B Ollzn — hnll,
+(1 = Bp)ere "D + (1= B)lig; + (1 = Br)laes
+Bn €187 + B ey + B L
< Ol — Unlle + By €16 7T 4 B Ligy + By Lyes (4.22)
+Bn[1 — (1 — O)]e1e ™+ + B [1 — 1, (1 — O)]l1e,
+Bull = ¥u(1 = O)]lye3 + By £1e 77O+ + B Ligy
+(1 = Br)ere TV 4+ (1 = B)lye; + (1= Br)lyes
+B, lr&3

elde edilir. (4.22) esitsizligi kullanilarak

I%n+1 — Unsalle < (X = @) ITx, — Suplle + anllTyn — Svall:
< 0(1— a)llxp — uplle + Oanllyn — vnll.
+£,e7 TV 4 e, + Lyeg (4.23)
< 01 — ap)llxy — uplle + 0% anllxn, — upll;

+[e e 7TV 4 )1 + g5, ]
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) [1 + 200, By + eanﬁn[l —yn(1- 9)]]

elde edilir. (4.23) esitsizliginde e, " **Y+2 4 g,1, + &3], = £ alirsa ve % <a,

kabuliinden elde edilecek olan 1 — a,, < a,, esitsizligi kullanildiginda

”xn+1 - un+1”‘t < 9[1 - an(l - 9)]”xn - un”‘r

[2 4208, + 0B.[1 — v, (1 — O)]]e (4.24)
+a,(1-0) 1-0)
elde edilir. O halde
a, = ”xn - p”r
pn = an(1—0) € (0,1) (4.25)

_[2+26B, +6B,[1 =y, (1 - 0)]]e

seklinde secilirse 2.4.3 Lemma’dan sonug olarak,

[2 + 208, + 6B,[1 — v, (1 — 0)]]e
(1-0)

elde edilir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinin birinci boliimiinde genel hatlariyla sabit nokta teorisine ait
bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, tezde ortaya konulan problemlerin ¢dziimiine
temel teskil edecek tanim, doniisiim, teorem, lemma ve iterasyon yontemlerine yer
verilmistir. Ugiincii boliimde, bir rasyonel doniisiim olan Jaggi tipi déniisiim ile yeni
dort adimh iterasyon yontemi kullanilarak kuvvetli yakinsaklik, yakinsaklik hizi,
kararlilik ve veri bagliligi sonuglar ispatlanmistir. Dordiincti boliimde ise yeni dort
adimli iterasyon yontemi kullanilarak genellestirilmis fonksiyonel integral denklemin

¢cozlimiine yakinsadigi ve veri bagli oldugu gosterilmistir.

Arastirmacilar tarafindan bu tezde verilen yeni dort adimli iterasyon yontemini farkl
doniisiim siniflar1 i¢in yeniden diizenleyerek bazi sabit nokta teoremleri elde edebilir
ve ¢esitli tiirden integral denklemlere ve diferansiyel denklemlere uygulanmasi

incelenebilir.
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