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ÖZET 

Sabit nokta teorisinde iterasyon yöntemleri geniĢ bir literatüre sahip olup bu 

yöntemler için elde edilen sonuçlar söz konusu iterasyon yönteminden elde edilen 

dizinin yakınsaklığı, yakınsaklık hızı, yakınsama denkliği, veri bağlılığı ve kararlılık 

olarak sıralanabilir. Ayrıca bu yöntemler integral veya diferansiyel denklemlerin 

çözümüne ulaĢmada etkin bir araç olarak kullanılmaktadır. 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde sabit nokta teorisine dair 

literatür özeti verilmiĢtir. Ġkinci bölümde tezde kullanılacak temel kavramlar, 

tanımlar ve teoremler verilmiĢtir. Üçüncü bölümde yeni tanımlanmıĢ olan dört adımlı 

sabit nokta iterasyon yönteminin rasyonel dönüĢüm sınıfı kullanılarak belirli koĢullar 

altında bu dönüĢümün sabit noktasına yakınsaklığı ve yakınsaklık hızı incelenmiĢtir. 

Ayrıca yeni iterasyon yöntemi için kararlılık ve veri bağlılığı kavramları 

irdelenmiĢtir. Ek olarak bu sonuçlar için aĢikâr olmayan nümerik örnekler 

verilmiĢtir. Dördüncü bölümde genelleĢtirilmiĢ tipte bir integral denklemin 

çözümüne yeni iterasyon yöntemi kullanılarak ulaĢılabileceği ispatlanmıĢ ayrıca bu 

denklemin çözümünün veri bağlı olduğu gösterilmiĢtir. BeĢinci bölümde ise, tez 

boyunca elde edilen sonuçlardan bahsedilmiĢ ve ileride yapılabilecek çalıĢmalar 

hakkında bilgi verilmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Ġterasyon Yöntemi, Yakınsaklık, Kararlılık, Veri 

Bağlılığı, Ġntegral ve Diferansiyel Denklem 

Temmuz, 2022; 51 sayfa 
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ABSTRACT 

Iteration methods in fixed point theory, have a wide literature, and the results 

obtained for these methods can be listed as the convergence of the sequence obtained 

from the mentioned iteration method, the rate of convergence, the equivalence of 

convergence, data dependence, and stability. In addition, these methods are used as 

an effective tool in reaching the solution of integral or differential equations. 

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a summary of the literature 

on fixed point theory is given. In the second chapter, the basic concepts, definitions, 

and theorems to be used in the thesis are given. In the third chapter, the convergence 

of the newly defined four-step fixed point iteration method and the rate of 

convergence were investigated under certain conditions by using the rational 

mapping class. In addition, the concepts of stability and data dependency were 

examined for the new iteration method. Also, nontrivial numerical examples are 

given for these results. In the fourth chapter, it is proved that the solution of a 

generalized type integral equation can be reached by using the new iteration method, 

and it is shown that the solution of this equation is data-dependent. In the fifth 

chapter, the results obtained during the thesis are mentioned and information about 

the possible future studies is given. 

Keywords: Fixed Point, Iteration Method, Convergence, Stability, Data 

Dependency, Integral and Differential Equation 

July, 2022; 51 pages 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR 

 

  Doğal sayılar kümesi 

  Reel sayılar kümesi 

   Pozitif reel sayılar kümesi 

  Kompleks sayılar kümesi 

  Cisim (  =   veya    ) 

     dönüĢümünün sabit noktalarının kümesi 

        kümesinden   kümesine tanımlı   dönüĢümü 

 (   ) (   ) aralığı üzerinde sürekli fonksiyonlar kümesi 

*  + *  + dizisi 
(   )   metrik uzayı  
(     )   normlu uzayı 

     ’nın normu 

          üzerinde tanımlı norm fonksiyonu 
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1.GĠRĠġ 

Sabit nokta teorisi, birçok bilim dalında geniĢ bir uygulama alanına sahip olmasının 

yanı sıra günlük hayat problemlerinin modellenmesinde kullanılan integral veya 

diferansiyel denklemlerin çözümü için etkin ve ilgi çekici bir araç olarak karĢımıza 

çıkmaktadır.  

Bir dönüĢümün sabit noktası   boĢtan farklı bir küme olmak üzere      , 

 ( )    eĢitliğiyle belirlenir. Bu teorideki temel düĢünce  ’nin herhangi bir sabit 

noktaya sahip olabilmesi için dönüĢüm üzerine veya   kümesi üzerine konulması 

gereken uygun Ģartları belirlemektir [1-5].  

1909 yılında normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisine dair çalıĢmalar yapan 

Brouwer, “,   -    olmak üzere   ,   -  ,   - sürekli bir dönüĢüm olsun. Bu 

durumda  ’nin ,   - aralığında bir sabit noktası vardır.” teoremini ispatlamıĢ ve 

1912 yılında Brouwer bu teoremin sonucunun   yerine    kümesi alındığında da 

geçerli olduğunu göstermiĢtir [6]. 

1930 yılında Schauder ise “  bir Banach uzayı,  ,  ’nin kompakt, konveks alt 

kümesi ve       sürekli bir dönüĢüm olsun. Bu durumda  ,  ’de en az bir sabit 

noktaya sahiptir.” teoremini ispatlayarak, Brouwer’ın sonlu boyutlu uzaylarda elde 

ettiği sonucun    yerine herhangi bir Banach uzayı alındığında da geçerli olduğunu 

göstermiĢtir [1]. 

1922 yılında Banach tarafından ispatlanan ve Banach Sabit Nokta Teoremi olarak 

bilinen teorem Ģu Ģekildedir: “(   ) bir tam metrik uzay ve       dönüĢüm 

olsun. Her       ve bir   ,   ) için  ( ( )  ( ))    (   ) sağlansın. Bu 

durumda   contraction dönüĢümü,  ’da bir tek sabit noktaya sahiptir” [2]. 

Bu teoremde teklikle belirlenen sabit noktaya ulaĢmak için kullanılan yöntem Picard 

iterasyonu olarak adlandırılır. Ancak bu teoremde contraction dönüĢüm yerine 

nonexpansive dönüĢüm alındığında Picard iterasyonundan elde edilen dizi bu sabit 

noktaya yakınsamaz. Bu nedenle araĢtırmacılar tarafından yeni iterasyon yöntemleri 

tanımlanarak farklı dönüĢümler için uygun Ģartlar altında varlığı veya tekliği garanti 

edilen bu sabit noktaya ulaĢmak için yakınsaklık, yakınsaklık denkliği, yakınsaklık 
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hızı, veri bağlılığı ve kararlılık gibi sabit nokta sonuçları elde edilerek geniĢ bir 

literatür oluĢturulmuĢtur [7-15]. 

Sabit nokta iterasyon yöntemlerinin yakınsaklık anlamında denkliği, aynı dönüĢüm 

ile inĢa edilen iki iterasyon yönteminden elde edilecek dizilerden birisi dönüĢümün 

sabit noktasına yakınsak iken diğer dizinin de yakınsak olması Ģeklinde ifade 

edilebilir [16-20]. 

Belirli Ģartlar altında aynı sabit noktaya yakınsayan iki iterasyon yönteminden elde 

edilen dizilerden hangisinin daha hızlı olduğunun belirlenmesi karĢımıza yakınsaklık 

hızı kavramını çıkarmaktadır. Bu amaç doğrultusunda yapılan bazı çalıĢmalara [20-

24] ile verilen kaynaklardan ulaĢılabilir. 

Sabit noktaların veri bağlılığı; bir dönüĢüm kullanılarak oluĢturulan iterasyon 

yönteminden elde edilecek dizi ile bu dönüĢüme çok yakın olan baĢka bir dönüĢüm 

kullanılarak aynı iterasyon yönteminden elde edilecek dizinin yakınsadıkları 

noktaların farkının ne kadar olduğu Ģeklinde ifade edilebilir [25-31]. 

Matematiksel olarak kararlılık kavramı ise bir problemdeki verilerde ya da problemin 

belirli aĢamalarında yapılan küçük değiĢimlerin elde edilmesi gereken temel sonuca 

etkisinin ne kadar olduğunun hesaplanması olarak açıklanabilir [32-41]. 

Yukarıda bir kısmından bahsedilen sabit nokta teorisine dair çalıĢmalar, metrik 

uzaylar [5], b-metrik uzaylar [42], quasi metrik uzaylar [43], G-metrik uzaylar [44], 

konveks metrik uzaylar [45], hiperbolik uzaylar [46], CAT uzaylar [47], normlu 

uzaylar ve kompleks-değerli Banach [48] uzayları gibi lineer ve lineer olmayan farklı 

yapılar üzerinde yürütülmektedir. Ayrıca bu yapıların bazıları üzerinde tanımlanan 

integral veya diferansiyel denklemlerin çözümüne ulaĢabilmek için ilgili denklem bir 

operatör olarak göz önüne alınır ve belirli bir dönüĢüm sınıfına dahil edilerek 

oluĢturulacak olan iterasyon yönteminden elde edilecek dizinin operatörün çözümüne 

hangi Ģartlar altında yakınsayacağı belirlenir. Bu nedenle sabit nokta iterasyon 

yöntemleri integral ve diferansiyel denklemlerin çözümünde de etkin bir rol 

oynamaktadır [49-52]. 

Bu çalıĢmada belirli bir rasyonel dönüĢüm sınıfı göz önüne alınarak yeni bir 

iterasyon yöntemi tanımlanmıĢ ve bu iterasyon yöntemi için yakınsaklık, yakınsaklık 
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hızı, veri bağlılığı ve kararlılık sonuçları irdelenmiĢtir. Bu sonuçlar aĢikar olmayan 

nümerik örneklerle desteklenmiĢtir. Ayrıca, bir fonksiyonel-integral denklem 

çeĢidinin yeni tanımlanan iterasyon yöntemi kullanılarak uygun Ģartlar altında 

çözümünün elde edilebileceği gösterilmiĢ ve bu sonucun veri bağlı olduğu 

ispatlanmıĢtır. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, temel sonuçlarımızın elde edilmesi amacıyla bazı tanımlar, dönüĢüm 

sınıfları, teoremler, lemmalar ve iterasyon yöntemleri verilmiĢtir. 

2.1 Tanımlar 

2.1.1 Tanım   boĢ olmayan bir küme ve          bir fonksiyon olsun. Her 

           için 

1)  (     )    

2)  (     )          

3)  (     )   (     )     (simetri özelliği) 

4)  (     )   (     )   (     )       (üçgen eĢitsizliği) 

özelliklerini sağlayan   fonksiyonuna   üzerinde bir metrik fonksiyonu, (   ) 

ikilisine de metrik uzay denir [53]. 

2.1.2 Tanım (   ) metrik uzay ve *  + bir dizi olsun. Her bir     için     

olduğunda  (    )    olacak Ģekilde bir      ( )    sayısı varsa *  + dizisi 

    noktasına yakınsaktır denir ve      ile gösterilir [53]. 

2.1.3 Tanım (   ) metrik uzay ve *  + bir dizi olsun. Her bir     için       

olduğunda  (     )    olacak Ģekilde bir      ( )    sayısı varsa *  + 

dizisine Cauchy dizisi denir [53]. 

2.1.4 Tanım (   ) bir metrik uzay olsun.   uzayındaki her *  + Cauchy dizisi 

yakınsak ise   uzayına tam metrik uzay denir [54]. 

2.1.5 Tanım   boĢ olmayan bir küme ve   bir cisim olsun.         ve   

    iĢlemleri tanımlansın. 

A)  ,   iĢlemine göre değiĢmeli bir gruptur. Her            için 

1)         

2)    (     )  (     )    

3)              olacak Ģekilde     vardır. 
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4)    (   )  (   )       olacak Ģekilde       ve     vardır. 

5)             

B) Her         ve her         için 

1)        

2)   (     )            

3) (     )             

4)   (    )  (    )   

5)                 (1,  ’nın birim elemanıdır) 

özelliklerini sağlıyorsa  ’ye   cismi üzerinde vektör uzay denir [55]. 

2.1.6 Tanım   bir vektör uzay olsun.   cismi   olmak üzere,         

fonksiyonunun    noktasındaki değeri      ile verilsin. Her         ve      

için 

1)         

2)              

3)        |  |      

4)                   

özelliklerini sağlıyorsa     fonksiyonuna   üzerinde bir norm, (     ) ikilisine de 

normlu uzay denir [56]. 

  üzerinde bir norm bu uzayda, 

 (     )         ,  (       ) (2.1) 

ile verilen bir metrik tanımlar ve bu metriğe norm tarafından üretilen metrik denir. 

2.1.7 Tanım   normlu vektör uzay olsun.   uzayı,  (     )         , (      

 ) ile verilen norm tarafından üretilen metriğe göre tam ise   uzayına Banach uzayı 

denir [57]. 

2.1.8 Tanım (   ) ve (   ) iki metrik uzay,       bir dönüĢüm ve      

olsun. Her bir     sayısı için  



 

6 

 

 (    )    olduğunda  ( ( )  (  ))      

olacak Ģekilde bir    ( )    sayısı varsa  ’ye    noktasında süreklidir denir.  , 

 ’nın her noktasında sürekli ise   dönüĢümüne  ’da süreklidir denir [58]. 

2.1.9 Tanım   bir reel vektör uzay ve     olsun. Her         için  

  *           (    )         +      

ise   kümesine konvekstir denir [58]. 

2.1.10 Tanım   metrik uzayı içinde *  + bir dizi ve      olsun. Eğer 

       (     )    ise ya da her     sayısı              için 

 (     )    oluyorsa *  + dizisi *  + noktasına yakınsıyor denir ve       ya da 

            ile gösterilir. Burada *  + noktasına *  + dizisinin kuvvetli limiti 

adı verilir [53]. 

2.1.11 Tanım     veya     olmak üzere  ,   üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

      operatörüne fonksiyonel denir. Burada   vektör uzay ise    , kompleks 

vektör uzay ise     dir. Eğer   lineer ise  ’ye lineer fonksiyonel denir [53]. 

2.1.12 Tanım         iki operatör olsun. Her     ve uygun bir     için  

           (2.2) 

ise  ’ye  ’nin bir yaklaĢım operatörü denir [30]. 

2.1.13 Tanım *  +   
  ve *  +   

  aynı sabit   noktasına yakınsayan iki dizi olsun. 

Eğer  

      
 (    )

 (    )
    (2.3) 

ise *  +   
  dizisi   noktasına *  +   

  dizisinden daha hızlı yakınsar denir [59]. 

2.1.14 Tanım (   ) bir metrik uzay,       dönüĢüm ve      olsun. Picard 

iterasyon yönteminden elde edilen *  +   
  dizisinin  ’nin   sabit noktasına 

yakınsadığını kabul edelim. *  +   
 ,   uzayında keyfi bir dizi olmak üzere  
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    (      (    ))             

olarak alalım. Bu iterasyon yönteminin  -kararlı veya  ’ye göre kararı olması için 

gerek ve yeter koĢul  

                          

olmasıdır [33-34]. 

2.1.15 Tanım   boĢ olmayan bir küme       herhangi bir dönüĢüm olsun. 

 ( )     (2.4) 

olacak Ģekilde bir     varsa bu x noktasına  ’nin sabit noktası denir ve  ’nin tüm 

sabit noktalarının kümesi    ile gösterilir [1]. 

2.1.16 Örnek AĢağıda sabit nokta örnekleri verilmiĢtir: 

a)     verilsin.  ( )          olsun. Buradan    * + tür. 

b)     verilsin.  ( )      olsun. Buradan      dir. 

c)     verilsin.  ( )       olsun. Buradan    *    + dir. 

2.2 Bazı Sabit Nokta DönüĢüm Sınıfları 

Bu kısımda, tezde kullanılan rasyonel tipli dönüĢüm tanımı verilmeden önce yaygın 

olarak kullanılan bazı dönüĢümler hakkında bilgi verilecektir. 

2.2.1 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için  

 (       )     (     )  (2.5) 

olacak Ģekilde bir      sayısı varsa  ’ye Lipschitzian dönüĢümü denir ve bu 

eĢitsizliği sağlayan en küçük    sayısına  ’nin Lipschitz sabiti denir [1]. 

2.2.2 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için 
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 (       )   (     ) (2.6) 

ise  ’ye bir nonexpansive dönüĢüm veya geniĢlemeyen dönüĢüm denir [1]. 

2.2.3 Tanım   bir normlu uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         ve 

her     için      olmak üzere 

                    (2.7) 

Ģartını sağlayan bir *  +  ,   ) dizisi varsa  ’ye asimptotik geniĢlemeyen 

dönüĢüm denir [1]. 

2.2.4 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için 

 (       )     (     ) (2.8) 

olacak Ģekilde bir    ,   ) sayısı varsa  ’ye contraction dönüĢüm veya daraltan 

dönüĢüm denir [1]. 

2.2.5 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

ve       için 

 (       )   (     ) (2.9) 

ise  ’ye strict contraction dönüĢüm veya kesin daraltan dönüĢüm denir [1]. 

2.2.6 Tanım   bir Banach uzayı ve       bir dönüĢüm olsun. Her         ve 

    için 

         (   )(     )   (       )  (2.10) 

ise  ’ye pseudo-kesin daralma dönüĢümü denir [1]. 

2.2.7 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       dönüĢüm olsun. Her         için 

 (       )        {
 (     )  (      )  (      ) 

 (      )  (      )
}   (2.11) 
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olacak Ģekilde bir   (   ) sayısı varsa  ’ye quasi-contraction dönüĢüm denir [60]. 

2.2.8 Tanım (   ) bir tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her 

        için 

 (       )     (     )     (      )  (2.12) 

veya 

 (       )     (     )     (      )  (2.13) 

olacak Ģekilde bir    (   ) sayısı ve bir      varsa  ’ye almost contraction veya 

hemen-hemen daraltan dönüĢüm denir [61]. 

2.2.9 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her       

  için 

 (       )     (     )    
 (      ) (      )

 (     )
 (2.14) 

olacak Ģekilde         Ģartını sağlayan       ,   ) sayıları varsa  ’ye Jaggi 

dönüĢümü denir [62]. 

2.2.10 Tanım (   ) bir metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için, 

 (       )     (     )    
 (      ), (      )   -

   (     )
 (2.15) 

olacak Ģekilde         Ģartını sağlayan       ,   ) sayıları varsa  ’ye bir 

Jaggi tipi dönüĢümü denir [63]. 

Rasyonel dönüĢüm olan (2.15) ile verilen Jaggi tipi dönüĢüm normlu uzaylarda 

aĢağıdaki gibi yeniden yazılabilir: 

  bir normlu uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         ve       için, 
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        ,          -

         
(2.16) 

2.3 Bazı Sabit Nokta Teoremleri 

Bu kısımda ise sabit noktaların varlığını veya tekliğini garanti eden bazı teoremlere 

yer verilmiĢtir. 

2.3.1 Teorem (   ) tam metrik uzay ve       bir contraction dönüĢüm olsun. O 

halde;  ,  ’da bir tek   sabit noktasına sahiptir. Ayrıca      baĢlangıç noktası için 

                   

Picard iterasyonu tarafından üretilen *  +   
  dizisi   noktasına yakınsar [2]. 

2.3.2 Teorem (   ) tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için 

 (       )     , (      )   (      )- 

olacak Ģekilde en az bir    ,     ) sayısı varsa   bir Picard operatörüdür [3]. 

2.3.3 Teorem (   ) tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için 

 (       )     , (      )   (      )- 

olacak Ģekilde en az bir    ,     ) sayısı varsa   bir Picard operatörüdür [4]. 

2.3.4 Teorem (   ) tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun. Her         

için 

i)  (       )     (     ) 

ii)  (       )     , (    )   (      )- 

iii)  (       )     , (      )   (      )- 

Ģartlarından en az birisinin doğru olacağı Ģekilde    ,   ),             

koĢullarını sağlayan          reel sayıları varsa   bir Picard operatörüdür [5]. 
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2.3.5 Teorem ,   -    olmak üzere   ,   -  ,   - sürekli bir dönüĢüm olsun. 

Bu durumda  ’nin ,   - aralığında bir sabit noktası vardır [1]. 

2.3.6 Teorem  ,    de kapalı bir yuvar olsun. Bu durumda       sürekli 

dönüĢümü bir sabit noktaya sahiptir [1]. 

2.3.7 Teorem   bir Banach uzayı,  ,  ’nın kompakt, konveks alt kümesi ve 

      sürekli bir dönüĢüm olsun. Bu durumda  ,  ’de en az bir sabit noktaya 

sahiptir [1]. 

2.3.8 Teorem   bir Banach uzayı,  ,  ’nın kapalı konveks alt kümesi ve       

sürekli ve kompakt bir dönüĢüm olsun. Bu durumda  ,  ’de en az bir sabit noktaya 

sahiptir [1]. 

2.3.9 Teorem (   ) bir metrik uzay ve     için    bir daralma dönüĢümü olacak 

Ģekilde bir       dönüĢümü verilsin. Bu durumda   bir tek sabit noktaya sahiptir 

[64].  

2.3.10 Teorem (   ) bir tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun.       

  ve         Ģartları ile her         için 

 (       )     (     )    
 (      ) (      )

 (     )
 (2.17) 

eĢitsizliği sağlansın. Bu durumda  ’nin tek bir sabit noktası vardır [62].  

2.3.11 Teorem (   ) bir tam metrik uzay ve       bir dönüĢüm olsun.       

  ve         Ģartları ile her         için 

 (       )     (     )    
 (      ), (      )   -

   (     )
 (2.18) 

eĢitsizliği sağlansın. Bu durumda  ’nin tek bir sabit noktası vardır [63].  

2.4 Bazı Sabit Nokta Lemmaları 

Bu kısımda kararlılık ve veri bağlılığı teoremlerinin ispatı için gerekli lemmalara yer 

verilmiĢtir. 
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2.4.1 Lemma Her     için   ,   ) ve            eĢitsizliğini sağlayan ve 

negatif olmayan *  +   
 sayı dizisi verilsin.             Ģartını sağlayan 

herhangi bir *  +   
  pozitif sayı dizisi için            dır [64]. 

2.4.2 Lemma *  +   
  ve *  +   

  negatif olmayan iki dizi olsun. 

     (    )     

olacak Ģekilde      için    (   ) ve ∑      
 
    ve     için 

  

  
   dır. 

Bu durumda            dır [65]. 

2.4.3 Lemma Her      için *  +   
  negatif olmayan reel sayı dizisi verilsin. 

     (    )       

olacak Ģekilde      mevcut olsun. Burada her     için    (   ), ∑     
 
   

  ve      dır. Bu durumda 

                           

eĢitsizliği sağlanır [30]. 

2.5 Bazı Sabit Nokta Ġterasyon Yöntemleri 

(     ) normlu uzay ve       bir dönüĢüm olsun.   bir fonksiyon olmak üzere, 

bir sabit nokta iterasyon yöntemi en genel haliyle 

{
    

      (    )          
(2.19) 

Ģeklinde tanımlanır [1]. 

2.5.1 Tanım Her     için 

{
    

      (    )     
(2.20) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Picard iterasyon yöntemi denir [1]. 
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Daralma dönüĢümü yerine farklı sınıftan bir dönüĢüm alınırsa Picard iterasyonu, 

dönüĢümün sabit noktasına yakınsamayabilir [1]. Bu nedenle farklı iterasyon 

yöntemlerine ihtiyaç ortaya çıkmıĢtır. Bu iterasyon yöntemlerinden bazıları Ģu 

Ģekildedir: 

2.5.2 Tanım Her     için    ,   - belirli Ģartları sağlayan bir reel sayı dizisi 

olmak üzere 

{
    

      (    )  (    )        
(2.21) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Mann iterasyon yöntemi denir [8]. 

2.5.3 Tanım Her     için       ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı dizileri 

olmak üzere 

{
      (    )  (    )        
   (    )                         

(2.22) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Ishikawa iterasyon yöntemi denir [9]. 

2.5.4 Tanım Her     için          ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

     (    )        
       (    )        
      (    )        

(2.23) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Noor iterasyon yöntemi denir [10]. 

2.5.5 Tanım Her     için       ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı dizileri 

olmak üzere 

{
     (    )         
    (    )        

(2.24) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine S-iterasyon yöntemi denir [11]. 
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2.5.6 Tanım Her     için          ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

     (    )        
       (    )        
       (    )        

(2.25) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine SP iterasyon yöntemi denir [66]. 

2.5.7 Tanım Her     için          ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

     (    )        
       (    )        
       (    )        

(2.26) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine CR iterasyon yöntemi denir [67]. 

2.5.8 Tanım Her     için          ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

     (    )         
       (    )         
    (    )        

(2.27) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine S* iterasyon yöntemi denir [68]. 

2.5.9 Tanım Her     için    ,   - belirli Ģartları sağlayan bir reel sayı dizisi 

olmak üzere 

{
        

   (    )        
(2.28) 

Ģeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Picard-Mann iterasyon yöntemi denir [12]. 

Yukarıda verilen iterasyon yöntemlerine ek olarak tanımladığımız yeni dört adımlı 

iterasyon yöntemi aĢağıdaki gibidir: 
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2.5.10 Tanım Her     için             ,   - belirli Ģartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{
 

 
     (    )         
       (    )         
     (    )        
    (    )        

  (2.29) 
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3. YENĠ ĠTERASYON YÖNTEMĠ ĠÇĠN BAZI SABĠT NOKTA

TEOREMLERĠ 

Bu bölümde (2.29) ile verilen yeni iterasyon yöntemi için (2.16) ile verilen Jaggi tipi 

dönüĢüm sınıfı kullanılarak kuvvetli yakınsaklık, yakınsaklık hızı, kararlılık ve veri 

bağlılığı teoremleri ispatlanacaktır. 

3.1 Yeni Ġterasyon Yönteminin Yakınsaklığı 

3.1.1 Teorem   kümesi   Banach uzayının boĢtan farklı, kapalı ve konveks alt 

kümesi ve       olmak üzere (2.16) ile verilen       dönüĢümü göz önüne 

alınsın. *  +   
 , (2.29) ile verilen yeni iterasyon yönteminden üretilen bir dizi ve 

*  +, *  +, *  + ve *  + kontrol dizileri ,   - aralığına ait olmak üzere ∑   
 
      

Ģartı sağlansın. Bu durumda *  +   
 dizisi   operatörünün teklikle belirli olan   

sabit noktasına kuvvetli yakınsar. 

Ġspat   operatörünün sabit noktası   olduğundan (2.16) ile verilen dönüĢüm 

kullanılırsa 

                  
      ,          -

        
(3.1) 

burada      olduğundan gerekli düzenlemeler ile birlikte 

                 (3.2) 

olur. Buradan     için      olduğu gösterilecektir. 

(2.29) ile verilen iterasyon yöntemi ve (3.2) eĢitsizliği kullanılarak 

        (    )            

(3.3) 

 (    )                 

 (    )                  

 (    )                 

     ,        -       

    ,    (   )-       
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elde edilir. Ayrıca 

        (    )            

(3.4) 

 (    )                 

 (    )                  

 (    )                 

 ,        -       

 ,    (   )-       

olur. (3.3) eĢitsizliği (3.4) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 

       ,    (   )-,    (   )-       (3.5) 

bulunur. Ayrıca 

        (    )             

(3.6) 

 (    )                  

 (    )                    

 (    )                  

 (    )                  

olur. (3.5) eĢitsizliği (3.6) eĢitsizliğinde yerine yazılıp ,    (   )-    ve 

,    (   )-    olduğu kullanılırsa 

       (    )        

(3.7) 
    ,    (   )-,    (   )-       

 (    )                  

         

elde edilir. Buradan 

          (    )             

(3.8) 
 (    )                  

 (    )                    

 (    )                  
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olur. (3.7) eĢitsizliği (3.8) eĢitsizliğinde yazılırsa 

         (    )           
        

(3.9)  ,(    )     
 -       

  ,    (   )-       

elde edilir. (3.9) eĢitsizliğinde tümevarım uygulanırsa 

          ,    (   )-       

(3.10) 

        ,      (   )-         

          ,      (   )-         

                                  

        ,    (   )-       

        ,    (   )-       

elde edilir.   (   ) olduğundan ,    (   )-    dir. ∑   
 
      Ģartından 

                
   ∏,    (   )-

 

   

 

(3.11) 

        
    

 

(   ) ∑   
 
   

olur. (3.11) eĢitsizliğinde her iki tarafın limiti alınırsa     için      olduğu 

görülür. 

Bu teoremde verilen ∑   
 
      Ģartına gerek kalmaksızın 3.1.1 Teorem yeniden 

düzenlenir ve ispatlanırsa aĢağıda verilen teorem elde edilir. 

3.1.2 Teorem  ,   ve   3.1.1 Teorem’de olduğu gibi tanımlansın ve       Ģartı 

sağlansın. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yönteminden elde edilen *  +   
 

dizisi 

          
          (3.12) 

eĢitsizliği ile   operatörünün   sabit noktasına kuvvetli yakınsar. 
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Ġspat 3.1.1 Teorem’in ispatına benzer Ģekilde yapılabilir. Yani (3.9) ile verilen 

          ,    (   )-       eĢitsizliğini göz önüne alırsak ,  

  (   )-    olduğu için  

                 (3.13) 

yazılabilir. Bu eĢitsizlik kullanılarak                elde edilir. 

3.2 Yakınsaklık Hızı 

3.2.1 Teorem  ,   ve   3.1.1 Teorem’de olduğu gibi tanımlansın ve       Ģartı 

sağlansın.         olmak üzere (2.29) ile verilen yeni iterasyon yönteminden 

elde edilen *  +   
  dizisi ve (2.27) ile verilen    iterasyon yönteminden elde edilen 

*  +   
 dizisi göz önüne alınsın. *  + *  + *  + ve *  + dizileri ,   - aralığında 

olmak üzere her     için sırasıyla ∑   
 
      ve         Ģartları sağlansın. 

Bu durumda *  +   
  dizisi   noktasına *  +   

  dizisinden daha hızlı yakınsar. 

Ġspat 3.1.1 Teorem’den aĢağıda verilen eĢitsizlik yazılabilir: 

                
   ∏,    (   )-

 

   

 (3.14) 

ġimdi yakınsaklık hızını karĢılaĢtırabilmek için (2.27) ile verilen    iterasyon 

yöntemini aĢağıdaki Ģekliyle göz önüne alalım: 

{

      (    )         
        (    )         
    (    )        

(3.15) 

(2.16) dönüĢümü kullanılarak (3.15) iterasyonunun kuvvetli yakınsaklığını elde 

ederiz. 

3.1.1 Teorem’in ispatındaki benzer iĢlemler kullanılarak     için      olduğu 

gösterilecektir. 

       (    )                 
(3.16) 

 (    )                  
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 (    )                 

 ,    (   )-       

bulunur ve 

       (    )                  

(3.17) 

 (    )                    

 (    )                  

 (    )        

    ,    (   )-       

 [(    )     ,    (   )-]       

olur. ,    (   )-    olduğu kullanılırsa 

       ,(    )     -       
(3.18) 

         

elde edilir. Buradan 

         (    )                  

(3.19) 
 (    )                  

 (    )                 

 ,    (   )-       

olur ve son eĢitsizlikte tümevarım uygulanırsa 

         ,    (   )-       

(3.20) 

       ,      (   )-         

         ,      (   )-         

  

       ,    (   )-       

olur.   (   ) olduğundan ,    (   )-    dir. ∑   
 
      Ģartından 

               ∏,    (   )-

 

   

 (3.21) 
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(   )∑   
 
   

elde edilir. (3.21) eĢitsizliğinde her iki tarafın limiti alınırsa     için      

olduğu görülür.  

        Ģartı sırasıyla (3.14) ve (3.21) eĢitsizliklerine uygulanırsa, 

                
   ∏,    (   )-

 

   

 

        
   ,    (   )-

   

ve 

               ∏,    (   )-

 

   

 

       ,    (   )-
   

olur. 

          
   ,    (   )-

   

         ,    (   )-
   

Ģeklinde seçilsin.    
  

  
 olsun. Bu durumda 

   
  
  
 
       

   ,    (   )-
   

      ,    (   )-   
 (    ) 

elde edilir.   (   ) olduğundan            olur. 

2.1.13 Tanım’dan *  +   
  dizisi   sabit noktasına *  +   

  dizisine göre daha hızlı 

yakınsar. 

3.2.2 Örnek     kümesi alıĢılmıĢ metrik ile verilsin.   ,   -    olmak üzere 

      için  ( )  
 

 
  √    Ģeklinde seçilirse bu dönüĢümün       ve   

 

 

için (2.16) Ģartını sağlayan bir Jaggi tipi dönüĢüm olduğu ġekil 3.1’den görülebilir: 
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ġekil 3.1. T  dönüĢümünün (2.16) eĢitsizliğinin sağlandığını gösteren grafik. 

Bu dönüĢümün sabit noktasının                    olduğu görülebilir. 

        baĢlangıç noktasıyla birlikte             
 

    
 olsun. AĢağıda 

verilen çizelgeler (2.29) ile tanımlanan yeni iterasyon yönteminin Picard (2.20), 

Mann (2.21), Ishikawa (2.22), Noor (2.23), Agarwal S (2.24), SP (2.25), CR (2.26), 

   (2.27) ve Picard Mann (2.28) iterasyonlarından daha hızlı olduğunu 

göstermektedir. 

Çizelge 3.1’den görüldüğü gibi (2.29) ile tanımlanan yeni iterasyon yöntemi 14. 

adımda sabit noktaya ulaĢırken, CR (2.26) iterasyonu 15. adımda,    (2.27) 

iterasyonu 16. adımda, Picard Mann (2.28) iterasyonu 16. adımda ve Agarwal S 

(2.24) iterasyonu 18. adımda sabit noktaya ulaĢmaktadır. 

Çizelge 3.2’den görüldüğü gibi SP (2.25) iterasyonu 18. adımda, Picard (2.20) 

iterasyonu 19. adımda, Mann (2.21) iterasyonu 48. adımda, Ishikawa (2.22) 

iterasyonu 52. adımda ve Noor (2.23) iterasyonu 52. adımda sabit noktaya 

ulaĢmaktadır. 
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Çizelge 3.1. Bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklık hızlarının karĢılaĢtırılması. 

  Yeni Ġterasyon CR   Picard Mann Agarwal S 

  0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 

  0.13020188329451 0.13349963150871 0.13046373939769 0.12711221673200 0.11800454039893 

            
            
   0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107324 0.15867379107398 

   0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107318 

     0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867379107326 0.15867379107325 

     0.15867379107325 0.15867379107325 0.15867379107325 

       0.15867379107326 

   0.15867379107325 
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Çizelge 3.2. Bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklık hızlarının karĢılaĢtırılması. 

  SP Picard Mann Ishikawa Noor 

  0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 0.60000000000000 

  0.26863283530504 0.11345070223240 0.43781690074413 0.44237073891067 0.44223025635742 

            
            
   0.15867379107326 0.15867379107321 0.15868181400576 0.15869462706629 0.15869345607573 

   0.15867379107325 0.15867379107326 0.15867738633555 0.15868389891690 0.15868328209470 

     0.15867379107325 0.15867539864977 0.15867868590995 0.15867836354798 

          
   0.15867379107325     
        
   0.15867379107325 0.15867379107325 
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3.3 Yeni Ġterasyon Yönteminin Kararlılığı 

3.3.1 Teorem  ,   ve   3.1.1 Teorem’de olduğu gibi tanımlansın ve       Ģartı 

sağlansın. (2.29) ile verilen yeni iterasyon yöntemi tarafından üretilen *  +   
 

dizisinin ∑   
 
      Ģartı ile  ’nin   sabit noktasına yakınsak olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yöntemi  -kararlıdır. 

Ġspat           (    )  olmak üzere, kabul edelim ki            olsun. 

(2.29) ile verilen iterasyon yöntemi kullanılarak  ’da herhangi bir *  + dizisini 

aĢağıdaki gibi tanımlayalım. 

{
 

 
     (    )         
       (    )         
   (    )        
    (    )        

(3.22) 

           olduğunu göstermeliyiz. (3.22) iterasyonunu kullanarak 

                (    )   (    )     

(3.23) 

        (    )    (    )     

      (    )     

      (    )              

    (    )                   

    (    )                     

    (    )                   

    (    )           
         

     ,    (   )-       

olur. 

           

(3.24)     ,    (   )-  (   ) 

     

Ģeklinde seçilirse 2.4.2 Lemma’nın Ģartları sağlanır. Dolayısıyla            elde 

edilir. 
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Tersine            olduğunu kabul edelim.            olduğu 

gösterilecektir. 

          (    )  

(3.25) 

            (    )  

            (    )     

           (    )             

          (    )                  

          (    )                    

          (    )                  

          (    )           
        

           ,    (   )-       

(3.25) eĢitsizliğinde her iki tarafının limiti alınırsa            den 

             olur. Sonuç olarak            elde edilir. Dolayısıyla (2.29) 

ile tanımlanan yeni iterasyon yöntemi  -kararlıdır. 

3.3.2 Örnek     kümesi alıĢılmıĢ metrik ile verilsin.   ,   -    olmak üzere 

      için  ( )  
 

  
      Ģeklinde seçilirse bu dönüĢümün       ve   

 

 

için (2.16) Ģartını sağlayan bir Jaggi tipi dönüĢüm olduğu MATHEMATICA 9 

programı kullanılarak elde edilen ġekil 3.2’den görülebilir: 

ġekil 3.2. T dönüĢümünün (2.16) eĢitsizliğinin sağlandığını gösteren grafik. 
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Bu dönüĢümün sabit noktasının   0 olduğu görülebilir.       için       

      
 

    
 olmak üzere (2.29) ile verilen iterasyon yöntemi   operatörü 

kullanılarak yeniden yazılırsa: 

   
         (  )

      
 

   
            ,  -  (    )   ,

         ,  -
      

-

  (    ) 
 

   
     ,  -

      
  

 
   ,

            ,  -  (    )   ,
         ,  -

      
-

  (    ) 
-

      
 

     
     ,  -

      
  

 
   ,

     ,  -     ,
            ,  -  (    )   ,

         ,  -
      -

  (    ) 
-

      
-

      
 

elde edilir.       için keyfi (  )  (
 

    
) seçilirse                 

olduğundan (  ) dizisi (  ) dizisinin bir yaklaĢım dizisi olur.          

 (    )  olduğundan dolayı    |      (    )|  |
 

    
  (    )| olur. 

Limit alınırsa: 

      |
 

    
  (    )|    olduğu görülür. Bu durum            olduğunu 

gösterir. Sonuç olarak   operatöründen ve (2.29) ile verilen iterasyon yönteminden 

elde edilen dizi   kararlıdır. 

3.4 Yeni Ġterasyon Yönteminin Veri Bağlılığı 

3.4.1 Teorem     ve   3.1.1 Teorem’de olduğu gibi tanımlansın ve       Ģartı 

sağlansın.  ,   operatörünün yaklaĢım operatörü olsun.   ve   operatörleri sırasıyla 

  ve   sabit noktalarına sahip olsun.   operatöründen ve (2.29) ile verilen iterasyon 

yönteminden elde edilen dizi *  +   
  ile gösterilsin.   operatörü için aĢağıda verilen 

iterasyondan elde edilen dizi *  +   
  ile gösterilsin: 
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{
 

 
     (    )         
       (    )         
   (    )        
     (    )        

 (3.26) 

burada her     için *  +   
  *  +   

  *  +   
  *  +   

  ,   - ve 
 

 
    dir. 

    olmak üzere     için      ise 

      
  

   
 

 

eĢitsizliği geçerlidir. 

Ġspat: (2.29) ve (3.26) ile verilen iterasyon yöntemleri kullanılarak 

        (    )                    

(3.27) 

                    (    )                    

                                 

                    (    )                        

                    (    (   ))                  

burada 

   
        ,          -

         
 (3.28) 

olmak üzere (2.16) Ģartını kullanırsak 

                     
        ,          -

         
 (3.29) 

ve (3.2) eĢitsizliğinden yararlanılırsa 

                        
(3.30) 

                      (   )       

ayrıca (3.29) eĢitsizliğinden 
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                        (3.30) 

olur. 

        (    )                    

(3.31) 

                    (    )                    

                                  

                    (    )                              

                    (    (   ))                  

elde edilir ve 

        (    )                    

(3.32)                    (    )                        

                   (    (   ))                   

burada 

    
        ,          -

         
 (3.33) 

alınır ve 

                        
(3.34) 

                       (   )       

3.1.1 Teorem’in ispatında yer alan (3.3) eĢitsizliği kullanılarak  

                        
(3.35) 

                       (   ),    (   )-       

elde edilir. Ayrıca 

                     
        ,          -

         
 (3.36) 

olur. Burada 
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        ,          -

         
 (3.37) 

Ģeklindedir. Ayrıca 

                        
(3.38) 

                     (   )       

olup 3.1.1 Teorem’in ispatında yer alan (3.3) ve (3.4) eĢitsizlikleri kullanılarak 

         (   ),    (   )-       
(3.39) 

                     (   ),    (   )-,    (   )-       

elde edilir. 

        (    )                      

(3.40) 

                   (    )          (    )          

                                             

                   (    )                         

                     (    )         (    )   

                                         

                     (    )         (    )   

                                          

                     (    )         (    )   

                        (    (   ))         

                                              

                      (    )         (    )   

                        (    (   )) (    (   ))        

                        (    (   ))                      

                          (    (   ))            

ve 

            (    )                      
(3.41) 

                           (    )          (    )          
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                           (    )                        

                           (    )         (    )   

                                                

olur. Ayrıca 

                     
        ,          -

         
 (3.42) 

elde edilir. Burada 

   
        ,          -

         
 

(3.43) 

Ģeklindedir. Ayrıca 

                        
(3.44) 

                      (   )       

olup 3.1.1 Teorem’in ispatında yer alan (3.6) eĢitsizliği kullanılarak 

         (   )        (3.45) 

elde edilir. Son olarak 

             (    (   ))        

(3.46) 

                             (    )          

                                    (    (   ))            

                                  (    (   ))           

                                (    )                       

                            (    (   ))                  

                             ,(    )       (    (   ))-      

                                (    )                        

olur. 
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(3.47) 

     (   )  (   ) 

   
     [(    )       (    (   ))]          

(   )
 

                      
   (    )                     

(   )
                

Ģeklinde seçilirse 2.4.3 Lemma’dan, 

      
  

   
 

 

elde edilir. 

3.4.2 Örnek     ve   ,   - alt küme   alıĢılmıĢ metrik ile verilsin.       

için, 

  ( )  
 

  
(     (

   

 
)) Ģeklinde seçilirse bu dönüĢümün        ve   

 

 
 için 

(2.16) Ģartını sağlayan bir Jaggi tipi dönüĢüm olduğu MATHEMATICA 9 programı 

kullanılarak ġekil 3.3’ten görülebilir: 

 

 

ġekil 3.3. T dönüĢümünün (2.16) eĢitsizliğinin sağlandığını gösteren grafik. 

Bu dönüĢümün sabit noktasının   0.00727849235582 olduğu görülebilir.   

operatörü       için  ( )  
 

 
 
  

  
 
  

  
 

 

   
 Ģeklinde seçilirse 

  0.00777488498544 Ģeklinde tek bir sabit noktaya sahiptir. Burada her     için 
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      |     |                    elde edilir. Bu nedenle her     ve sabit 

    için |     |                    olur. Dolayısıyla   operatörü   

operatörünün bir yaklaĢım operatörüdür. Böylece bu iki sabit nokta arasındaki 

uzaklık |   |                   olur. Eğer         baĢlangıç noktasıyla 

birlikte       ,   
 

 
 ve             

 

    
 alındığında (3.26) ile verilen 

iterasyon yönteminin MATLAB programı yardımıyla 14. adımda 

  0.00777488498544 sabit noktasına ulaĢtığı Çizelge 3.3’ten görülür. 

Çizelge 3.3. (3.26) ile verilen iterasyon yönteminin yakınsaklık davranıĢı. 

   
Ġterasyon Yöntemi 

(3.26) 

   0.60000000000000 

   0.06954796399369 

   0.01334726211287 

   0.00826288929825 

   0.00781662213884 

   0.00777839702996 

   0.00777517712349 

   0.00777490907857 

   0.00777488695933 

    0.00777488514630 

    0.00777488499849 

    0.00777488498649 

    0.00777488498552 

    0.00777488498544 

Buradan 

                 |   |  
                

      
 

elde edilir. 
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4.LĠNEER OLMAYAN BĠR DENKLEMĠN ĠTERATĠF YAKLAġIMI 

Bu bölümde (2.29) ile verilen yeni dört adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak 

genelleĢtirilmiĢ bir fonksiyonel integral denklemin çözümüne ulaĢılabileceği 

ispatlanacaktır ve söz konusu bu çözümün veri bağlı olduğu gösterilecektir. 

(     ) bir Banach uzayı olsun.     ve  (  
   ) sürekli fonksiyonların bir sınıfı 

olmak üzere 

   {    (  
   )|   (  )    |  (     )| 

  (     ) 
 

               (  )  (     )    + 

Ģeklinde ifade edilsin.    kümesini Bielecki normu [69] ile aĢağıdaki gibi göz önüne 

alalım:  

                  (|  (     )| 
  (     )) (4.1) 

Bu durumda (       ) bir Banach uzayı olur. Bu kısımda kullanılacak olan 

fonksiyonel integral denklem Ģu Ģekildedir [69]: 

 (     )   (       ( )(     )) 

(4.2) 
 ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

   ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

burada 

  *(           )    
                          +  

Ģeklinde olup (           )    dir. Ayrıca    (  
     )     

 (  
     )    (     )           (  

    ) dir.  

4.1 Fonksiyonel Ġntegral Denklemin Çözümü 

Marian vd. [69] tarafından 2021 yılında (4.2) ile verilen fonksiyonel integral 

denkleminin çözümünün varlığı ve tekliği için aĢağıdaki teorem ispatlanmıĢtır. 

        olmak üzere 
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  (     )   (       ( )(     )) 

(4.3) 
 ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

    ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

operatörü aĢağıdaki koĢullar altında bir contraction dönüĢüm olur:  

4.1.1 Teorem Eğer 

i)    (  
     )      (  

     )   

      (     )         (  
    ) 

ii)      ve  (     )              

    | (  )(     )   ( )(     )|            
 (     ) 

iii)      ve  (     )              

     | (       (  )(     ))   (       ( )(     ))| 

        | (  )(     )   ( )(     )| 

iv)        (  
    )     (           )             

      | (              (  (     )   (     )   (     ))) 

       (             (  (     )   (     )   (     )))| 

        (           )        
 (     ) 

      | (              (  (     )   (     )   (     ))) 

       (             (  (     )   (     )   (     )))| 

        (           )        
 (     ) 

v)         ve  (           )    

∫ ∫ ∫   (           ) 
 (     )

 

 

 

 

 

 

          
 (     )                      

∫ ∫ ∫   (           ) 
 (     )

 

 

 

 

 

 

          
 (     )                   

vi)              

KoĢulları sağlanıyorsa (4.2) ile verilen fonksiyonel bir integral denklemin   ’da 

çözümü vardır ve tektir [69].   

(4.2) ile verilen fonksiyonel integral denklem 
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  (     )   (       (  )(     )) 

(4.4) 
 ∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

    ∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

Ģeklinde yeniden yazılabilir. 4.1.1 Teorem’in Ģartları kullanılarak aĢağıda verilen 

teoremde yeni tanımlanan dört adımlı iterasyon yönteminin bu çözüme kuvvetli 

yakınsadığı gösterilmiĢtir: 

4.1.2 Teorem 4.1.1 Teorem’de verilen (i)-(vi) koĢulları altında (4.3) ile verilen 

        operatörü ve *  +   
  *  +   

  *  +   
  *  +   

  ,   - kontrol dizileri 

∑     
 
    Ģartı ile göz önüne alınsın. Bu durumda (4.2) fonksiyonel integral 

denklemi bir tek çözüme sahiptir ve (2.29) ile verilen yeni dört adımlı iterasyon 

yöntemi bu çözüme yakınsar. 

Ġspat         olmak üzere 

   (     )   (       (  )(     ) 

(4.5) 
 ∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

    ∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

ve          ve  (  )  için Bielecki normu  

    (     )    (     )     

    
        

(|   (     )    (     )| 
  (     )) 

Ģeklinde ifade edilir. Bu tanımlanan operatör için (2.29) ile tanımlanan yeni dört 

adımlı iterasyon yönteminden elde edilen dizinin *  +   
  olduğu ifade edilsin, 

    için      olduğu gösterilmelidir. 

(i)-(vi) koĢullarından 

|   (     )    (     )|  
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  | (       (  )(     ))   (       ( )(     ))| 

 |∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

 ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))      |   

    |∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

  ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))      | 

     | (  )(     )   ( )(     )| 

 ∫ ∫ ∫ | (              (  (     )   (     )   (     ))
 

 

 

 

 

 

                

     (             (  (     )   (     )   (     ))|       

 ∫ ∫ ∫ | (              (  (     )   (     )   (     ))           
 

 

 

 

 

 

 

     (             (  (     )   (     )   (     ))|       

               
 (     ) 

 ∫ ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

(           )        
 (     )                                  

 ∫ ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

(           )        
 (     )                               

    (          )        
 (     ) 

elde edilir. Sonuç olarak her         için   

          (          )        (4.6) 

olur. (2.29) ile verilen iterasyon yöntemi, (4.5) ve (4.6) eĢitsizlikleri kullanılarak 

        (    )                    

                    (    )          (          )        

                    0    .  (          )/1         

elde edilir. Burada (          )    olarak alınırsa  
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        ,    (   )-        (4.7) 

yazılabilir. (4.5), (4.6) ve (4.7) eĢitsizliklerine benzer iĢlemler yapılarak ve (4.7) 

eĢitsizliği ile     (   )    olduğu kullanılarak 

        (    )                   

(4.8) 

                   (    )          (          )        

                   0    .  (          )/1         

                   ,    (   )-        

                   ,    (   )-,    (   )-        

                   ,    (   )-        

bulunur. Ayrıca (4.8) eĢitsizliği ve     (   )    Ģartı kullanılarak 

        (    )                    

(4.9) 

                   (    )(          )        

                      (          )        

                   (    )                    

                   (    )            ,    (   )-        

                   (    )            ,    (   )-        

                   (    )                    

                            

elde edilir. (4.9) eĢitsizliği kullanılarak 

          (    )                    

(4.10) 

                       (    )(          )        

                          (          )        

                       (    )                    

                       (    )            
         

                        ,    (   )-        

olur. (4.10) eĢitsizliğinden  
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           ,    (   )-        

(4.11) 

             ,      (   )-          

            ,      (   )-          

                                  

              ,    (   )-        

              ,    (   )-        

elde edilir.   (   ) olduğundan ,    (   )-    dir. ∑   
 
      Ģartından 

                
   ∏,    (   )-

 

   

 

(4.12) 

                               
    

 
(   )∑   

 
    

Ģeklinde yazılabilir. (4.12) eĢitsizliğinin her iki tarafın limiti alınırsa     için 

     olduğu görülür. 

Bu teoremde verilen ∑     
 
    Ģartına gerek kalmaksızın 4.1.2 Teorem yeniden 

düzenlenir ve ispatlanırsa aĢağıda verilen teorem elde edilir. 

4.1.3 Teorem 4.1.1 Teorem’de verilen (i)-(vi) koĢulları altında (4.3) ile verilen 

        operatörü ve *  +   
  *  +   

  *  +   
  *  +   

  ,   - kontrol dizileri 

göz önüne alınsın. Bu durumda (2.29) ile verilen iterasyon yönteminden elde edilen 

*  +   
  dizisi 

          
          (4.13) 

yaklaĢımı ile (4.2) fonksiyonel integral denklemin çözümüne yakınsar.  

Ġspat 4.1.2 Teorem’in ispatına benzer Ģekilde yapılabilir. 

ġimdi (4.2)’de verilen integral denklemin çözümünün veri bağlı olduğu (2.29) ile 

verilen iterasyon metodu kullanılarak ispatlanacaktır. Bunun için 

    (  
     )        (  

     )    (     )           (  
    ) 



 

40 

 

4.1.1 Teorem’in (i) Ģartını sağlasın.   operatörü   operatörünün yaklaĢım operatörü 

olmak üzere            için  

  (     )   (       ( )(     )) 

(4.14) 
 ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

    ∫ ∫ ∫  (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

ve 

  (     )    (       ( )(     )) 

(4.15) 
 ∫ ∫ ∫   (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

   ∫ ∫ ∫   (             (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

Ģeklinde gösterimler verilsin.  

4.2 Bir Fonksiyonel Ġntegral Denklem Ġçin Veri Bağlılığı 

4.2.1 Teorem (i)-(vi) Ģartları altında   operatörüyle inĢa edilen ve (2.29) ile verilen 

iterasyondan elde edilen dizi *  +   
  ile gösterilsin. *  +   

  ise   operatörüyle inĢa 

edilen aĢağıdaki iterasyondan elde edilen bir dizi olsun: 

{
 

 
     (    )         
        (    )         
    (    )        
      (    )        

 (4.16) 

Burada *  +   
  *  +   

  *  +   
  *  +   

  ,   - ve *  +   
  kontrol dizisi 

 

 
    

Ģartını sağlamaktadır. Ayrıca her      ve            için   ( )    ( )   

  ,   ( )    ( )       ,   ( )    ( )        sağlansın. Burada (     

     )    ve (   
  (     )           )    olmak üzere eğer    ve    

sırasıyla (4.14) ve (4.15) ile verilen eĢitliklerin çözümleri ise, bu durumda aĢağıdaki 

eĢitsizlik geçerlidir:  
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[          ,    (   )-] 

(   )
 

 

(2.29) ve (4.16) ile verilen iterasyon yöntemleri ve (4.14) ve (4.15) ile verilen 

operatörler göz önüne alınarak 4.1.1 Teorem’in (i)-(vi) Ģartları ve teoremin hipotezi 

kullanılarak; 

|   (     )     (     )| 

(4.17) 

  | (       (  )(     ))    (       (  )(     ))| 

 |∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

  ∫ ∫ ∫   (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))      | 

  |∫ ∫ ∫  (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))       

  ∫ ∫ ∫   (              (  

 

 

 

 

 

 

(     )   (     )   (     )))      | 

  | (       (  )(     ))   (       (  )(     ))| 

   | (       (  )(     ))    (       (  )(     ))| 

 ∫ ∫ ∫ | .              (  (     )   (     )   (     ))/ 
 

 

 

 

 

 

            

    (              (  (     )   (     )   (     )))|       

 ∫ ∫ ∫ | .              (  (     )   (     )   (     ))/
 

 

 

 

 

 

             

     (              (  (     )   (     )   (     )))|       

 ∫ ∫ ∫ | .              (  (     )   (     )   (     ))/         
 

 

 

 

 

 

 

    (              (  (     )   (     )   (     )))|       

 ∫ ∫ ∫ | (              (  (     )   (     )   (     )))
 

 

 

 

 

 

             

     (              (  (     )   (     )   (     )))|       

    | (  )(     )   (  )(     )|     

 ∫ ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

(           )         
 (     )                                  
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 ∫ ∫ ∫   (              (  (     )   (     )   (     )))
 

 

 

 

 

 

              

  .              (  (     )   (     )   (     ))/‖
 
  (     )       

 ∫ ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

(           )         
 (     )                               

 ∫ ∫ ∫   (              (  (     )   (     )   (     )))  
 

 

 

 

 

 

         

   .              (  (     )   (     )   (     ))/‖
 
  (     )       

                 
 (     )     

             
 (     )  ∫ ∫ ∫     

 

 

 

 

 

 

  (     )                              

             
 (     )  ∫ ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

   
 (     )                          

    (          )         
 (     )     

          
 (     )       

 (     ) 

elde edilir. Sonuç olarak 

           (          )            
  (     ) 

(4.18) 
                                    

olur. (4.18) eĢitsizliği kullanılarak 

         (    )                      

(4.19) 

                      (    )           (          )         

                          
  (     )            

                      0    .  (          )/1         

                          
  (     )            

yazılabilir. Burada (          )    olarak alınırsa  

         ,    (   )-            
  (     )            (4.20) 
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elde edilir. (4.17), (4.18) ve (4.19) eĢitsizliklerine benzer iĢlemler yapılarak ve (4.20) 

eĢitsizliği ile     (   )    olduğu kullanılarak 

         (    )                      

(4.21) 

                     (    )           (          )         

                         
  (     )            

                     0    .  (          )/1          

                         
  (     )            

                     ,    (   )-            
  (     )            

                     ,    (   )-,    (   )-         

                     ,    (   )-            
  (     )            

                      ,    (   )-   
  (     ) 

                      ,    (   )-     ,    (   )-     

bulunur. Ayrıca (4.21) eĢitsizliği ve     (   )    olduğu kullanılarak 

         (    )                        

(4.22) 

                     (    )                       

                      (    )   
  (     )  (    )     (    )     

                            
  (     )                  

                                      
  (     )                  

                        ,    (   )-   
  (     )    ,    (   )-     

                       ,    (   )-           
  (     )          

                     (    )   
  (     )  (    )     (    )     

                               

elde edilir. (4.22) eĢitsizliği kullanılarak 

             (    )                        

(4.23) 

                              (    )                     

                                 
  (     )            

                              (    )          
            

                              [   
  (     )           ] 
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                               [              ,    (   )-] 

elde edilir. (4.23) eĢitsizliğinde    
  (     )              alınırsa ve 

 

 
    

kabulünden elde edilecek olan         eĢitsizliği kullanıldığında  

              ,    (   )-         

(4.24) 
                                    (   )

[          ,    (   )-] 

(   )
 

elde edilir. O halde 

           

(4.25) 
     (   )  (   )  

   
[          ,    (   )-] 

(   )
 

Ģeklinde seçilirse 2.4.3 Lemma’dan sonuç olarak, 

        
[          ,    (   )-] 

(   )
 

 

elde edilir. 

  



 

45 

 

5.SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu tez çalıĢmasının birinci bölümünde genel hatlarıyla sabit nokta teorisine ait 

bilgiler verilmiĢtir. Ġkinci bölümde, tezde ortaya konulan problemlerin çözümüne 

temel teĢkil edecek tanım, dönüĢüm, teorem, lemma ve iterasyon yöntemlerine yer 

verilmiĢtir. Üçüncü bölümde, bir rasyonel dönüĢüm olan Jaggi tipi dönüĢüm ile yeni 

dört adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak kuvvetli yakınsaklık, yakınsaklık hızı, 

kararlılık ve veri bağlılığı sonuçları ispatlanmıĢtır. Dördüncü bölümde ise yeni dört 

adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak genelleĢtirilmiĢ fonksiyonel integral denklemin 

çözümüne yakınsadığı ve veri bağlı olduğu gösterilmiĢtir. 

AraĢtırmacılar tarafından bu tezde verilen yeni dört adımlı iterasyon yöntemini farklı 

dönüĢüm sınıfları için yeniden düzenleyerek bazı sabit nokta teoremleri elde edebilir 

ve çeĢitli türden integral denklemlere ve diferansiyel denklemlere uygulanması 

incelenebilir.   
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